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Кирисиў 
 
 

 Теманың актуаллығы: Функционаллық анализдиң тийкарғы 

обьектлеринен бири бул функционаллық кеңисликлер болып табылады. 

Функционаллқ кеңисликлердиң əҳмийетли классларынан бири 

интегралланыўшы функциялар класслары есапланады ([7]-[12], [14]-[18], 

[24]). Жигирмаланшы əсирдиң орталарында қəлеген натурал дəрежеси 

интералланыўшы функциялар класы үйрениле басланды.  Қəлеген натурал  

дəрежеси интегралланыўшы функциялар класы алгебра пайда ететуғыны 

көрсетилди. Бул функциялар класы Аренс алгебралары деп аталып, 

коммутатив Аренс алгебралары биринши рет 1951 жылы Р. Аренс [25] 

жумысында қаралған. Коммутатив емес Аренс алгебраларың үйрениў           

С. Иноудың [28] жумысында қаралған. Коммутатив емес банах функциялары 

кеңисликлери [26-27] жумысларда кеңнен үйренилген. 

 Аренс алгебраларының үстпе-үст түсиўи, олардың изоморфизмлери 

Р.З. Абдуллаевтың [1-3] жумысларында үйренилген. Аренс алгебраларының 

дифференциалланыўлары ҳəм авторморфизмлери [4-6], [19], [23] 

жумысларда үйренилген. Коммутатив емес Аренс алгебраларының 

дифференциалланыўлары [19] жумыста толық баянланған.  

Соңғы жылларда өлшемли операторлар алгебралары ҳəм ондағы ҳəр 

қыйлы операторлар кеңнен үйренилмекте. Өлшемли операторлар 

алгебраларының тийкарғы қəсийетлери М.А. Муратов ҳəм В.И. Чилинлердиң 

2007 жылдағы [13] монографиясында кеңнен үйренилген. Бул монографияда 

өлшемли, тоталь өлшемли ҳəм локаль өлшемли операторлар алгебраларының 

тийкарғы қəсийетлери қаралған. Бул алгебралардың бир-бири менен үстпе-

үст түсиў шəртлери [13] жумыста табылған. Бул алгебраларда ҳəр қыйлы 

жыйнақлылықлар ҳəм топологиялар, атап айтқанда, өлшем бойынша 

жыйнақлылық, тəртип бойынша жыйнақлылық, дерлик жыйнақлылық, еки 

тəреплеме дерлик жыйнақлылық түрлери [13] жумыста  қаралған.  
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Типи I фон Нейман алгебраларына қарата локаль өлшемли операторлар 

алгебралары [6], [20-22] жумысларда қаралған. Типи I фон Нейман 

алгебраларына қарата локаль өлшемли операторлар алгебрасы өлшемли 

функциялар кольцосы үстиндеги Гильберт – Каплански модулинде 

анықланған үзликсиз сызықлы операторлар алгебрасына изоморфлығы [21] 

жумыста дəлилленген. Бундай изоморфизмлер жəрдеминде типи I фон 

Нейман алгебраларына қарата өлшемли операторлар алгебрасы 

дифференциалланыўлары толық баянланған. Бул баянлаўлардан пайдаланып, 

типи I фон Нейман алгебраларына қарата Аренс алгебраларының 

автоморфизмлери [5] жумыста үйренилген. 

Мақсети ҳəм ўазыйпалары: Типи I фон Нейман алгебраларына қарата 

Аренс алгебраларының аддитив дифференциаллаўларынын улыўма көринисин 

табыўдан ибарат. 

 Изертлеў объекти: фон Нейман алгебралары, коммутатив емес Аренс 

алгебралары,  аддитив дифференциаллаўлар. 

 Изертлеўди алып барыў усыллары.  Магистрлик диссертация 

жумысында тийкарынан функционаллық анализ ҳəм операторлар алгебралары 

теориясы усылларынан пайдаланылады.       

 Изертлеўдиң əмелий əҳмийети: Жумыс теориялық характерге ийе. 

Диссертацияда келтирилген нəтийжелер ҳəм усыллар  функционаллық анализ 

ҳəм операторлар алгебрасы теориясын изертлеўде қолланылыўы мумкин.  

 Жумыстың көлеми ҳəм дүзилиси: Магистрлик диссертация жумысы 

кирисиў, еки бап, төрт параграф, жуўмақлаў ҳəм пайдаланылған əдебиятлар 

дизиминен ибарат. 

Жумыстың биринши бабы еки параграфтан ибарат болып, бунда фон 

Нейман алгебраларының қəсийетлери қаралған.  

Магистрлик диссертация жумысының екинши бабында типи I фон 

Нейман алгебраларына қарата Аренс алгебраларының аддитив 

дифференциаллаўлары қаралған. 
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Мейли H  комплекс Гильберт кеңислиги, ( )HB  болса H  кеңисликте 

анықланған барлық шегараланған сызықлы операторлар алгебрасы болсын. 

M  арқалы ( )HB  алгебрасындағы фон Нейман алгебрасы ҳəм 
M

⋅  ондағы 

норма болсын. ( )MP  болса M  фон Нейман алгебрасы проекторлары 

көплиги болсын. 

 Мейли M−τ  фон Нейман алгебрасында анықланған анық шекли 

нормал из болсын.  ( )τ,MS  арқалы M  алгебрасына бириктирилген 

барлық τ -өлшемли операторлар көплигин белгилеймиз. Енди ҳəр бир 1≥p  

саны ушын 

 

( ) ( ) ( ){ }∞<∈= p

p xMSxML τττ :,,  

 

көплигин қарайық. ( )τ,MLp  кеңислиги усы 

 

( )( ) ( )ττ ,,
/1

MLxxx p

pp

p
∈=  

 

нормаға қарата Банах кеңислигин пайда етеди. Енди усы 

 

( ) ( )ττω ,,
1

MLML
p

p∩
≥

=  
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кесиспени қараймыз. ( )τω ,ML  кеңисликте 

 

{ }N∈⋅ n
n

:  

 

нормалар системасы пайда еткен топология t  ны аламыз. Бул топологияға 

қарата ( )τω ,ML  толық, локал дөңес метрикалық *-алгебра пайда етеди. Бул 

( )( )tML ,,τω  алгебрасы Аренс алгебрасы деп аталады. 

 Коммутатив фон Нейман алгебралары ушын Аренс алгебралары 1951 

жылда Р. Аренс тəрепинен үйренилген. Коммутатив емес жағдайда А. Иноу 

тəрепинен 1976 жылда қаралған. 

Мейли M  типи nI  ( )N∈n  фон Нейман алгебрасы ҳəм ( )MZ  оның 

орайы болсын. Онда M  алгебрасы ( )MZ  орай үстиндеги nn ×  матрицалар 

алгебрасы ( )( )MZM n  алгебрасына *-изоморф болады (қараң [13, теорема 

2.3.3]). 

 Бунда ( )τω ,ML  Аренс алгебрасы төмендегише анықланады. 

2.1.2-теорема. Мейли M  типи nI , ( )N∈n  фон Нейман алгебрасы, τ  

ондағы анық нормал из ҳəм ( )( )τω ,MLZ  Аренс алгебрасы орайы болсын. 

Онда ( ) ( )( )( )ττ ωω ,, MLZMML n≅ . 
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Енди бир текли типи I фон Нейман алгебраларына қарата Аренс 

алгебралары характеристикасы пайдаланылып, бул алгебраның аддитив 

дифференциаллаўлары үйрениледи. 

Мейли A  санлар майданы C  үстиндеги алгебра болсын. AAD →:  

сызықлы (аддитив) операторы барлық Ayx ∈,  элементлери ушын усы 

( ) ( ) ( )yxDyxDxyD +=  

 

Лейбниц бирдейлигин қанаатландырса, онда D  сызықлы (аддитив) 

дифференциаллаў делинеди. Ҳəр бир Aa ∈  элементи усы 

 

( ) AxxaaxxDa ∈−= ,  

 

формула арқалы A  алгебрасында сызықлы дифференциаллаў пайда етеди. 

Бундай  aD  дифференциаллаўы ишки дифференциаллаў деп аталады.  

 Енди бизге CC →:δ  көринисиндеги аддитив дифференциаллаўлар 

ҳаққында базы бир фактлер керек. Бундай дифференциаллаўлар ҳəр бир 

алгебралық санда нолге тең болады. Екинши тəрептен C∈λ  транцсендент 

сан болса, онда усы аддитив дифференциаллаў CC →:δ  бар болып, ол λ  

санында нол ден парықлы мəнис қабыл етеди. (қараң [12]). 

 Мейли ( )CnM  бул nn×  өлшемли C  майдан үстиндеги матрицалар 

алгебрасы болсын. Егер njie ji ,1,,, =  элементлери ( )CnM  алгебрасының 
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матрицалық бирликлери болса, онда ҳəр бир ( )CnMx ∈  элементи төмендеги 

түрде болады: 

 

njiex ji

n

ji
ijij ,1,,, ,

1,

=∈= ∑
=

Cλλ . 

 

Мейли CC →:δ  аддитив дифференциаллаў болсын. Усы 

 

( ) ij

n

ji
ijij

n

ji
ij eeD ∑∑

==
=









1,1,

λδλδ                                    (2.2) 

 

формула арқалы δD  операторын анықлаймыз. Бул оператор ( )CnM  аддитив 

дифференциаллаў болады. Бул оператордың ( )CnM  алгебрасының 

орайындағы мəнислери δ  менен үстпе-үст түседи. 

 Мейли M  типи nI , N∈n   болған фон Нейман факторы болсын. Онда 

M  алгебрасындағы ҳəр бир D  аддитив дифференциаллаў жалғыз усылда 

төмендеги түрде жазылады 

 

δDDD a += , 
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бунда aD  оператоы Ma ∈  элементи пайда еткен ишки дифференциаллаў 

ҳəм δD  болса M  алгебраның орайында анықланған δ  аддитив 

дифференциаллаўдың (2.2) түрдеги изинен ибарат аддитив дифференциаллаў 

болады. 

 Енди M  қəлеген шекли өлшемли фон Нейман алгебрасы ҳəм ( )MZ  

оның орайы болсын. Онда M  алгебрасында сондай өз-ара ортогонал 

орайлық проекторлар { } 1,,...,,
1

21 =
= i

k

i
k zVzzz  ҳəм N∈knnn ,...,, 21  бар болып, 

M  алгебрасы типи 
inI  болған Mzi  фон Нейман факторларының                    

*C -көбеймесине *- изоморф болады, яғный 

 

( ) ( ) ( )CCC
knnn MMMM ⊕⊕⊕≅ ...

21
. 

 

 Мейли енди D  операторы M  алгебрасындағы аддитив 

дифференциаллаў ҳəм δ  оның алгебраның орайы ( )MZ  алгебрасына 

шегараланыўы болсын. Онда ( ) ( )xzzx δδ =  бунда ( )MZz ∈  орайлық 

проектор ҳəм Mx ∈ . Буннан δ  операторы ҳəр бир ( ) C≅MZzi  кесимди өз-

өзине сəўлелендиреди. Демек δ  операторы iδ  дифференциаллаўды 

алгебрасы C  пайда етеди, бунда ki ,1= . 

Мейли 
i

Dδ  операторы ( ) kiM
in ,1, =C  алгебрасындағы (2.2) формула 

жəрдеминде пайда етилген аддитив дифференциаллаў болсын. Усы 
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( )( ) ( )( ) ( ) MxxDxD k

iii
k

i i
i ∈= == 1,1 δδ                                  (2.3) 

 

формула арқалы қурылған δD  операторы M  алгебрасында аддитив 

дифференциаллаў болады. 

Енди биз ( )τω ,ML  аддитив дифференциаллаў операторы D  ны ҳəм 

оның алгебра орайы ( )( )τω ,MLZ  ге шегараланыўшы δ  ны қарайық. Mzδ  

шекли өлшеўли фон Нейман алгебрасы болады ҳəм 0≡⊥δδz , яғный δδ δz= . 

 Мейли δD  операторы ( ) MzMLz δ
ω

δ τ =,  алгебрасында (4) формула 

бойынша анықланған болсын. бул дифференциаллаўдың 

( ) ( ) ( )τττ δδ ,,, MLzMLzML Λ⊥ΛΛ ⊕=  алгебрасында даўамы болған δD  

операторын усы  

 

( ) ( ) ( ) ( )ττ δδδδ ,,,,: 21121 MLzxMLzxxDxxD Λ⊥Λ ∈∈=+                (2.6) 

 

арқалы анықлаймыз. 

 Төмендеги нəтийже жумыстың тийкарқы нəтийжеси болып, типи nI  

фон Нейман алгебрасына сəйкес ( )τω ,ML  Аренс алгебрасындағы аддитив 

дифференциаллаўдың улыўма көринисин береди. 
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2.2.4-теорема. Мейли M  типи nI  фон Нейман алгебрасы ҳəм τ  ондағы 

анық нормал шекли из болсын. Онда ( )τω ,ML  алгебрасындағы ҳəр бир 

аддитив дифференциаллаў D  усы түрде бирден-бир көринисте жазылады 

 

δDDD a +=  

 

бунда aD  аддитив дифференциаллаўы ( )τω ,MLa ∈  элементи менен пайда 

етилген. δD  болса орайда анықланған δ  аддитив дифференциаллаўдың (2.6) 

бойынша ( )τω ,ML  алгебрасының даўамы болады. 
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I БАП 
 

 ФОН НЕЙМАН АЛГЕБРАЛАРЫ 

 

 

Биринши бап еки параграфтан ибарат болып, бунда инволютив 

алгебралар, *C -алгебралар, фон Нейман анықламалары, мысаллар ҳəм 

айырым қəсийетлери қарастырылған. Биринши параграфта инволютив 

алгебралар, *C -алгебралар ҳаккында тийкарғы түсиниклер келтирилген. Ал 

екинши параграфта фон Нейман алгебралардың анықламалары, бир неше 

мысаллар ҳəм базы бир белгили нəтийжелер келтириледи. 

 

 

§ 1.1 Фон Нейман алгебралары 
 

Мейли A – ℂ  комплекс санлар майданы үстиндеги алгебра болсын. A 

алгебрада аниқланған  

 

*x x→  

 

сəўлелендириў ҳəр бир , ,x y A λ∈ ∈ℂ  ушын төмендеги шəртлерди 

қанаатлантырса, онда бул сəўлелендириўге  инволюция делинеди: 

(i) ( )* * *;x y x y+ = +  

(ii) ( )* *;x xλ λ=  

(iii) ( )* * *;xy y x=  

(iv) ( )* * .x x=  

Инволюциялы алгебраға ∗-алгебра делинеди. 
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A ∗- алгебра ҳəм x A∈  болсын. x  элементи ушын *x x=  теңлиги 

орынланса, ол эрмит элементи,  

* *x x xx=  

 

теңлиги орынланса, онда нормаль элемент делинеди. 

A ∗-алгебраның барлық эрмит элементлери көплиги hA  сыяқлы 

белгиленеди. Ҳəр бир x A∈  элементи ушын 

 

* , * hx x xx A∈  

 

орынлы болады. 

hA  көплиги A алгебраның ҳақықый үлес кеңислиги болып, , hx y A∈  

элементлери ушын 

 

hxy A∈  

 

қатнасы теғ-ғана бул элементлер коммутирланғанда орынланады, яғный 

 

xy yx= . 

 

Ҳəр бир x A∈  ушын 

 

( )

( )

*
Re ,

2
*

Im
2

x x
x

x x
x

i

+=

−=
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деп белгилейик. Онда ( ) ( )Re , Im hx x A∈ . Екинши тəрептен, егер x A∈  

элементи ушын 

2ix x ix= + , 

бунда 1 2, hx x A∈ , болса, онда 

( ) ( )1 2Re , Imx x x x= =  

теңликлери орынлы болады. ( )Re x  ҳəм ( )Im x  элементлери сəйкес түрде, x  

элементтиң ҳақықый ҳəм жорыма бөлимлери делинеди. A алгебрасында 

мультипликатиялық бирлик пайда болса, бул алгебра униталь алгебра 

делинеди. 

Униталь A алгебраның x A∈  ушын сондай y A∈  элементи табылып, 

 

xy yx= = 1 

 

теңлиги орынланса, онда x  керилениўши элемент делинеди. Бул шəртти 

қанаатлантырыўшы у элемент бирден-бир түрде анықланады ҳəм у 1x−  

сыяқлы белгиленеди. x A∈  элементи ушын 

 

( ) ( ) 11 * *x x
−− =  

 

теңлиги орынлы болады. Егер u A∈  элементи 

 

* *u u uu= = 1  

 

теңлигин қанаатлантырса, онда бул элемент унитар делинеди. u A∈  унитар 

элементи болыўы ушын, ол керилениўши ҳəм  
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1*u u−=  

 

шəртти қанаатландырыўы зəрүр ҳəм жетерли. 

A алгебраның барлық унитар элементлери көплиги ( )U A  сыяқлы 

белгиленеди ҳəм ол көбеймеге қарата группа пайда етеди.  

p A∈  элементи 

 

2 *p p p= =  

 

теңлигин қанаатлантырса, онда проектор делинеди. A алгебраның барлық 

проекторлары көплиги ( )P A  көринисинде белгиленеди. 

A ҳəм B  ∗-алгебралар болсын. 

 

: A Bφ →  

сəўлелендириўи, барлық ,x y A∈ , λ ∈C  элементлари ушын 

 

(i) ( ) ( ) ( );x y x yφ φ φ+ = +  

(ii) ( ) ( );x xφ λ λφ=  

(iii) ( ) ( ) ( );xy x yφ φ φ=  

(iv) ( ) ( )* *.x xφ φ=  

 

шəртлерди қанаатландырса, онда φ  ∗-гомоморфизм делинеди. 

 Егер φ  биектив ∗-гомоморфизм болса, онда φ  ∗-изоморфизм, A ҳəм 

B  алгебралары болса ∗-изоморф делинеди. 

A ∗-алгебраның S  үлес алгебрасы ушын x S∈  екенлигинен *x S∈  

келип шықса, онда S  ∗-үлес алгебра делинеди. 
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Егер A ∗-алгебра ⋅  нормаға қарата банах кеңислиги болып, қəлеген 

,x y A∈  элементлери ушын 

(i) ;xy x y≤  

(ii) *x x=  

шəртлерин қанаатландырса, онда A банах ∗-алгебрасы делинеди. 

 Егер A банах ∗ - алгебрасы униталь болып, 

 

1=1  

 

теңлиги орынланса, онда A униталь банах ∗ - алгебрасы делинеди. 

A банах ∗ - алгебрасында барлық x A∈  ушын 

 

2
*x x x=  

 

теңлиги орынланса, онда A   *C -алгебра делинеди. 

 Егер A   *C -алгебрада бирлик элемент пайда болса, онда 1=1  теңлик 

автомат түрде орынланады, себеби 

 

2
*= =1 1 1 1 . 

 

*C -алгебраларға мысаллар келтиремиз.  

1) X  қəлеген бос болмаған көплик. X  көпликте анықланған барлық 

шегараланған комплекс мəнисли функциялар көплигин ( )l X∞  сыяқлы 

белиглеймиз. Бул көпликте алгебралық əмеллерди точкалар бойынша, яғный 
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(i) ( )( ) ( ) ( );f g x f x g x+ = +  

(ii) ( )( ) ( ) ( );fg x f x g x=  

(iii) ( )( ) ( );f x f xλ λ=  

 

сыяқлы, инволюция əмелин f f→  сыяқлы, норманы болса 

 

( )sup
x X

f f x
∈

= , 

сыяқлы анықлаймыз. Онда, ( )l X∞  коммутатив униталь *C -алгебра болады. 

Еслетип өтемиз, A алгебраның қəлеген ,x y A∈  элементлери ушын 

 

xy yx=  

 

теңлиги орынланса, онда A коммутатив делинеди. 

2) K  топологиялық кеңислик болсын. ( )bC K  арқалы K  кеңисликте 

анықланған барлық шегараланған үзликсиз комплекс мəнисли функциялар 

көплигин белгилеймиз. Онда ( )bC K  алгебрасы ( )l K∞  *C - алгебраның 

үлес алгебрасы болады. 

Солай етип, ( )bC K  униталь коммутатив *C - алгебра болады. Егер K  

компакт кеңислик болса, онда ( )bC K  алгебрасы ( )C K K−  кеңисликте 

анықланған үзликсиз функциялар алгебрасы менен үстпе-үст түседи. 

3) K  локаль компакт хаусдорф кеңислик болсын.  

Егер :f K → C функция қəлеген 0ε >  саны ушын ( ){ }:x K f x ε∈ ≥  
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көплиги компакт болса, онда f  шексизликте нолге айланады делинеди. K  

кеңисликте анықланған шексизликте нолге айланыўшы функциялар көплиги 

( )0C K  ∗  - алгебра болады. 

Ҳəр бир ( )0f C K∈  ушын 

 

( )sup
x K

f f x
∈

=  

 

дейик. Онда, ( )( )0 ,C K ⋅  коммутатив *C -алгебра болады. ( )0C K  

униталь болыўы ушын K  компакт екенлиги зəрүр ҳəм жетерли. Бунда 

( )0C K  алгебрасы ( )C K  менен үстпе-үст түседи. 

4) ( ), ,ε µΩ  толық локаль шекли өлшемли кеңислик болсын. 

Еслетип өтемиз, егер қəлеген ( ), 0A Aµ∈Σ >  ушын шундай B ∈Σ , 

,B A⊂  ( )0 Bµ< < ∞  табылса, онда µ  локаль шекли өлшем делинеди. 

( ), ,L ε µ∞ Ω  арқалы ( ), ,ε µΩ  да анықланған шегараланған комплекс 

мəнисли өлшемли функциялар кеңислигин белгилеймиз. Онда ( ), ,L ε µ∞ Ω  

кеңислиги 

 

( )sup
x

f ess f x
∞

∈Ω
=  

 

норма ҳəм ноқатлар бойынша алгебралық əмеллер, f f→  инволюцияға 

қарата *C - алгебра болады. 

5) H  Гильберт кеңислиги, ( )B H  бул Гильберт кеңислигинде 

анықланған барлық шегараланған сызықлы операторлар алгебрасы болсын. 

Бул кеңисликте норма 
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( )
1

supT T
ξ

ξ
≤

=  

 

сыяқлы анықланады. Инволюция 

 

*T T→  

 

қоспа операторға өтиў. 

( )B H  алгебрасы 

6) Айтайық { }j j J
A

∈
 *C− - алгебралар системасы болсын, бунда  

J  базы бир индекслар көплиги. A арқалы сондай { }j j A
x

∈
 элементлер 

көплигин белгилеймиз, бунда ,j jx A j J∈ ∈  ҳəм  

 

sup
j

j Aj J

x
∈

< +∞  

Онда, A көплиги төмендеги алгебралық əмеллер инволюция ҳəм нормаға 

қарата *C - алгебра пайда етеди: 

 

(i) { } { } { } ;j j j jj J j J j J
x y x y

∈ ∈ ∈
+ = +  

                          (ii) { } { } ;j jj J j J
x xλ λ

∈ ∈
=  

                          (iii) { } { } { } ;j j j jj J j J j J
x y x y

∈ ∈ ∈
=  

                          (iv) { } { }* * ;j jj J j J
x x

∈ ∈
=  

                           (v) { } sup ;j j Aj J A j J

x x
∈ ∈

=  
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A  *C - алгебрасы jA  *C - алгебралардың *C - көбеймеси делинеди ҳəм 

 

* j
j J

A C A
∈

= −∏  

сыяқлы белгиленеди. Онда A алгебрасы 

j
j J

A
∈

∏  

дурыс көбеймеден ибарат ∗-алгебраның ∗-үлес алгебрасы болады. Буннан 

тысқары, 

 

* j j
j J j J

C A A
∈ ∈

− =∏ ∏  

 

теңлиги тек ғана ( )card J < ∞  болғандағана орынлы болады. 

Мысал ушын ( )l X∞  *C - алгебрасы j
j X

A
∈
∏  *C - алгебрадан ибарат болады, 

бунда барлық j X∈  ушын jA = C . 

Айтайық A базы бир униталь *C -алгебра болсын. Ҳəр бир x A∈  

элементи ушын  

( ) ( ){ }: 1Sp s x A тескариланувчи эмасλ λ= ∈ − −C  

көплиги x  элементтиң спектри делинеди. 

1.1.1-теорема.  

(i) ҳəр бир x A∈  ушын ( )sp x  көплиги C  да бос емес компакт үлес көплик 

болады; 

(ii) Егер *x x=  болса, онда ( ) ;sp x ⊆ R  
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(iii) Егер x A∈  нормаль элемент болса, онда ( )( )C sp x  *C -алгебрадан A 

алгебраға φ -гомоморфизми бар болады, 

( )0f xφ = , 

бунда ( )0f t t=  ҳəр бир ( )t sp x∈ . Буннан тысқары, φ  изометрия болып, 

( )( )( )C sp xφ  A  ның 1 ҳəм x  элементлари пайда еткен *C -үлес 

алгебрасынан ибарат болады. 

Егер x A∈  элементи ушын *x x=  ҳəм 

( ) { }: 0sp x t t+⊆ = ∈ ≥R R  

болса, онда x  оң элемент делинеди. A алгебраның барлық оң элементлери 

көплиги A+  сыяқлы белгиленеди. Онда 

 

( ) { }0A A+ +∩ − =  

 

ҳəм ҳəр бир 0λ ≥  ушын 

 

A Aλ + +⊆ . 

  

Төмендеги теорамада *C - алгебраның оң элементлариниң тийкарғы 

қəсийетлери келтирилген: 

1.1.2-теорема.  

(i) Ҳəр бир x A+∈  элементи ушын сондай y A+∈  элементи бар болып, 

 

2y x=  
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теңлиги орынлы болады. Бунда y  элементи x  сыяқлы белгиленип,  y  x  

элементтиң квадрат корени делинеди; 

(ii) ;A A A+ + ++ ⊆  

(iii) { } { }2* : : ;hA x x x A y y A+ = ∈ = ∈  

(iv) Егер ( )A B H−  тың *C -үлес алгебрасы болса, онда 

 

{ }: , 0,A T A T Hξ ξ ξ+ = ∈ ≥ ∀ ∈  

 

hA  көпликте тəртип қатнасын төмендегише анықлаймыз: 

 

( )x y y x A+≤ ⇔ − ∈  

 

Бул үлес тəртип төмендеги шəртлерди қанаатлантырады: 

1.1.3-Тастыйықлаў. 

(i) Егер  x y≤  болса, онда барлық hz A∈ , x +∈ R  ушын 

,x z y z x yλ λ+ ≤ + ≤  орынлы болады; 

(ii) Егер x y≤  болса, онда қəлеген z A∈  ушын * *z z z yz+ ≤  орынлы 

болады. 

(iii) Егер 0 , 0x y≤ ≤  ҳəм yx xy=  болса, онда 0 xy≤ ; 

(iv) Егер 0 x y≤ <  болса, онда 
A A

x y u x y≤ ≤ ; бундан тысқары x  

ҳəм y  керилениўши болса, онда 1 10 y x− −≤ ≤ . 

Ҳəр бир hx A∈  элементи ушын 

 

2 , ,
2 2

x x x x
x x x x+ −

+ −
= = =  



 23 

 

белгилеўлерин киритемиз. 

Анықламадан тиккелей төмендегилер келип шығады. 

(i) , , ;x x x A+ − +∈  

(ii) ;x x x+ −= −  

(iii) ;x x x+ −=  

(iv) 0x x+ − = . 

, ,x x x+ −  элементлери сəйкес түрде эрмит x  элементиниң модули, оң ҳəм 

терис үлеслари делинеди. 

Төмендеги қəсийетлер орынлы болады. Нормасы 1
A

x ≤  болған ҳəр 

бир hx A∈  элементи ушын 21 x A+− ∈  болып,  

 

2u x i x= + −1  

 

ҳəм 

 

2x i xϑ = − −1  

 

унитар элементлер, соның менен бирге 

 

2

u
x

ϑ+= . 

 

Буннан, дара жағдайда A *C -алгебраның ҳəр бир элементи оның унитар 

элементлери сызықлы комбинациясына теңлиги келип шығады. 
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A *C -алгебрада анықланған f  сызықлы функционал ҳəр бир x A+∈  

элементи ушын ( ) 0f x ≥  орынлы болса, онда f  оң деп аталады. Егер f  оң 

функционал болса, онда f  үзликсиз болады. 

Ҳəр бир x A∈  ушын  

 

(i) ( ) ( )* ;f x f x=  

(ii) ( ) ( )2
*f x f f x x≤  

 

қатнаслары орынлы болады. Егер A униталь *C -алгебра болса, онда 

 

( )1f f=  

 

теңлиги орынлы болады.  

Айтайық H  гильберт кеңислиги, ( )B H  болса H  кеңисликте 

анықланған барлық шегараланған сызықлы операторлар *C -алгебрасы 

болсын. Ҳəр бир Hξ ∈  ушын 

 

( ) ( ),
H

T T T B Hξρ ξ= ∈  

 

ярым норманы анықлаймыз. 

( )B H  алгебрада { }
Hξ ξ

ρ
∈

 ярым нормалар системасы пайда еткен локаль 

дөңес топологияға күшли оператор топология, қысқаша, ( )so -топология 

делинеди. Бу топология хаусдорф болады. { } ( )T B Hα α∈Λ
⊆  операторлар 

( )T B H∈  операторына so -жақынласыўы ушын, барлық Hξ ∈  точкаларда 
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0
H

T Tαξ ξ− →  

 

қатнасы орынланыўы зəрүр ҳəм жетерли. Онда so -топология ( )B H
⋅  норма 

пайда еткен тегис топологиядан күшсиз болады. so -топологияға қарата 

( )B H  топологиялық сызықлы кеңислик болады. 

 1.1.4-теорема. 

(i) Егер { }Tα α∈Λ
 өсиўши (сəйкес түрде кемейиўши) ҳəм барлық α ∈ Λ  ушын 

T Sα ≤  (сəйкес түрде ST ≥α ), бунда ( )h
S B H∈  болса, онда сондай 

( )h
T B H∈  операторы бар болып, { }Tα α∈Λ

 торы T  операторына so -

жақынласады ҳəм supT Tα
α∈Λ

=  (сəйкес түрде infT Tαα∈Λ
= ). 

 ( )B H  алгебрада ҳəр бир , Hξ η ∈  векторлары ушын 

 

( ) ( ), , ,T T T B Hξ ηρ ξ η= ∈  

 

ярым норманы анықлаймыз. 

{ }, , Hξ η ξ η
ρ

∈
 ярым нормалар системасы пайда еткен топология, күшсиз 

оператор топология, қысқаша, ( )wo -топология деп аталады. 

Айтайық ( )M B H−  алгебраның базы бир үлес көплиги болсын. M ′  

арқалы M  көпликтиң коммутанты, яғный 

 

( ) ( ){ }: ,M s B H Ts sT T B H′ = ∈ = ∀ ∈  
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көплигин белгилеймиз. Онда M ′  униталь алгебра болады. M  көпликтиң 

бикоммутанты ( )M M ′′′ ′=  көплиги M  көпликти өз ишине алады.  

1.1.1-анықлама.  ( )M B H⊆   ∗-үлес алгебра ушын M M ′′=  

теңлиги орынланса, онда M  фон Нейман алгебрасы делинеди.  

1.1.5-теорема. Айтайық ( )M B H−  алгебраның униталь ∗-үлес 

алгебрасы болсын. Төмендеги шəртлер эквивалент болады: 

(i) ;M M ′′=  

(ii) M  күшсиз оператор топологияда жабық болады; 

(iii) M  күшли оператор топологияда жабық болады; 

(iv) 1M  күшсиз оператор топологияда жабық болады; 

(v) 1M  күшли оператор топологияда жабық болады; 

Айтайық T  – ( )B H  алгебрасына тийисли базы бир оператор болсын. 

( )n T  арқалы бул оператордың ядросы 

 

( ) { }: 0Ker T H Tξ ξ= ∈ =  

 

үлес кеңислигине ортогонал проекторды белгилеймиз. 

( )l T  арқалы болса 

 

( ) { }:Ran T T Hξ ξ= ∈  

 

үлес кеңислигиниң жайылмасына ортогонал проекторды белгилеймиз. 

 Төмендеги қатнаслар орынлы болады: 

(i) ( ) ( )*r T l T=  
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(ii) ( )r T  проекторы TE T=  теңлигин қанаатландырыўшы ( )E B H∈  

проекторлардың ең кишиси, яғный 

 

( ) ( )( ){ }inf : ;r T E P B H TET= ∈  

 

(iii) ( )l T проекторы ET T=  теңлигин қанаатландырыўшы ( )E B H∈  

проекторлардың ең кишиси, яғный 

 

( ) ( )( ){ }inf : .l T E P B H ET T= ∈ =  

( )l T   ҳəм ( )r T  проекторлар төмендеги жағдайларда қолай есапланады. 

1.1.6-Тастыйықлаў. Егер T EQ= , бунда ,E Q -проекторлар, болса, 

онда 

 

(i) ( ) ( )1 ;l T E E Q= − ∧ −  

(ii) ( ) ( )1 .r T Q Q E= − ∧ −  

 

( )V B H∈  операторы ушын сондай L  жабық сызықлы үлес кеңислик бар 

болып, 

 

,
H H

V Lξ ξ ξ= ∀ ∈  

 

ҳəм 

 

0,V Lξ ξ ⊥= ∀ ∈  
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қатнаслары орынлы болса, онда V  үлес изометрия делинеди. Бунда, L  үлес 

кеңислиги V  үлес изометрияның басланғыш үлес кеңислиги, ( )V L  болса 

финал үлес кеңислиги делинеди. 

 *V V  ҳəм *VV  операторлары проекторлар болып, олар сəйкес түрде 

L  ҳəм ( )V L  үлес кеңисликлерге ортогонал проекторлар болады. Олар V  

үлес изометрияның басланғыш ҳəм финал проекторлары делинеди. 

 Төмендеги қисмий изометриялардың характеристикасы пайдалы 

болады. 

(i) V  үлес изометрия; 

(ii) *V V  проектор; 

(iii) *VV  проектор; 

(iv) *VV V V= ; 

(v) * * *V VV V= . 

 

1.1.7-теорема. (Поляр жайылма ҳаққында). Ҳəр бир ( )T B H∈  

операторы ушын жалғыз оң ( )S B H∈  операторы ҳəм ( )V B H∈  қисмий 

изометрия бар болып, 

 

T VS=  ҳəм ( )*V V s S=  

 

теңликлери орынлы болады. 



 29 

§1.2. фон Нейман алгебралары классификациясы 

 

 M  фон Нейман алгебрасы барлық проекторлары көплиги ( )P M  

ушын төмендеги нəтийже, оның тийкарғы қəсийетлеринен бири есапланады. 

 1.2.1-теорема. ( )P M  көплиги  hM  көплигинен индуцирланған үлес 

тəртипке қарата толық структура болып, бунда 0 операторы оның нол 

элементи, бирлик оператор 1 оның бирлик элементи болады ҳəм P  

проектордың толықтырыўшысы 1P p⊥ = −  проекторына тең. 

P p⊥→  сəўлелендириўи төмендеги қəсийетлерге ийе болады: 

i 1) ( ) ;P P
⊥⊥ =  

i 2) p P⊥∨ = 1 

i 3) Егер Q P≤  болса, онда ;P Q⊥ ⊥≤  

i 4) { } ( )iP P M⊂  проекторлары ушын оның ең киши жоқарғы 

шегарасы i
i I
V P
∈

 проекторы ( )i
i I

P H
∈
∑  жабық үлес кеңислигине ортогонал 

проектор болады, ең үлкен төменги шегарасы болса ( )i
i I

P H
∈
∩  үлес 

кеңисликке ортогонал проектор болады. 

(ii) Егер M  коммутатив фон Нейман алгебрасы болса, онда ( )P M  

толық буль алгебрасы болады. ( )( )P Z M  көплиги ( )P M  ниң толық буль 

үлес алгебрасы ҳəм  

 

( )
{ }

( )( )
{ }sup : sup :

P M P Z M
P P F P P F∈ = ∈  
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бунда ( )( )F P Z M⊂  

(iii) ҳəр бир { } ( )1
,

n

i i
P P M n N

=
⊂ ∈  

ушын 

 

1
1

;
n n

i i
n

i

s P V P
==

  = 
 
∑  

 

(iv) Егер { } ( )i i I
P P M

∈
⊂  ушын 0,i jPP i j= ≠  болса, онда 

 

,i i
i I

i I

V P P
∈ ∈

=∑  

 

бунда қатардың жақынласыўы ( )so -топологиясы бойынша болады. 

 1.2.1-теоремадан ҳəр бир T M∈  ушын zT T=  теңлигин 

қанаатлантырыўшы барлық орайлық проекторлар көплиги ең үлкен төменги 

шегараға ийе болады. Бул орайлық проектор ( )z T  арқалы белгиленеди, 

яғный 

 

( ) ( )( ){ }inf :z T Z P Z M zT T= ∈ = . 

 

Егер E  ҳəм F  проекторлары ушын сондай V M∈  үлес изометрия табылып, 

 

* , *V V E VV F= =  

 

теңликлери орынланса, онда  E  ҳəм F  проекторлар эквивалент делинеди. 

E F∼  сыяқлы белгиленеди. Дара жағдайда  
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, * * *VE V FV EV V V F= = = =  

 

теңликлери орынлы болады. 

" "∼  қатнасы ( )P M  көпликте эквивалентлик қатнасы болады, яғный 

а) ;E F F E⇒∼ ∼  

в) ;E E∼  

с) , .E F F Q E Q⇒∼ ∼ ∼  

 Егер E  ҳəм F  проекторлары ушын сондай ( )1F P M∈  табылып, 

1 1,F F E F≤ ∼  орынланса, онда E F<
ɶ

 арқалы белгиленеди. 

  1.2.2-теорема. Айтайық M  фон Нейман алгебрасы болсын. 

i) Егер ( ),E F P m∈ , E F<
ɶ

 ҳəм F E<
ɶ

 болса, онда ;E F∼  

ii)  Егер E F∼  болса, онда ( ) ( )z E z F=  

iii)  Егер E F∼ , ( )( )Z P z m∈  болса, онда EZ FZ∼ ; 

iv) Егер { } { } ( ),i ii I i I
E F P M

∈ ∈
⊂  ушын 0,i jE E = 0,i jF F =  

, ,i j i j I≠ ∈  ҳəм ,i iE F i I∈∼  болса, онда 

 

i i
i I i I
V E V F
∈ ∈
∼  

 

v) Егер T M∈  болса, онда ( ) ( )l T r T∼  

vi) Ҳəр бир ( ),E F P M∈  ушын сондай ( )( )( )Z P Z M  орайлық 

проектор табылып, 

 

ZE ZF<
ɶ

 ҳəм Z F Z E⊥ ⊥<
ɶ
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қатнаслары орынлы болады. 

vii)  Қəлеген ( ),E F P M∈  проекторлары ушын 

viii)   

( ) ( )E F F E E F∨ − − ∨∼ , 

( ) ( )E E F F E F− ∧ − − − ∧1 1∼ , 

 

қатнаслары орынланады. 

ix) ( ),E F P M∈  болсын. 0EMF ≠  орынлы болыўы ушын сондай 

нолден өзгеше ( )1 1,E F P M∈  проекторлар табылып 

 

1 1,E E F F≤ ≤  ҳəм 1 1E F∼  

 

орынланыўы зəрүр ҳəм жеткиликли. 

Айтайық M  фон Нейман алгебрасы ҳəм ( )E P M∈  болсын. 

Егер ( )Q P M∈  проекторы ушын 0 Q E≠ ≤  екенлигинен, Q E=  

теңлиги келип шықса, онда E  минимал (ямаса атом) делинеди. 

Егер EME  коммутатив алгебра болса, онда E  абель проекторы деп 

аталады. 

Ҳəр бир минимал E  проекторы абель проекторы болады, 

себеби E  минимал болса, онда EME  алгебрасы C  комплекс санлар 

майданына изоморф болады. 

Егер ( )F P M∈  проекторы ушын ,F E F E≤ ∼  екенлигинен F E=  

келип шықса, онда E  шекли проектор делинеди. Бундан тысқары, егер 

( )F P M∈ , F E<
ɶ

 ҳəм E  шекли (сəйкес түрде абель) проекторы болса, 

онда F  шекли (сəйкес түрде абель) проекторы болады. 
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 Егер E  проекторы ушын  

(i) ( )( )Z P Z M∈  

(ii) ZE  шекли проектор шəртлеринен 0ZE =  екенлиги келип шықса, 

онда E  шексиз проектор делинеди. 

Егер E  проектори ушын ( )P EME  көпликте өз-ара ортогонал 

проекторлар системасы көби менен санақлы болса, онда E  санақлы типли 

проектор делинеди. 

Егер M∈1  санақлы типли проектор болса, онда M  фон Нейман 

алгебрасы санақлы типли ямаса σ -шекли фон Нейман алгебрасы делинеди. 

 1.2.3-теорема. Айтайық M  фон Нейман алгебрасы ҳəм ( ),E F P M∈  

болсын. 

(i) Егер ,E F  абель проекторлары ҳəм ( ) ( )z E z F≤  (сəйкес түрде 

( ) ( )z E z F=  ) болса, онда E F<
ɶ

 (сəйкес түрде E F∼ ) қатнасы орынлы 

болады; 

(ii)  Егер E  ҳəм F  шекли проекторлар болса, онда E F∨  ҳам шекли 

проектор болады; 

(iii)  E  проекторы хос шексиз болыўы ушын сондай өз-ара ортогонал 

{ } ( )1n n
E P M

∞

=
⊂  проекторлар бар болып, 

1
n

n
E V E

∞

=
=  ҳəм ,nE F n∈ N∼  

орынланыўы зəрүр ҳəм жетерли болады. 

(iv) Егер E  санақлы типли, F  шексиз проекторлар ҳəм  

( ) ( )z E z F≤  

болса, онда E F<
ɶ

 орынлы болады. 

M  алгебрасы ушын 
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– Егер қəлеген нолден өзгеше ( )E P M∈  проекторы ушын сондай 

( ),P P M P E∈ ≤  минимал проектор бар болса, онда M  атомлық; 

– Егер 1 шекли проектор болса, онда M  шекли; 

– Егер қəлеген нолден өзгеше Z M∈  орайлық проекторы ушын сондай 

шекли ( ),E P M E Z∈ ≤  проекторы табылса, онда M  ярим шекли; 

– Егер қəлеген нолден өзгеше Z M∈  орайлық проекторы ушын сондай 

абель ( ),E P M E Z∈ ≤  проекторы табылса, онда M  типи I ; 

– Егер M  нолден өзгеше абель проекторы бар болмаған, ярим шекли 

алгебра болса, онда M  типи II ; 

– Егер M  да нолден өзгеше шекли проектор бар болмаса, онда M  

типи III ;  

– Егер M  шекли типи I  алгебра болса, онда у sinI  типли; 

– Егер M  шекли болмаған типи I  алгебра болса, онда ол I∞  типли; 

– Егер M  шекли типи II  алгебра болса, онда ол 1II  типли; 

– Егер M  шекли болмаған типи II  алгебра болса, онда II∞  типли; 

– Егер M  типи I  болса, онда дискрет; 

– Егер M  типи II  ямаса III  болса, онда үзликсиз делинеди. 

1.2.4-теорема. Ҳəр бир M  фон Нейман алгебрасы жалғыз түрде 

анықланған , 1,2,3,4,5,iZ i =  орайлық проекторларға ийе болып, 

(i) 
5

1
i

i

Z
=

=∑ 1; 

(ii)  1Z M  типи finI  фон Нейман алгебрасы; 

(iii)  2Z M  типи I∞  фон Нейман алгебрасы; 

(iv) 3Z M  типи 2II  фон Нейман алгебрасы; 

(v) 4Z M  типи II∞  фон Нейман алгебрасы; 
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(vi) 5Z M  типи III  фон Нейман алгебрасы болады. 

Егер M  фактор болса, онда төмендеги бесеўинен 

биреўи болады:  1, , , ,finI I II II III∞ ∞ . 

 Келтирилген теоремадан қəлеген M  фон Нейман алгебрасы 

 

5

1
i

i

M M
=

=∑  

 

көринисте болып, бунда 1 2 3 4 5, , , ,M M M M M  алгебралары сəйкес түрде 

типлери 1, , , ,finI I II II III∞ ∞  болған алгебралар болады. 
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Биринши бап бойынша жуўмақ 
 
 
 

Жумыстың биринши бабы еки параграфтан ибарат болып, бунда 

инволютив алгебралар, *C -алгебралар, фон Нейман анықламалары, 

мысаллар ҳəм айырым қəсийетлери қарастырылған. Биринши параграфта 

инволютив алгебралар, *C -алгебралар ҳаққында тийкарғы түсиниклер 

келтирилген. Ал екинши параграфта фон Нейман алгебралардың 

анықламалары, бир неше мысаллар ҳəм базы бир белгили нəтийжелер 

сəўлеленген. 
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II БАП 

Аренс алгебралары дифференциаллаўлары 

 

Бул бапта бир текли типи И фон Нейман алгебраларына қарата Аренс 

алгебралары классификациясы алынады ҳəм бул алгебраның аддитив 

дифференциаллаўлары үйрениледи. 

 

§2.1. Коммутатив емес Аренс алгебралары 

 

Бул параграфта бир текли типи I  фон Нейман алгебраларына қарата 

Аренс алгебралары классификациясы алынады. 

Мейли H  комплекс Гильберт кеңислиги, ( )HB  болса H  кеңисликте 

анықланған барлық шегараланған сызықлы операторлар алгебрасы болсын. 

M  арқалы ( )HB  алгебрасындағы фон Нейман алгебрасы ҳəм 
M

⋅  ондағы 

норма болсын. ( )MP  болса M  фон Нейман алгебрасы проекторлары 

көплиги болсын. 

M  фон Нейман алгебрасы коммутанты төмендегише анықланады: 

 

( ){ }MxyxxyHByM ∈∀=∈=′ ,: . 
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D  көплиги H  кеңисликтиң үлес кеңислиги болсын. Егер M ′  көпликке 

тийисли қəлеген u  унитар оператор ушын 

 

( ) DDu ⊂  

 

байланысы орынлы болса, ол жағдайда D  көплиги M  бириктирилген 

делинеди ҳəм MDη  сыяқлы белгиленеди. 

 Анықланыў областы ( ) HxD ⊆  болған x  операторы ушын ( ) MxD η  

ҳəм ҳəр бири ( )xDMu ∈′∈ ξ,  ушын ( )( ) ( )( )ξξ uxxu =  болса, ол жағдайда x  

операторы M  алгебраға бириктирилген делинеди ҳəм Mxη  сыяқлы 

белгиленеди. 

 Мейли M−τ  фон Нейман алгебрасында анықланған анық шекли 

нормал из болсын.  

 Егер HD ⊂  бөлим кеңислиги ушын MDη  ҳəм қəлеген 0>ε  саны 

ушын Mp ∈  проекторы табылып ( ) ( )xDHp ⊂  ҳəм ( ) ετ <⊥p  орынланса, 

онда D  тўплами τ -тығыз делинеди. x  болса H  Гильберт кеңислигинде 

анықланған туйық сызықлы оператор болсын. Егер Mxη  ҳəм ( )xD  көплиги 

H  кеңисликте τ -зич болса, онда x  операторы  τ - өлшеўли делинеди. 

 ( )τ,MS  арқалы M  алгебрасына бириктирилген барлық τ -өлшемли 

операторлар көплигин белгилеймиз. 

Енди ҳəр бир 1≥p  саны ушын 
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( ) ( ) ( ){ }∞<∈= p

p xMSxML τττ :,,  

 

көплигин қарайық. ( )τ,MLp  кеңислиги усы 

 

( )( ) ( )ττ ,,
/1

MLxxx p

pp

p
∈=  

 

нормаға қарата Банах кеңислигин пайда етеди. 

 Енди усы 

 

( ) ( )ττω ,,
1

MLML
p

p∩
≥

=  

 

кесиспени қараймыз. ( )τω ,ML  кеңисликте 

 

{ }N∈⋅ n
n

:  

 

нормалар системасы пайда еткен топология t  ны аламыз. Бул топологияға 

қарата ( )τω ,ML  толық, локал дөңес метрикалық *-алгебра пайда етеди. Бул 

( )( )tML ,,τω  алгебрасы Аренс алгебрасы деп аталады. 
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 Коммутатив фон Нейман алгебралары ушын Аренс алгебралары 1951 

жылда Р. Аренс тəрепинен үйренилген. Коммутатив емес жағдайда А. Иноуе 

тəрепинен 1976 жылда қаралған. 

 Төмендеги керекли факкти келтиремиз. Егер N  көплиги M  фон 

Нейман  алгебрасы үлес алгебрасы болса, онда 

( ) ( ) ( )τττ ,,, MLNSNL pNNp ∩= , 

 

бунда Nτ  изи τ  изининг N  алгебрасына шегараланыўы. 

 Енди биз ( )τω ,ML  Аренс алгебрасының орайы характеристикасын 

келтиремиз. 

 2.1.1-лемма. Мейли M   фон Нейман алгебрасы, τ  ондағы анық 

нормал шекли из ҳəм ( )MZ  оның орайы болсын. Онда  

 

( )( ) ( )( )ZMZLMLZ ττ ωω ,, = . 

 

 Дəлиллеў. Усы теңликтен пайдалансақ 

 

( ) ( ) ( )τττ ,,, MLNSNL pNNp ∩= , 

 

онда  
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( ) ( ) ( )τττ ωω ,,, MLNSNL NN ∩= . 

 

Буннан  

 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )τττ

τττ
ωω

ωω

,,,

,,,

MLZMLMSZ

MLMZSMZL ZZ

=∩=

=∩=
 

яғный  

( )( ) ( )( )ZMZLMLZ ττ ωω ,, = . 

 

Лемма дəлилленди. 

 Мейли M  типи nI  ( )N∈n  фон Нейман алгебрасы ҳəм ( )MZ  оның 

орайы болсын. Онда M  алгебрасы ( )MZ  орай үстиндеги nn ×  матрицалар 

алгебрасы ( )( )MZM n  алгебрасына *-изоморф болады (қараң Сакай С. 

[теорема 2.3.3]). 

 Бунда ( )τω ,ML  Аренс алгебрасы төмендегише анықланады. 

2.1.2-теорема. Мейли M  типи nI , ( )N∈n  фон Нейман алгебрасы, τ  

ондағы анық нормал из ҳəм ( )( )τω ,MLZ  Аренс алгебрасы орайы болсын. 

Онда ( ) ( )( )( )ττ ωω ,, MLZMML n≅ . 
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Дəлиллеў. Мейли { }njieij ,1,: ∈  арқалы ( )( )MZM n  

алгебрасындағы матрицалық бирликлерин белгилейик. ( )τω ,ML  

алгебрасында төмендеги көплик пайда еткен *-үлес алгебрасын қарайық. 

 

( )( ) { }njieMLZ ij ,1,:, ∈∪τω . 

 

Бул *-үлес алгебра усы түрдеги элементлерден дүзилген болады: 

 

( )( ) njiMLZaea ji

n

ji
ijij ,1,,,, ,

1,

=∈∑
=

τω  

 

Усы алгебра ( )( )( ) ( )ττ ωω ,, MLMLZM n ⊆  алгебрасына *-изоморф 

болады. Енди M  көплигиниң ( )τω ,ML  алгебрада тығыз екенлигинен, биз 

( )( )( )τω ,MLZM n  үлес алгебраның ( )τω ,ML  алгебрасында тығызлығын 

көрсетиўимиз жетерли болады. 

( )( )τω ,MLZ  орайдың ( )τω ,ML  алгебрасында туйықлығынан 

 

( )( ) ( )( ) 111111 ,, eMLZeMLZe ττ ωω =  

 

көплиги де туйық болады. 
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Мейли ( )( )( )τω ,MLZM n  алгебрасының ( )
ij

n

ji

m
ijm eax ∑=

,

 избе-излиги 

болып, ( )τω ,MLxxm ∈→  болсын. Енди nlk ,1, ∈  номерлерин фиксирлеп, 

1111 elklmk xeexe →  байланысқа ийе боламыз. ( )
1111 eaexe m

kllmk =  болғанлықтан 

( )
1111 lk

m
kl xeeea → . ( )( )τω ,MLZ  көпликтиң ( )τω ,ML  алгебрасында 

туйықлығынан, 

 

( )
11111 xeeea k

m
kl →                                                        (2.1) 

 

бунда ( )( )τ,MSZakl ∈  бирор-бир фиксирленген элемент. Енди (2.1) 

теңликти шептен 1ke  элементине, оңнан le1  элементине көбейтсек, онда 

( )
klklkl

m
kl eaea →  байланысына ийе боламыз. Демек ∑→

n

ji
ijijm eax

,

 ҳəм буннан 

∑
=

=
n

ji
ijijeax

1,

. Буннан болса ( ) ( )( )( )ττ ωω ,, MLZMML n≅ . Теорема 

дəлилленди. 

 

§2.2. Аренс алгебралары аддитив дифференциаллаўлары 

 

 Бул бөлимде бир текли типи И фон Нейман алгебраларына қарата 

Аренс алгебралары характеристикасы пайдаланылып, бул алгебраның 

аддитив дифференциаллаўлары үйрениледи. 
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Мейли A  санлар майданы C  үстиндеги алгебра болсын. AAD →:  

сызықлы (аддитив) операторы барлық Ayx ∈,  элементлери ушын усы 

 

( ) ( ) ( )yxDyxDxyD +=  

 

Лейбниц бирдейлигин қанаатландырса, онда D  сызықлы (аддитив) 

дифференциаллаў делинеди. Ҳəр бир Aa ∈  элементи усы 

 

( ) AxxaaxxDa ∈−= ,  

 

формула арқалы A  алгебрасында сызықлы дифференциаллаў пайда етеди. 

Бундай  aD  дифференциаллаўы ишки дифференциаллаў деп аталады. Егер A  

алгебрасында aD  дифференциаллаўды пайда еткен a  элементи A  

алгебрасын идеал сыпатында өз ишине алыўшы B  алгебрасына тйисли 

болса, онда aD  фазалық дифференциаллаў делинеди. 

 Мейли A  базы бир алгебра ҳəм ( )AZ  бул алгебраның орайы болсын. 

AAD →:  болса аддитив дифференциаллаў болсын. 

Егер Ax ∈  ҳəм орайлық ( )AZa ∈  элементлери берилген болса, онда 

 

( ) ( ) ( )xaDxaDaxD +=  
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ҳəм 

( ) ( ) ( )axDaxDxaD += . 

 

Енди xaax =  ҳəм ( ) ( )axDxaD =  теңликлерин есапқа алсақ, онда 

( ) ( )axDxaD = , бунда Aa ∈ . Булардан ( ) ( )AZaD ∈  екенлиги, яғный 

( )( ) ( )AZAZD ⊆  келип шығады. Усы себепли A  алгебрасындағы ҳəр бир D  

дифференциаллаў ушын ( ) ( )AZAZ →:δ . 

 Енди бизге CC →:δ  көринисиндеги аддитив дифференциаллаўлар 

ҳаққында базы бир фактлер керек. Бундай дифференциаллаўлар ҳəр бир 

алгебралық санда нолге тең болады. Екинши тəрептен C∈λ  транцсендент 

сан болса, онда усы аддитив дифференциаллаў CC →:δ  бар болып, ол λ  

санында нол ден парықлы мəнис қабыл етеди. (қараң [12]). 

 Мейли ( )CnM  бул nn×  өлшемли C  майдан үстиндеги матрицалар 

алгебрасы болсын. Егер njie ji ,1,,, =  элементлери ( )CnM  алгебрасының 

матрицалық бирликлери болса, онда ҳəр бир ( )CnMx ∈  элементи төмендеги 

түрде болады: 

 

njiex ji

n

ji
ijij ,1,,, ,

1,

=∈= ∑
=

Cλλ . 

 

Мейли CC →:δ  аддитив дифференциаллаў болсын. Усы 
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( ) ij

n

ji
ijij

n

ji
ij eeD ∑∑

==
=









1,1,

λδλδ                                    (2.2) 

 

формула арқалы δD  операторын анықлаймыз. Бул оператор ( )CnM  аддитив 

дифференциаллаў болады. Бул оператордың ( )CnM  алгебрасының 

орайындағы мəнислери δ  менен үстпе-үст түседи. 

 Мейли M  типи nI , N∈n   болған фон Нейман факторы болсын. Онда 

M  алгебрасындағы ҳəр бир D  аддитив дифференциаллаў бирден-бир 

усылда төмендеги түрде жазылады 

 

δDDD a += , 

 

бунда aD  оператоы Ma ∈  элементи пайда еткен ишки дифференциаллаў 

ҳəм δD  болса M  алгебраның орайында анықланған δ  аддитив 

дифференциаллаўдың (2.2) түрдеги изинен ибарат аддитив дифференциаллаў 

болады. 

 Еслетип өтемиз, егер M  шекли өлшеўли фон Нейман алгебрасы болса, 

онда ҳəр бир τ  анық нормал шекли из ушын ( ) MML =τω ,  теңлиги 

орынланады. 
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 Енди M  қəлеген шекли өлшемли фон Нейман алгебрасы ҳəм ( )MZ  

оның орайы болсын. Онда M  алгебрасында сондай өз-ара ортогонал 

орайлық проекторлар { } 1,,...,,
1

21 =
= i

k

i
k zVzzz  ҳəм N∈knnn ,...,, 21  бар болып, 

M  алгебрасы типи 
inI  болған Mzi  фон Нейман факторларының                    

*C -көбеймесине *- изоморф болады, яғный 

 

( ) ( ) ( )CCC
knnn MMMM ⊕⊕⊕≅ ...

21
. 

 

 Мейли енди D  операторы M  алгебрасындағы аддитив 

дифференциаллаў ҳəм δ  оның алгебраның орайы ( )MZ  алгебрасына 

шегараланыўы болсын. Онда ( ) ( )xzzx δδ =  бунда ( )MZz ∈  орайлық 

проектор ҳəм Mx ∈ . Буннан δ  операторы ҳəр бир ( ) C≅MZzi  кесимди өз-

өзине сəўлелендиреди. Демек δ  операторы iδ  дифференциаллаўды 

алгебрасы C  пайда етеди, бунда ki ,1= . 

Мейли 
i

Dδ  операторы ( ) kiM
in ,1, =C  алгебрасындағы (2.2) формула 

жəрдеминде пайда етилген аддитив дифференциаллаў болсын. Усы 

 

( )( ) ( )( ) ( ) MxxDxD k

iii
k

i i
i ∈= == 1,1 δδ                                  (2.3) 
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формула арқалы қурылған δD  операторы M  алгебрасында аддитив 

дифференциаллаў болады. 

2.2.1-лемма. Мейли M  шекли өлшеўли фон Нейман алгебрасы 

болсын. Онда M  алгебрасындағы ҳəр бир D  аддитив дифференциаллаў 

төмендеги көринисте бирден бир түрде жазылады 

 

δDDD a += , 

 

бунда aD  ишки дифференциаллаў болып, Ma ∈  элементи тəрепинен пайда 

етилген, δD  болса (2.3) көринисиндеги аддитив дифференциаллаў. 

Дəлиллеў. Мейли D  операторы M  алгебрасы аддитив 

дифференциаллаў ҳəм δ  оның алгебра орайы ( )MZ  дағы шегараланыўы 

болсын. δD  операторы ( )MZ  алгебрасында (2.3) формула ҳəм аддитив 

дифференциаллаў δ  арқалы қурылған болсын. D  ҳəм δD  аддитив 

дифференциаллаўлар алгебра орайы ( )MZ  да үстпе-үст түскенлигинен, 

δDD −  аддитив дифференциаллаўы сызықлы дифференциаллаў болады. 

Онда Сакаидың [14, теорем 4.1.6] нəтийжелеринен δDD −  ишки 

дифференциаллаў болады. Демек сондай Ma ∈  элементи бар болып, 

δDDDa −=  ҳəм буннан δDDD a += . Лемма дəлилленди. 
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Мейли енди M  коммутатив фон Нейман алгебрасы ҳəм τ  ондайы 

анық нормал шекли из болсын. δ  болса ( )τω ,ML  алгебрасында анықланған 

аддитив дифференциаллаў болсын. Усы 

 

( ){ }δδδ =∈= zMPzz :inf  

 

формула арқалы анықланған проекторын қарастырамыз. 

 Енди M  коммутатив фон Нейман алгебрасы ҳəм τ  ондағы анық 

нормал шекли из. Бул алгебрада kqqq ,...,, 21  атомларды қарайық. Онда 

( ) ( )ττ ,..., 21 MpLqqqML k
ΛΛ ⊕⊕⊕⊕≅ CCC  

бунда i

k

i
qVp

1
1

=
−= . 

 Енди егер CC →:iδ  аддитив дифференциаллаўлар болса, онда усы 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )τδδδ ,,0,,...,11 MLxxqxqx kk
Λ∈=                      (2.4) 

 

формула арқалы анықланған оператор ҳəм аддитив дифференциаллаў 

болады. Бул оператор анықланыўынан { }kiqVz ii ≤≤≠= 1,0:δδ  теңлиги 

орынлы болады. 

 2.2.2-лемма. Мейли M  коммутатив фон Нейман алгебрасы ҳəм τ  

ондағы анық нормал шекли из болсын. Ҳəр бир тривиал болмаған 
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( ) ( )ττδ ωω ,,: MLML →  аддитив дифференциаллаў ушын M  алгебрасында 

сондай { } N∈≤∞
= naa nnn ,1,1  избе-излик бар болып, 

 

( ) δδ znan ≥  

 

теңсизлиги барлық N∈n  ушын орынлы болады. 

 Төмендеги нəтийже (2.4) формула арқалы қурылған аддитив 

дифференциаллаўлар коммутатив Аренс алгебраларында 

дифференциаллаўдың улыўма көриниси екенлигин көрсетеди. 

2.2.3-лемма. Мейли M  коммутатив фон Нейман алгебрасы ҳəм τ  

ондағы анық нормал шекли из болсын. Мейли δ  операторы ( )τω ,ML  

алгебрасындағы аддитив дифференциаллаў болсын. Онда Mzδ  шекли 

өлшемли алгебра боалды. 

Дəлиллеў. Мейли Mzδ  шексиз өлшемли алгебра деп болжайық. Онда 

M  алгебрасында сондай нолден өзгеше шексиз өз-ара ортогонал 

проекторлар избе-излиги { }∞
=1nnz  бар болып, δzzV n

n
=

∞

=1
. Енди Лемма 2.1.2 ден 

M  алгебрасында сондай { }∞
=1nna  избе-излик бар болып, N∈≤ nan ,1  ҳəм 

 

( ) ( ) δτδ zza n
n

n
12 −≥                                          (2.5) 
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теңсизлиги барлық N∈n  ушын орынлы болады. Енди усы 

 

∑
∞

=
=

1 2n
n

nn za
a  

 

формула арқалы операторды анықлаймыз. Онда ( )τω ,MLMa ⊂∈  ҳəм  

 

( ) ( )n
n

n
n

n
n

nn a
zza

a δδδ ∑∑
∞

=

∞

=
=







=
11 22

. 

 

Енди (2.5) байланыстан 

 

( ) ( ) ( ) δτδδ zz
z

a
z

a n
n

n
n
n

n
n

n
n 1

11

2
22

−∞

=

∞

=
∑∑ ≥= , 

 

екенлиги, яғный 

 

( ) ( ) n
n

n zza ∑
∞

=

−≥
1

1τδ  

 

келип шығады. Буннан 
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( )( ) ( ) ( ) ∞==≥ ∑∑
∞

=

∞

=

−

11

1 1
n

n
n

n zza ττδτ . 

 

Бул болса ( ) ( )τδ ,1 MLa ∉  екенлигин аңлатады. Онда (2.5) формуладан биз 

( ) ( )τδ ω ,MLa ∉  екенлигин көремиз. Бул қарама-қарсылықтан Mzδ  

алгебрасы шекли өлшеўли екенлиги келип шығады. Лемма дəлилленди. 

 Енди биз ( )τω ,ML  аддитив дифференциаллаў операторы D  ны ҳəм 

оның алгебра орайы ( )( )τω ,MLZ  ге шегараланыўшы δ  ны қарайық. 2.1.3 

леммадан Mzδ  шекли өлшеўли фон Нейман алгебрасы болады ҳəм 0≡⊥δδz , 

яғный δδ δz= . 

 Мейли δD  операторы ( ) MzMLz δ
ω

δ τ =,  алгебрасында (4) формула 

бойынша анықланған болсын. бул дифференциаллаўдың 

( ) ( ) ( )τττ δδ ,,, MLzMLzML Λ⊥ΛΛ ⊕=  алгебрасында даўамы болған δD  

операторын усы  

 

( ) ( ) ( ) ( )ττ δδδδ ,,,,: 21121 MLzxMLzxxDxxD Λ⊥Λ ∈∈=+                (2.6) 

 

арқалы анықлаймыз. 
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 Төмендеги нəтийже жумыстың тийкарқы нəтийжеси болып, типи nI  

фон Нейман алгебрасына сəйкес ( )τω ,ML  Аренс алгебрасындағы аддитив 

дифференциаллаўдың улыўма көринисин береди. 

2.2.4-теорема. Мейли M  типи nI  фон Нейман алгебрасы ҳəм τ  ондағы 

анық нормал шекли из болсын. Онда ( )τω ,ML  алгебрасындағы ҳəр бир 

аддитив дифференциаллаў D  усы түрде бирден-бир көринисте жазылады 

 

δDDD a +=  

 

бунда aD  аддитив дифференциаллаўы ( )τω ,MLa ∈  элементи менен пайда 

етилген. δD  болса орайда анықланған δ  аддитив дифференциаллаўдың (2.6) 

бойынша ( )τω ,ML  алгебрасының даўамы болады. 

 Дəлиллеў. Мейли D  операторы ( )τω ,ML  алгебрасында аддитив 

дифференциаллаў ҳəм δ  оның алгебра орайы ( )( ) ( )( )ZMZLMLZ ττ ωω ,, =  

шегараланыўы болсын. 2.2.3 леммадан ( )MZzδ  шекли өлшемли фон Нейман 

алгебрасы болады. Буннан Mzδ  алгебрасы шекли сандағы типи nI  фон 

Нейман факторларының *C -көбеймесинен ибарат болады.  

Енди ( )τω ,ML  Аренс алгебрасында (2.6) формула менен анықланған 

ҳəм δ  дифференциаллаўдың даўамы болған δD  аддитив 

дифференциаллаўды қараймыз. Онда D  ҳəм δD  дифференциаллаўлар 



 54 

( )( )τω ,MZL  орайда үстпе-үст түскенлиги себепли δDD −  

дифференциаллаўы сыызқлы дифференциаллаў болады. Демек δDD −  ишки 

дифференциаллаў болады. Бул болса сондай ( )τω ,MLa ∈  элементи бар 

болып, δDDDa −=  теңлиги, яғный δDDD a +=  орынлы екенлигин 

билдиреди. Теорема дəлилленди.  
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II-бап бойынша жуўмақ 

 

Жумыстың екинши бабында типи I фон Нейман алгебраларына қарата 

Аренс алгебраларының аддитив дифференциаллаўлары қаралған. 

Бунда коммутатив емес Аренс алгебралары анықламасы берилип, типи I 

фон Нейман алгебраларына қарата Аренс алгебраларының матрицалар 

алгебрасына изоморфлығы дəлилленди. Буннан пайдаланып бул алгебралардағы 

аддитив дифференциаллаўлардың улыўма көриниси табылып, қəлеген аддитив 

дифференциаллаў үзликсиз ҳəм үзилиске ийе дифференциаллаўларға жайылыўы 

көрсетилди. 
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Жуўмақ 

 

Жумыстың биринши бабы еки параграфтан ибарат болып, бунда 

инволютив алгебралар, *C -алгебралар, фон Нейман анықламалары, 

мысаллар ҳəм айырым қəсийетлери қарастырылған. Биринши параграфта 

инволютив алгебралар, *C -алгебралар ҳаққында тийкарғы түсиниклер 

келтирилген. Ал екинши параграфта фон Нейман алгебралардың 

анықламалары, бир неше мысаллар ҳəм базы бир белгили нəтийжелер 

сəўлеленген. 

Жумыстың екинши бабында типи I фон Нейман алгебраларына қарата 

Аренс алгебраларының аддитив дифференциаллаўлары қаралған. 

Бунда коммутатив емес Аренс алгебралары анықламасы берилип, типи I 

фон Нейман алгебраларына қарата Аренс алгебраларының матрицалар 

алгебрасына изоморфлығы дəлилленди. Буннан пайдаланып бул алгебралардағы 

аддитив дифференциаллаўлардың улыўма көриниси табылып, қəлеген аддитив 

дифференциаллаў үзликсиз ҳəм үзилиске ийе дифференциаллаўларға жайылыўы 

көрсетилди. 
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