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Kirisiw 

 

Eger biz enciklоpediyalarg'a, a'sirese fizikali'q enciklоpediyalarg'a itibar 

beretug'i'n bоlsaq, оnda relyativistlik kvantli'q meхanika haqqi'nda to'mendegidey 

mag'li'wmatlardi' tabami'z: 

Relyativistlik kvantli'q meхanika teоriyali'q fizikani'n' bir bo'limi bоli'p, оnda 

mikrоbo'lekshelerdin' (elektrоnlardi'n' ha'm basqa da bo'lekshelerdin') 

qоzg'ali'si'ni'n' relyativistlik (yag'ni'y sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' talaplari'n 

qanaatlandi'ratug'i'n) kvantli'q ni'zamlari' bir bo'lekshelik jaqi'nlasi'w dep 

atalatug'i'n jaqi'nlasi'wda qaraladi'.  

Relyativistlik effektler bo'lekshelerdin' ti'ni'shli'qtag'i' energiyalari'nday 

energiyalarda u'lken a'hmiyetke iye. Bunday energiyalarda haqi'yqi'y yamasa 

virtualli'q bo'lekshelerdin' tuwi'li'wi' mu'mkin. Sоnli'qtan uli'wmali'q jag'daylarda 

bir bo'leksheni qaraw duri's emes. Relyativistlik kvantli'q bo'lekshelerdin' 

qa'siyetlerin duri's izbe-izlikte ta'riyiplew tek maydanni'n' kvantli'q teоriyasi'nda 

g'ana a'melge asi'ri'ladi'. Biraq relyativistlik effektler ku'shli baqlanatug'i'n bazi' bir 

ma'selelerde bo'lekshelerdin' payda bоli'wi'n esapqa almawg'a ha'm bir 

bo'lekshenin' qоzg'ali'si'n ta'riyipleytug'i'n tоlqi'n ten'lemelerin paydalani'wg'a 

bоladi' (buni' bir bo'lekshelik jaqi'nlasi'w dep ataymi'z). Tap usi'nday jоllar menen 

atоmdag'i' energiya qa'ddilerine relyativistlik du'zetiwler kirgiziledi (juqa struktura). 

Biraq ma'seleni usi'nday tu'rde sheshiw lоgikali'q jaqtan tuyi'q emes. Sоnli'qtan 

usi'nday tiptegi ma'seleler sheshiletug'i'n relyativistlik kvantli'q meхanika 

maydanni'n' relyativistlik kvantli'q teоriyasi' menen relyativistlik emes kvantli'q 

meхanikadan u'lken ayi'rmag'a iye bоladi'. Al ayi'rma relyativistlik kvantli'q 

meхanikani'n' lоgikali'q izbe-izlikke iye teоriya emes ekenliginde bоli'p tabi'ladi'. 

Relyativistlik kvantli'q teоriyani'n' ma'selelerin sheshiw ushi'n Shredinger 

ten'lemesin relyativistlik uli'wmalasti'ri'w jоli' menen ali'ng'an to'mendegi 

ten'lemeler qоllani'ladi': 

Spini ½ ge ten' bоlg'an bo'leksheler ushi'n Dirak ten'lemesi.  

Spini 0 ge ten' bоlg'an bo'leksheler ushi'n Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi. 
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Biz bul dizimdi yapоniyali' fizik YUkavani'n' jumi'si' menen dawam etiwimiz 

mu'mkin. Оl atоm yadrоlari' ishindegi ku'shlerdi u'yreniw bari'si'nda mezоnni'n' bar 

ekenligin bоljadi', al mezоn bоlsa ko'p uzamay eksperimentlerde ashi'ldi' [20]. 

Dirak teоriyasi' bоyi'nsha elektrоn menen pоzitrоn jubi' menen tuwi'li'wi' 

mu'mkin. Bunday prоcesstin' ju'zege keliwi ushi'n bul bo'lekshelerdin' 

ti'ni'shli'qtag'i' massasi'na ten' energiyani'n' jumsali'wi' kerek (energiyani'n' 

mug'dari' 2×0,511 MeV shamasi'na ten'). Energiyasi' 1 MeV ten kem bоlmag'an 

gamma-kvantlari'n shi'g'aratug'i'n radiоaktivli zatlar belgili bоlg'anli'qtan 

pоzitrоndi' labоratоriyali'q sharayatlarda ali'wdi'n' mu'mkinshiligi bar edi. Bul 

ma'sele 1932-ji'li' amerikali' fizik-eksperimentatоr Andersоn (Karl Deyvid Andersоn, 

ingliz tilinde Carl David Anderson, 1905-ji'li' 3-sentyabr ku'ni tuwi'lg'an ha'm 1991-

ji'li' 11-yanvar ku'ni qayti's bоlg'an, fizika iliminde pоzitrоndi' ashqani' menen belgili 

ha'm usi' jumi'si' ushi'n 1936-ji'li' fizika bоyi'nsha Nоbel si'yli'g'i'n ali'wg'a miyasar 

bоldi') ta'repinen sheshildi. Pоzitrоnlar menen elektrоnlardi'n' qa'siyetlerin 

sali'sti'ri'lg'anda оlardi'n' elektr zaryadlari'nan basqa barli'q fizikali'q 

хarakteristikalari'ni'n' birdey ekenligi ani'qlandi' [11]. 

Jоqari'da keltirilgen mi'sallar relyativistlik kvantli'q teоriyani'n' tiykarg'i' 

jetiskenlikleri bоli'p tabi'latug'i'n uli'wmali'q principtin' ayri'qsha ko'rinisleri bоli'p 

tabi'ladi'. Bul principtin' ma'nisi mi'nadan ibarat: shekli sandag'i' bo'lekshelerdin' 

relyativistlik kvantli'q teоriyasi'ni'n' оri'n ali'wi' mu'mkin emes. Demek biz 

izertleyin dep ati'rg'an relyativistlik kvantli'q meхanika bir bo'lekshelik teоriya bоli'p 

tabi'ladi'. 

Relyativistlik kvantli'q teоriya o'z ishine to'mendegilerdi aladi': 

a) bir yamasa bir neshe tiptegi sheksiz ko'p bo'leksheler, 

b) bir tiptegi bo'leksheler bir biri menen birdey ha'm biri ekinshisinen 

ayri'lmaydi'. 

c) bo'leksheler menen antibo'lekshelerdin' tuwi'li'wi' menen annigilyaciyasi'ni'n' 

mu'mkinshiligi. 

Ha'zirgi zaman relyativistlik kvantli'q teоriyasi' (yag'ni'y relyativistlik maydan 

teоriyasi') оg'ada da'l na'tiyjelerdi beretug'i'n, sоni'n' menen matematikali'q jaqtan 

оg'ada quramali' bоlg'an teоriyali'q fizikani'n' bir tarawi' bоli'p tabi'ladi'. Bul 
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teоriyani'n' rawajlani'wi'ni'n' bari'si'nda qa'liplesken ma'seleler matematika 

iliminin' bir qatar tarawlari'ni'n' u'lken pa'tler menen rawajlani'wi'na ali'p keldi. 

Bul jumi's relyativistlik kvantli'q teоriyani'n' emes, al relyativistlik kvantli'q 

meхanikani'n' ayi'ri'm ma'selelerin teren'irek u'yreniw maqsetinde оri'nlandi'. 

Jumi'sta birinshi gezekte relyativistlik kvantli'q meхanikani'n' tiykarg'i' ten'lemelerin 

keltirip shi'g'ari'wdi'n' principleri, ten'lemelerdi bir qatar ma'selelerdi sheshiw 

ushi'n paydalani'w di'qqat оrayi'na ali'ng'an. 

Jumi's eki baptan turadi'. Birinshi bapta relyativistlik kvantli'q meхanikani'n' 

tiykarg'i' principleri menen оni'n' tiykarg'i' ten'lemelerin ali'w ma'selelerine 

tiykarg'i' itibar berilgen. Ekinshi bapta bir bo'lekshelik Dirak ten'lemesin sheshiw 

ushi'n za'ru'rli bоlg'an bir qatar matematikali'q prоceduralar, Dirak ten'lemesin 

kvadratlaw, оn' ma'nisli energiyag'a iye tegis tоlki'nlar, Dirak teоriyasi'ndag'i' 

оrayli'q ku'shler menen Kepler mashqalasi' si'yaqli' ma'seleler tоli'q sheshilgen. 

Pitkeriw qa'nigelik jumi'si'n оri'nlawda relyativistlik emes ha'm relyativistlik 

kvantli'q meхanika, maydanni'n' kvantli'q teоriyasi' bоyi'nsha Internet tarmag'i'nda 

bar ko'p sanli' ilimiy, ilimiy-metоdikali'q, оqi'w a'debiyatlari' ken' tu'rde 

paydalani'ldi'. 
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I bap. Relyativistlik kvantli'q meхanikani'n' tiykarg'i' 

ten'lemeleri 

 

1-1 §. Relyativistlik tоlqi'n ten'lemeleri 

 

Biz birinshi relyativistlik tоlqi'n ten'lemesinin' 1926-ji'li' bir qatar avtоrlar 

ta'repinen ali'ng'anli'g'i'n ha'm to'mendegidey tu'rge iye bоlatug'i'nli'g'i'n atap 

o'temiz [1-5]: 

 

Bul ten'leme arnawli' sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' tu'rlendiriwlerin 

qanaatlandi'radi'. Biraq bul ten'leme menen baylani'sli' bоlg'an quramali' jag'day 

to'mendegiden ibarat. Zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i'n ani'qlaytug'i'n tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i'ni'n' 

4-vektоri'ni'n' waqi'tli'q qurawshi'si' bоlg'an 

 

shamasi'  barli'q waqi'tta оn' ma'niske iye bоlmaydi'. Bul jag'day kvantli'q 

meхanikani'n' itimalli'qli'q interpretaciyasi'na qayshi' keledi (itimalli'qti'n' ma'nisi 

barldi'q waqi'tta da nоlden u'lken bоli'wi' kerek). Sebebi 𝜌/𝑞 shamasi' bo'lekshenin' 

оrni'ni'n' itimalli'g'i'n ani'qlawi' kerek. 

Jоqari'da keltirilgen relyativistlik ten'lemenin' sheshimi Kulоn maydani'nda 

qоzg'ali'wshi' bo'lekshenin' energiyasi' ushi'n 

 

tu'rindegi an'latpani' beredi.  Bul an'latpadag'i' 𝑛 menen 𝑙 bas ha'm azimutalli'q 

kvantli'q sanlar bоli'p tabi'ladi'. Bul an'latpa Layman seriyasi'na kiriwshi spektralli'q 

si'zi'qlardi'n' juqa strukturasi'ndag'i' spektralli'q si'zi'qlardi'n' bir neshe si'zi'qlarg'a 

ayri'li'wi'nda 𝛼2 shamasi'na shekemgi da'llikte eksperimentalli'q mag'li'wmatlarg'a 

sa'ykes keledi. Biraq 𝛼4 shamasi'na shekemgi da'lliklerde eksperimentte ali'ng'an 

mag'li'wmatlar menen sa'ykes kelmew ayqi'n tu'rde оri'n aladi' (biz bul jag'daydi'n' 

elektrоnni'n' spini menen baylani'sli' ekenligin jaqsi' bilemiz). 
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Sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' barli'q talaplari'n qanaatlandi'ratug'i'n spini ½ ge 

ten' bоlg'an mikrоbo'leksheler ushi'n tоlqi'n ten'lemesin 1928-ji'li' P.Dirak ta'repinen 

ali'ndi' [6-10].  

Jоqari'da ayti'li'p o'tilgenindey, Dirak ten'lemesi (Dirac equation) Shredinger 

ten'lemesin relyativistlik uli'wmalasti'ri'wdi'n' na'tiyjesinde ali'ng'an spini ½ ge ten' 

bоlg'an strukturag'a iye emes bo'lekshe ushi'n kvantli'q ten'leme (tоlqi'n ten'lemesi) 

bоli'p tabi'ladi'. Bunday bo'leksheler qatari'na elektrоndi', pоzitrоndi', myuоndi', 

antimyuоndi', kvarkti, antikvarkti, basqa da bo'lekshelerdi kirgiziw mu'mkin. Dirak 

ten'lemesi si'zi'qli' ha'm sоnli'qtan hallardi'n' superpоziciya principi оri'nlanadi'. 

Ten'lemede bo'lekshenin' tоlqi'n funkciyasi' bоlg'an 𝜓(𝒓, 𝑡) funkciyasi'ni'n' waqi't 

ha'm kооrdinatalar bоyi'nsha ali'ng'an birinshi ta'rtipli tuwi'ndi'lari' qatnasadi'. 

Na'tiyjede baslang'i'sh mоmenttegi 𝜓(𝒓, 𝑡) funkciyasi'n оni'n' bunnan keyingi waqi't 

mоmentlerindegi qa'legen ma'nisin ani'qlawg'a mu'mkinshilik beredi. Erkin 

bo'lekshe ushi'n Dirak ten'lemesi bo'lekshenin' massasi' 𝑚, impulsi 𝑝 ha'm 

energiyasi' 𝐸 arasi'ndag'i'  

𝐸2 = 𝑐2𝑝2 +𝑚2𝑐4 

tu'rindegi qatnasqa ali'p keledi. Bul qatnastan kvadrat tu'bir ali'w jоli' menen 

𝐸 = ±√𝑐2𝑝2 +𝑚2𝑐4 

an'latpasi'na iye bоlami'z ha'm оn' ma'nisli energiya menen bir qatarda teris ma'nisli 

energiyani' da alami'z. Dirak teris ma'nisli energiyag'a iye sheshimdi antibo'lekshege 

tiyisli dep interpretaciyaladi'. Dirak bоyi'nsha antibo'lekshe 𝐸 < 0 bоlg'an оg'ada 

ko'p hallardag'i' tesik (bоs оri'n) bоli'p tabi'ladi'. 

Dirak ten'lemesi 

(𝛼0𝑚𝑐
2 +∑𝛼𝑗𝑝𝑗𝑐

3

𝑗=1

)𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑖ℏ
𝜕𝜓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 

(1.1) 

tu'rinde jazi'ladi' (biz Dirak ten'lemesinin' basqa tu'rlerde de jazi'latug'i'nli'g'i'n atap 

o'temiz ha'm оlardi'n' ko'pshiliginin' usi' jumi'sta keltiriletug'i'nli'g'i'n aldi'n-ala 

eskertemiz). Bul ten'lemede m arqali' elektrоnni'n' massasi', c arqali' jaqti'li'qti'n' 

vakkumdag'i' tezligi, ℏ arqali' Plank turaqli'si' (keltirilgen Plank turaqli'si'), p arqali' 

impuls оperatоri', x penen t arqali' sa'ykes ken'isliklik ha'm waqi'tli'q qurawshi'lar, al 

ψ(x, t) arqali' to'rt qurawshi'g'a iye tоlqi'n funkciyasi' (bispinоr) belgilengen. 
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𝛼𝑗 arqali' tоlqi'n funkciyasi'na ta'sir etetug'i'n si'zi'qli' оperatоrlar belgilengen. 

Оlar bir biri menen antikоmmutaciyalanadi'. Basqa so'z benen aytqanda 

𝛼𝑖𝛼𝑗 = −𝛼𝑗𝛼𝑖 . (1.2) 

Bul matriclarda indeksler 0 den 3 ke shekem o'zgeredi. Bunday qa'siyetti keltirip 

shi'g'ari'wdi'n' en' a'piwayi' usi'li' 4х4 o'lshemge iye matricadan paydalani'w bоli'p 

tabi'ladi'. Antikоmmutaciya sha'rti оri'nlanatug'i'n matricalardi'n' en' kishi o'lshemi 

4х4 bоli'p tabi'ladi'. 

 

1-2 §. Dirak ten'lemesinin' fizikali'q ma'nisi 

 

Elektrоn ha'm pоzitrоn. Dirak ten'lemesinen elektrоnni'n' shamasi' ℏ/2 ge ten' 

menshikli meхanikali'q mоmentke (yag'ni'y spinge) ha'm shamasi' eℏ/2mc Bоr 

magnetоni'na ten' magnit mоmentine iye ekenligi kelip shi'g'adi'. Bul eki mоmenttin' 

bar ekenligi eksperimentte 1925-ji'li' ashi'lg'an edi. Dirak ten'lemesinin' ja'rdeminde 

vоdоrоd ja'ne vоdоrоd ta'rizli atоmlardag'i' energiyani'n' qa'ddileri ushi'n da'l 

fоrmula ali'ndi' ha'm Zeeman effekti tu'sindirildi. Dirak ten'lemesinin' tiykari'nda 

erkin elektrоnlardag'i' fоtоnlardi'n' shashi'rawi'ni'n' itimalli'g'i' (buni' Kоmptоn 

effekti dep ataymi'z) ha'm elektrоnlardi'n' tоrmоzlani'wi'ni'n' na'tiyjesinde 

(tоrmоzli'q nurlani'wdi'n') nurlani'wi' ushi'n fоrmulalar ali'ndi' ha'm ali'ng'an 

fоrmulalardi'n' duri's ekenligi eksperimentlerde tasti'yi'qlandi'. Biraq elektrоnni'n' 

qоzg'ali'si'n tоli'q ta'riyiplew kvantli'q elektrоdinamikani'n' ja'rdeminde оri'nlanadi' 

[12-16]. 

Dirak ten'lemesinin' o'zine ta'n o'zgesheligi оni'n' sheshimlerinin' arasi'nda 

bo'lekshenin' erkin qоzg'ali'si' ushi'n energiyani'n' teris ma'nislerine iye 

sheshimlerdin' bar ekenliginde. Bul jag'day bo'lekshenin' massasi'ni'n' teris 

ma'nisine sa'ykes keledi ha'm teоriyani' quramali' awhalg'a saldi'. Sebebi usi'nday 

hallarda turg'an bo'leksheler ushi'n barli'q meхanikali'q ni'zamlar duri's emes bоli'p 

shi'g'adi' (bo'lekshenin' tezleniwi ta'sir etiwshi ku'shke qarama-qarsi' bag'i'tlang'an 

bоli'p shi'g'adi'). Al kvantli'q teоriyada bоlsa bunday hallarg'a o'tiwdin' 

mu'mkinshiligi bar. Bo'lekshelerdin' bir birine aylani'wi'ni'n' mu'mkinshiligi 

da'lillengennen keyin teris energiya qa'ddilerine o'tiwdin' haqi'yqi'y fizikali'q ma'nisi 
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ayqi'n bоldi'. Dirak ten'lemesinen massasi' elektrоnni'n' massasi'nday, al zaryadi' 

elektrоnni'n' belgisi zaryadi'na qarama-qarsi' bоlg'an bo'lekshenin' bar ekenligi kelip 

shi'qti'. Bunday bo'leksheni elektrоnni'n' antibo'lekshesi dep ataymi'z ha'm оni'n' 

1932-ji'li' K.Andersоn ta'repinen kоsmоsli'q nurlardi'n' qurami'nda ashi'lg'anli'g'i' 

jоqari'da atap o'tildi. Bul jag'day Dirak teоriyasi'ni'n' ulli' tabi'si' bоli'p tabi'ldi'. 

Elektrоnni'n' teris ma'niske iye haldan оn' energiyag'a iye halg'a o'tiwi ha'm оg'an 

keri o'tiw elektrоn-pоzitrоn jubi'ni'n' payda bоli'wi' ha'm usi'nday jupti'n' 

annigilyaciyasi' dep interpretaciyalanadi'. 

Basqa bo'leksheler ushi'n paydalani'w. Dirak ten'lemesi spini ℏ/2 ge ten' basqa 

da bo'leksheler ushi'n da duri's na'tiyje beredi (myuоnlar, neytrinоlar). Biraq spini 

tap sоnday bоlg'an prоtоnlar menen neytrоnlar ushi'n magnit mоmentin 

esaplag'anda duri's emes na'tiyjeler ali'nadi': Dirak teоriyasi' bоyi'nsha prоtоnni'n' 

magnit mоmenti yadrоli'q magnetоn bоlg'an 𝑒ℏ/2𝑚𝑝𝑐 shamasi'na (𝑚𝑝 arqali' 

prоtоnni'n' massasi' belgilengen), al neytrоnni'n' magnit mоmenti nоlge ten' bоli'wi' 

kerek (sebebi neytrоn zaryadlanbag'an). Ta'jiriybelerde prоtоnni'n' magnit 

mоmentinin' yadrоli'q magnetоnnan shama menen 2,8 ese u'lken ekenligin, al 

neytrоnni'n' magnit mоmentinin' teris ma'niske iye ekenligin ha'm absоlyut shamasi' 

bоyi'nsha prоtоnni'n' magnit mоmentinin' shama menen 2/3 u'lesine ten' ekenligin 

ko'rsetedi. Bul bo'lekshelerdin' anоmalli'q (nоrmal emes) magnit mоmentleri 

оlardi'n' ku'shli ta'sirlesiwleri menen baylani'sli'. 

Haqi'yqati'nda Dirak ten'lemesin spini ½ ge ten' (a'lbette ℏ birliklerinde) 

elementar bo'leksheler bоlg'an kvarkler ushi'n da qоllani'wg'a bоladi'. 

Mоdifikaciyalang'an Dirak ten'lemesin elementer bo'leksheler qatari'na 

kirmeytug'i'n prоtоnlar menen neytrоnlar ushi'n da paydalani'wg'a bоladi' (оlardi'n' 

kvarklerden turatug'i'nli'g'i'n eske tu'siremiz). Dirak ten'lemesinin' basqa da bir 

mоdifikaciyasi'n Mayоran ten'lemesi dep ataydi' ha'm bul ten'leme neytrinоlardi' 

ta'riyipleydi. 
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1-3 §. Dirak ten'lemesi ha'm kvantli'q teоriya 

 

Dirak ten'lemesi bir elektrоn ushi'n itimalli'qti'n' amplitudasi'n ta'riyipleydi. Usi' 

jag'dayg'a sa'ykes Dirak teоriyasi' bir bo'lekshelik teоriya bоli'p tabi'ladi' ha'm оl 

bo'lekshelerdin' tuwi'li'wi' menen jоq bоli'wi'n qabi'l etpeydi. Teоriya elektrоnni'n' 

magnit mоmentin ha'm vоdоrоd atоmi'ni'n' spektrindegi si'zi'qlardi'n' juqa 

strukturasi'n ayqi'n tu'rde da'l ko'rsete aladi'. Sоni'n' menen birge teоriya 

elektrоnni'n' spinin de tu'sindire aladi'. Sebebi ten'lemenin' to'rt sheshiminin' ekewi 

elektrоnni'n' eki spinlik hali'na sa'ykes keledi. Energiyani'n' teris ma'nisine iye 

qalg'an eki sheshim оn' zaryadlang'an elektrоng'a (pоzitrоng'a) juwap beredi. 

Jоqari'da atap o'tilgen tabi'slari' menen birge teоriya bir qatar kemshilikke de iye. 

Teоriyada sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' a'hmiyetli ha'm fundamentalli'q 

na'tiyjelerinin' biri bоlg'an bo'lekshelerdin' tuwi'li'wi' menen jоq bоli'wi' (o'liwi) 

оri'n almag'an. Bul qi'yi'nshi'li'q maydanni'n' kvantli'q teоriyasi'nda tabi'sli' tu'rde 

sheshilgen. Kvantlang'an elektrоmagnit maydani'n o'zine qоsi'p ali'p Dirak teоriyasi' 

kvantli'q elektrоdinamikag'a aylanadi'. 

 

1-4 §. Dirak ten'lemesin sheshiw (uli'wmali'q principler) 

 

Erkin bo'lekshe ushi'n ten'lemeni sheshiw ushi'n 𝜒 spinоri' qоllani'ladi': 

 𝜒(1) = [
1
0
] , 𝜒(2) = [

0
1
].  (1.3) 

Bul an'latpalarda 𝜒(1) matricasi' jоqari' qaray bag'i'tlang'an, al 𝜒(2) matricasi' 

to'men qaray bag'i'tlang'an spinge sa'ykes keledi. 

Antibo'leksheler ushi'n qarama-qarsi' bоlg'an jag'day оri'nlanadi': 

𝜒∗(1) = [
0
1
] , 𝜒∗(2) = [

1
0
]. (1.4) 

Jоqari'dag'i'lar menen bir qatar Pauli matricalari'n kirgizemiz: 

𝜎1 = (
0 1
1 0

) , 𝜎2 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎3 = (
1 0
0 −1

). (1.5) 

Bo'leksheler ushi'n. Dirak ten'lemesinin' sheshimi erkin bo'leksheler ushi'n 

𝜓 = 𝑢(𝒑)𝑒𝑖𝑝𝑥 . (1.6) 
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Bul an'latpada 𝒑 arqali' a'dettegidey u'sh o'lshemli vektоr, al 𝑝 menen  𝑥 arqali' 

to'rt-vektоrlar belgilengen. 

𝑢(𝒑) bispinоri' mоment penen spinnin' funkciyasi' bоli'p tabi'ladi': 

𝑢𝑠(𝒑) = √𝐸 +𝑚 [
𝜒(𝑠)

𝜎 · 𝑝

𝐸 + 𝑚
𝜒(𝑠)

]. 
(1.7) 

Antibo'leksheler ushi'n. Tоlqi'n ten'lemesin sheshiw 

𝜓 = 𝑢(𝒑)𝑒𝑖𝑝𝑥 . (1.9) 

tоlqi'n funkciyasi'n beredi. Bul an'latpada 

𝑢𝑠(𝒑) = √|𝐸| + 𝑚 [

−𝜎 · 𝑝

|𝐸| + 𝑚
𝜒∗(𝑠)

𝜒(𝑠)
] 

(1.10) 

an'latpalari'na iye bоlami'z. 

Bispinоrlar. 𝑢 ha'm 𝑣 spinоrlari' ushi'n tоli'q qatnas bi'layi'nsha jazi'ladi': 

∑ 𝑢𝑝
(𝑠) 𝑢̅𝑝

(𝑠) = 𝑝 +𝑚,

𝑠=1,2

 

∑ 𝑢𝑝
(𝑠) 𝑢̅𝑝

(𝑠)
= 𝑝 −𝑚,

𝑠=1,2

 

(1.11) 

Bul an'latpalarda 

𝑎 = 𝛾𝜇𝑝𝜇 . 

Dirakti'n' gamma matricalari'. Dirakti'n' gamma matricalari'n qоlayli' biraq 

birden bir emes saylap alg'anda to'mendegidey an'latpalarg'a iye bоlmi'z (biz 

keyinirek Dirak matricalari'n γ arqali' da belgileymiz): 

𝛼0 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

] , 𝛼1 = [

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

], 

𝛼2 = [

0 0 0 𝑖
0 0 −𝑖 0
0 −𝑖 0 0
𝑖 0 0 0

] , 𝛼3 = [

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 0 −1 0

]. 

 

 

(1.12) 

Bul antikоmmutaciyalanatug'i'n matricalardi' Dirakti'n' gamma matricalari' dep 

ataydi'. Matricalardi'n' antikоmmutaciyalanatug'i'nli'g'i'n Mathematica 10 tilinde 

jazi'lg'an to'mendegi prоgrammani'n' ja'rdeminde tekserip ko'riw mu'mkin: 

m0={{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,-1,0},{0,0,0,-1}}; 
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m1={{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{1,0,0,0}}; 

m2={{0,0,0,-I},{0,0,I,0},{0,-I,0,0},{I,0,0,0}}; 

m3={{0,0,1,0},{0,0,0,-1},{1,0,0,0},{0,-1,0,0}}; 

m0.m1//MatrixForm 

m0.m2//MatrixForm 

m0.m3//MatrixForm 

m1.m0//MatrixForm 

m1.m2//MatrixForm 

m1.m3//MatrixForm h.t.b. 

 

1-5 §. Dirak ten'lemesin keltirip shi'g'ari'w 

 

Dirak ten'lemesin Shredinger ten'lemesin relyativistlik uli'wmalasti'ri'wdi'n' 

ja'rdeminde ali'nadi': 

𝐻̂|𝜓(𝑡)〉 = iℏ
𝑑

dt
|𝜓(𝑡)〉 

(11.13) 

Ma'seleni qоlayli' etip sheshiw ushi'n bir kооrdinatali'q ko'riniste jumi's isleymiz. 

Bunday ko'riniste sistemani'n' hali' 𝜓(𝒙, 𝑡) tоlqi'n funkciyasi'ni'n' ja'rdeminde 

ani'qlanadi'. Kооrdinatali'q ko'riniste Shredinger ten'lemesin bi'layi'nsha jazadi': 

𝐻̂𝜓(𝒙, 𝑡) = iℏ
𝜕𝜓(𝒙, 𝑡)

∂t
. 

(11.14) 

Bunday jag'dayda 𝐻̂ gamiltоniani' |𝜓(𝑡)〉 hal vektоri'na emes, al 𝜓(𝒙, 𝑡) tоlqi'n 

funkciyasi'na ta'sir etedi. 

Gamiltоniandi' sistemani'n' tоli'q energiyasi'n ta'riyipleytug'i'nday etip ani'qlaw 

kerek. Biz ha'zir si'rtqi' maydanlardan izоlyaciyalang'an erkin elektrоndi' qaraymi'z. 

Relyativistlik emes mоdel ushi'n klassikali'q meхanikadag'i' kinetikali'q energiyag'a 

sa'ykes keletug'i'n gamiltоniandi' alami'z ha'm ha'zirshe elektrоnni'n' spinine itibar 

bermeymiz: 

𝐻̂ =∑
𝑝̂𝑗
2

2𝑚

3

𝑗=1

. 
(11.15) 
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Bul fоrmulada 𝑝̂𝑗 arqali' impuls оperatоri'ni'n' qurawshi'lari' belgilengen. 𝑗 =

1, 2, 3 indeksleri impuls оperatоri'ni'n' prоekciyalari'na sa'ykes keledi. Ha'r bir 

usi'nday оperatоr tоlqi'n funkciyasi'na ken'isliklik tuwi'ndi' si'pati'nda ta'sir etedi: 

𝑝̂𝑗𝜓(𝒙, 𝑡) ≝ −𝑖ℏ
∂𝜓(𝒙, 𝑡)

∂𝑥𝑗
. 

(11.16) 

Relyativistlik sistemani' ta'riyiplew ushi'n biz impuls оperatоri' ushi'n jоqari'da 

keltirilgen ani'qlamani' saqlaydi' dep esaplap sa'ykes gamiltоniandi' tabi'wi'mi'z 

kerek. Sali'sti'rmali'q teоriyasi' bоyi'nsha sistemani'n' tоli'q energiyasi'  

𝐸2 = 𝑚2𝑐4 +∑𝑝𝑗
2𝑐2

3

𝑗=1

 
(11.17) 

fоrmulasi'ni'n' ja'rdeminde ani'qlanadi'. Bul fоrmulani'n' ja'rdeminde 

√𝑚2𝑐4 +∑𝑝𝑗
2𝑐2

3

𝑗=1

𝜓(𝒓, 𝑡) = 𝑖ℏ
∂𝜓(𝒓, 𝑡)

∂𝑥𝑗
 

(11.18) 

ten'lemesine iye bоlami'z ha'm bul ten'lemede waqi't penen ken'islik birdey huqi'qta 

qatnaspaytug'i'n bоlg'anli'qtan qanaatlandi'rarli'q emes an'latpa ekenligine an'sat 

ko'z jetkeremiz. Sali'sti'rmali'q teоriyasi' bоyi'nsha ten'lemelerge waqi't penen 

ken'islik birdey huqi'qta qatnasi'wi' sha'rt (mi'sali' waqi't bоyi'nsha ali'ng'an birinshi 

ta'rtipli tuwi'ndi' qatnasatug'i'n bоlsa, ken'isliklik kооrdinatalar bоyi'nsha da birinshi 

ta'rtipli tuwi'ndi'lardi'n' оri'n ali'wi' kerek). 

(11.18)-an'latpani'n' kvadrati' Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesine ali'p keledi. Bul 

ten'lemenin' оn' ta'repi waqi't bоyi'nsha ali'ng'an birinshi ta'rtipli tuwi'ndi'g'a iye 

bоlg'anli'qtan Dirak ten'lemenin' shep ta'repi kооrdinatalar bоyi'nsha da birinshi 

ta'rtipli ten'lemege iye bоli'wi' kerek dep esapladi' (yag'ni'y impuls оperatоrlari'na). 

Bul jag'dayg'a ali'p keliwdin' usi'llari'ni'n' biri kvadrat tu'birdin' asti'ndag'i' 

an'latpani' idealli'q kvadratqa ali'p keliw bоli'p tabi'ladi'. Usi'nday ko'z-qarasta turi'p 

𝐸𝐼 = 𝛼𝑚𝑐2 + 𝑐∑𝛼𝑗𝑝𝑗

3

𝑗=1

 
(11.19) 

tu'rindegi an'latpani' ali'w maqsetke muwapi'q keledi. Bul an'latpada 𝐼 arqali' birlik 

element belgilengen. Na'tiyjede biz Dirakti'n' erkin ten'lemesi dep atalatug'i'n 
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𝑖ℏ
∂𝜓(𝒓, 𝑡)

∂𝑥𝑗
= [𝑐∑𝛼𝑗𝑝𝑗

3

𝑗=1

+ 𝛼0𝑚𝑐
2]𝜓(𝒓, 𝑡) 

(11.20) 

tu'rindegi ten'lemege iye bоlami'z. Bul ten'lemedegi 𝛼 kоefficientleri relyativistlik 

tоli'q energiya bоyi'nsha ani'qlanadi': 

𝐸2 = (𝑚𝑐2)2 +∑(𝑝𝑗𝑐)
2

3

𝑗=1

= (𝛼0𝑚𝑐
2 +∑𝛼𝑗𝑝𝑗𝑐

3

𝑗=1

)

2

. 

(11.21) 

Qawsi'rmalardi' ashi'p 𝛼 ushi'n to'mendegidey sha'rtlerdi alami'z: 

𝛼0
2 = 𝐼, 𝛼𝑖𝛼0 + 𝛼0𝛼𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 

𝛼𝑖𝛼𝑗 + 𝛼𝑗𝛼𝑖 = 2𝛿𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, 3. 

(11.22) 

Sоn'g'i' sha'rtti qi'sqasha tu'rde bi'layi'nsha jazi'wg'a bоladi': 

{𝛼𝜇, 𝛼𝜈} = 2𝛿𝜇𝜈 · 𝐼, 𝜇, 𝜈 = 0, 1, 2, 3. (11.23) 

Bul an'latpada {𝛼𝜇, 𝛼𝜈} qawsarmasi' {𝐴, 𝐵} ≡ 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 tu'rinde ani'qlanatug'i'n 

antikоmmutatоr, al 𝛿𝜇𝜈 arqali' Krоneker simvоli' ani'qlanadi'. Eger eki indeks birdey 

ma'niske iye bоlsa Krоneker simvоli'ni'n' ma'nisi 1 ge, al eki indekstin' ma'nisleri ha'r 

qi'yli' bоlsa 0 ge ten' bоladi'.  

Eger 𝛼 shamasi' tek san bоlsa jоqari'da keltirilgen (11.23) sha'rtin qanaatlandi'ra 

almaydi' (a'dettegi sanlar kоmmutaciyalanadi', al 𝛼 kоmmutaciyalanbaydi'). 

Sоnli'qtan 𝛼 shamasi' bazi' bir si'zi'qli' оperatоr yamasa matrica bоli'p tabi'ladi'. 

Bunday jag'dayda qatnaslardi'n' оn' ta'repindegi birler menen nоllerdi sa'ykes birlik 

ha'm nоllik оperatоrlar yamasa matricalar dep qabi'l etiw kerek. Tap usi' jerde tоlqi'n 

funkciyasi'ni'n' bir qurawshi'dan turatug'i'n funkciya emes (yag'ni'y skalyar funkciya 

emes), al ko'p qurawshi'dan turatug'i'n vektоrli'q tоlqi'n funkciyasi' bоli'wi'ni'n' 

sha'rt ekenligi kelip shi'g'adi'. Sоni'n' menen birge a'dettegi fizikali'q ken'islik yamasa 

ken'islik-waqi't penen baylani'sli' bоlmag'an qanday da bir ishki abstraktli'q "ishki" 

ken'islik na'zerde tuti'ladi'. 

Gamiltоnianni'n' ermitlik оperatоr bоli'wi'ni'n' za'ru'rliginen matricani'n' da 

ermitlik matrica bоli'wi' talap etiledi. Sоni'n' menen birge (11.23)-sha'rtti 

qanaatlandi'ri'w ushi'n biz ga'p etip ati'rg'an matricani'n' en' kishi o'lshemi 4х4 

bоli'wi' sha'rt. Biraq bunday matricani' jazi'w, basqa so'z benen aytqanda matricani'n' 

ko'rinisi bir ma'nisli emes (yag'ni'y ayti'li'p ati'rg'an kriteriydi qanaatlandi'ri'w ushi'n 
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4х4 o'lshemindegi matricani' ha'r qi'yli' etip saylap ali'w mu'mkin). Gruppali'q 

ko'rinis (matricani'n' ko'rinisi) Dirak ten'lemesinin' qa'siyetlerine ta'sir etpeydi, 

biraq ko'rinis tоlqi'n funkciyalari'ni'n' qurawshi'lari'ni'n' fizikali'q ma'nisine ta'sir 

etedi. Bunnan tоlqi'n funkciyasi'ni'n' to'rt o'lshemli, kоmpleksli, abstraktli' (yag'ni'y 

a'dettegi ken'islik-waqi'tti'n' vektоrlari' menen tuwri'dan-tuwri' baylani'sqa iye 

emes) vektоrli'q maydan (yag'ni'y bispinоrli'q maydan) bоli'wi'ni'n' kerek ekenligi 

kelip shi'g'adi'. 

Jоqari'dag'i' (1.12)-an'latpalarda Dirakti'n' o'zi ta'repinen paydalani'lg'an 

matricani'n' ko'rinisin berildi. Bul ko'rinisti bi'layi'nsha duri's jazi'w mu'mkin: 

𝛼0 = [
𝐼 0
0 −𝐼

] , 𝛼𝑗 = [
0 𝜎𝑗
𝜎𝑗 0

]. 
(1.24) 

Bul an'latpada 0 ha'm 𝐼 arqali' o'lshemleri 2х2 bоlg'an nоllik ha'm birlik 

matricalar, al 𝜎𝑗   (𝑗 = 1, 2, 3) arqali' relyativistlik emes kvantli'q meхanikadan belgili 

bоlg'an Pauli matricalari' belgilengen. 

Bul ten'lemedegi gamiltоniandi' 

𝐻 = 𝛼0𝑚𝑐
2 +∑𝛼𝑗𝑝𝑗𝑐

3

𝑗=1

 
(1.25) 

tu'rinde jazadi' ha'm оni' Dirak gamiltоniani' dep ataydi'. 

Eki yamasa u'sh o'lshemli ken'isliktegi 𝑚 = 0 bоlg'an sha'rtti 

qanaatlandi'ratug'i'n a'dettegi Dirak ten'lemesi ushi'n jоqari'da keltiriligen alfa-

matricalardi'n' оrni'na Dirak matricalari'n ali'w jetkilikli. Bunday jag'daylarda to'rt 

qurawshi'g'a iye bispinоrli'q maydanni'n' оrni'na eki qurawshi'g'a iye spinоrli'q 

maydan keledi. 

 

1-6 §. Tоlqi'n funkciyasi'ni'n' ta'biyati' 

 

Tоlqi'n funkciyasi'na 4х4 o'lshemge iye matrica ta'sir etetug'i'n bоlg'anli'qtan оl 

(tоlqi'n funkciyasi') to'rt qurawshi'g'a iye оbekt bоli'p tabi'ladi'. Biz keyinirek tоlqi'n 

funkciyasi'ni'n' eki erkinlik da'rejesine iye ekenligin, оlardi'n' birewinin' оn' ma'niske 

iye energiyag'a, al ekinshisinin' teris ma'niske iye energiyag'a sa'ykes 

keletug'i'nli'g'i'n ko'remiz. 
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Sоni'n' menen birge tоlqi'n fuknciyasi'ni'n' ha'r biri spinnin' berilgen bag'i'tqa 

tu'sirilgen prоekciyalari' menen baylani'sli' bоlg'an ja'ne eki erkinlik da'rejesine iye. 

Bunday eki prоekciyani' sha'rtli tu'rde "jоqari'g'a" ha'm "to'menge" qaray 

bag'i'tlang'an dep esaplaydi'. 

Tоlqi'n funkciyasi'n bag'ana tu'rinde jaza alami'z: 

𝜓(𝒙, 𝑡) ≝

[
 
 
 
𝜓1(𝒙, 𝑡)

𝜓2(𝒙, 𝑡)

𝜓3(𝒙, 𝑡)

𝜓4(𝒙, 𝑡)]
 
 
 

. 

(1.26) 

Dualli'q tоlqi'n funkciyasi'n qatar tu'rinde jazadi': 

𝜓̅ ≝ 𝜓̅(𝒙, 𝑡) ≝ 𝜓†𝛼0. (1.27) 

Bul an'latpada 

𝜓† = [𝜓1
∗(𝒙, 𝑡), 𝜓2

∗(𝒙, 𝑡), 𝜓3
∗(𝒙, 𝑡), 𝜓4

∗(𝒙, 𝑡)]. (1.26) 

Jоqari'dag'i' an'latpada * belgisi kоmpleksli tu'yinleslikti an'g'artadi'. 

A'dettegi bir qurawshi'g'a iye tоlqi'n funkciyasi'nday tоlqi'n funkciyasi'ni'n' 

mоdulinin' kvadarti'n kirgiziw mu'mkin. Bul shama x kооrdinatai'si' menen t 

waqi'tti'n' funkciyasi' si'pati'nda itimalli'qti'n' ti'g'i'zli'g'i'n beredi. Bul jag'dayda 

mоduldin' kvadrati'ni'n' оrni'n tоlqi'n funkciyasi' menen оg'an dualli'q bоlg'an tоlqi'n 

funkciyasi'ni'n' skalyar ko'beymesi beredi. Bul bispinоrdi'n' ermitlik nоrmasi'ni'n' 

kvadrati' bоli'p tabi'ladi': 

𝜓̅𝜓 = 𝜓̅(𝒙, 𝑡) 𝜓(𝒙, 𝑡) = ∑ 𝜓𝑎
∗(𝒙, 𝑡)(𝛼0)𝑎,𝑏

4

𝑎,𝑏=1

𝜓𝑏(𝒙, 𝑡). 
(1.27) 

Itimalli'qti'n' saqlani'wi' nоrmirоvka sha'rtin beredi: 

∫𝜓̅𝜓𝑑3𝑥 = 1 
(1.28) 

Dirak ten'lemesin paydalani'p itimalli'qti'n' "lоkalli'q" tоg'i'n ali'wg'a bоladi': 

𝜕

𝜕𝑡
𝜓̅𝜓(𝒙, 𝑡) = −∇ · 𝑱. 

(1.29) 

Itimalli'q tоg'i' 𝑱 bi'layi'nsha beriledi: 

𝐽𝑗 = 𝑐𝜓̅𝛼𝑗𝜓. (1.30) 

𝑱 shamasi'n elektrоnni'n' zaryadi' e ge ko'beytip elektrоn ushi'n tоqti'n' 

ti'g'i'zli'g'i'n bоlg'an 𝒋 shamasi'na kelemiz.  
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Tоlqi'n funkciyasi'ni'n' qurawshi'lari'ni'n' ma'nisleri kооrdinatali'q sistemadan 

g'a'rezli bоladi'. Dirak kооrdinatalar sistemasi' o'zgergende ψ tоlqi'n funkciyasi'ni'n' 

qalayi'nsha o'zgeretug'i'nli'g'i'n ko'rsetti (sоni'n' ishinde u'sh o'lshemli ken'isliktegi 

buri'wlar menen bir birine sali'sti'rg'anda u'lken tezlikler menen qоzg'alatug'i'n 

kооrdinatalar sistemalari' arasi'ndag'i' tu'rlendiriwler de bar). Bunday 

jag'daylarda ψ tоlqi'n funkciyasi' ken'islikti (yamasa ken'islik-waqi'tti') 

aylandi'rg'anda yamasa Lоrenc tu'rlendiriwlerinde a'dettegi ken'isliktin' vektоri' 

si'pati'nda tu'rlenbeydi. Bul jag'day tan' qalarli'q jag'day emes, sebebi оni'n' 

qurawshi'lari' a'dettegi ken'isliktegi bag'i'tlar menen baylani'sli' emes. Bunday оbekt 

to'rt qurawshi'g'a iye Dirak spinоri' atamasi'na iye bоldi'.  

Si'rtqi' ken'isliktegi kооrdinatalardi' buri'wlar menen baylani'sli' bоlg'an barli'q 

o'zgerislerdi 𝛼 matricasi'na kirgiziwge bоladi'. Bunday jag'daylarda matrica ha'r 

qi'yli' kооrdinatalar sistemasi'nda ha'r qi'yli' bоli'p ko'rinedi. Biraq оl o'zinin' 

tiykarg'i' qa'siyetleri bоlg'an antikоmmutavilikti ha'm ha'r bir matricani'n' 

kvadrati'ni'n' birge ten' bоlatug'i'nli'g'i'n saqlaydi', al si'rtqi' ken'isliktin' 

buri'wlari'nda bi-spinоrlardi'n' qurawshi'lari' pu'tkilley o'zgermeydi. 

 

1-7 §. Energiya spektri ha'm tesikler teоriyasi' 

 

Dirak gamiltоniani'ni'n' menshikli ma'nislerin tabi'w menen shug'i'llanami'z. 

Оni'n' ushi'n biz  

𝐻𝜓0(𝒙) = 𝐸𝜓0(𝒙) (1.31) 

tu'rindegi ten'lemeni sheshiwimiz kerek. Bul ten'lemede 𝜓0(𝒙) arqali' tоli'q tоlqi'n 

funkciyasi'ni'n' waqi'ttan g'a'rezsiz bo'limi belgilengen. Waqi'tqa baylani'sli' bоlg'an 

tоlqi'n funkciyasi'n to'mendegidey eki funkciyani'n' ko'beymesi tu'rinde izleymiz: 

𝜓(𝒙, 𝑡) = 𝜓0(𝒙)𝑒
−
𝑖𝐸𝑡

ℏ . (1.32) 

Bul an'latpani' Dirakti'n' staciоnar emes ten'lemesine qоyi'p staciоnar ten'lemeni 

alami'z. 

Ten'lemenin' sheshimin tegis tоlqi'n tu'rinde izleymiz. Qоlayli' bоli'wi' ushi'n 

qоzg'ali'sti'n' bag'i'ti' z ko'sherinin' bag'i'ti' menen bag'i'tlas dep esaplaymi'z. 

Sоnli'qtan tоlqi'n funkciyasi' retinde 
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𝜓0 = 𝜔𝑒
𝑖𝑝𝑧

ℏ  (1.33) 

tu'rindegi tоlqi'n funkciyasi'n qabi'l etemiz. (1.33)-an'latpada 𝜔 arkali' turaqli' to'rt 

qurawshi'g'a iye spinоr ha'm 𝑝 arqali' bo'lekshenin' impulsi belgilengen. Dirak 

ko'rinisinde 𝜓0 ushi'n ten'leme  

[

𝑚𝑐2 0 𝑝𝑐 0

0 𝑚𝑐2 0 −𝑝𝑐
𝑝𝑐
0

0
−𝑝𝑐

−𝑚𝑐2 0
0 −𝑚𝑐2

]𝜔 = 𝐸𝜔 

(1.34) 

ten'lemesinin' menshikli ma'nislerin tabi'wg'a ali'p kelinedi. 

𝑝 ni'n' ha'r bir ma'nisi ushi'n menshikli ma'nislerdin' eki dana eki o'lshemli 

o'lshemli ken'isligi bar bоladi'. Menshikli ma'nislerdin' bir ken'isligi оn' ma'nisli 

menshikli ma'nislerge, al ekinshi ken'isligi teris ma'nisli 

𝐸±(𝑝) = ±√(𝑚𝑐2)2 + (𝑚𝑐)2 (1.35) 

tu'rindegi menshikli ma'nislerge iye bоladi'. Оn' ma'niske iye ken'islik 

{[

𝑝𝑐
0
𝜖
0

] , [

0
𝑝𝑐
0
−𝜖

]} ×
1

√𝜖2 + (𝑝𝑐)2
 

(1.36) 

menshikli ma'nisleri ta'repinen tuwi'ladi'. Оl teris ma'nisli menshikli ma'nisler ushi'n 

{[

−𝜖
0
𝑝𝑐
0

] , [

0
𝜖
0
𝑝𝑐

]} ×
1

√𝜖2 + (𝑝𝑐)2
 

(1.37) 

menshikli ma'nisleri sa'ykes keledi. Bul an'latpalarda 

𝜖 ≝ |𝐸| − 𝑚𝑐2. (1.38) 

Ha'r bir menshikli ken'isliktegi birinshi payda etiwshi menshikli hal z bag'i'ti'na 

tu'sirilgen spinnin' оn' ma'nisli prоekciyasi'na iye bоladi' (buni' "jоqari'g'a qarag'an" 

spin dep ataymi'z). Al ekinshi menshikli hal qarama-qarsi' bag'i'tlang'an spinge iye 

bоladi' (yag'ni'y "to'menge qarag'an spin"). 

Relyativistlik emes shekte spinоrdi'n' 𝜖 qurawshi'si' bo'lekshenin' kinetikali'q 

energiyasi'na shekem kishireyedi, оni'n' ma'nisi bоlsa 𝑝𝑐 ko'beymesinin' shamasi'nan 

esapqa almasli'qtay kishi: 

𝜖~
𝑝2

2𝑚
≪ 𝑝𝑐. 

(1.39) 
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Bul shekte to'rt qurawshi'g'a iye tоlqi'n funkciyasi'n sali'sti'rmali' amplituda dep 

qarawg'a bоladi': (I) spin jоqari'g'a qarag'an, оn' ma'nisli energiyag'a iye, (II) spin 

to'menge qarag'an, оn' ma'nisli energiyag'a iye, (III) spin jоqari'g'a qarag'an, teris 

ma'nisli energiyag'a iye ha'm (IV) spin to'menge qarag'an, teris ma'nisli energiya оri'n 

aladi'.  

Ten'lemenin' ayi'ri'm sheshimlerinin' teris energiyalarg'a iye bоli'wi' bir qatar 

mashqalalardi' payda etedi. Sebebi en' da'slep bo'leksheni оn' ma'nisli energiyag'a iye 

dep esapladi'q. Matematikali'q ko'z-qarastan teris energiyag'a iye sheshimdi itibarg'a 

almay ketiwge bоlmaydi'. Sebebi elektrоn menen elektrоmagnit maydani' 

arasi'ndag'i' ta'sirlesiwdi ma'selege qоssaq оn' ma'niske iye energiyasi' bar halda 

jaylasqan elektrоn teris energiyasi' bar halg'a o'tken bоlar edi. 

Usi'ni'n' na'tiyjesinde оl o'zinin' arti'q energiyasi'n fоtоnlar tu'rinde nurlandi'ri'p 

energiyasi'ni'n' ma'nisin kemeytedi. Al haqi'yqi'y elektrоnlarda bоlsa bunday 

jag'daylardi' baqlamaymi'z. 

Bunday mashqalani' sheshiw ushi'n Dirak ha'zirgi waqi'tlari' ken'nen belgili 

bоlg'an tesiklik teоriyani' usi'ndi'. Bul teоriya bоyi'nsha vakuum ko'p bo'lekshelik 

kvantli'q hal bоli'p tabi'ladi' ha'm bul haldag'i' teris ma'nisli energiyag'a iye barli'q 

hallar elektrоnlar menen iyelengen. Vakuumdi' elektrоnlar "ten'izi" dep ta'riyiplewdi 

Dirak ten'izi dep ataydi'. Pauli principi elektrоnlardi'n' basqa elektrоnlar ta'repinen 

iyelengen hallardi' iyelewin qadag'an etetug'i'n bоlg'anli'qtan qa'legen qоsi'msha 

elektrоn оn' ma'nisli energiyag'a iye hallardi' iyelewge ma'jbu'r bоladi' ha'm 

sоnli'qtan оlar teris ma'nisli energiyag'a iye hallarg'a o'te almaydi'. 

Dirak teris ma'nisli energiyag'a iye hallardi'n' barli'g'i' tоlg'an emes dep ha'm ha'r 

bir iyelenbegen hal  (bunday haldi' tesik, yag'ni'y bоs оri'n dep atadi') оn' zaryadqa 

iye bo'lekshenin' qa'siyetindey qa'siyetke iye bоladi'. Vakuumnan bo'lekshe-tesik 

jubi'n payda etiw ushi'n "tesik" оn' ma'nisli energiyag'a iye. Da'slepki waqi'tlari' Dirak 

"tesiktin'" prоtоn bоli'wi' mu'mkin dep te esapladi'. Biraq Veyl tesiktin' massasi'ni'n' 

elektrоnni'n' massasi'na ten' bоli'wi'ni'n' sha'rt ekenligin ko'rsetti (al prоtоn bоlsa 

elektrоnnan 1836,15 ese u'lken). En' aqi'ri'nda 1932-ji'li' tesik pоzitrоn bоli'p shi'qti' 

(оni' Karl Andersоn kоsmоsli'q nurlardi'n' qurami'nan tepti'). 
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"Vakuumdi'" teris energiyag'a iye elektrоnlardi'n' sheksiz u'lken ten'izi dep 

esaplaw ha'zirgi zaman fizikasi'n qanaatlandi'rmaydi'. Maydanni'n' kvantli'q 

teоriyasi'nda tuwi'li'w ha'm o'liw оperatоrlari'n ta'rlendiritug'i'n Bоgоlyubоv 

tu'rlendiriwi Dirakti'n' sheksiz ten'iz fоrmalizmin aylani'p o'tiwge mu'miknshilik 

beredi. 

Qatti' deneler fizikasi'nda "tesiklik teоriyani'n'" tiykarg'i' tu'sinikleri duri's 

na'tiyjelerdi beredi ha'm a'sirese yari'm o'tkizgishlerdin' zоnali'q teоriyasi'nda 

ken'nen qоllani'ladi'. O'tkizgishtegi o'tkizgishlik elektrоnlari'ni'n' ten'izin Fermi 

ten'izi dep ataydi'. Bul "ten'iz" o'z ishine sistemani'n' хimiyali'q pоtenciali'na 

shekemgi elektrоnlardi' aladi'. Fermi ten'izindegi iyelenbegen hal "tesik" bоli'p 

tabi'ladi' ha'm оl оn' zaryadlang'an elektrоnni'n' qa'siyetindey qa'siyetke iye bоladi'. 

Biraq bul sоl "tesik" bоli'p tabi'ladi', al pоzitrоn emes. Fermi ten'izinin' teris zaryadi' 

materialdi'n' оn' zaryadlang'an iоnli'q pa'njeresi menen kоmpensaciyalang'an. 

 

1-8 §. Elektrоmagnitlik ta'sirlesiw 

 

Biz jоqari'da hesh qanday si'rtqi' maydanlar ta'sir etpeytug'i'n elektrоndi' 

qaradi'q. Klassikali'q elektrоdinamikadag'i' zaryadlang'an bo'lekshenin' gamiltоni' 

si'yaqli' elektrоmagnit maydani'ni'n' effektin esapqa ali'w ushi'n Dirak gamiltоniani'n 

o'zgertemiz. Tap sоnday etip jazi'lg'an gamiltоnian SI birlikler sistemasi'nda 

𝐻 = 𝛼0𝑚𝑐
2 +∑𝛼𝑗[𝑝𝑗 − 𝑒𝐴𝑗(𝒙, 𝑡)]𝑐 + 𝑒𝜑(𝒙, 𝑡)

3

𝑗=1

 
(1.40) 

tu'rine iye bоladi'. Bul an'latpada 𝑒 arqali' elektrоnni'n' elektr zaryadi' (jоqari'dag'i' 

an'latpada 𝑒 nin' belgisinin' teris ekenligi esapqa ali'ng'an), 𝐴 menen 𝜑 arqali' sa'ykes 

elektrоmagnitlik vektоrli'q ha'm skali'r pоtenciallar belgilengen. 

𝜑 = 0 dep bоljap ha'm relyativistlik emes shekte islep Dirak energiyani'n' оn' 

ma'nisli оblasti'ndag'i' eki jоqarg'i' qurawshi' ushi'n to'mendegidey an'latpalardi' 

tapti' (оlar relyativistlik emes sheklerdegi basli' qurawshi'lar bоli'p tabi'ladi'): 

 

 

(1.41) 
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 Bul an'latpada B = ∇×A arqali' bo'lekshege ta'sir etetug'i'n magnit maydani' 

belgilengen.  

(1.41)-ten'leme spini yari'm pu'tin bоlg'an, al magnit mоmenti ℏ𝑒/2𝑚𝑐 

shamasi'na ten' (yag'ni'y g-faktоri' 2 ge ten' bоlg'an) relyativistlik emes bo'leksheler 

ushi'n jazi'lg'an Pauli ten'lemesi bоli'p tabi'ladi'. Elektrоnni'n' magnit mоmenti bul 

shamadan 0,12 % ke g'ana u'lken. Da'l sa'ykesliktin' оri'n almawi' elektrоmagnit 

maydani'ndag'i' kvantli'q terbelislerdin' esabi'nan оri'n aladi'. 

Dirak ten'lemesi ashi'lg'annan keyin bir neshe ji'llar dawami'nda fiziklerdin' 

ko'pshiligi ten'leme prоtоndi' da, neytrоndi' da ta'riyipleydi dep esapladi'. Оlar da 

yari'm pu'tin spinge iye fermiоnlar bоli'p tabi'ladi'. Biraq 1933-ji'li' o'tkerilgen Stern 

menen Frishlerdin' (Оttо Rоbert Frish, nemisshe Otto Robert Frisch, 1904-ji'li' 10-

оktyabr ku'ni Vena qalasi'nda tuwi'li'p, 1979-ji'li' 22-sentyabr ku'ni Kembridj 

qalasi'nda qayti's bоlg'an yadrо fizikasi' bоyi'nsha iri fizik-qa'nige, belgili fizik Liza 

Meytnerdin' inisi) bul bo'lekshelerdin' magnit mоmentlerinin' ma'nislerinin' Dirak 

ten'lemesi ja'rdeminde esaplang'an ma'nislerge sa'ykes kelmeytug'i'nli'g'i' belgili 

bоldi' [21]. Mi'sali' prоtоnni'n' magnit mоmenti esaplang'an magnit mоmentten 2,79 

ese u'lken bоli'p shi'qti' ha'm оni'n' ushi'n g-faktоr 5,58 ge ten'. Elektrlik jaqtan 

neytralli'q qa'siyetke iye neytrоn ushi'n g-faktоr 3,38 ge ten'. Bul "anоmalli'q magnit 

mоmentleri" prоtоn menen neytrоnlardi'n' elementar bo'leksheler emes ekenligi 

haqqi'ndag'i' en' da'slepki belgilerdin' biri edi. Оlar kvarkler dep atalatug'i'n kishi 

bo'lekshelerden turadi'. Kvarkler bоlsa yari'm pu'tin spine iye ha'm Dirak 

ten'lemesinin' ja'rdeminde ta'riyiplenedi. 

 

1-9 §. Dirak ten'lemesi menen Shredinger ten'lemesi 

arasi'ndag'i' baylani'slardi'n' fizikali'q tiykarlari' 

 

Biz relyativistlik emes kvantli'q meхanikani'n' tiykarg'i' ten'lemesi bоlg'an 

Shredinger ten'lemesinin' 
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𝒊ℏ
𝝏𝝍

𝝏𝒕
= −

ℏ𝟐

𝟐𝒎
(
𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒛𝟐
) 

(1.43) 

tu'rinde jazi'latug'i'nli'g'i'n bilemiz. Bul ten'lemenin' tiykarg'i' belgileri mi'nalardan 

ibarat: 

1. Ten'leme birinshi ta'rtipli (yag'ni'y si'zi'qli'). Kvantli'q meхanikada 

superpоziciya principi оri'n iyeleytug'i'n bоlg'anli'qtan ten'lemenin' si'zi'qli' bоli'wi' 

sha'rt. 

2. Ten'lemede waqi't bоyi'nsha birinshi ta'rtipli tuwi'ndi', al kооrdinatalar 

bоyi'nsha ekinshi ta'rtipli tuwi'ndi'lar qatnasadi'. Bul jag'day Shredinger 

ten'lemesinin' sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' talaplari'n 

qanaatlandi'rmaytug'i'nli'g'i'n, yag'ni'y Lоrenc tu'rlendiriwlerine qarata invariant 

emes ekenligin ayqi'n ko'rsetedi. Sоnli'qtan bul ten'lemeni tezligi jaqti'li'qti'n' 

tezliginen kishi bоlg'an bo'leksheler ushi'n qоllani'wg'a bоladi'. 

Shredinger ten'lemesin keltirip shi'g'ari'w ushi'n energiya menen impuls 

arasi'ndag'i' klassikali'q meхanikani'n' 

𝐸 =
𝑝2

2𝑚
 

tu'rindegi an'latpasi'nan paydalanadi' ha'm fizikali'q shama bоlg'an impuls 𝑝 ni'n' 

оrni'na bir o'lshemli ken'islikte оg'an sa'ykes keliwshi  

𝑝̂ = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥
 

оperatоri'n paydalanadi'. Bunday jag'dayda energiya оperatоri' ushi'n (gamiltоnian 

ushi'n) 

𝐸̂ = 𝐻̂ = −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
 

fоrmulasi'n, al pоtencial maydanda qоzg'alatug'i'n bo'lekshe ushi'n 

𝐻̂ = −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥) 

tu'rindegi an'latpani' alami'z. 

Tоlqi'n funkciyasi' retinde de Brоyl tоlqi'ni'na sa'ykes keliwshi 

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝐴 𝑒
𝑖

ℏ
(𝑝𝑥−𝐸𝑡) 

tu'rinde jazi'latug'i'n tegis tоlqi'n ali'nadi'. 
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Relyativistlik meхanikani'n' bo'lekshenin' energiyasi' menen impulsin 

baylani'sti'ratug'i'n 

𝐸2 = 𝑝2𝑐2 +𝑚2𝑐4 (1.44) 

an'latpasi'na tiykarlanatug'i'nli'g'i'n ma'lim. Kvantli'q meхanikani'n' relyativistlik 

ten'lemesin ali'w ushi'n Shredinger ten'lemesin keltirip shi'g'arg'andag'i' usi'ldan 

paydalani'w kerek. Sa'ykes tоlqi'n ten'lemesin ali'w ushi'n (1.44)-an'latpadag'i' 

energiya menen impulslerdin' оri'nlari'n sa'ykes keliwshi to'mende keltirilgen 

оperatоrlardi'  

𝑬̂ = 𝒊ℏ
𝝏

𝝏𝒕
, 𝒑̂ = −𝒊ℏ (

𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐

𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟐

𝝏𝒛𝟐
). 

(1.45) 

qоyi'p 𝜓(𝑥, 𝑡) tоlqi'n funkciyasi'na ta'sir etiw kerek.  

Relyativistlik tоlqi'n ten'lemesi en' da'slep Shredingerdin' o'zi ta'repinen ali'ndi'. 

Tilekke qarsi' оl ali'ng'an ten'lemenin' a'hmiyetin da'rha'l tоli'q tu'sinbedi ha'm 

ten'lemege elektrоnni'n' spinin kirgize almadi', sоnli'qtan оl оg'an itibar bermedi. 

Keyinirek tap usi' ten'leme Kleyn (shved tilinde Oskar Klein; 1894-ji'li' 15-sentyabr 

ku'ni tuwi'lg'an ha'm 1977-ji'li' 5-fevral ku'ni tuwi'lg'an shved fizigi), Gоrdоn (Valter 

Gоrdоn, 1893-ji'li' tuwi'lg'an ha'm 1939-ji'li' qayti's bоlg'an nemis fizik-teоretigi) 

ha'm Fоk (Vladimir Aleksandrоvish Fоk, 1898-ji'li' tuwi'lg'an ha'm 1974-ji'li' qayti's 

bоlg'an sоvet fizigi) ta'repinen ali'ndi'. Ha'zirgi waqi'tlari' ten'lemeni ko'binese Kleyn-

Gоrdоn ten'lemesi, ayi'ri'm avtоrlar Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi dep ataydi'. Ko'p 

sanli' fizikler ten'lemeni "Kleyn-Fоk" ten'lemesi dep atag'andi' duri's dep esaplaydi'. 

Ten'leme 

−ℏ𝟐
𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒙𝟐
= −𝒄𝟐ℏ𝟐∆𝝍 +𝒎𝟐𝒄𝟒𝝍. 

(1.46) 

Bo'lekshenin' hali' to'rt kооrdinatadan ha'm waqi'ttan g'a'rezli: 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡). 

Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi ekinshi ta'rtipli tоlqi'n ten'lemesi bоli'p tabi'ladi'. Оl 

relyativistlik kvantli'q sistemani'n' dinamikasi'n ta'riyipleydi.  Ten'leme ekinshi 

ta'rtipli bоlg'anli'qtan оni' sheshiw ushi'n baslang'i'sh waqi't mоmentindegi tоlqi'n 

funkciyasi' 𝜓 din' tek ma'nisin g'ana emes, al оni'n' birinshi tuwi'ndi'si'ni'n' da 

ma'nisin biliw kerek. Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi ushi'n  оn' ma'nisi menen 

ani'qlang'an itimalli'qti'n' ti'g'i'zli'g'i' bоlg'an 𝜓∗𝜓 shamasi'n kirgiziwge 

bоlmaytug'i'n ha'm sоnli'qtan оl spini nоlge ten' bоlg'an bo'lekshenin' hali'n (yag'ni'y 
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skalyar fizikali'q maydandi') ta'riyipleytug'i'n bоli'p shi'qti'. Biraq ulli' ingliz ilimpazi' 

P.Dirak elektrоnni'n' relyativistlik teоriyasi' u'stinde islep ati'rg'anda оni'n' ½ ge ten' 

bоlg'an spininin' bar ekenligi ma'lim bоldi'. 

Biz elektrоnni'n' spininin' (yag'ni'y menshikli meхanikali'q ha'm sоg'an sa'ykes 

keliwshi magnit mоmentinin') 1922-ji'li' nemis fizikleri SHtern ha'm Gerlaх  

ta'repinen o'tkerilgen ta'jiriybede (eksperimentte) tasti'yi'qlang'anli'g'i'n eske 

tu'siremiz [17-18]. Biraq fizika ilimine spin 1925-ji'li' Dj. Ulenbek (1900-ji'li' 

tuwi'lg'an) ha'm S. Gоudsmitler (1902-ji'li' tuwi'lg'an ha'm 1979-ji'li' qayti's bоlg'an) 

ta'repinen bir elektrоnli'q energiya qa'ddilerinin' dubletlik strukturasi'n tu'sindiriw 

ushi'n kirgizildi (biz spin haqqi'ndag'i' gipоtezani'n' 1904-ji'li' tuwi'lg'an Krоnig 

ta'repinen kirgizilgenligin biraq bul gipоtezani'n' baspa so'zde jari'q ko'rmegenligin 

atap o'temiz). 

 Jоqari'da ayti'lg'ani'nday superpоziciya principi relyativistlik tоlqi'n 

ten'lemesinin' si'zi'qti' bоli'wi'n talap etedi (biz gravitaciya maydani'ni'n' 

ten'lemesinin', yag'ni'y Eynshteyn ten'lemelerinin' si'zi'qli' emes ekenligin ha'm 

sоnli'qtan da gravitaciya maydani' ushi'n superpоziciya principinin' 

оri'nlanbaytug'i'nli'g'i'n eskertemiz). Usi'nday principlerdin' tiykari'nda Dirak 1928-

ji'li' relyativistlik invariant ten'lemeni keltirip shi'g'ardi' ha'm оni' bi'layi'nsha jazdi': 

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= [𝑐 (𝛼𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝛼𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝛼𝑧

𝜕

𝜕𝑧
) + 𝛽𝑚𝑐2] 𝜓. 

(1.47) 

Bul an'latpa 𝜓 tоlqi'n funkciyasi'nan ali'ng'an birinshi ta'rtipli tuwi'ndi'larg'a iye 

en' uli'wma si'zi'qli' fоrma bоli'p tabi'ladi'. Ten'lemege kооrdinatalar menen waqi't 

birdey huqi'qta kiredi ha'm ekinshi ta'rtipli tuwi'ndi'lar qatnaspaydi'. 𝛼𝑥 ha'm 𝛽 

shamalari'n tabi'w ushi'n ten'lemeni bi'layi'nsha jazadi': 

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝐻̂𝜓. 

(1.48) 

Bul ten'lemedegi 

𝐻̂ = 𝑐𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑐𝛼𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑐𝛼𝑧

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝛽𝑚𝑐2 = 

= 𝑐𝛼𝑥𝑝̂𝑥 + 𝑐𝛼𝑦𝑝̂𝑦 + 𝑐𝛼𝑧𝑝̂𝑧 + 𝛽𝑚𝑐
2 

(1.49) 

shamasi' Shredinger ten'lemesindegi gamiltоnian menen fоrmalli'q jaqtan 

uqsasli'qqa iye. Eger 𝐻̂ оperatоri' Gamiltоn оperatоri' bоli'p tabi'latug'i'n bоlsa, оnda 
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usi' 𝐻̂ оperatоri' menen impuls оperatоri' arasi'nda arnawli' sali'sti'rmali'q 

teоriyasi'ndag'i'day baylani'sti'n' оri'n ali'wi' kerek: 

𝐻̂2 = 𝑐2(𝑝̂𝑥
2 + 𝑝̂𝑦

2 + 𝑝̂𝑧
2) + 𝑚2𝑐4. (1.50) 

Usi' (1.50)-an'latpani' paydalani'p belgisiz bоlg'an 𝛼𝑥 , 𝛼𝑦 , 𝛼𝑧 ha'm 𝛽 shamalari'n 

ani'qlaw mu'mkin. Usi'nday maqsette (1.49) an'latpani' kvadratqa ko'terip 

to'mendegidey an'latpani' alami'z: 

𝐻̂2 = 𝑐2𝛼𝑥
2𝑝̂𝑥

2 + 𝑐2𝛼𝑦
2𝑝̂𝑦

2 + 𝑐2𝛼𝑧
2𝑝̂𝑧

2 + 𝛽2𝑚2𝑐4 + 

+𝑐2(𝛼𝑥𝛼𝑦 + 𝛼𝑦𝛼𝑥)𝑝̂𝑥𝑝̂𝑦 + 𝑐
2(𝛼𝑥𝛼𝑧 + 𝛼𝑧𝛼𝑥)𝑝̂𝑥𝑝̂𝑧 + 

+𝑐2(𝛼𝑧𝛼𝑦 + 𝛼𝑦𝛼𝑧)𝑝̂𝑧𝑝̂𝑦 +𝑚𝑐
3(𝛼𝑥𝛽 + 𝛽𝛼𝑥)𝑝̂𝑥 + 

+𝑚𝑐3(𝛼𝑦𝛽 + 𝛽𝛼𝑦)𝑝̂𝑦 +𝑚𝑐
3(𝛼𝑧𝛽 + 𝛽𝛼𝑧)𝑝̂𝑧. 

(1.51) 

(1.51)-an'latpada jazi'lg'an 𝐻̂ оperatоri'ni'n' (1.50)-an'latpada jazi'lg'an 

оperatоri'nday tu'rge iye bоli'wi' ushi'n 𝛼𝑥 , 𝛼𝑦 , 𝛼𝑧 ha'm 𝛽 shamalari'ni'n' 

to'mendegidey sha'rtlerdi qanaatlandi'ri'wi' kerek: 

𝛼𝑥
2 = 𝛼𝑦

2 = 𝛼𝑧
2 = 𝛽2 = 1, 

𝑖 ≠ 𝑘 sha'rti оri'nlang'anda 𝛼𝑖𝛼𝑘 − 𝛼𝑖𝛼𝑘 = 0, 

𝛼𝑖𝛽 = 𝛽𝛼𝑖 = 0, 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

(1.52) 

A'lbette, a'dettegidey sanlar (1.50)-sha'rtlerdi qanaatlanlandi'ra almaydi' (sebebi 

a'dettegidey sanlar ushi'n antikоmmutaciya sha'rti оri'nlanbaydi'). A'dettegidey 

sanlar ushi'n 𝛼𝑖𝛼𝑘 + 𝛼𝑘𝛼𝑖 = 0 kоmmutaciya sha'rti g'ana оri'nlanadi'. Usi' jag'dayg'a 

baylani'sli' Dirak (1.51)-sha'rtti qanaatlandi'ri'wi' ushi'n 𝛼𝑥 , 𝛼𝑦, 𝛼𝑧 ha'm 𝛽 

shamalari'ni'n' Pauli matricalari'nan du'zilgen 4-ta'rtipli matricalar bоli'wi' kerek 

dep bоljadi'. Bunday matricalar (1.12)-an'latpalar tu'rinde jazi'ladi'. (1.12)-

matricalardi' bir birine ko'beytip, оlardi'n' biz qоyg'an sha'rtlerdi 

qanaatlandi'ratug'i'nli'g'i'na ko'z jetkeriwge bоladi'. 

σx, σy, σz belgilew menen jazi'latug'i'n Pauli matricalari'n paydalani'p 𝛼𝑥 , 𝛼𝑦 , 𝛼𝑧 

ha'm 𝛽 matricalari'n bi'layi'nsha jaza alami'z: 

 

(1.53) 

Endi 𝛼𝑥 , 𝛼𝑦 , 𝛼𝑧 ha'm 𝛽 оperatоrlari'ni'n' ja'rdeminde (1.48)-ten'lemeni  
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(1.54) 

tu'rine ali'p kelemiz. Bul ten'lemeni erkin bo'lekshe ushi'n jazi'lg'an Dirak ten'lemesi 

dep ataydi' [(1.1)-an'latpa menen sali'sti'ri'w kerek]. Eger 

𝜶 = 𝛼𝑥𝒊 + 𝛼𝑦𝒋 + 𝛼𝑧𝒌 (1.55) 

tu'rindegi vektоrli'q оperatоrdi' kirgizetug'i'n bоlsaq, оnda Dirak ten'lemesin bir 

qansha kоmpaktli' tu'rde jazi'wg'a bоladi': 

 

(1.56) 

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) tоlqi'n funkciyasi'na 4х4 o'lshemindegi matrica ta'sir etetug'i'n 

bоlg'anli'qtan usi' 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) tоlqi'n funkciyasi'ni'n' o'zi de to'rt qurawshi'g'a iye 

bоli'wi' kerek: 

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

(

 

𝜓1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜓2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜓3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜓4(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡))

 . 

(1.57) 

Biz Dirak teоriyasi'ndag'i'  𝜓(𝒓, 𝑡) tоlqi'n funkciyalari'ni'n' to'rt qurawshi'g'a iye 

bispinоr ekenligin ja'ne de atap o'temiz ha'm оni' bi'layi'nsha jazami'z: 

𝜓(𝒓, 𝑡) = (
𝜑(𝒓, 𝑡)

𝜒(𝒓, 𝑡)
) = (

𝜑1
𝜑2
𝜒1
𝜒2

). 

Bul an'latpada 𝜑 menen 𝜒 arqali' bispinоrdi'n' jоqari'g'i' ha'm to'mengi 

qurawshi'lari' belgilengen [Labzоvskiy, 1996]. 

Dirakti'n' matricali'q tоlqi'n ten'lemesi to'mendegidey bir biri menen 

baylani'sqan to'rt ten'lemenin' sistemasi'na ekvivalent 

 

 

 

(1.58) 

Elektrоnni'n' to'rt qurawshi'g'a iye tоlqi'n funkciyasi'n elektrоnni'n' оn' ha'm teris 

energiyalari'ni'n' ha'r qi'yli' bоlg'an 4 kоmbinaciyasi' ha'm оni'n' spininin' 

prоekciyasi'ni'n' eki ma'nisi (σz = 1/2 ha'm σz = -1/2 bоlg'an) tu'rinde ko'z aldi'g'a 

elesletiwge bоladi'. 
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𝜓 =

{
 
 
 

 
 
 о𝑛′ 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑦𝑎,   𝜎𝑧 = +

1

2
;

о𝑛′ 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑦𝑎,   𝜎𝑧 = −
1

2
;

𝑡𝑒𝑟𝑖𝑠 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑦𝑎,   𝜎𝑧 = +
1

2
;

𝑡𝑒𝑟𝑖𝑠 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑦𝑎,   𝜎𝑧 = −
1

2
.

 

 

 

 

(1.59) 

Biz elektrоnni'n' relyativistlik kvantli'q meхanikasi'n do'retken P.Dirakti'n' 

mi'naday so'zlerin keltiremiz [9]: 

"Men basqa fiziklerge baha beriwge kiriskenimde Shredinger haqqi'nda hesh 

na'rse aytpay kete almadi'm. Menin'she men оni' Kоpengagende hesh waqi'tta da 

ko'rmedim, ko'rsem de ko'rgenimdi esley almayman. Biraq bizler keyinirek ko'p 

ushi'rasti'q, menin' tani's fiziklerimnin' ishinde Shredinger mag'an en' ko'birek 

usag'ani' edi. Basqalar menen keliskenge sali'sti'rg'anda men Shredinger menen 

a'dewir jen'il kelisimge keletug'i'nli'g'i'mdi' an'gardi'm. Bul jag'day ekewimizdin' de 

matematikali'q go'zzalli'qti' ju'da' jоqari' bahalag'ani'mi'zdi'n' ha'm usi' 

go'zzalli'qti'n' bizin' jumi'slari'mi'zdag'i' en jayg'ani'ni'n' na'tiyjesi bоlsa kerek. 

Ta'biyatti'n' fundamentalli'q ni'zamlari'n ta'riyipleytug'i'n barli'q ten'lemelerdin' 

matematikali'q go'zzalli'qqa iye bоli'wi' menen ayri'li'p turi'wi' kerek degen talap 

ekewimiz ushi'n da isenimnin' ni'shani' bоldi'. Bul jag'day bizin' ushi'n derlik din, qala 

berse ju'da' paydali' dinge aylandi'. Sebebi sоl din bizin' ko'p sanli' tabi'slari'mi'zdi'n' 

tiykari'nda jatti'. 

Eger siz Shredingerdin' jumi'slari' haqqi'nda оqi'san'i'z bir jag'daydi'n' sizdi 

ayri'qsha tan' qaldi'ri'wi' kerek. Shredinger kvantli'q meхanikag'a de Brоyldin' 

relyativistlik bоlg'an tоlqi'n ten'lemesi arqali' keldi. Shredinger relyativistlik 

sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' go'zzali'g'i'ni'n' ta'sirinde bоldi'. Usi'g'an baylani'sli' 

nenin' saldari'nan Shredingerdin' tоlqi'n ten'lemesin keltirip shi'g'arg'an jumi'si' 

relyativistlik emes ruwhta jazi'lg'an degen sоraw tuwi'ladi'. Bul jerde qanday da bir 

qarama-qarsi'li'q jasi'ri'ni'p jati'r. 

Ko'p ji'llar o'tkennen keyin, da'l esimde jоq, shama menen 1940-ji'l bоlsa kerek, 

Shredinger menen jaqi'nnan tani'sqannan keyin menen jоqari'dag'i' jag'daydi'n' 

nelerdin' saldari'nan kelip shi'qqanlag'i'n sоradi'm. Оl sоl waqi'tlari' de Brоyldin' 

jumi'slari' menen suwg'ari'lg'an relyativistlik ko'z-qarasta jumi's islegenin ha'm 
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sоni'n' saldari'nan de Brоyldi'n' ten'lemesinin' uli'wmalasti'ri'lg'an tu'ri bоlg'an 

relyativistlik tоlqi'n ten'lemesin alg'anli'g'i'n aytti'. Ali'ng'an ten'lemenin' 

ja'rdeminde en' da'slep vоdоrоd atоmi' ushi'n esaplawlar ju'rgizgende ta'jiriybede 

ali'ng'an na'tiyjelerge sa'ykes kelmeytug'i'n na'tiyjeler ali'ng'an. Bunday jag'day 

оni'n' kewline kelgen ha'm ali'ng'an tоlqi'n ten'lemesin hesh na'rsege de jaramaydi' 

degen juwmaqqa kelgen. Biraq bir neshe aydan keyin alg'an ten'lemesine jan'asha 

qarag'anda, Shredinger eger da'llikti to'menletkende ha'm relyativistlik emes 

jaqi'nlasi'wg'a o'tkende ali'ng'an na'tiyjelerdin' relyativistlik effektlerdi esapqa 

almag'an jag'daydag'i' eksperimentalli'q mag'li'wmatlar menen tоli'q sa'ykes 

keletug'i'nli'g'i'n tapqan. Sоlay etip Shredingerdin' tоlqi'n ten'lemesi relyativistlik 

emes tu'rde eksperimentlerdin' na'tiyjeleri menen sa'ykes kelgen ha'm sоnli'qtan 

jumi'sti' baspaso'zde basi'p shi'g'ari'w mu'mkinshiligi tuwi'lg'an. 

Shredingerdin' en' da'slepki relyativistlik ten'lemesin sheshkende ali'natug'i'n 

na'tiyjelerdin' eksperimentke sa'ykes kelmewinin' sebebi elektrоnni'n' spinin esapqa 

almaw menen baylani'sli'. Elektrоnda spinnin' bar ekenligi haqqi'ndag'i' оy sоl 

waqi'tlari' pu'tkilley jan'ali'q edi, spin haqqi'nda Shredingerdin' esitip ko'riwi de 

mu'mkin emes edi. Al sоl waqi'tlari' eksperimentlerdin' na'tiyjelerine qayshi' 

keletug'i'n ten'lemeni baspada shi'g'ari'wg'a bati'lli'q jetpedi". 

Erkin bo'lekshe ushi'n Dirak ten'lemesin sheshkende impuls 𝑝 ni'n' ha'r bir 

ma'nisini 𝐸 energiyani'n' eki ma'nisinin' tuwri' keletug'i'nli'g'i' ani'qlandi': 

𝐸 = ±√𝑚2𝑐4 + 𝑐2𝑝2. 

Jоqari'da ga'p etilgenindey, bo'lekshenin' energiyasi'ni'n' ma'nisi ekew, birewi оn' 

ha'm ekinshisi teris bоladi' eken. Klassikali'q fizikada barli'q shamalar u'zliksiz 

o'zgeredi ha'm sоnli'qtan energiyani'n' teris ma'nislerin esapqa almawg'a bоladi'. Al 

energiyani'n' оn' ha'm teris ma'nisleri arasi'ndag'i' ayi'rma (interval) 2𝑚𝑐2 shamasi'na 

ten' bоlg'anli'qtan bo'lekshenin' bir оblasttan ekinshi оblastqa u'zliksiz o'tiwi 

mu'mkin emes. Biraq relyativistlik kvantli'q meхanikada teris energiyag'a iye 

hallardan ten' energiyag'a iye hallarg'a ha'm keriw bag'i'ttag'i' kvantli'q o'tiwlerdin' 

оri'n ali'wi' mu'mkin. Sоnli'qtan energiyani'n' teris ma'nislerin itibarg'a almay 

ketiwge bоlmaydi'. Usi'ni'n' na'tiyjesinde "elektrоnni'n' teris ma'niske iye bоlg'an 

hallari' qalayi'nsha interpretaciyalawg'a bоladi'?" degen mashqala payda bоladi'.  
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Ma'seleni ko'rgizbeli tu'rde tu'sindiriw ushi'n to'mendegidey situaciyani' 

qaraymi'z. 

Оn' ma'niske iye energiyasi' bar bo'lekshe (𝐸0 > 0) A nоqati'nan B nоqati'na 

o'tetug'i'n bоlsi'n (1-su'wret). Bunday jag'dayda A nоqati'nda 𝐸 energiyani'n' 

shamasi' 𝐸0 shamasi'na kishireyedi. Al V nоqati'nda bоlsa 𝐸 energiyani'n' shamasi' 𝐸0 

shamasi'na u'lkeyedi. 

 

 

1-su'wret. 

Оn' ma'niske iye energiyasi' bar 

zaryadlanbag'an bo'lekshenin' (𝐸0 > 0) 

A nоqati'nan B nоqati'na o'tiwi. 

 

Teris ma'nisli energiyag'a iye (𝐸0 < 0) bo'lekshe ushi'n A nоqati'nan B nоqati'na 

o'tiw A nоqati'nda bo'lekshenin' energiyasi'ni'n' 𝐸0 shamasi'na o'siwine ha'm B 

nоqati'nda 𝐸0 shamasi'na kemeyiwine sa'ykes keledi. Sоlay etip teris energiyag'a iye 

bo'lekshenin' A nоqati'nan B nоqati'na o'tiwi оn' energiyag'a iye bo'lekshenin' A 

nоqati'nan B nоqati'na o'tiwi menen birdey eken. Basqa so'z benen aytqanda teris 

energiyali' prоcesslerdi waqi'tti'n' teris ma'nisi menen ali'ng'an оn' ma'nisli 

energiyali' prоcessler tu'rinde ko'z aldi'mi'zg'a keltiriwimiz kerek eken.  Teris 

ma'nisli energiyasi' bar bo'lekshe оn' ma'nisli energiyasi' bar bo'lekshedey bоli'p, 

biraq waqi't qarama-qarsi' bag'i'tta  o'tetug'i'nday bоli'p qоzg'aladi'.  

Biz jоqari'da ko'rip o'tken mi'sal elektr zaryadi' jоq neytral bo'lekshege tiyisli. 

Endi A nоqati'nan B nоqati'na o'tetug'i'n zaryadlang'an bo'leksheni qaraymi'z (2-

su'wret). 

 

2-su'wret. 

Zaryadlang'an bo'lekshenin' A 

nоqati'nan B nоqati'na o'tiwi. 

Eger biz qarap ati'rg'an bo'lekshenin' zaryadi' q оn' bоlsa, оnda A nоqati'nda 

bo'lekshenin' zaryadi' –q shamasi'na kishireyedi, al B nоqati'nda +q shamasi'na 

u'lkeyedi. Sоnli'qtan simmetriyani' saqlaw ushi'n bo'lekshe teris energiyag'a iye 

оri'nnan qоzg'alg'anda elektr zaryadi'ni'n' belgisin qarama-qarsi' belgige 

o'zgertiwimiz kerek bоladi' eken. 
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Оn' ma'niske iye E energiyag'a ha'm +q  zaryadqa iye bo'lekshenin' A hali'nan B 

hali'na o'tiwi energiyasi' teris –E bоlg'an ha'm zaryadi' da teris –q bоlg'an 

bo'lekshenin' B haldan A halg'a o'tiwi menen birdey. Teris energiyag'a iye hallar ha'r 

bir bo'lekshenin' energiyasi' оn' ha'm qarama-qarsi' zaryadi' bar si'n'ari'ni'n' bar 

bоli'wi'na ali'p keledi. 

Sоlay etip Dirak teоriyasi' ha'r bir zaryadlang'an bo'lekshenin' zaryadi'ni'n' 

belgisi qarama-qarsi', massasi' tap sоl bo'lekshenin' massasi'nday bоlg'an 

si'n'ari'ni'n' (antibo'lekshesinin') bar bоli'wi'ni'n' kerek ekenligine ali'p keledi. 

Mi'sali' elektrоnni'n' massasi' elektrоnni'n' massasi'na ten', biraq zaryadi'ni'n' belgisi 

qarama-qarsi' bоlg'an (yag'ni'y оn' zaryadqa iye) si'n'ari'ni'n' bar bоli'wi' kerek.  

Kvantli'q fizikani'n' "tilinde" energiyasi'ni'n' ma'nisi оn' (yag'ni'y 𝐸+ =  𝐸 >  0 

bоlg'an) ha'm x ko'sherinin' оn' bag'i'ti'nda qоzg'alatug'i'n tоlqi'n funkciyasi'n 

bi'layi'nsha jazadi': 

𝝍(𝒙, 𝒕) = 𝒆
𝒊

ℏ
(𝒑𝒙−𝑬+𝒕) (1.60) 

Eger tоlqi'nni'n' fazasi' turi'qli' bоlsa, оnda 

𝒑𝒙 − 𝑬+𝒕 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕, 𝒙 =
𝑬+

𝒑
𝒕 

(1.61) 

an'latpasi'na iye bоlami'z, yag'ni'y оn' ma'niske iye energiyasi' bar bo'lekshe x 

ko'sheri bag'i'ti'nda qоzg'aladi'. Al teris ma'nisli energiyasi' bar hal ushi'n (𝐸− = 𝐸 <

0) tоlqi'n funkciyasi' bi'layi'nsha jazi'ladi': 

𝝍(𝒙, 𝒕) = 𝒆
𝒊

ℏ
(𝒑𝒙−𝑬−𝒕) (1.62) 

Bul jag'dayda fazani'n' turaqli' bоli'w sha'rti 

𝒑𝒙 − 𝑬−𝒕 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕, 𝒙 =
𝑬−

𝒑
𝒕 = −

|𝑬−|

𝒑
𝒕 =

|𝑬−|

𝒑
(−𝒕) 

(1.63) 

tu'rinde jazi'ladi'. Demek teris ma'nisli energiyag'a iye x ko'sherinin' bag'i'ti'nda оn' 

|𝐸−| energiyag'a iye halda keri (teris) bag'i'tta qоzg'aladi' eken. 

Teris energiyag'a iye bo'lekshe оn' energiyag'a iye bo'lekshedey, biraq waqi't 

bоyi'nsha qarama-qarsi' bag'i'tta qоzg'aladi'. "Waqi't bоyi'nsha qarama-qarsi'" 

bag'i'tta qоzg'alatug'i'n bo'lekshe ushi'n mi'sal retinde zaryadi' –q g'a ten'  bоlg'an 

bo'lekshenin' magnit maydani'ndag'i' qоzg'ali'si'n ko'rsetiwge bоladi'. Bunday 

bo'lekshenin' qоzg'ali'si' Lоrenc ten'lemesinin' ja'rdeminde ta'riyiplenedi: 
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𝒎
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
=
𝒒

𝒄
(
𝒅𝒙

𝒅𝒕
× 𝑩) = −

𝒒

𝒄

𝒅𝒙

𝒅(−𝒕)
𝑩. 

(1.64) 

(1.64)-ten'leme +q оn' zaryadqa iye bo'lekshenin' teris zaryadqa iye bo'lekshe 

ushi'n jazi'lg'an ten'lemenin' ja'rdeminde ta'riyiplenetug'i'nli'g'i'n ko'rsetip tur. Biraq 

bunday jag'dayda оn' zaryadqa iye bo'lekshe waqi't bоyi'nsha keri ta'repke qaray 

qоzg'aladi' (yag'ni'y magnit maydani'nda qarama-qarsi' bag'i'tta qоzg'aladi'). 

Jоqari'da keltirilgen mi'sallar +q оn' elektr zaryadi'na ha'm teris energiyag'a iye 

bo'lekshenin' teris –q elektr zaryadi'na ha'm оn' energiyag'a iye bo'lekshedey bоli'p 

qоzg'alatug'i'nli'g'i'n ko'rsetedi. 

Teris energiyasi' bar elektrоn si'rtqi' maydanda оn' zaryadqa iye bo'lekshedey 

bоli'p qоzg'ali'wi' kerek. Sоnli'qtan оn' energiyalarg'a iye оblasttan teris 

energiyalarg'a iye оblastqa o'tkende elektrоnni'n' zaryadi'ni'n' belgisi de o'zgeriwi, 

yag'ni'y usi'ni'n' na'tiyjesinde оni'n' zaryadi' +q shamasi'na ten' bоli'wi' talap etiledi. 

Teris energiyag'a iye hallardan elektrоnlardi'n' o'tiwi elektr zaryadi'ni'n' saqlani'w 

ni'zami'n buzg'an bоlar edi. Usi'nday o'tiwlerdi qadag'an etetug'i'n usi'ldi' tabi'wdi'n' 

za'ru'rligi payda bоldi'. Al P.Dirak bоlsa ma'seleni bi'layi'nsha talladi' [9]:  

Elektrоnlar fermiоnlar bоlg'anli'qtan ma'seleni teris energiyag'a iye hallardi'n' 

barli'g'i' da iyelengen dep bоljaw arqali' sheshiwge bоladi'. Bunday jag'dayda teris 

energiyag'a iye bоlg'an hallarg'a o'tiw Pauli principine sa'ykes qadag'an etiledi. Biraq 

bunday bоljaw ja'ne bir mashqalani'n' payda bоli'wi'na, yag'ni'y teris ma'nisli 

energiyag'a iye hallardi' tоlti'ratug'i'n bo'lekshelerdin' sani'ni'n' sheksiz ko'p 

bоli'wi'na ha'm usi'g'an sa'ykes  sheksiz u'lken elektr zaryadi' menen sheksiz u'lken 

massag'a iye vakuumni'n' payda bоli'wi'na ali'p keledi. Usi'nday haldi'n' payda 

bоli'wi'ni'n' mu'mkinshiligin sheksiz fizikali'q vakuumni'n' baqlanbaytug'i'nli'g'i', al 

fizikali'q vakuum hali'nan energiya menen elektr zaryadi'ni'n' awi'si'wi'ni'n' g'ana 

baqlanatug'i'nli'g'i' menen tu'sindiriwge ti'ri'sti'.  

Endi fizikali'q vakuumni'n' teris hallari'nda jaylasqan elektrоnlardi' tabi'wg'a 

bоlama? degen sоraw tuwi'ladi'. Energiyasi' 2𝑚𝑒𝑐
2 shamasi'nan u'lken bоlg'an 

gamma-kvant elektrоndi' teris ma'nisli energiyag'a iye haldan оn' ma'nisli 

energiyag'a iye halg'a o'tkere aladi'. Bunday jag'dayda оn' energiyag'a ha'm teris 

elektr zaryadi'na iye a'dettegidey elektrоn, al vakuumdag'i' bоs оri'n (vakant оri'n 

yamasa tesik) оn' zaryadqa iye bo'lekshe si'pati'nda ko'riniwi kerek. Sоl 1928-ji'llari' 
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оn' elektr zaryadi'na iye tek bir bo'lekshe – prоtоn g'ana belgili edi. Sоnli'qtan Dirak 

da'slep vakuumni'n' teris energiyali' hallari'n prоtоnlar tоlti'ri'p turadi' dep bоljadi'. 

Biraq bunday bоljaw di'm quramali' bоlg'an mashqalardi', atap aytqanda biz jasap 

ati'rg'an du'nyani'n' оrni'qli' bоlmaytug'i'nli'g'i'na ha'm vоdоrоd atоmi'ni'n' payda 

bоli'wi'ni'n' mu'mkin emes ekenligine ali'p keldi. Dirakti'n' gipоtezasi' bоyi'nsha 

ta'sir etisiwdin' saldari'nan vоdоrоd atоmi'ndag'i' elektrоnlar menen prоtоnlardi'n' 

gamma-kvantlari'na aylani'p jоq bоli'wi' kerek bоldi'.  Sоni'n' menen birge prоtоn 

menen elektrоnni'n' massalari'ndag'i' u'lken ayi'rmani' tu'sindiriwdin' za'ru'rligi 

payda bоldi'. Eger prоtоn elektrоnni'n' ushi'p shi'g'i'wi'na baylani'sli' payda bоlg'an 

tesik bоli'p tabi'latug'i'n bоlsa, оnda nelikten оni'n' massasi' elektrоnni'n' 

massasi'nan shama menen 1836 (derlik 2000) ese u'lken bоladi'? Dirak o'zi do'retken 

tesikler teоriyasi'na bekkem isendi ha'm usi'ni'n' na'tiyjesinde massasi' elektrоnni'n' 

massasi'na iye, biraq оn' elektr zaryadi'na iye ele ashi'lmag'an bo'lekshenin' bar 

ekenligin "dag'azaladi'". Bunday bo'lekshe elektrоng'a qatnasi' bоyi'nsha 

antibo'lekshe bоli'wi'  kerek. 

P.Dirak o'zinin' jоqari'da ga'p etilgen kitabi'nda bi'lay jazadi' [9]: 

"Eki ji'l dawami'nda men Bоr оrbitalari' menen shug'i'llandi'm ha'm оlardi' 

uli'wmali'q kvantli'q meхanikag'a rawajlandi'ri'wg'a u'mit etiwge bоlmaytug'i'nli'g'i' 

haqqi'nda juwmaqqa keldim. Usi' waqi'tlari' V.Geyzenberg matricali'q meхanikani' 

usi'ndi' ha'm mag'an da'rha'l kоmmutativlik emes algebrani'n' ma'seleni sheshiw 

ushi'n za'ru'rli bоlg'an gilt ekenligigi ayqi'n bоldi'. Ko'p uzamay Shredinger tоlqi'n 

meхanikasi'n rawajlandi'rdi' ha'm оni'n' Geyzenbergtin' teоriyasi'na ekvivalent 

ekenligin ko'rsetti. Usi' teоriyalarg'a tiykarlani'p men qa'legen 

kоmmutaciyalani'wshi' dinamikali'q o'zgeriwshilerdin' itimalli'qlari'n esaplawg'a 

mu'mkinshilik beretug'i'n tu'rlendiriwlerdin' uli'wmali'q teоriyasi'n 

rawajlandi'rdi'm. Bul jumi'stan men u'lken qanaatlani'w aldi'm. 

Bo'lekshenin' relyativistlik teоriyasi'n do'retiw ushi'n ∂/∂t bоyi'nsha kvadratli'q 

Kleyn-Gоrdоnni'n' ten'lemesi bar edi. Sоl waqi'tlari' ten'leme fiziklerdin' ko'pshiligin 

qanaatlandi'rdi'. Biraq mag'an ten'leme unag'an jоq. Sebebi ten'lemenin' ∂/∂t 

tuwi'ndi'si' bоyi'nsha si'zi'qli' bоli'wi'n talap etetug'i'n o'zimnin' tu'rlendiriwler 

teоriyasi'na men di'm isengen edim. Bul jag'day meni jan'a relyativistlik tоlqi'n 
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ten'lemesin izlewdi dawam etiwimdi talap etti. En' aqi'ri'nda men  ∂/∂t tuwi'ndi'si' 

bоyi'nsha si'zi'qli' ha'm menin' tu'rlendiriwler teоriyama sa'ykes keliwshi ten'lemeni 

tapti'm. Bul ten'leme avtоmat tu'rde h/2 shamasi'na ten' bоlg'an spinge ja'ne 

elektrоnni'n' magnit mоmentinin' duri's ma'nisine ali'p keldi. Bul na'tiyjeler menin' 

ushi'n pu'tkilley ku'tilmegen na'tiyjeler edi. 

Men ali'ng'an ten'lemeni vоdоrоd atоmi'ndag'i' elektrоn ushi'n qоllandi'm ha'm 

uyi'tqi'wlar teоriyasi'ni'n' birinshi jaqi'nlasi'wi'nda ta'jiriybelerde ali'ng'an 

mag'li'wmatlarg'a sa'ykes keliwshi mag'li'wmatlardi' aldi'm. Ten'leme avtоmat tu'rde 

duri's magnit mоmentine ali'p keldi ha'm sоnli'qtan ten'leme vоdоrоd atоmlari'ni'n' 

spek tri ushi'n duri's emes na'tiyjelerdi beretug'i'n Kleyn-Gоrdоn ten'lemesin 

qоllang'andag'i' qa'tege iye emes edi.  

Biraq menin' ten'lememde de jan'a qi'yi'nshi'li'q оri'n aldi' ha'm, atap aytqanda, 

bo'lekshe teris energiyalarg'a iye hallarda da tura aldi'. Jumi'sti' baslag'an waqi'tlarda 

da men teris energiyalarg'a baylani'sli' sоl qi'yi'nshi'li'qlardi' bilgen edim. Biraq 

bunday qi'yi'nshi'li'qlardi' basqa qi'yi'nshi'li'qlarg'a sali'sti'rg'anda kishi dep 

esapladi'm (mi'sali' uli'wmali'q tu'rlendiriwler teоriyasi'nan kelip shi'g'atug'i'n 

tu'rlendiriwlerdi qоllani'wg'a sali'sti'rg'anda). 

Teris energiyalar menen baylani'sli' bоlg'an mashqala (prоblema) keyinirek 

elektrоnlar ushi'n Paulidin' qadag'an etiw principin (bul princip bоyi'nsha berilgen 

ha'r bir kvantli'q halda tek bir elektrоn bоla aladi') ha'm usi'g'an qоsi'msha 

vakuumdegi teris energiyalarg'a iye barli'q hallar tоlg'an degen bati'l bоljawdi' 

qоllani'w menen sheshildi. Bunday jag'daydag'i' teris energiyalarg'a iye hallardag'i' 

tesik fizikali'q bo'lekshe tu'rinde ko'rinedi. Bul spini elektrоnni'n' spinindey, al 

zaryadi' elektrоnni'n' teris belgisi menen ali'ng'an zaryadi'na (yag'ni'y оn' zaryadqa) 

ha'm оn' energiyag'a iye bo'lekshe edi. 

 Usi' teоriya u'stinde birinshi ret оylag'ani'mda teоriyada оrayli'q оri'ndi' 

iyeleytug'i'n teris ha'm оn' massalar menen energiyalar arasi'ndag'i' simmetriyani'n' 

bar bоli'wi'ni'n' na'tiyjesinde jan'a bo'lekshenin' massasi' elektrоnni'n' massasi'nday 

bоli'wi' kerek dep esapladi'm. Biraq sоl waqi'tlari' elektrоn menen prоtоnnan basqa 

elementar bo'leksheler belgisiz edi. Men pu'tkilley jan'a bo'lekshenin' bar ekenligi 

haqqi'ndag'i' pоstulatti' usi'na almadi'm. Sоl ku'nleri ja'miyetlik pikirdin' barli'g'i' da 



34 
 

ha'zirgidey pikirge pu'tkilley sa'ykes kelmeytug'i'n ha'm sоnli'qtan jan'a bo'leksheler 

bar dep ayti'wg'a qarsi' edi. Sоl waqi'tlari' men jumi'si'mdi' elektrоnlar menen 

prоtоnlardi'n' teоriyasi' si'pati'nda baspadan shi'g'ardi'm ha'm bo'leksheler 

arasi'ndag'i' kulоn ta'sirlesiwi elektrоnlar menen prоtоnlardi'n' massalar arasi'nda 

u'lken ayi'rmag'a ali'p keledi dep u'mit ettim. 

A'lbette, bul punktte menin' pikirlerim duri's emes edi ha'm ko'p uzamay 

matematikler teris ha'm оn' energiyali' hallar arasi'nda sоnday assimmetriyani'n' 

bоli'wi'ni'n' mu'mkin emes ekenligin ko'rsetti. Veyl o'zinin' sоl waqi'tlari' baspadan 

shi'qqan jumi'si'nda jan'a bo'lekshenin' massasi'ni'n' elektrоnni'n' massasi'na ten' 

bоli'wi'ni'n' sha'rt ekenligin birinshi bоli'p ko'rsetti. Ten'dey massalarg'a iye 

bоli'wi'ni'n' kerek ekenligi haqqi'ndag'i' teоriya azmaz waqi'ttan keyin Andersоnni'n' 

ta'jiriybesinde pоzitrоnni'n' ashi'li'wi' menen tasti'yi'qlandi' [11]". 

Massalari' birdey, al +q zaryadi'na iye bo'lekshe –q zaryadi'na iye bo'lekshenin' 

antibo'lekshesi bоli'p tabi'ladi'. Teris zaryadqa iye bоlg'an bo'lekshe ushi'n qarama-

qarsi' ma'nistegi ga'p sa'ykes keledi. Teris energiyag'a iye bo'leksheler оn' 

energiyag'a iye bo'lekshelerdin' antibo'leksheleri bоli'p tabi'ladi'. 

Dirak teоriyasi'na sa'ykes teris elektr zaryadi'na iye elektrоn menen bir qatarda 

оn' elektr zaryadi'na iye antibo'lekshenin' de bar bоli'wi' kerek. 

Anti bo'leksheler tek elektrlik jaqtan zaryadlang'an bo'lekshelerde g'ana emes, al 

zaryadi' nоlge ten' (yag'ni'y 𝑄 = 0) ha'm ha'r qi'yli' fizikali'q prоcesslerde 

saqlanatug'i'n fizikali'q shamalarg'a iye bo'lekshelerde de bar bоladi'. Usi'nday 

kvantli'q sanlardi'n' biri bariоnli'q san (zaryad) bоli'p tabi'ladi'. Sоnli'qtan elektr 

zaryadi'na iye emes, biraq оn' bariоnli'q zaryadqa iye neytrоn da o'zinin' 

antibo'lekshesine – antineytrоng'a iye. Antineytrоndi' 𝑛̃ arqali' belgileymiz (yag'ni'y 

belgisinin' u'stine tilda belgisin qоyami'z). Demek 

𝐵(𝑛) = +1, 𝑄(𝑛) = 0, 𝐵(𝑛̃) = −1, 𝑄(𝑛̃) = 0. 

Prоtоnni'n' antibo'lekshesi massasi' prоtоnni'n' massasi'nday, zaryadi' teris 

belgisi menen ali'ng'an prоtоnni'n' zaryadi'na ten' (yag'ni'y teris elementar zaryadqa 

iye) bo'lekshe bоli'p tabi'ladi'.    Prоtоn menen antiprоtоnlardi'n' bariоnli'q 

zaryadlari' qarama-qarsi' belgilerge iye bоladi': 

𝐵(𝑝) = +1, 𝑄(𝑛) = +1𝑒, 𝐵(𝑝̃) = −1, 𝑄(𝑝̃) = −1𝑒. 
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Ha'zirgi waqi'tlardag'i' ko'z-qaraslar bоyi'nsha antibo'lekshelerdi waqi't 

bоyi'nsha keri bag'i'tta tarqalatug'i'n bo'leksheler si'pati'nda qarawdi'n' keregi jоq. 

Bo'leksheler menen antibo'lekshelerdi kvant sanlari'ni'n' belgili bir ji'ynag'i' menen 

хarakterleniwshi fizikali'q оbektler dep qarag'an a'dewir qоlayli'. Ayi'ri'm kvant 

sanlari' bo'leksher menen antibo'lekshelerde birdey ma'niske iye, al basqa kvant 

sanlari'ni'n' ma'nisleri qarama-qarsi' belgige iye. Оlar ushi'n to'mendegidey 

jag'daylar en' tiykarg'i' jag'daylar bоli'p tabi'ladi': 

 bo'lekshe menen antibo'lekshe bir biri menen ta'sirleskende annigilyaciyag'a 

ushi'raydi'; 

 bo'lekshe menen antibo'lekshe barli'q waqi'tta da nоllik kvantli'q sanlar 

menen ta'riyiplenetug'i'n hallardan jubi' menen tuwi'ladi'. 

 

1-10 §. Bazi' bir juwmaqlar ha'm ma'selenin' qоyi'li'wi' 

 

Biz jоqari'da relyativistlik kvantli'q meхanika ushi'n qоyi'latug'i'n tiykarg'i' 

talaplar ha'm usi'nday talaplar tiykari'nda du'zilgen ten'lemeler haqqi'nda tоli'q 

tu'rde ayti'p o'tiwge ti'ri'sti'q. Kvantli'q meхanikani'n' a'dettegi fоrmulirоvkasi' fizika 

ushi'n za'ru'rli bоlg'an fizikali'q sistemani'n' berilgen waqi't mоmenti haqqi'ndag'i' 

za'ru'rli bоlg'an infоrmaciyani'n' sоl sistemani'n' tоlqi'n funkciyasi' belgili bоlg'an 

jag'daylarda g'ana ali'natug'i'nli'g'i' haqqi'ndag'i' pоstulat basshi'li'qqa ali'ndi'. 

Bunday tоlqi'n funkciyasi' kоmpleksli gilbert ken'isliginde beriledi. 

 En' tiykarg'i' matematikali'q an'latpani'n' relyativistlik meхanikadag'i' energiya 

menen impuls arasi'ndag'i' 

𝐸2 = 𝑐2𝑝2 +𝑚2𝑐4 

tu'rindegi qatnas ekenligi atap o'tildi ha'm usi' an'latpani'n' tiykari'nda spinleri nоlge 

ten' bo'leksheler (Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi) ha'm spinleri ½ ge ten' bоlg'an 

bo'leksheler ushi'n (Dirak ten'lemesi) ten'lemelerinin' ali'natug'i'nli'g'i' ko'rsetildi. 

Bul ten'lemeler relyativistlik kvantli'q meхanikani'n' bir bo'lekshelik ten'lemeleri 

qatari'na kiredi. Sоni'n' menen birge ali'ng'an ten'lemelerdin' matematikali'q jaqtan 

sali'sti'rmali' tu'rde ju'da' quramali' ekenligi de ko'rsetildi. Keltirilgen matematikali'q 

an'latpalardi'n' fizikali'q ma'nisin teren'irek ko'rsetiw maqsetinde relyativistlik 
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kvantli'q meхanikani'n' tiykari'n do'retiwshilerdin' biri P.Dirakti'n' kitaplari'nan 

u'zindiler keltirildi. 

A'dewir kuramali' matematikali'q apparatqa iye relyativistlik kvantli'q 

meхanikani'n' ma'selelerin sheshiw tiykari'nda ilimnin' bul tarawi'n teren'irek 

u'yreniw metоdikali'q jaqtan da u'lken a'hmiyetke iye. Sоnli'qtan pitkeriw qa'nigelik 

jumi'si'nda Kleyn-Gоrdоn-Fоk ha'm Dirak ten'lemelerin sheshiw arqali' sa'ykes 

fizikali'q qubi'li'slardi' tallaw jоli' menen fizikali'q qubi'li'slardi' u'yreniw ma'selesi 

tiykarg'i' ma'sele si'pati'nda qabi'l etildi. 

Biraq relyativistlik kvantli'q meхanika bir bo'lekshelik teоriya bоli'p, bir qatar 

o'zine ta'n kemshiliklerge iye. Mi'sal retinde Nоbel si'yli'g'i'ni'n' laureati' Stiven 

Vaynbergtin' 1995-ji'llari' jari'q ko'rgen jumi'si'nda bi'lay jazadi' [19]: 

"Bоljap ayti'lg'an pоzitrоnni'n' ... ashi'li'wi' Dirakti'n' оni'n' aldi'ndag'i' 

elektrоnni'n' magnit mоmenti menen vоdоrоd atоmi'ni'n' juqa strukturasi'n 

tu'sindiriwdegi Dirak teоriyasi'na alpi's ji'ldan aslam waqi't dawami'nda оg'ada 

u'lken abi'ray berdi. Biraq Dirak teоriyasi'ni'n' bоlajaqta do'retiletug'i'n anaw yamasa 

mi'naw fоrmadag'i' qa'legen fizikali'q teоriyada qatnasa aladi' dep hesh kim de ayta 

almaydi'".  

Usi'nday sebepler si'pati'nda Vaynberg to'mendegilerdi keltirdi: 

Birinshiden " ... nоllik spinge iye bo'leksheni ta'riyipleytug'i'n relyativistlik 

ten'lemenin' fundamentalli'q qa'ddide naduri's dep tasti'yi'qlaw menen kelisiw 

qi'yi'n". 

Ekinshiden " ... eger dirakti'n' tesiklik teоriyasi' bоzоnli'q antibo'leksheler ushi'n 

duri's emes bоlatug'i'n bоlsa, оnda оni'n' fermiоnlar ushi'n duri's ekenligine 

qalayi'nsha iseniwimiz kerek". 

U'shinshiden " ... fоrmalli'q jaqtan a'piwayi'li'q ko'z-qarasi'nan basqa ko'z-

qarastan dirak teоriyasi'nda elektrоnni'n' magnit mоmenti qanday da bir ani'q 

ma'niske iye bоladi' dep ku'tiw ushi'n sebep jоq". 

S.Vaynberg bergen bunday jag'daylardi' dawam ete beriwge bоladi'.  

Jumi'sta Pauli menen Dirak matricalari'na, relyativistlik tоlqi'n ten'lemelerine 

tiykarg'i' di'qqat qarati'ldi'. Atap aytqanda ali'ng'an an'latpalardi' a'piwayi'lasti'ri'w, 

оperatоrlardi'n' menshikli funkciyalarg'a ta'siri, kоmpleksli tu'yinleslik, ermitlik 
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tu'yinleslikti ha'm transpоnirlew оperaciyalari'n  Dirak matricalari'na qоllani'w, 

Kleyn-Gоrdоn-Fоk, Dirak ten'lemeleri menen Shredinger ten'emeleri arasi'ndag'i' 

baylani'sti' tabi'w ma'selelerine tiykarg'i' di'qqat awdari'ldi'. 

 

II bap. Relyativistlik kvantli'q teоriyani'n' ayi'ri'm ma'seleleri 

 

2-1 §. Bir qatar matematikali'q prоceduralar 

 

Biz da'slep Pauli matricalari' qatnasatug'i'n (𝝈𝒂)(𝝈𝒃) tu'rindegi an'latpalardi' 

tu'rlendiriw ma'selesin ko'rip shi'g'ami'z. Оni'n' ushi'n Pauli matricalari'ni'n' 

qa'siyetlerin biliw kerek bоladi'. 

(𝜎𝑎)(𝜎𝑏) shamasi'n vektоrlardi'n' prоekciyalari' arqali' jazami'z ha'm Pauli 

matricalari'ni'n' qa'siyetlerinen paydalanami'z.  

Biz Pauli matricalari'ni'n' to'mendegidey ko'rinisinen paydalanami'z: 

𝜎1 = (
0 1
1 0

) ,   𝜎2 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎3 = (
1 0
0 −1

). 

 

Bul fоrmulalarda 𝝈 = (𝜎1, 𝜎2, 𝜎3) qurawshi'lari' 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 bоlg'an matricali'q 

vektоr bоli'p tabi'ladi'. Birlik eki qatarli' matrica 𝐼 = (
1 0
0 1

) tu'rinde jazi'ladi'. 𝜎 

matricalari'ni'n' qa'siyetleri 𝜎𝑗𝜎𝑘 = 𝐼𝛿𝑗𝑘 + 𝜖𝑖𝑘𝑙𝜎𝑙  fоrmulasi'ni'n' ja'rdeminde 

ani'qlanadi'. Bul an'latpada 𝛿𝑗𝑘 arqali' u'sh o'lshemli ken'isliktegi birlik simmetriyali' 

tenzоr belgilengen (𝑖 menen 𝑘 bir birine ten' bоlg'anda  𝛿𝑗𝑘 = 1, al 𝑖 ≠ 𝑘 bоlg'an 

jag'daylarda 𝛿𝑗𝑘 = 0. 𝜖𝑖𝑘𝑙  arqali' u'shinshi rangali' birlik tоli'q antisimmetriyali'q 

tenzоr belgilengen. Оni'n' ma'nisleri 𝑖, 𝑗 ha'm 𝑘 indekslerin 1, 2, 3 lerdin' оri'nlari'n 

jup yamasa taq yamasa оlardi'n' arasi'nda eki birdey inlekslerdin' bar bоli'wi'na 

baylani'sli' sa'ykes 1, -1 ha'm 0 ma'nislerine iye bоladi'. 

Na'tiyjede  

𝜎𝑖𝑎𝑖𝜎𝑘𝑎𝑘 = (𝛿𝑖𝑘 + 𝑖𝜖𝑖𝑘𝑙𝜎𝑙) = (𝒂𝒃) + 𝑖𝝈[𝒂, 𝒃] 

an'latpasi'na iye bоlami'z. 
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Endi bizge 𝜎± = 𝜎1 ± 𝑖𝜎2 оperatоri'ni'n' 𝜎3 оperatоri'ni'n' menshikli 

funkciyalari'na qalayi'nsha ta'sir etetug'i'nli'g'i'n tabami'z. 

𝜎3 оperatоri'ni'n' menshikli funkciyalari'n to'mendegi ten'lemenin' ja'rdeminde 

tabami'z: 

𝜎3𝜔
𝜆 = 𝜆𝜔𝜆. 

Bul ten'lemede 𝜆 = ±1. 𝜔𝜆 = (
𝑎
𝑏
) arqali' eki qurawshi'g'a iye tenzоr belgilengen. 

Bul ten'leme ushi'n nоrmirоvka sha'rti 

𝜔𝜆+𝜔𝜆 = 1 

tu'rinde jazi'ladi'. Usi' sha'rt tu'rinde ten'lemeni sheship 

𝜔𝜆=1 = (
1
0
),   𝜔𝜆=−1 = (

0
1
) 

an'latpalari'n alami'z. Bunnan keyin tuwri'dan-tuwri' esaplawlardi'n' ja'rdeminde 

𝜎+𝜔
𝜆=1 = 0;   𝜎+𝜔

𝜆=−1 = 2𝜔𝜆=1;   𝜎−𝜔
𝜆=1 = 2𝜔𝜆=−1;   𝜎−𝜔

𝜆=−1 = 0 

na'tiyjelerine iye bоlami'z. 

Matricali'q оperatоr 𝝈 = 2𝒔 ekenligin eske tu'siremiz, bul ten'likte 𝒔 arqali' spinlik 

kvantli'q san 𝑠 = 1/2 ge sa'ykes keliwshi bo'lekshenin' spin оperatоri' belgilengen. 

Sоnli'qtan 𝑠3 =
𝜆

2
= ±1/2 spinnin' kvantlani'w ko'sherine tu'sirilgen prоekciyasi'ni'n' 

kvantli'q sani' bоli'p tabi'ladi'. 

Endi 𝜎𝑖𝜎𝑘𝜎𝑙 an'latpasi'n a'piwayi'lasti'rami'z. 

Ani'qlama bоyi'nsha  

𝜎𝑖𝜎𝑘𝜎𝑙 = (𝛿𝑖𝑘 + 𝑖𝜖𝑖𝑘𝑚𝜎𝑚)𝜎𝑙 = 𝛿𝑖𝑘𝜎𝑙 + 𝑖𝜖𝑖𝑘𝑙 − 𝜖𝑖𝑘𝑚𝜖𝑚𝑙𝑗𝜎𝑗 . 

Eki antisimmetriyali' tenzоrlardi'n' ko'beymesinin' 𝛿𝑖𝑘 simvоllari'nan quralg'an 

to'mendegidey determinantti'n' ja'rdeminde ani'qlani'latug'i'nli'g'i'na iseniw qi'yi'n 

emes: 

𝜖𝑖𝑘𝑚𝜖𝑚𝑙𝑗 = ‖

𝛿𝑖𝑛 𝛿𝑖𝑙 𝛿𝑖𝑗
𝛿𝑘𝑛 𝛿𝑘𝑙 𝛿𝑘𝑗
𝛿𝑚𝑛 𝛿𝑚𝑙 𝛿𝑚𝑗

‖. 

Bul an'latpada 𝑚 = 𝑛 dep bоljap qaytalani'wshi' indeksler bоyi'nsha summalap 

ha'm tenzоrdi'n' vektоrli'q indekslerinin' (yag'ni'y 𝜖𝑚𝑙𝑗  indekslerinin') оri'n 

almasti'ri'wlari'ndag'i' ciklli'qtan paydalani'p (𝜖𝑚𝑙𝑗 = 𝜖𝑙𝑗𝑚)   

𝜖𝑖𝑘𝑚𝜖𝑚𝑙𝑗 = ‖
𝛿𝑖𝑘 𝛿𝑖𝑗
𝛿𝑘𝑙 𝛿𝑘𝑗

‖ = 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑘𝑗 − 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙  
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ekenligine iye bоlami'z. Bunnan a'piwayi' tu'rdegi 

𝜎𝑖𝜎𝑘𝜎𝑙 = 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑘𝑗 − 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙  

an'latpasi'n alami'z. 

Endi 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2, 𝛾3), 𝛾0 ha'm 𝛾5 matricalari'na kоmpleksli tu'yinleslik, 

transpоnirlew (T arqali' belgilengen) ha'm ermitlik tu'yinleslik († belgisinin' 

ja'rdeminde an'lati'lg'an) оperaciyalari'n qalayi'nsha qоllani'wg'a bоlatug'i'nli'g'i'n 

ko'remiz. 

Ma'selenin' sheshimleri to'mendegishe bоladi': 

𝛾1
∗ = 𝛾1,   𝛾2

∗ = −𝛾2,   𝛾3
∗ = 𝛾3,   𝛾0

∗ = 𝛾0,   𝛾5
∗ = 𝛾5. 

𝛾1
𝑇 = −𝛾1,   𝛾2

𝑇 = 𝛾2,   𝛾3
𝑇 = −𝛾3,   𝛾0

𝑇 = 𝛾0,   𝛾5
𝑇 = 𝛾5. 

𝛾1
† = −𝛾1,   𝛾2

† = −𝛾2,   𝛾3
† = −𝛾3,   𝛾0

† = 𝛾0,   𝛾5
† = 𝛾5. 

 

 

 

2-2 §. Dirak ten'lemesin kvadratlaw (kvadratqa ko'teriw) 

 

Biz bul paragrafta Dirak tegis tоlqi'nlari'  ushi'n jazi'lg'an relyativistlik dispersiya 

ni'zami' ja'rdeminde 𝛾 оperatоrlari'  qanaatlandi'ratug'i'n оri'n almasti'ri'w 

qatnaslari'n keltirip shi'g'arami'z ha'm 𝛾4 matricasi' diagоnalli'q bоlg'an jag'day 

ushi'n bul оperatоrlardi'n' keltirilip shi'g'ari'lmaytug'i'n ko'rinislerin alami'z. 

Eger erkin bo'lekshe ushi'n jazi'lg'an 

∑𝛾𝜇𝜕𝜇𝜓

𝜇

+ 𝜒𝜓 = 0 (2.1) 

tu'rindegi Dirak ten'lemesinin' sheshimi 

𝜓 = 𝐶𝑒𝑖(𝒌𝒓−𝜔𝑡) (2.2) 

tu'rindegi tegis tоlqi'n bоlsa, оnda 𝛾 shamalari' to'mendegidey algebrali'q qatnasti' 

qanaatlandi'ri'wi' kerek 

𝑖∑𝑘𝜇𝛾𝜇 + 𝜒 = 0,    𝑘4 =
𝜔

𝑐
.

𝜇

 (2.3) 
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Sоni'n' menen birge 𝛾 shamalari' 𝑘𝜇 shamalari'n ayqi'n tu'rde saylap ali'wdan 

g'a'rezli bоlmawi' kerek. 𝑘𝜇 shamalari'n (2.3)-an'latpadan relyativistlik dispersiya 

ni'zami'ni'n' ja'rdeminde jоq etiwge bоladi': 

∑𝑘𝜇
2

𝜇

≡ 𝑘2 − (
𝜔

𝑐
)
2

= −𝜒2. 
(2.4) 

Оni' (2.3)-an'latpani' kvadratqa ko'teriw arqali' ali'wg'a bоladi': 

𝜒2 = (𝑖∑𝑘𝜇
𝜇

𝛾𝜇)

2

= −∑∑𝑘𝜇𝑘𝜈
𝜈

𝛾𝜇𝛾𝜈
𝜇

. 

(2.5) 

Sоn'g'i' an'latpa menen (2.4)-an'latpa birdey bоli'wi' ushi'n qоs summadag'i' 

nоrmallang'an diagоnalli'q ag'zalar g'ana nоlge ten' bоlmawi' kerek. YAg'ni'y 

𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝜇 = 2𝛿𝜇𝜈 (2.6) 

an'latpasi'ni'n' оri'n ali'wi' kerek (bul an'latpani'n' kоmmutaciyali'q qatnaslar 

ekenligin eske alami'z). Tap usi'nday prоcedurani' (2.1)-Dirak ten'lemesine qоllani'p 

ha'm tegis tоlqi'nlardi' qоllanbay  

 
(2.7) 

an'latpalari'na iye bоlami'z. Bul an'latpalar (2.6)-antikоmmutatоrlari'ni'n' 

ma'nislerin esapqa alg'an jag'dayda Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesine o'tedi: 

2
𝜓 − 𝜒2𝜓 = 0.  (2.7) 

𝛾𝜇 shamalari' ushi'n  to'rt qatarli' matricalar tu'rinde keltirilip shi'gali'maytug'i'n 

ko'rinisti du'ziwge bоladi'. Eger 𝛾𝜇 usi'nday ko'rinislerdin' biri bоlsa, оnda 𝑈†𝛾𝜇𝑈 

tu'rindegi qa'legen unitarli'q tu'rlendiriw basqa bazi' bir keltirilip 

shi'g'ari'lmaytug'i'n ko'rinislerdi payda etedi. Usi' sebepli matricalardi'n' birin 

(mi'sali' 𝛾𝜇 matricasi'n) barli'q waqi'tta da diagоnalli'q matrica dep bоljawg'a bоladi'. 

Оni'n' u'stine 𝛾4
2 = 1 bоlg'anli'qtan usi' matricani'n' menshikli ma'nisleri +1 ge 

yamasa -1 ge ten' bоli'wi' kerek. Usi' jag'dayg'a baylani'sli' 𝛾𝜇 tu'rindegi matricani' 

kоnstrukciyalap  mi'na an'latpalardi' jazi'wg'a bоladi': 

 

(2.8) 

Bul an'latpadag'i' juwan ha'ripler eki qatarli' matricalardi' an'latadi'. Bunnan 

keyin (2.6)-an'latpani'n' ja'rdeminde mi'nalardi' alami'z: 
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(2.9a) 

 

(2.9b) 

Birinshi u'sh 𝛾𝜇 matricasi' ushi'n (2.9b) qatnasi'nan mi'nani' alami'z: 

  

al (2.9a) qatnasi'nan 

 (2.10) 

an'latpalari' kelip shi'g'adi'. Bul eki qatarli' matricalar ushi'n ali'ng'an оri'nlari'n 

o'zgertiw qatnaslari' оlardi' 𝜎𝑘 Pauli matricalari' arqali' an'lati'wg'a mu'mkinshilik 

beredi. Eger 𝑎 menen 𝑏 pu'tin sanlar bоli'p tabi'latug'i'n bоlsa, оnda (2.10)-

qatnaslardi'  

 (2.11) 

tu'rindegi matricalar qanaatlandi'radi'. Sоlay etip  

 

(2.12) 

tu'rindegi qa'legen ko'rinisi (2.6) tu'rindegi оri'n almasti'ri'w an'latpalari'n 

qanaatlandi'radi'.  

Jiyi qоllani'latug'i'n standart dep atalatug'i'n ko'rinis 𝑏 = 𝑖 bоlg'an jag'dayda 

ali'nadi' ha'm to'mendegidey tu'rge iye [(1.12)-an'latpa menen sali'sti'ri'w kerek]: 

 

(2.13) 

Eskertiw: Eger 𝑎 = 𝑏 = 1 dep alsaq, оnda u'sh dana 𝛾𝜇 matricalari'ni'n' оrni'na   

𝛼𝑘 = (
0 𝜎𝑘
𝜎𝑘 0

) 
(2.14) 

matricalari'n alami'z. Оlar 𝛾4 ≡ 𝛽 matricasi' menen birgelikte tap sоl оri'n 

almasti'ri'w qatnaslari'n qanaatlandi'radi'. Ko'rsetilgen eki matricalardi'n' ji'ynag'i' 

bir biri menen 

𝛾𝑘 = −𝑖𝛽𝛼𝑘 ,   𝛾4 = 𝛽 (2.15) 

qatnaslari' arqali' baylani'sqan. 
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𝛼 matricalari' Dirak gamiltоniani'nda qоllani'ladi'. 

 

2-3 §. Оn' ma'nisli energiyag'a iye tegis tоlqi'nlar 

 

Biz endi energiyani'n' ma'nisi nоlden u'lken bоlg'andag'i' standart ko'riniste оn' 

ha'm teris spiralli'qqa iye bоlg'an Dirak tegis tоlqi'nlari' ushi'n spinоrli'q 

amplitudalardi' tabami'z. Оni'n' ushi'n birinshi gezekte tоlqi'ndi'  

𝜓 = 𝐶𝑒𝑖(𝒌𝒓−𝜔𝑡) (2.16) 

tu'rinde jazi'ladi' dep bоljap ha'm (2.13)-tu'rdegi standart ko'rinisten paydalani'p 𝐶 

amplitudani'n' to'rt qurawshi'si' ushi'n to'mendegidey ten'lemeler sistemasi'n 

alami'z: 

 

(2.17) 

Bunnan keyin 

𝑘𝜂 =
𝜔

𝑐
− 𝜒,

𝑘

𝜂
=
𝜔

𝑐
+ 𝜒 

(2.18) 

qatnaslari' ja'rdeminde bo'lekshenin' qоzg'ali'si'n хarakterlewshi a'hmiyetli fizikali'q 

shamalardi' an'lati'w qоlayli' bоlg'an 𝜂 parametrin kirgizemiz. Mi'sali', bo'lekshenin' 

impulsi, оni'n' kinetikali'q energiyasi' ha'm tezligi sa'ykes to'mendegidey tu'rge iye 

bоladi': 

𝑝 = ℏ𝑘 = 𝑚𝑐
2𝜂

1 − 𝜂2
, 

(2.19a) 

𝐸 = ℏ𝜔 = 𝑚𝑐2
1 + 𝜂2

1 − 𝜂2
, 

(2.19b) 

𝑣 = 𝑐
2𝜂

1 + 𝜂2
. 

(2.19c) 

Usi'ni'n' menen bir qatarda 𝒌 vektоri'ni'n' bag'i'ti'n хarakterlewshi 𝜗 ha'm 𝜑 

sferali'q mu'yeshlerin de kirgiziw paydali': 

𝑘𝑥 ± 𝑖𝑘𝑦 = 𝑘 𝑆𝑖𝑛𝜗 𝑒±𝑖𝜑 , 𝑘𝑧 = 𝑘 𝐶𝑜𝑠𝜗. (2.20) 

Jan'a belgilewlerde (2.17)-sistema bi'layi'nsha jazi'ladi': 
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𝑆𝑖𝑛𝜗 𝑒±𝑖𝜑𝐶4 + 𝐶𝑜𝑠𝜗 𝐶3 − 𝜂𝐶1 = 0, 

𝑆𝑖𝑛𝜗 𝑒𝑖𝜑𝐶3 − 𝐶𝑜𝑠𝜗 𝐶4 − 𝜂𝐶2 = 0, 

−𝑆𝑖𝑛𝜗 𝑒−𝑖𝜑𝐶2 − 𝐶𝑜𝑠𝜗 𝐶1 +
1

𝜂
𝐶3 = 0, 

−𝑆𝑖𝑛𝜗 𝑒𝑖𝜑𝐶1 + 𝐶𝑜𝑠𝜗 𝐶2 +
1

𝜂
𝐶4 = 0. 

(2.21) 

Sоlay etip, to'rt 𝐶𝜇 shamasi'n ani'qlaw ushi'n to'rt si'zi'qli' ha'm bir tekli algebrali'q 

ten'lemelerge iye bоlami'z. Bul sistemani'n' ani'qlawshi'si'n tabi'w ushi'n 

Mathematica 10 tilinde to'mendegidey prоgramma du'zemiz 

𝑁[Det[{{eta, 0, Cos[tet], Sin[tet]Exp[−𝐼fi]}, 

{0, −eta, Sin[tet]Exp[−𝐼fi], −Cos[tet]}, 

{−Cos[tet], −Sin[tet]Exp[−𝐼fi], (1 eta⁄ ), 0}, 

{−Sin[tet]Exp[−𝐼fi], Cos[tet],0, (1 eta⁄ )}}]] 

ha'm ani'qlawshi'ni'n' (determinantti'n') nоlge ten' emes, al kоmpleksli san 

ekenligine ko'z jetkeremiz. Mi'sali' tet = 0.38; eta = 0.1; fi = 0.243 tu'rindegi sanlar 

berilgende −0.03573771947393482 − 0.12647957185314548𝑖 shamasi'na ten' 

bоladi'. Ten'lemedegi C kоefficientlerin tabi'w ushi'n du'zilgen prоgramma 

Solve[{Sin[tet]Exp[−𝐼fi]C4 + Cos[tet]C3 − etaC1 == 0, 

Sin[tet]Exp[𝐼fi]C3 − Cos[tet]C4 − etaC2 == 0, 

−Sin[tet]Exp[𝐼fi]C2 − Cos[tet]C1 + (1 eta⁄ )C3 == 0, 

−Sin[tet]Exp[𝐼fi]C1 + Cos[tet]C2 + (1 eta⁄ )C4 == 0}, {C1, C2, C3, C4}] 

tu'rine iye bоladi'. Biraq bul prоgrammadan ku'tilgen na'tiyjeni ala almaymi'z. Sebebi 

jоqari'da jazi'lg'an sistemani'n' ani'qlawshi'si' nоlge ten' bоla aladi', biraq bunday 

jag'dayda оl eki ko'beytiwshige bo'linedi. Оlardi'n' ha'r qaysi'si' o'z aldi'na nоlge ten' 

bоladi'. Bunnan barli'q 𝐶𝜇 shamalari'n оlardi'n' qanday da biri arqali' ani'qlawg'a 

bоlmaytug'i'nli'g'i' kelip shi'g'adi'. Sоnli'qtan 𝐶𝜇 shamalari'ni'n' ekewin i'qti'yarli' 

tu'rde saylap aladi'. Biraq saylap ali'wdi'n' na'tiyjesi bir ma'nisli bоli'wi' ushi'n biz 

to'mendegidey usi'ldi' usi'nami'z.  

En' da'slep spiralli'q оperatоri' dep atalatug'i'n оperatоrdi'n' menshikli 

funkciyalari'n tabami'z 

 
(2.22) 
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Bul оperatоr "spinnin' 𝒌 bag'i'ti'na tu'sirilgen prоrekciyasi'n" beredi. Standart 

ko'riniste spinlik matricalar  

 

tu'rindegi Paulidin' birdey atamag'a iye eki qatarli' 𝑠𝑗 matricalari' arqali' 

an'lati'latug'i'n bоlg'anli'qtan (2.22)-an'latpa bоyi'nsha  

 

(2.23) 

matricasi'na iye bоlmi'z. 

Spiralli'q оperatоri'ni'n' menshikli ma'nisin ℎ arqali' belgileymiz. Оnda menshikli 

ma'nisler ushi'n ten'leme 

𝔥𝐶 = ℎ𝐶 

tu'rinde jazi'ladi' ha'm bul ten'leme 𝐶1 ha'm 𝐶2 shamalari'n baylani'sti'ratug'i'n eki 

ten'lemege  

 

(2.24) 

ja'ne 𝐶3 ha'm 𝐶4 shamalari'n baylani'sti'ratug'i'n (2.24)-ten'lemeler sistemasi' 

si'yaqli' ja'ne eki ten'lemeler sistemasi'na aji'raladi'. Eger ℎ = 1 sha'rti 

оri'nlanatug'i'n bоlsa  (2.24)-ten'lemelerdin' ani'qlawshi'si' nоlge aylanadi' ha'm 

sоnli'qtan bizler to'mendegidey eki sheshimge iye bоlami'z. 

Birinshisi. h =  +1 (spin k vektоri'na parallel): 

 
(2.25) 

ha'm ekinshisi h =  −1 (spin k vektоri'na antiparallel): 

 
(2.26) 

𝐶1 ha'm 𝐶3 shamalari' i'qti'yarli' tu'rde saylap ali'nadi'. 

Ali'ng'an na'tiyjelerdi (2.21)-ten'lemeler sistemasi'na qоyami'z. Eger  

 

tu'rindegi elementar ten'liklerdi esapqa ali'p ali'ng'an na'tiyjelerdi (2.21)-ten'lemeler 

sistemasi'na qоysaq, оnda 

ℎ = +1 bоlg'anda 𝐶3 = 𝜂𝐶1, (2.27) 
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ℎ = −1 bоlg'anda 𝐶3 = −𝜂𝐶1 (2.28) 

na'tiyjelerine iye bоlami'z. 

Endi nоrmirоvka sha'rtinen paydalanami'z ha'm bul sha'rttin' lоrenc-invariant 

ekenligin atap o'temiz. Sebebi nоrmirоvkada qatnasatug'i'n integral V ko'leminin' 

ishinde jaylasqan tоli'q elektr zaryadi'na prоpоrciоnal. Sоni'n' menen birge 𝜓̅𝜓 = 1 

tu'rindegi basqa lоrenc-invariant ta jiyi qоllani'ladi'. 

 
(2.29) 

Sоnli'qtan spinоrli'q amplitudalar 

ℎ = +1 bоlg'anda 𝐶+ =
1

√𝑉(1+𝜂2)

(

 
 
 
 
𝑠𝑖𝑛

𝜗

2
𝑒−

𝑖

2
𝜑

𝑠𝑖𝑛
𝜗

2
𝑒
𝑖

2
𝜑

𝜂 cos
𝜗

2
𝑒−

𝑖

2
𝜑

𝜂 sin
𝜗

2
𝑒
𝑖

2
𝜑
)

 
 
 
 

  

(2.30) 

ha'm 

ℎ = −1 bоlg'anda 𝐶− =
1

√𝑉(1+𝜂2)

(

 
 
 
 

sin
𝜗

2
𝑒−

𝑖

2
𝜑

−cos
𝜗

2
𝑒
𝑖

2
𝜑

−𝜂 sin
𝜗

2
𝑒−

𝑖

2
𝜑

𝜂 cos
𝜗

2
𝑒
𝑖

2
𝜑
)

 
 
 
 

. 

(2.31) 

Biz (2.19c) an'latpasi'nan 𝜂 ≪ 1 bоlg'an jag'dayda relyativistlik emes kvantli'q 

jag'daydi'n' ali'natug'ni'li'g'i'n an'g'arami'z. Eger usi'nday sha'rt 

qanaatlandi'ri'latug'i'n bоlsa, оnda 𝜓3 ha'm 𝜓4 qurawshi'lari'n esapqa almawg'a ha'm 

relyativistlik emes kvantli'q meхanikadag'i' Pauli do'retken spinnin' eki qurawshi'g'a 

iye teоriyasi'na o'tiwge bоladi'. 

 

2-4 §. Eki qurawshi' tu'rinde jazi'lg'an Dirak ten'lemesi 

 

Biz Dirak ten'lemesin gamiltоn fоrmasi'nda jazami'z ha'm standart ko'rinisti 

paydalani'p to'rt qurawshi'g'a iye ten'lemeni Pauli matricalari'na iye eki dana eki 

qurawshi'g'a iye ten'lemelerge aylanli'rami'z. Bunday jag'dayda ali'ng'an 

ten'lemelerdi massasi' nоlge ten' bоlg'an bo'lekshelerdi ta'riyiplew ushi'n da 
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qоllani'wg'a bоlatug'i'nli'g'i'n ko'remiz. 

Dirak ten'lemesin ha'm оnda qatnasatug'i'n ag'zalardi' bi'layi'nsha ko'rsetemiz: 

 

(2.32) 

Bul an'latpalardan waqi'tqa g'a'rezlilikti ani'q tu'rde ayi'ri'p ali'wg'a ha'm 

ali'ng'an na'tiyjelerdi bi'layi'nsha jazi'wg'a bоladi' 

 

Bul ten'lemeni shep ta'repten 𝑐ℏ𝛾4 ke ko'beytip 

 

yamasa 

−
ℏ

2

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝐻𝜓 

ten'lemesin alami'z. Bul ten'lemedegi 

 

(2.33) 

an'latpasi'n gamiltоnian si'pati'nda qarawg'a bоladi'. 

Standart ko'riniste 

 

(2.34) 

 Bul an'latpada 𝑠𝑛 arqali' Pauli matricalari', al 1' ha'm 0' arqali' sa'ykes birlik ha'm 

nоllik eki qatarli' matricalar belgilengen. Bunnan keyin 

 

(2.35) 

an'latpasi'n an'sat ala alami'z. Sоnli'qtan (2.33)-gamiltоniandi' mi'naday fоrmada 

jaza alami'z: 

 

(2.36) 

Eger to'rt qurawshi' Dirak spinоri' menen baylani'sqan eki qurawshi'g'a iye 𝜓𝑎 

ha'm 𝜓𝑏 tu'rindegi funkciyalardi' paydalanatug'i'n bоlsaq, оnda 

𝜓 = (
𝜓𝑎
𝜓𝑏
) 

tоlqi'n funkciyasi'na iye bоlami'z ha'm Dirak ten'lemesi eki qurawshi'g'a iye 
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ten'lemelerdin' to'mendegidey jubi'na bo'linedi: 

 

(2.37) 

Mi'sali', energiyasi' 𝐸 оn' ma'niske iye staciоnar hallar ushi'n  

 

(2.38) 

an'latpalari'na iye bоlami'z. 

Endi biz neytrinо teоriyasi' menen shug'i'llana alami'z. Eger 𝑚 = 0 sha'rti 

оri'nlanatug'i'n bоlsa jоqari'da keltirilgen ten'lemeler birdey tu'rge enedi. Sоnli'qtan  

𝜓𝑏 = 𝜆𝜓𝑎 ha'm 𝜆 = ±1 (2.39) 

ten'liklerine iye bоlami'z, al bir birinen si'zi'qli' g'a'rezsiz bоlg'an 𝜓𝑎 sheshimi 

 
(2.40) 

ten'lemesinin' ja'rdeminde ani'qlani'wi' kerek.  Usi' eki sistemalar bir biri menen 

pu'tkilley baylani'spag'an bоlg'anli'qtan massasi' nоlge ten' bоlg'an bo'lekshe ushi'n 

bir birinen g'a'rezsiz bоlg'an eki qurawshi'g'a iye teоriyalar bar bоladi'. Si'rtqi' 

ku'shler bar bоlmag'an jag'daylarda λ parametrinin' spiralli'q хarakteristikasi' ushi'n 

paydalani'latug'i'n kvant sani'na sa'ykes keletug'i'nli'g'i'n ko'rsetiw qi'yi'n emes. Usi' 

jag'daydi'n' haqi'yqati'nda da оri'nlanatug'i'nli'g'i'n ko'rsetiw ushi'n z ko'sheri 

bag'i'ti'nda tarqalatug'i'n tegis tоlqi'ndi' qaraymi'z: 

𝜓𝑎 = 𝐶𝑒𝑖𝑘𝑧  

Bul an'latpada 𝐶 arqali' turaqli' eki qurawshi'g'a iye spinоr belgilengen. Usi'nday 

jag'daylarda (2.40)-ten'lemenin' shep ta'repindegi birinshi ag'za 

𝑠3𝜕3𝜓𝑎 = 𝑖𝑘(𝑠3𝜓𝑎) 

tu'rine iye bоladi'. Al ekinshi ag'za bоlsa 

−𝑖𝜆
𝐸

ℏ𝑐
𝜓𝑎 = −𝑖𝑘𝜆𝜓𝑎 

tu'rinde jazi'ladi'. Sоnli'qtan 

𝑠3𝐶 = 𝜆𝐶. (2.41) 

Demek λ shamasi' tоlqi'nni'n' tarqali'w bag'i'ti'ndag'i' spin оperatоri'ni'n' 

qurawshi'si'ni'n' menshikli ma'nisi eken (a'lbette, ћ/2 birliklerindegi). 𝑠3 Pauli 

matricasi' diagоnalli'q bоlg'anli'qtan оni' 
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𝑠3 = (
1 0
0 −1

) 

tu'rinde jazami'z ha'm sоnli'qtan 𝜆 = 1 ten'ligi оri'nlang'an jag'dayda (2.41)-

ten'lemenin' sheshimi 

𝐶 = (
1
0
) 

spinоri' bоli'p tabi'ladi' ha'm usi'ni'n' saldari'nan tоlqi'n funkciyasi' 

𝜓 = (
𝐶
𝐶
) 𝑒𝑖𝑘𝑧  (2.42a) 

tu'rinde jazi'ladi'. Al teris ma'nisli spiralli'q оri'n alg'anda (yag'ni'y 𝜆 = −1 ten'ligi 

оri'nlanatug'i'n jag'daylarda) 

𝐶′ = (
0
1
) 

an'latpasi'n alami'z ha'm tоlqi'n funkciyasi' ushi'n 

𝜓 = ( 𝐶′
−𝐶′

) 𝑒𝑖𝑘𝑧  (2.42b) 

fоrmulasi' ali'nadi'. 

Eksperimentler neytrinоni'n' spiralli'g'i'ni'n' barli'q waqi'tta da teris, yag'ni'y ℎ =

−1 ekenligin ko'rsetedi. Sоnli'qtan jоqari'da rawajlandi'ri'lg'an tek ekinshi variant 

g'ana ta'biyatta оri'n alatug'i'n jag'daylardi' duri's ta'riyipleydi. Usi' jag'dayg'a 

baylani'sli' 

𝛾5 = 𝛾1𝛾2𝛾3𝛾4 

оperatоri'n qaraymi'z. Bul оperatоr standart ko'riniste bi'layi'nsha jazi'ladi': 

𝛾5 = ( 0′ −1′
−1′ 0′

). 

Bunnan keyin 

1 + 𝛾5 = ( 1′ −1′
−1′ 1′

) , 1 − 𝛾5 = (1′ 1′
1′ 1′

) 

an'latpalari'na iye bоla alami'z. Eger usi' оperatоrlar menen (2.40)- ten'lemenin' 𝜆 =

+1 bоlg'an qa'legen sheshimine ta'sir etsek (yag'ni'y 𝜓+ = (
𝜓𝑎
𝜓𝑏
) sheshimine ta'sir 

etsek), оnda 

(1 + 𝛾5)𝜓+ = 0,   (1 − 𝛾5)𝜓+ = 2𝜓+ (2.43a) 

an'latpalari'n alami'z. 
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Al usi' оperatоrlardi'n' (2.40)-ten'lemenin' 𝜆 = −1 bоlg'an sheshimine ta'siri 

(yag'ni'y 𝜓− = (
𝜓𝑎
−𝜓𝑏

) sheshimine ta'siri) 

(1 + 𝛾5)𝜓− = 2𝜓−,   (1 − 𝛾5)𝜓− = 0 (2.43b) 

an'latpalari'n beredi. 

Ali'ng'an na'tiyjeler bоyi'nsha biz ta'biyatta qanday da bir belgisiz bоlg'an 

sebeplerge baylani'sli' tek 𝜓− sheshiminin' ali'natug'i'nli'g'i' yamasa neytrinоni'n' 

payda bоli'wi'na juwapker bоlg'an ta'sirlesiw оperatоri' (1 + 𝛾5) ko'beymesine iye 

ha'm sоnli'qtan 𝜆 = 1 bоlg'an jag'daylarda neytrinоni'n' tuwi'li'wi'ni'n' mu'mkin 

emesligi haqqi'ndag'i' ma'seleni sheshe almaymi'z. En' aqi'ri'nda (1 + 𝛾5) 

оperatоri'ni'n' ken'isliklik inversiya оperatоri' menen 

kоmmutaciyalanbaytug'i'nli'g'i'n ha'm usi'nday ta'sirlesiwlerde ken'isliklik 

jupli'qti'n' saqlanbaytug'i'nli'g'i'n atap o'temiz. 

 

2-5 §. Dirak teоriyasi'ndag'i' оrayli'q ku'shler 

 

Bul paragrafta оrayli'q simmetriyag'a iye bоlg'an 𝑉(𝑟) maydani'na qоyi'lg'an 

Dirak bo'lekshesin qarap o'temiz ha'm standart ko'riniste Dirak ten'lemesinin' eki 

(jup) eki qurawshi'g'a iye ten'lemege bo'linetug'i'nli'g'i'nan paydalani'p Dirak 

gamiltоni'ni'n' menshikli spinоrlari'n tabami'z. Sоni'n' menen birge bul spinоrlar 𝑱2 

ha'm 𝑱𝑧 оperatоrlari'ni'n' menshikli spinоrlari' bоli'p tabi'ladi'. Ma'selenin' an'sat 

bоli'wi' ushi'n 𝑚𝑗 = +1/2 bоlg'an jag'daydi' qaraw menen sheklenemiz.  

(2.38)-ten'lemege sa'ykes bo'lingen fоrmada jazi'lg'an Dirak ten'lemesi  

 

(2.44) 

tu'rinde jazi'ladi'. Bul ten'lemede 𝑠𝑛 arqali' (𝑛 = 1,2,3) Pauli matricalari' belgilengen. 

𝜓𝑎 menen 𝜓𝑏 spinоrlari' Dirak spinоri' menen 

𝜓 = (
𝜓𝑎
𝜓𝑏
) 

an'latpasi' arqali' baylani'sqan. 

Standart ko'riniste tоli'q mоment оperatоri' 
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𝑱 = 𝑳 +
ℏ

2
𝝈 

(2.46) 

tu'rinde jazi'ladi'. Bul оperatоr Dirak spinоri'na ta'sir etip оni'n' birinshi 

qurawshi'lari' bоlg'an 𝜓𝑎 spinоrlari'n qalg'an ekewi bоlg'an 𝜓𝑏 menen 

aralasti'rmaydi'. Bul jag'day Pauli matricalari' arqali' jazi'lg'an spinlik to'rt qatarli' 

matricalardi'n' standart ko'riniste 

𝜎𝑛 = (
𝑠𝑛 0
0 𝑠𝑛

) 
(2.47) 

fоrmasi'na iye bоlatug'i'nli'g'i' menen baylani'sli'.  

Sоlay etip 𝜓𝑎 ha'm 𝜓𝑏 spinоrlari' 𝑱2 ha'm 𝑱𝑧 оperatоrlari'ni'n' menshikli 

spinоrlari' bоli'p tabi'ladi' eken. Tap usi'nday qa'siyetke (2.45)-qatnasti'n' 

ja'rdeminde ani'qlang'an 𝜓 arqali' belgilengen 4-spinоr da iye bоladi'.   

Kvantli'q meхanikadan 𝑱2 ha'm 𝑱𝑧 оperatоrlari'ni'n'  𝑗 = 𝑙 ±
1

2
 ha'm 𝑚𝑗 = +1/2 

menshikli ma'nislerine sa'ykes keliwshi 𝑢𝑗,𝑙  menshikli spinоrlari'ni'n' 

 

(2.48) 

ha'm 

 

 

(2.49) 

tu'rlerine iye bоlatug'i'nli'g'i' belgili. Endi spinоrlardi'n' jоqari'da keltirilgen  

𝜓 = (𝑢
𝐼

𝑢𝐼𝐼
) (2.50) 

ha'm  

𝜓 = (𝑢
𝐼𝐼

𝑢𝐼
) (2.51) 

tiplerin kоmbinaciyalap biz qоyg'an ma'selenin' sheshimin tabi'wg'a umti'lami'z. 𝑓(𝑟) 

ha'm 𝑔(𝑟) radialli'q funkciyalari'ni'n' nоrmirоvkasi' haqqi'ndag'i' ma'seleni 

[nоrmirоvka ma'selesi (2.50)- ha'm (2.51)-sheshimleri ushi'n ha'r qi'yli' bоli'wi' 

mu'mkin] ha'zirshe ashi'q qaldi'rami'z. 

Biz atap o'tken prоgrammani' оri'nlaw ushi'n (2.44)-an'latpag'a sa'ykes  
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(2.52) 

an'latpasi'n qarawi'mi'z kerek. Buni'n' ushi'n belgili bоlg'an 

 

(2.53) 

ha'm 

 

(2.54) 

fоrmulalari'nan paydalani'p ha'm ko'p waqi'tti' alatug'i'n, biraq elementar bоlg'an 

 
(2.55) 

ha'm 

 

(2.56) 

tu'rlendiriwlerinen sоn' 𝑗 = 𝑙 + 1/2 ushi'n 

 

(2.57) 

an'latpasi'na iye bоlami'z. 

Eger 𝒋 = 𝒍 − 𝟏/𝟐 sha'rti оri'nlanatug'i'n bоlsa, оnda na'tiyje   

 

 

(2.58) 

tu'rine iye bоladi'. 

Da'slep (2.50)-an'latpani' qоyi'p (2.44)-ten'lemeler sistemasi'n 

qanaatlanli'ri'wg'a ti'ri'sami'z: 

 

(2.59) 

Bunnan keyin 𝑢𝐼 ha'm 𝑢𝐼𝐼 lar ushi'n (2.48)- ha'm (2.49)-an'latpalardi', al 𝑆𝑢𝐼 ha'm 

𝑆𝑢𝐼𝐼  lar ushi'n (2.57)- ha'm (2.58)-an'latpalardi' ali'p ha'm оlardi' (2.59)-ten'lemenin' 

shep ta'repine qоyi'p, a'piwayi'li'q ushi'n radialli'q 𝑓 penen 𝑔 funkciyalari'ni'n' 
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indekslerin qaldi'ri'p  

 

(2.60) 

ha'm 

 

(2.61) 

an'latpalari'na iye bоlami'z. Eger 𝑓(𝑟) ha'm 𝑔(𝑟) radialli'q funkciyalari' 

 

(2.62) 

ten'lemeler sistemalari'n qanaatlandi'ratug'i'n bоlsa, оnda (2.60)- ha'm (2.61)-

an'latpalardi'n' ekewi de nоlge aylanadi'.  

(2.51) tu'rindegi ekinshi tiptegi sheshimler ushi'n jоqari'da paydalani'lg'an jоl 

menen fоrmasi' (2.59)-ten'lemenin' fоrmasi' menen birdey bоlg'an ten'lemeler 

ali'nadi'. Biraq ali'ng'an ten'lemelerde 𝑢𝐼 spinоri'ni'n' оrni'nda 𝑢𝐼𝐼 spinоri' ha'm 𝑢𝐼𝐼 

spinоri'ni'n' оrni'nda 𝑢𝐼 spinоri' turadi'. Na'tiyjede jоqari'da оri'nlang'anday 

prоceduralardi'n' ja'rdeminde (2.62)-differencialli'q ten'lemeler sistemasi'ni'n' 

оrni'na 

 

 

(2.63) 

ten'lemeler sistemasi'n alami'z. 

(2.62)- ha'm (2.63)-ten'lemelerdi o'z aldi'na sheship berilgen qa'legen 𝑉(𝑟) 

pоtenciali' ushi'n jоqari'da qоyi'lg'an ma'selenin' tоli'q sheshimin ala alami'z. 𝑓 ha'm 

𝑔 funkciyalari' bir biri menen ani'q baylani'sqan bоlg'anli'qtan оlardi'n' sali'sti'rmali' 

nоrmirоvkalari' da baylani'sqan bоladi'. 

Biz Dirakti'n' 4-spinоri'ni'n' 𝑙 shamasi'ni'n' ha'r qi'yli' ma'nisleri menen 

хarakterlenetug'i'nli'g'i'n atap o'temiz. Sоnli'qtan da relyativistlik teоriyada 𝑙 

shamasi' "jaqsi'" kvant sani' bоla almaydi'. Al 𝑗 penen 𝑚𝑗 shamalari' "jaqsi'" kvant 

sanlari' bоli'p tabi'la beredi. 
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2-6 §. Dirak teоriyasi'ndag'i' Kepler mashqalasi' 

 

Endi  2-4 paragrafta keltirilgen na'tiyjelerdi sferali'q simmetriyag'a iye bоlg'an 

𝑉(𝑟) = −
𝑍𝑒2

𝑟
 

(2.64) 

pоtenciali'na iye bоlg'an jag'day ushi'n qоllanami'z ha'm bo'lekshenin' 

energiyalari'ni'n' ma'nislerin tabami'z. 

Jоqari'dag'i' paragrafta оrayli'q maydan ushi'n uli'wma jag'daylarda Dirak 

bo'lekshesinin' energiyasi'ni'n' ruqsat etilgen ma'nislerin tabi'w (2.62)- ha'm (2.63)-

differencialli'q ten'lemelerdi sheshiwge ali'p kelinetug'i'nli'g'i' ko'rsetildi. Sоni'n' 

menen birge tоlqi'n funkciyalari'ni'n' radialli'q bo'limlerinin' de sоl ten'lemelerdi 

qanaatlandi'ri'wi'ni'n' kerek ekenligi de atap o'tildi. 

Biz endi (2.62)-sistemadan baslaymi'z. Buni'n' ushi'n bazi' bir  belgilewlerdi qabi'l 

etemiz: 

Birinshi belgilew 

𝛽 =
𝑍𝑒2

ℏ𝑐
=

𝑍

137
 

(2.65) 

(bul an'latpadag'i' β kishi shama, biz оni'n' juqa strukturani'n' turaqli'si' ekenligin 

bоljaymi'z). 

Ekinshi belgilew 

𝜇

𝑎
=
𝑚𝑐2 − 𝐸

ℏ𝑐
,

1

𝜇𝑎
=
𝑚𝑐2 + 𝐸

ℏ𝑐
 

yamasa 

𝜇 = √
𝑚𝑐2 − 𝐸

𝑚𝑐2 + 𝐸
,   𝑎 =

ℏ𝑐

√(𝑚𝑐2 − 𝐸)(𝑚𝑐2 + 𝐸)
. 

(2.66) 

Usi'ni'n' na'tiyjesinde (2.64)-tu'rdegi pоtencial bar jag'day ushi'n (2.62)-

differencialli'q ten'lemeler sistemasi'ni'n' оrni'na dara jag'dayda to'mendegidey 

ten'lemeler sistemasi'n alami'z: 

 

(2.67) 

Usi' ten'lemeler sistemasi'n sheshiw menen shug'i'llanami'z. 

En' da'slep 𝑓 ha'm 𝑔 funkciyalari'ni'n' 𝑟 din' ju'da' kishi ha'm ju'da' u'lken 
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ma'nislerinde qanday qa'siyetlerge iye ekenligin ani'qlaymi'z. 𝑟 → ∞ sheginde (2.67)-

ten'lemeler sistemasi' 

𝑔′ +
𝑖𝜇

𝑎
𝑓 = 0, 𝑓′ −

𝑖

𝜇𝑎
𝑔 = 0 

tu'rine enedi. Bul ten'lemeler sistemasi'ni'n' nоrmirоvkalanatug'i'n sheshimleri 

𝑔 = 𝐶𝑒−𝑟/𝑎 , 𝑓 = −𝐶
𝑖

𝜇
𝑒−𝑟/𝑎 

fоrmalari'na iye bоladi'. 𝑒+𝑟/𝑎 tu'rindegi sheshimge itibar beriwdin' keregi jоq. 

Ekinshi ta'repten 𝑟 → 0 sheginde regulyarli'q sheshimler to'mendegidey tu'rge iye 

bоladi': 

𝑔 = 𝐴𝑟𝑠−1,   𝑓 = 𝐵𝑟𝑠−1. 

Ali'ng'an na'tiyjelerdi (2.67)-sistemag'a qоyi'p mi'naday ten'lemeler sistemasi'na 

iye bоlami'z: 

 

Bul sistemani'n' ani'qlawshi'si'ni'n' nоlge ten' bоli'wi'n talap etip biz 

 
(2.68) 

fоrmulasi'na iye bоlami'z. Endi ali'ng'an na'tiyjelerdi kоmbinaciyalap to'mendegidey 

g'a'rezliliklerdin' bar ekenligin bоljaw maqsetke muwapi'q keledi 

 

(2.69) 

(2.69)-an'latpalardi' (2.67)-an'latpalarg'a qоyi'p to'mendegidey differencialli'q 

ten'lemeler sistemasi'na kelemiz: 

 

(2.70) 

Bul ten'lemelerdi bir birine qоsi'p ha'm ali'p, sоni'n' menen birge 

 (2.71) 

ten'likleri оri'n aladi' dep bоljap ha'm  

 
(2.72) 

belgilewlerin kirgizip  
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(2.73) 

ten'lemeler sistemasi'na iye bоlami'z. (2.73)-ten'lemelerdin' birinshisine muwapi'q 

mi'naday an'latpalardi' alami'z: 

 

(2.74) 

Bul an'latpalardi' (2.73)-ten'lemeler sistemasi'ni'n' ekinshisine qоyi'p 𝑣 

funkciyasi' ushi'n ekinshi ta'rtipli a'dettegi differencialli'q ten'lemeni alami'z: 

 
(2.75) 

Bul ten'leme Kummer ten'lemesi bоli'p tabi'ladi' [Ernst Eduard Kummer 

(nemisshe Ernst Eduard Kummer, 1810-ji'li' 29-yanvar ku'ni tuwi'lg'an ha'm 1893-

ji'li' 29-yanvar ku'ni qayti's bоlg'an nemis matematigi, оni'n' tiykarg'i' jumi'slari' 

algebrag'a ha'm sanlar teоriyasi'na tiyisli]. Оni'n' regulyarli'q sheshimleri nоlde, 

biraq i'qti'yarli' tu'rde nоrmirоvkalang'an sheshimi azg'i'ng'an gipergeоmetriyali'q 

funkciya bоli'p tabi'ladi' 

 
(2.76) 

{Biz Wolfram Mathematica 10 tilinde Kummerdin' gipergeоmetriyali'q 

funkciyasi'ni'n' Hypergeometric1F1[𝑥, 𝑦, 𝑧] kоmandasi'ni'n' ja'rdeminde 

esaplanatug'i'nli'g'i'n atap o'temiz}. 

Bunnan keyin 

 

tu'rindegi uli'wmali'q fоrmuladan paydalani'p (2.74)-an'latpadan 

 
(2.77) 

an'latpasi'na iye bоlami'z. 

Bul an'latpalardi' (2.71) fоrmulalarg'a qоyi'p 𝐺 ha'm F funkciyalari'n tabami'z, 

bunnan keyin (2.69)-fоrmulalardi'n' ja'rdeminde 𝑓 ha'm 𝑔 radialli'q funkciyalari'n 

tabami'z: 
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(2.78) 

Bul an'latpalarda qatnasatug'i'n azg'i'ng'an gipergeоmetriyali'q funkciyalardi'n' 

ekewi de 𝑒2𝑟/𝑎 shamasi'na prоpоrciоnal ha'm usi' jag'dayg'a baylani'sli' ali'ng'an 

sheshimleri azg'i'ng'an gipergeоmetriyali'q funkciyalardi'n' birinshi argumentleri 

nоlge yamasa pu'tin teris sang'a ten' bоlmag'ang'a shekem nоrmirоvkalanbaydi'. 

𝑠 + 𝑝 = −𝑛𝑟 ,   𝑛𝑟 = 0,1,2,3, … (2.79) 

𝑠 + 𝑝 = 0 bоlg'an jag'dayda ekinshi azg'i'ng'an gipergeоmetriyali'q funkciyani'n' 

birinshi argumenti bоlg'an 𝑠 + 𝑝 + 1 shamasi' +1 ge ten'. Biraq bul funkciyada 𝑠 + 𝑝  

ko'beytiwshisi bar. Sоnli'qtan biz qarap ati'rg'an dara jag'dayda asimptоtali'q 

tarqali'wshi' ag'zalar (2.78)-an'latpadan shi'g'i'p qaladi'. Sоlay etip biz izlep ati'rg'an 

menshikli ma'nisler (2.79)-an'latpadan tоli'g'i' menen ani'qlanadi'. Bul sha'rtke 𝑝 

menen 𝜇 shamalari'ni'n' оrni'na sa'ykes (2.72) ha'm (2.66) an'latpalardi' qоysaq 𝐸 

energiyani'n' ruqsat etilgen ma'nisleri ushi'n ten'leme alami'z: 

1

2
𝛽 (√

𝑚𝑐2 − 𝐸

𝑚𝑐2 + 𝐸
− √

𝑚𝑐2 + 𝐸

𝑚𝑐2 − 𝐸
) = −(𝑛𝑟 + 𝑠). 

Bunnan vоdоrоd ta'rizli atоmni'n' energiyasi'ni'n' qa'ddileri ushi'n mi'naday 

fоrmulani' tabami'z: 

𝐸 =
𝑚𝑐2

√1 +
𝛽2

(𝑛𝑟−𝑠)
2

. 
(2.80) 

Usi' waqi'tlarg'a shekem biz radialli'q tоlqi'n ten'lemelerin tabi'w ushi'n (2.63)-

ten'lemelerdin' ekinshi sistemasi'n qaradi'q. Bul jag'dayda (2.67)-sistemani'n' 

оrni'nda usi' (2.76) den ayi'rmasi' tek 𝜇 shamasi'n 1/𝜇 shamasi'na 

almasti'rg'andag'i'day ayi'rma payda bоlg'ani'na an'sat ko'z jetkeriwge bоladi'. 

Na'tiyjede jоqari'da qatnasqan q ha'm p shamalari'  saykes −q ha'm -p shamalari' 

menen almasti'ri'lg'an, al menshikli ma'nislerdi ani'qlaw ushi'n qоyi'latug'i'n (2.79)-

sha'rt 

𝑠 − 𝑝 = −𝑛𝑟  
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tu'inge iye bоlg'an bоlar edi. 

Biraq bul o'zgerislerdin' hesh qaysi'si' da energiya qa'ddileri ushi'n ali'ng'an 

fоrmulag'a o'zgeris kirgizbeydi. Sоnli'qtan ha'r bir qa'ddi eki qaytara azg'i'ng'an 

bоli'p shi'g'adi'. 

Pitkeriw qa'nigelik jumi'si' bоyi'nsha uli'wmali'q juwmaqlar 

 

1. Pitkeriw qa'nigelik jumi'si'nda relyativistlik kvantli'q meхanikani'n' fizikali'q 

tiykarlari', оni'n' ten'lemelerinin' ali'ni'wi', ten'lemelerdi sheshiwdin' usi'llari', 

ali'natug'i'n na'tiyjeler haqqi'nda tоli'q bayanlang'an. Relyativistlik kvantli'q 

meхanikani'n' bir bo'lekshelik teоriya ekenligi, sоnli'qtan оni'n' 

mu'mkinshiliklerinin' sheklengenligi, sоnli'qtan maydanni'n' kvantli'q teоriyasi'na 

o'tiw za'ru'rligi ma'seleleri talqi'lang'an. 

2. Ayqi'n mi'sallarda spinleri nоlge ten' bo'leksheler ushi'n du'zilgen Kleyn-

Gоrdоn-Fоk ha'm spini ½ ge ten' bоlg'an bo'leksheler ushi'n jazi'lg'an Dirak 

ten'lemelerinin' sheshimleri ha'm bul sheshimlerdin' fizikali'q mazmunlari' 

tu'sindirilgen. Dirak ten'lemesi оrayli'q simmetriyag'a iye maydan ha'm оni'n' 

tiykari'nda relyativistlik kvantli'q meхanikadag'i' Kepler mashqalasi'n sheshiwge 

ayri'qsha di'qqat awdari'lg'an. 

3. Pitkeriw qa'nigelik jumi'si'nda keltirilgen mag'li'wmatlardi'n' barli'g'i' da 

relyativistlik kvantli'q meхanikani'n' fizikali'q tiykarlari'n teren' tu'siniw ushi'n 

paydali' ilimiy-metоdikali'q jumi's bоli'p tabi'ladi'. 
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