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Kirish

XX asrning 90 — vyillari boshlarida frantsuz matematigi J.-L.Lodening
ishlarida Leybnits algebralarini birinchi bo’lib kiritilgan. Lekin J.-L.Lode bu
algebralarni kogomoliyalik nuqtayi nazardan o’rgangan. 1998 yildan boshlab
Leybnits algebrasining strukturaviy nazariyasini Sh.A. Ayupov va B.A. Omirovlar
o’rgana boshladi. Hozirgi vaqtda bu strukturaviy nazariya yaxshi o’rganilgan
bo’lib va tadqiqot ishlari yanada rivojlanayapdi. Leybnits algebrasi Li
algebrasining umumlashmalaridan biri hisoblanadi. Algebralarni tavsiflash
masalasi asosan chekli o’lchovli algebralarda o’rganiladi. Chunki tavsiflash
masalasi strukturaviy o’zgarmaslar uchun tenglamalar sistemasini yechishga olib
kelinadi. Shu sababli ko’pgina masalalar asosan kompleks sonlar maydonida
o’rganiladi. Li algebrasi nazariyasida chekli o’lchovli Li algebrasini o’rganish
yechimli Li algebralarini o’rganishga olib kelinishi ma’lum. O’z navbatida
yechimli Li algebralarini o’rganish nilpotent algebralarni o’rganishga olib kelinadi.
Leybnits algebralarida hozircha bunday tasdiglar yo’q. Shuning uchun yechimli
algebralarni o’rganish kichik o’lchovdagi algebralarni tavsiflashdan boshlanadi.
Hozirgacha yechimli Leybnits algebralari faqat to’rt o’lchovgacha o’rganilgan,
to’rtdan boshlab tavsif qilish juda murakkab. Shuning uchun Li algebralar
nazariyasida nilpotent algebralar o’rganiladi, chunki yuqarida ta’kidlaganimizday
yechimli Li algebralari nilpotent Li algebralarini o’rganishga olib kelinadi.
Nilpotent Li algebralari sakkiz o’lchovgacha tavsif gilingan. Leybnits algebralarida
bo’lsa besh o’lchovgacha tavsiflangan. Bundan xulosa qilsak, algebraning o’lchovi
gancha kattalashgan sari, uni tavsiflash shuncha murakkab bo’ladi. Nilpotent
Leybnits algebralari bilan Ayupov Sh.A., Omirov B.A., Raximov L.S., Rixsiboev
.M., Xudoyberdiev A.X. va boshqalar shug’ullangan. Katta o’lchovdagi nilpotent
Li algebralarini ham o’rganish murakkab bo’lgani uchun, nilpotent algebralar bir
necha sinflarga bo’linadi. Masalan, nul filiform, filiform, kvazi filiform va boshqa

sinflar.



Bitiruv malakaviy ishi kirish qismi, to'rtta paragraf, xulosa va adabiyotlar
ruyxatidan iborat.

Ishning birinchi paragrafida Li va Leybnits algebrasiga oid dastlabki
tushunchalar va belgilashlar keltirilgan.

Ikkinchi paragrafda filiformli Leybnits algebralari urganilgan.

Bitiruv malakaviy ishning uchinchi paragrafida filiformli kompleksli
Leybnits algebralarining almashtirishlari qaraladi.

To'rtinchi paragrafida besh o'lchamli filiformli kompleksli Leybnits
algebralari o 'rganiladi.

Umuman bu nazariya bilan tanishish va terang o'rganish uchun [1-15]

a’dabiyotlardan foydalanish mumkin.



§1. Dastlabki tushunchalar va belgilashlar

F maydonida berilgan U vektor fazo algebra deb ataladi, agar unda
ko’paytmaning bichizigli qonuni aniqlangan bo’lsa. U holda biz har bitta (x, y)
juftligiga (x, y €U) quyidagi bichiziqlilik shartlarini ganoatlandiradigan x-yeU
ko’paytmasiga mos qo’yamiz:

(X1+X2)y=X1y+X2y, X(V1+Y2)=Xy | TXY2, (1.1)

o(xy)=(ax)y=x(ay), a.€F. (1.2)

Biz aslida chekli o’lchovga ega bo’lgan algebralarni garaymiz. Bunday
algebralarda (e;, e, ... , €,) ko’rinishidagi bazislar mavjud bo’lib va quyidagini

yoza olamiz:

€6, = éyijkek )
Bunda yx€F, 1, j, k =1, 2, ... n. Bu n’ sondagi v elementlari algebraning

strukturaviy o zgarmaslar deyiladi (olingan bazisga nisbatan). Bu o’zgarmaslar U
dagi har bitta ko’paytmani aniqlaydi. Haqigatdan ham, mayli U dagi ixtiyoriy ikki
x va y elementlarini x=) &e,, y=>.M i€ &, n;eF ko’rinishlarida yozamiz. U

holda (1.1) va (1.2) shartlaridan,
Xy= (Z&ieij(znjejJ = Z(ﬁiei)(ﬂjej) =
= Zﬁi(ei(njej)) = Z&inj(eiej)a

ko’paytmasi e;ej ko’paytmalari yordamida aniqlanadi.
Bunagqa fikirlash chekli o’lchovdagi algebralarni tuzishning umumiy usulini
beradi. Mayli U ixtiyoriy vektor fazo bo’lib va (e;) undagi bazis bo’lsa, u holda

har bitta (1, j) indekslar juftligi uchun ixtiyoriy ravishda e;ej ko’paytmasini U ning

elementi deb aniqlaymiz. U holda x =) &e,, y=D.n i¢; larda x-y ko’paytmasi
1 1

Xy:i&.»inj(eiej) (L.3)

i,j=1



formulasi yordamida aniqlanadi. Bu ko’paytma uchunda (1.1), (1.2) shartlari
o’rinli.
Ta’rif 1.1. U algebrasi assotsiativ algebra deyiladi, agar uning ko’paytma
amali assotsiativlik shartini qanoatlantirsa
(xy) Z=x- (y2). (1.4)
Ta’rif 1.2. U algebrasi Li algebra deyiladi, agarda uning ko’paytma amali
quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:
x* =0,
x-y)z+ (yz)x+(zx)y=0.
(1.5) ayniyatlardagi birinchi shart antikommutativlik va ikkinchi shart Yakobi

(1.5)

ayniyatlari deb ataladi.
Agar U algebrasi Li algebra va x, ye U bo’lsa, u holda
0=(x+y) =x"+xy+yx+y =xy+yx
bo’ladi. Bundan
Xy = — yX (1.6)
kelib chigadi va bu shart ixtiyoriy Li algebrasida o’rinli bo’ladi.
Li algabrasiga quyidagicha ta’rif bersak ham bo’ladi.
Ta’rif 1.2'. F sonlar maydoni ustidagi G algebrasi Li algebrasi deyiladi, agar
ixtiyoriy x, y, z€G lar uchun quyidagi ayniyatlar bajarilsa:
[x, x]=0 — antikommutativlik,
[[x, ], z[*(ly, z], x]+{[z, x], y]=0 — Yakobi,
buyerda[,]- G algebrasidagi ko’paytma.
Ta’rif 1.3. F sonlar maydoni ustidagi L algebrasi Leybnits algebrasi
deyiladi, agar ixtiyoriy X, y, z € L lar uchun Leybnits ayniyati bajarilsa:
[x, [y, z] =[x, y1, z] - [[x, 2], ¥]
buyerda [, ]- L algebrasidagi ko’paytma.
Antikommutativlik [x,x] = 0 ayniyatidan
[x +yx+y]=[xx]+[xy]+[yx]+[yyl =[xyl + [yx] = 0.

Bundan [x,y] = -[y,x] munosabatiga ega bo’lamiz.



Agar Leybnits ayniyatida antikommutativlik [x,y] = -[y,x] ayniyati bajarilsa
= Iy, zI.x] = [[x, y], z] = [-[z, x], y] = [[%, y1, z] + [[Z, x], ¥]
bo’ladi.

Bu oxirgi tenglikdan Yakobi ayniyati kelib chigadi

[[x, ], z] + [[z, x], y] + [[y, z].x] = 0.
Shu sababli Leybnits algebrasi Li algebrasining umumlashmasi bo’lib topiladi.

Ixtiyoriy Leybnits L algebrasi uchun quyidagi qatorlarni aniqlaymiz:

a) L"=L, L™ P=[L™" L];
b) L[I]ZL, L[HH]Z[L[H],L[H]];
v) L'=L, L™'=[L' L"+[L% L™ "J+.. +[L™" L*+[L" L.

L algebrasi o 'ng nilpotent deyiladi, agar shunday seN soni topilib L™ = 0
bo’lsa.

L algebrasi yechimli deyiladi, agar shunday meN soni topilib L™ = 0
bo’lsa.

L algebrasi nilpotent deyiladi, agar neN soni topilib L"= 0 bo’lsa.

Leybnits algebralarida o’ng nilpotentlik va nilpotentlik ustma-ust tushadi.

R(L)={xeL : [y,x]=0 ixtiyoriy yeL uchun} to’plami L Leybnits
algebrasinig o 'ng nolga aylantiruvchi deb ataladi.

Ta’rif 1.4. G Li algebrasi filiformli deyiladi, agarda dimG'=n-i, bunda
n=dimG va 2<i<n.

G algebraning tabiyiy graduirovkasini aniqlaymiz.

G;:=G'/G"" dep alamiz. O" holda dimG=1 va dimG,=2, 2<i<n—1 bo’ladi.
grG = G;®G,D ... BG,, deb belgilab olamiz. [G', G'] = G ichiga akslantirishni
bajarsak biz [G;, Gj] < Gj;; munosabatiga ega bo’lamiz. Demak biz graduirovkani
oldik.

Ta’rif 1.5. G algebra uchun yuqorida olingan graduirlash tabiyiy
graduirlash deyiladi.

Ta’rif 1.6. L algebrasi tabiyiy graduirlangan deyiladi, agarda L = grG.



Tasdiq 1.1. Agar n toq bo'lsa, o’ holda faqat izomorf bo'lmagan tabiyiy

graduirlangan sheksiz sondagi elementlarni o'z ichiga oluvchi maydon ustinda

aniqlangan (n +1)-o'lchamli filiformli p; va p; Li algebralari bor bo’ladi, bunda

oy (epei)=eir (1<i<n-1) W: Wy (€o,ei)=Cis (1<i<n-1)
M? (eo,en)=0 Mlzl (eann)ZO
Wee)=0  dsijsn) 2 (€7)=0 (1<i,j<n)

15 (eneni)=(-1)" ¢, (Isisn-1)

buerda p'(-,-) — p algebradagi ko paytpa, ie {1, 2}.

Ta’rif 1.7. Mayli L algebrasi n o'lchamli Leybnits algebrasi bo’lsin, o
holda nol-filiformli deb ataladi, agar dim L'=(n+1) - i, 1 <i<n+1 bo'lsa.

Nol-filiformli L algebrasining aniqlanishi L algebrasining nilpotentli
maksimal indeksga ega bo lishi bilan teng kochli.

Teorema 1.1. Ixtiyoriy n-o Ichamli nol-filiformli Leybnits L algebrasi uchin
qo vidagi ko paytmaga ega bolgan {e,, e, ..., e,} bazislari bar bo’ladi:

[ei, e1]=ei+1 1<1<n-1, (2.1)

(boshqa ko ‘paytmalar nolga teng).

Ta’rif 1.8. Leybnits L algebrasi filiformli deyiladi, agar dimL' =n-i bo’lsa,

bundan=dimL va2<i<n.



§2. Filiformli kompleksli Leybnits algebralari

Bu paragrafta filiformli Leybnits algebralari o’rganiladi.
Sheksiz elementga ega bo’lgan maydon ustida aniglangan L fazo uchun
[ei,e1]=€i+1 (2 <1<n-1)va [e,e]=0
bo’ladigan ey, e;€L, e;eL; (3 <1< n-1) bazislik elementlarini olamiz.
[e1, €;] ko'paytma uchun mumkin bo’lgan hollarni qarashtiramiz.
Hol 1. Mayli [e,e;]=ae; (a0) bo’lsin, u holda e;eR(L) = ey, ..., e,€R(L)

9 . ' _ _ ' _ ' _ . . . . . . _
bo’ladi. e, =e,, e, =ae,, e, =0e,, .., e, =o0e,  bazislik almastiricsh bajarib, a=1

deb olish mumkin.

Shunday qilib

[er,e1]=e3, [ei,e1]=€ir1 (2 <1<n-1) va [e,,e;]=0

bo’ladi.

Biz

[e1,e2]=Bes va [ex,ex]=ves
deb olamiz.
[e1,[ex.e1]]=[[er.e2].e1] — [[e1,e1].e2]

tenglikikni qaraymiz.

Agar [e,,e;]eR(L) bo’lsa, u holda
[[e1.e2].e1] = [[er,ei].e2]
bo'ladi, yoki Bes=[es,e;].
[e2,[e1,ex]]=[[ex,e1].e2] — [[e2,e2],e1]
tengligidan ugshash holda ye,=[e;,e,] munosabatiga ega bo’lamiz, bundan £ = y
kelib chigadi.
Bazis elementlarining soni bo’yisha induktsiyani quyshdagi tenglikka
qo’llab,
[eio.[e1,e2]]=[[ei,e1].e2] — [[ei,e2].e1],
biz [e;,e;]=Pei+; ega bo’lamiz, yoki Hol 1 dagi kabi quydagi algebrani olamiz:

[elael]:e?n [eiael]:eiJrla [eian]:Bei+la [61962]2[363 (2 S 1 S n-l)‘



Hol 2. Mayli [e;, e;]=0 va [e,, e;]=ae; (0#0) bo’lsin, u holda e;eR(L)
bo’ladi, bundan e;, €4, ..., €,€R(L) hosil bo’ladi. O’rin almastirish quydagisha
olsak:

e, =0e, € =€, €6 =0e;, €, =0"¢,,..,e =a" e,
o=1 deb olishga bo’ladi, yoki
[€2,€2]=€3, [€,€1]=€i+1-
Biz [e},e;]=Pe; belgilash kiritamiz, u holda
[e1,[e2.e1]] = [[e1,e2],e1] — [[e1,e1].e2]

tengligidan [[ej,e,],e;]=0 ega bo’lamiz, yoki B[e;,e;]=Pes,=0 va bundan p=0.

Bazis elementlarining soni bo’yisha induksiyani quydagisha qo’llab

[ei[e1,e2]1=[eir1,e2] — [[eie2], e,
biz [e;,e,]=e;i+ tengligiga ega bo’lamiz, yoki Hol 2 kabi quydagicha algebrani
olamiz:
[ene1]=¢ir, [ener]=ein1 (2 <i<n-1).
Bazislarni e:=e¢,—¢,, e,:=¢, ko'rnishida olsak,
[e1, e,]=¢;, [e;, e,]=e, (2<i<n-1)

ega bo’lamiz. Olingan bu algebra Hol 1 kabi algebraga =1 bo’lganda izomorf
bo’ladi (e;:=¢,—¢,,e:=¢,).

Hol 3. Mayli [e,e;]=0 va [e,,e,]=0 bo’lsin. [e;,e;]=0ce; deb belgilab olamiz.

Hol 3.1. Mayli [e,e;]=0e; (bunda a#-1) bo’lsin, u holda e; € R(L) = ey, ...,
e,eR(L) bo’ladi. Bizda a#-1 bo’lsa,u holda e,=e,+e, bo’ladi. Biz:
[e,,e,]=(a+1)es, [€,,€, ]=e; ege bo’lamiz, yoki Hol 2 ga ustma- ust tushadi.

Hol 3.2. Mayli [e,e;]=—e; bo’lsin, u holda quydagi lemmani kiritamiz.

Lemma 2.1. Mayli L - {e,, e, .., e, bazisli quydagi tenglikni
qanoatlantiruvchi n-olshamli tabiyiy graduirlangan filiformli Leybnits algebrasi
bo’lsin:

[e1,e1]=[€2,€2]=0, [e1,e2]= —€3, [€i,e1]=€i1.

u holda L algebrasi L1 algebrasi bo’ladi.

10



Isbhoti: Bazis elementlarining soni bo’yicha induksiyani quydagi
[er,[eie1]]=[[er.ei].el] — [[er.ei].eil,
tenglikga qo’llab
[er.ei]=(eie1] (1 S1<n-1)
ega bo’lamiz.
[e2,[e2.e1]]=[[ex,e2].e1] — [[e2,e1].¢2]

tenglikdan [e,,e;]= — [es,e,] tengligi kelib chigadi. Quydagi tengliklarning zanjirin
go’llab

[e2.eir1]=[ea,[ei.e1]]=[ea,ei].e1] — [[e2,e1],ei]= — [e1,[ea.ei]] + [[er,e2].ei]=

= - [[ei,e2].eilH[er,eil.eo]t [[er.e2].eil=[[er.eil.e2]]=-[eir1,e2]

va induksiyaga asoslanib 1<1<n uchun [e,,e;]=— [e;,e;] ega bo’lamiz.

Shunday qilib biz [e,e;]= — [e;,€1] va [ex.ei]= — [ei,e2] (1<1<n) ega bo’ldik.
Barcha 1 va j lar uchun

[ei.ej]= — [e),¢i]

tenglikni isbotlaymiz. Isbotlash Barcha j dagi i bo’yicha olib boramiz. i ni 2 dan
katta deyish mumkin.

Quydagi tengliklarning zanjiri lemmaning isbotini yakunlaydi:

[ej.ein]=[ej.[eiei]]=[[ej.eil.ei] — [[ej.e1].ei]=— [er[e,ei]] + [[er.ei].ei]=

= - [[er.el.eidH[ereil.e]H[enel eil=[[e.eil.e]]=-[eir1.e].

Shunday qilib Li bo’lmagan tabiyiy graduirlangan filiformli Leybnits
algebralari quydagilar bo’ladi (ixtiyoriy /S parametri uchun):

[e1,e1]=¢€3, [€1,€1]=¢€i+1, [€1,€2]=Peir1, [€1,e2]=Pes.
Mayli 1 bo’lsin, u holda quydagicha almashtirish kiritib:
e,=(1-Ple,e,=—Pe +e,,e, =(1-P)’e,,..., e, =(1-P)"e,

B =0 deb olish mumkin.

Endi B = 1 bo’lgan holni garaymiz, yoki

[e1.e1]=¢€3, [ei,e1]=€ir, [€i,€2]=€ir1, [€1,€2]7€3 (2<1<n).

Bazisni e,=e;— e; deb almashtirsak

[e1,e1]=¢3, [eiei]=eir1 (2<1<n)

11



ega bo‘lamiz.
Xosil bo’lgan
F o [enei]=es, [enei]=ei (2<i<n-1),

F . [ene]=es, [ene1]=ei (3 <i<n-1),
algebralarining izomorf emasligini ko’rsatamiz.

Aksinsha pikir yuritamiz. Mayli ¢ birinchi algebrani ikkinchi algebraga
otkizuvchi izomorfizm bo’lsin, yoki ¢ : F. —F’. ¢(L(E.))=L(F’) va (R(F.)) =
R(F?) ekanligin ko'rsatich qiyinmas, yana  @(L(F)"R(F ))=L(F)"R(F’)
ekanliginiyam ko'rish qiyinmas. Algebralarning mos ko'paytmalaridan:

L(E)={er-e}, R(E) = {es, &3, ..., &}, L(E} )={ea}, R(E))={ex, €, &5, ..., €n}
bo’ladi. Shunday qilib L(F.)"R(F.)={0} bo’ladi, lekin L(F’)"R(F.)={e,}, yoki
¢(0)=e, bo’ladi va biz F. algebradan F’ algebraga bo’lgan izomorfizmga zid

kelamiz.

Bu ziddiyatdan quydagi teorema kelib chigadi:

Teorema 2.1. Barcha n-o’lchamli tabiyiy graduirlangan Li bo’lmagan
kompleksli Leybnits algebrasi quydagi o ’z-aro izomorf bo ’lmagan algebralarning
biriga izomorf bo’ladi:

NFi: [e1,e1]=es, [ei,€1]=€i+1, bunda 2<1<n-1.

NFnz: [e1,e1]=es, [ei,€1]=€i+1, bunda 3<1<n-1.
(golgan kopaytmalar nolga teng).

Eslatma 2.1. Teoremani 2.1 dan barcha n-o'lchamli kompleksli Li
bo’lmagan filiformli Leybnits algebrasida ungdan nolga aylantiruvchi n — 2
o'lchamga ega bo’ladi.

Shunday qilib, Tastdiq 1.1 va teorema 2.1 dan biz ta'biyiy graduirlangan
Leybnits algebralarinin® klassifikatsiasini olamiz.

Teorema 2.2. Barcha n-o'lshamli kompleksli Li bo’lmagan filiformli

Leybnits algebrasi ushun shunday {e,, e, ..., €,} bazisi topilib, uning ko paytmasi

quydagicha ko rinishlarning biri bo’ladi:

12



Fri: [e1,e1]=es, [ei,e1]=Cit1, 2<1<n-1,

[er,e2]=0es+ ases+ ... + o€, + Oey,

[€),€2]704€j12 T Os€ji3 T ... OlptosiCn, 2<j<n-2,

F2:  [ee]=es, [enei]=¢is1, 3<i<n-l,

[e1,€2]7Baes+ Bses+ ... + Puen, [€2,€2]FVE0,

[ej,e2]=Paej2+ Bsejrs T ... + Pniziien, 3<j< -2,
bunda o, 0, i, ye C va qolgan kopaytmalar nolge ten".

Isboti: Bu ko'paytmalarni Leybnits ayniyatiga qoyib tekshirsak, u holda
Leybnits algebrasi ekenligi kelib shiqadi. Teorema 2.1 dan barcha n-o'lshamli
kompleksli Li bo’lmagan filiformli Leybnits L algebrasi quydagicha izomorf
bolmagan ikki algebralarning biriday bo’ladi:

NE, +B,
bunda

B(ei.e1)=0,
bunda 2 < 1 < n-1 va i#l da B(e,e) € lin(eyj,.....en) va 2 < j < n-2 da
B(er,ej) elin(ejr,...,e,) bo’ladi.

NE, +B,
bunda B(e;,e;)=0,

B(ei,e)=0,
bunda 3 < i < n-1 va 1,j#1 da B(ei.ej) € lin(ei,.....en) va 2 < j < n-2 da
B(er,ej) elin(ejr,...,e,) bo’ladi.

Hol 1. Mayli L =NFE.+B bo’lsin, u holda L algebrasida 2 < i < n-1 da

quydagiga ega bo’lamiz:
[e1,e1]=€; va [e;,e1]=€i+1.
Bundan e;, ey, ..., €, € R(L) bo’ladi, yoki3 < j<n,1 <1< nlarda
[ei,€;]=0.

Biz [es,e;]=0ues + ases+ ... + o€, deb olamiz.

13



Leybnits ayniyati bo’yicha
[ei[er,ex]]=[[ei.e1].e2] — [[eirea].e1]
ega bo’lamiz.
Agar [ej,e;] € R(L) bo’lsa, u holda [e;,[e;,e,]]=0 bo’ladi va barcha 1 > 2 lar
uchun
[[ei.e1].e2]=[[ei.e2].e1]
bo'ladi. Shunday qilib 2 < i < n-2 de
[€i,€2]=0uCiin + seiz t ...+ Olpio.i€n
bo'ladi.
[e1,e2]=Pses + Bses+ ... + Pue, deb olamiz.
Quydagi tenglikni qarasak
[er,[e2,e1]]=[[e1,e2].e1] — [[er,e1].e2].
Oxirgi tenglikga ugshash tarzda quydagini olamiz
[[er,e2].er]=[[er.e1].e2]-
Bizda [e,e]=e; va [e;,e]=¢;i+; bo’lganligidan
Bses+ Psest ... T Pn1€a=04€5 + Os€st... T 1€,
bo'ladi. Bundan
[e1,.e2]=aues+ ases+ ... + ay1€n1 T P
kelib shiqadi.
Shunday qilib Hol 1 dan quydagi sinfni oldik:
[e1,e1]=es, [ei,€1]=Cix1, 2<1<n-1
[e1,60]=0ues + 0ses+ ... + Oly1€ng T PBuCns
[e;,e2]=0uejn + dsejrs + ... + OprajCn 2<j<n-2
Hol 2. Mayli L =NF+f bo’lsin, uholda 3 <i < n-1da
[e1,e1]=e; va [ejer]=€i.
Bundan {es, ey, ..., e,} < R(L) bo’ladi, yoki 3 <j <n,1 <1< nlarda
[ei,¢;]=0
bo'ladi.
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Mayli B(e,,e1)=0ue4 + ases + ... + a,e, bo’lsin, u holda bazisni e'2 =€5-014€3-
ols€4-...-0,€,.1 deb olmashtirsak quydagiga ega bo’lamiz
[e,.e1]=[-0es-0ses-. . .-Onen.1,€1 ] HB(e2,1)=0.
Shunday qilib, [e,,e1]=0 deb olish mumkin.
Mayli [e},e;]=Bses+ Pses+ ... + Pue, bo’lsin.
[e2,€1] € R(L) bolganlikdan
[er,[ex,e1]]=[[e1,e2].e1] — [[er,e1].e2]
tengligidan
[[er.e2].e1]=[[er,e1].e2] = [[er,e2].e1]=[es,e2]
bo'ladi, yoki [es,e;]=Bses+Pses++ ... + Pu.i€n.
Yugoridagi kabi fikir yuritsak
[e2,[er,e2]]=[[e2,e1],e2] — [[€2,€2],01]
tengligidan va [ej,e;]€eR(L), [e,,e,]=0 dan [[ey,e;],e;]=0 ega bo’lamiz. Bizda e,
bazisi e, da shap tomondan nolga aylantirganidan [e,,e;]=ye, bo’ladi.
3<i1<n-lda
[ei[er,ex]]=[eie1].e2] — [[eirea].e1]
bolganligidan va[e;,e;]eR(L) dan
[[ei.ei].ex]=[[ei.e2].e1]
ega bo’lamiz. Bundan
[[eir,e1].e2]= =[[eie2],e1]
bo'ladi, yoki 3 <1< n-2da
[ei,€2]=Bacira T Bseis + ... + Prro-i€n
bo'ladi.
Shunday qilib biz Hol 2 da Leybnits algebrasining sinfini oldik:
[e1.e1]=€s, [ei.e1]=€i+1, 3<i<n-1,
[e1,€2]=P4es+ PBses+ ... + Pun, [€2.€2]=YEn,
[ei,e2]=Bacj2+ PBseist ... + Poizsjen, 3 <j< n-2.

Teorema isbotlandi.
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Eslatma 2.2. F semeystvadagi algebralar F° semeystvadagi algebralarga
izomorf bolmaydi, shundan Li bolmagan filiformli Leybnits algebralarining
izomorflilikka o’rganish har bir sinfning ichidan izomorfizmga tekshirish yetarli.

Mayli L — n-o’lchamli algebra va {e,, e,, ... , e,} L dagi bazis bo’lsin, u
holda har bir 1,j # 0 uchun [e;,ej] €(€isjt1,- . -,€n)-

Bundan [e;,e;]=¢i+1+(*)eint...+(¥)e,, 2<1i<n-1 bo’ladi.

Bazislarni e,’=ey, e,’=¢e,, €;+; =[e;’,e;’] deb o zgartirib, biz

[ei,e1]=¢€i+1, 2<i<n-1

tenglikka ega bo’lamiz.

Endi

[el,ei]=-ei+1+ocfiz ei+2+ocil’+i3 €is3t... T O €y, 2< 1 <n-1

ko paytmani qarashtiramiz, u holda quydagiga ega bo’lamiz:

[eie1] + [el,ei]=ocff ei+2+oci1’+f eist...t o ey, 2<i<n-1. (2.1)

Leybnits ayniyatidan har bir x, yeL lar uchun

[x, y] + [y, x]eR(L),

bunda R(L) to’plami L dagi ung tomondan nolga aylantiradigan to’plam. Agar biz
(2.1) ning ikkala tomoninda (n-i-3) marta e, ga ko’paytirsak ociff =0 ega bo’lamiz.
Bu protsessni davom ettirsak biz quydagiga ega bo’lamiz:

0, =0, 2<k<n-2-1i
Yugoridagi 0 <1 < [g] da [e;, €] ga qo’llasak, biz

[ei, &]= Oﬂin,ien
ko paytmasiga ega bo’lamiz. Quyidagi
[e1, ei]=[e1, [ei1, el]]= [[er, ], e1] - [[e1, e1], ei]=
=[-eit o en, €1]=-[6i, €1]7-¢€ir1
tenglikni 3<1i<n-1 lar uchun
[ei, e1] = [e1, ei]=-¢in
tengligiga olib kelamiz, yoki barcha xeL* uchun
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[e1, x]=-[x, ei]

ega bo’lamiz.

Biz quydagicha bo’lsin deb olamiz

[ei, ej]=-[e;, &), 1<1<j<n.
Barcha j uchun induksiyani qo’llab quydagi ayniyatiga ega bo’lamiz
[ei, ejl=le, e @11 = [[es, €], €] - [[es, €], ei]= ([engileL)=[er, [es, ]I+
H[e1, e - o en, €] = - [e1, [e;, 11+ [[e1, €il, 1= - [[e1, eil, g1+ [[e1, €], ei] +
+[[e, eil.ej] = - [ej+1, €il, 2<j<n-1.

Shuhday qilib, barcha bazisli ko'paytmalarni teorema 2.2 ga qo‘yib, quydagi
algebralar sinfiga ega bo‘lamiz

F:  [e,el]= eq, 2<i<n-l,

[e1,€i]=- €1, 3=i=n-l,

[e1,e1]=01€n, [e1,€2]=-€5+0,€,, [€2,82]= Ose,

[€2.€]]=- [€j,€2] €{€j2, €43, ..., €n | 3<j=n-2,
_ e
[€i,€]=- [€j,€i] €{€isj> Citjt1s ---» En |» 31 [5], 1S ]S n-,

Shunday qilib biz F’ sinfini va teorema 2.2 ni birlashtirib quyidagi
teoremani olamiz:

Teorema 2.3.[2] [Itiyoriy n-o'lchamli filiformli kompleksli Leybnits
algebralarida {e,, e,, ..., e,} bazisi mavjud bo’lib, u quydagi ko rnishdagi
ko paytmalaridan biri bo’ladi:

F;: [e1,e1]=€3, [€1,€1]=Ci+1, 2<i1<n-1,

[er,e2]=0ues + ases + ... + apg€n + Oen,
[ei,€2]=0lej 12+ Qs€ji3 T ... + OpsojCn, 2<j<n-2,

bunda o, 0€ C va qolgan ko paytmalar barchasi nolga ten’,

Fnz: [elael]:e39 [eiael]:eHla 3 < 1 < n_la
[e1,€2]=Paes+ Bses+ ... + Buen, [€2,€2]=VEn,
[ej,€2]=Paej2+ Bsejrs T ... + Pniz-iCn, 3<j<n2,
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bunda B;, ye C va qolgan ko paytmalarning barchasi nolga ten’,

F: [e,el]= e, 2<i<n-,
[e1,€i]= i1, 3<i<n-l,
[e1,€1]701€n, [€1,62]7-€3 102y, [€2,€2]= Osey,

[e2,6]]=- [ej.€2] €{€j2, €43, -..5 €n }» 3<j=n-2,
[esei]= [ejeil € {€iis ety ns €}, 3<i<[7li<j<nd

bunda 0;,€ C va ko rsetilgen ko paytmalar Leybnits ayniyatin qanoatlantiradi.
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§3. Filiformli kompleksli Leybnits algebralari

almashtirishlari

Ixtiyoriy Li bo'lmagan filiformli Leybnits agebralari izomorflik aniqlikda
teorema 2.2 dagi o z-aro kesishmaydigan ikki sinfnting biriga tegishli bo’ladi. Biz
bu sinflarning ichida izomorflikni tekshirish uchun bazislarning aynimagan
almastirishi zarur. Bu paragraf shu masalani urganadi.

Dastlab Li bo'lmagan filiformli Leybnits algebralari uchun adaptirlangan
bazis tushunchasini kiritamiz.

Ta'rif 3.1. Mayli L n-o'lchamli Li bo’Imagan filiformli kompleksli Leybnits
algebrasi bo’lsin. L algebrasining {e;, €, ..., €,} bazisini adaptirlangan deb
ataymiz, agarda bu bazisda ko'paytma F. yoki F. ko rinishda bo’lsa.

Mayli L algebrasi V vektor fazosida aniglangan Li bo’lmagan filiformli
kompleksli Leybnits algebrasi bo’lsin.

Ta’rif 3.2. feGL(V) bazisining almashtirishi L algebrasining
ko paytmasiga adaptirlangan deyiladi, agarda f adaptirlangan bazisni
adaptirlangan bazisga o'tqizsa.

GL(V) gruppasining adaptirlangan almashtirishidan tuzilgan yopiq qism
gruppasini GL,4(V) orqali belgilaymiz.

Keyinchalik bizga quyidagi lemma kerak bo’ladi.

Lemma 3.1. Ixtiyoriy 0 <p <n-k, 4 <k <n uchun quyidagi tenglik urinli:

n_ jp

Sa(i) > b(i.j)e, = a(i)b(i.j)e, G3.1)

i=k j=i+p j=k+p i=k

Isbhoti. Bu tenglik quyidagi tengliklar zanjiridan kelib chiqadi:

ia(i)zn: b(i.j)e; =Y a(i)(b(ii+p)e,, +b(Li+p+1)e,,, +..+b(i,n)e, )=

n
i=k j=itp i=k

=a(k)[b(k,k+p)e,, +b(k,k+p+1)e, , +..+b(kn)e ]+..+
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+a(t)[b(t,t+p)e.,+

+..+b(t,n)e, ]+..+a(n—p)b(n—p,n)e,
=a(k)b(k,k+p)e,,,+

+b(t,t+p+1)e

t+p+1

+a(k)b(k,k+p+1)+a(k+1)b(k+Lk+p+1)le,, ., +...+

[a(k)b(k,t+p)e., +

+a(k+1)b(k+1Lt+p)+..+a(t)b(t,t+p)le,, +..+a(n—p)b(n-p,n)e, =

Zt:a(l)b (i,t+p)e,, = Zn: f:a(i)b(i,j)eJ

i=k j=k+p 1=k

n—

o

1l
~

¢
Lemma isbotlandi.
Biz keyinchalik Li bo’Imagan filiformli Leybnits algebralarini qaraymiz.
Tasdiq 3.1. Mayli fe GL4(V).
a) Mayli L algebrasi F' sinfiga tegishli bo’lsin. U xolda f quyidagi
ko'rinishga ega bo’ladi:

f(e,)=ae +ae,+ae,+...+ae,
f(e,)=(a,+a,)e, +ae;+...+a, e ,+ (an_1 +a,(0- ocn))en_l +b.e,
f(e, )=[f(e).f(e)] 2<i<n-l

f(e,)=[f(e,).f(e )]

b) Mayli L algebrasi F* sinfiga tegishli bo’lsin. U xolda f quyidagi
ko'rinishga ega bo’ladi:

f(e,)=ae, +a,e, +ae, +...+a.e,

f(e,)=b,e, - 3,07 ¢ ., +be
a,

f(e,)=1f(e).f(e)] 3iznl
f(e,)=I1(e,).f(e,)1

Isboti. Mayli fe GL4(V).
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f(e))=a e tare,+... tae,, f(e,)=be;+byert...+be,
deb olamiz.
a) xolni isbotlaymiz.
f(e;)=[f(e), f(e;)] ko paytmani qaraymiz.
(3.1) tenglikni go’llab biz quyidagi tenglikning tug’riliga ega bo’lamiz:

n
[fle).fle)]=[aiertazert.. tanen, areitasest.. tasen=ai(arta)es +a, > a, e, +
i=4

n
+ta, Zai—lei +
i=4

n—1 n n
+a,(a, +a,)) ae +a,(a0+a,0,)e, +a,) 8, Y oy, e =a(ata)est
= P
n n—1 n k
+alzai—lei +a, (31 + az)zaiei +a,(a0+a,a, e, +azz Zai—2ak+4—iek =
- Py = i
=ai(@ita)es+(aa; +a,(a, +a,)a,)e, +
n—l| t
(alat—l +a,(a, +a,)o, + aZZai—Zat+4—ijet +
t=5 i=5

n
+(a1an—l + a2(a1e + a20(‘n) + azzai—2a‘n+4—i Jen ’
i=5

[f(e),f(e1)] €L’ bo’lsa, u xolda a,(a;+a,)=0 bo’ladi, yani a,#0 va (a;+a,)=0.

Quyidagi tenglikni qaraymiz:

[f(e,).f(e,)]=b,(a, +a,)e, + Zn:ciei :

pa
[f(e,).f(e,)]e” vaa;+a#0 bolganligidan b;=0 bo’ladi.

Adaptirlangan almashtirishning xossalaridan f (e3) =[f (ez),f (e1 )] ega bo’lamiz.
[f(e,).f(e,)] ko'rinishning {ej, ey, ... , €.} bazisida yozilishi quyidagicha

bo’ladi:
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—

n—

[f(e,).f(e,)]=ab,e, +(ab, +a,ba,)e, +

]

(ab_, +a,b,a, +
t

t
+a2zbi—2at+4—i)et + (albn—l + azbzan + azzbi—zan+4—ijen .
i=5

Il
B W

i=5

Bazis elementlarning oldidagi koeffitsientlarni taqqoslab f almashtirishning

koeffitsientlariga chegaralashlarni olamiz:

a,+a,=b,,

a; = 0j,

t t
aa._,+ azzai—zat+4—i = albt—l + azzbi—zat+4—i9
i=5 i=5

n n
aa,  +a,(a0+a0, )+ alzz:ali_zocn+4_i =ab,  +ab,o + azzbi_zoc
i=5 i=5

n+4-i*

Bundan

b,=a, +a,,
b.=a , 3<1<n-2
b, =a, +a,(6-a,).

n

b) xol a) xolga uxshash isbotlanadi.
Tasdiq isbotlandi
Natija 3.1. Dim GL4(V)=n+2.
Ta’rif 3.3. Bazis almashtirishining quyidagi ko’rinishin elementar deb

ataymiz:

birinchi tur - t(a,bk)=
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e,)=(a+b)e, +b(6-0,)e
ei+1) = [f(ei)’f(el)]’

n—1?

ikkinchi tur - S(a,b) = a(atb)#0,2 <i<n-1,

(
uchinchi tur - G(b,n) = E 3<i<n-1,
(

to'rtinchi tur - n(a,k) = 3<i<n-1,3<k<n,

f(e,)=ae, +be,,
bdy
f(e,)=de, - &
beshinchi tur - §(a,b,d)= (e;)=de, a Ca1> ad=0, 3 <i<n-1,
f(el+1):[f(ei)’f(el)]9
f(e3 =[f(el),f(el)],

bunda a, b, deC.

Mayli f element GL,4(V) gruppaning ixtiyoriy elementi bo’lsin, u xolda f
elementar almashtirishlar orqali anglatiladi, ya'niy quyidagi o’rinli.

Tasdiq 3.3.

1) Mayli f tasdiq 3.1 dagi a) ko'rinishda bo’lsin. U xolda

f=1(a,,b,,n)ot(a, .a, .n—-1)o..o1(a;,a;,3)09(a,a,).

i1) Mayli f tasdiq 3.1 dagi b) ko rinishida bo’lsin. U xolda
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f=y(b,n)on(a,,n)en(a, ,n—-2)c..on(a;,3)8(a,.a,,b,).

Isboti: Isbotlash tengliklarni tekshirishdan kelib chiqadi.
Tasdiq isbotlandi.

Quyidagi teorema Li bo’lmagan filiformli kompleksli Leybnits
algebralarining izomorflik aniqlikdagi tavsiflash masalasini maxsus turdagi
almashtirishlarni urganishga keltiriladi.

Teorema 3.1.[7] Filiformli algebralarni izomorflik aniqlikda tavsiflash
uchun:

a) F' - sinfdagi algebralarda quyidagi ko rinishdagi  bazis

almashtirishlarni garash etarli:

f(el) ae, +be,,
Jre)=asbe cb(0-a)en
Hab)= f(e.,)=[f(e).f(e)l; e
f(e3 ( ) ( )]’

bunda a, beC va a(atb)=0,
b) F? - sinfdagi algebralarda quyidagi ko rinishdagi bazis almashtirishlarni

qarash etarli:

f(e,)=ae, +be,,
_ e, dv
8(a,b,d)= fe,)=de, a " 3<i<nl,
f(e.)=[f(e).f(e)l
f(e, :[f(el),f(el)],

bunda a, b, deC va ad#0.
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Isboti: a) tasdigni isbotlash uchun

g=r(an,bn,n)or(an_l,an_l,n—l)or(a a n—2)o...or(a3,a3,3)teorema2.3

n-2°n-22
dagi birinchi sinfdagi strukturali o’zgarmaslarni o’ zgarmasligin ko rsatish etarli.

t(a,b, k) almashtirishini qaraymiz:

f(e)=¢, +ae,,

f(e,)=¢, +be,,
S PR )

f(e,)=[f(e ).f(e )]

3 <k <£n da a=b deb olamiz, u holda r(a,b,k) quyidagi ko'rinishge ega
bo’ladi:

t(aak)=

Berilgan almashtirish adaptirlangan ekanligi bizga ma'lum. Haqigattan hom

f(e;)=[f(e1).f(e)]=[eiTaee tae]=estae,
f(es)=[ fle,), f(e))]=[e.Taey e, Taei]=estaey. 1,

f(e))=[f(ei.1),f(e1) ]=[ei1Taex:iz.e1Hae]=eitaeg i, k+i-1 <n,

ko'paytmalarni garashda k + 1 - 1 > n da a koeffitsient nolga teng. Bundan
t(a,a,k) €GL,(V) kelib chiqadi.

Parametrlar qatnashgan ko paytmalarni qaraymiz:
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n—1 n—k+1

[f(e,),f(e,)]=[e, +ae,,e, +ae, ]= ZOLiei +0e, +a z e . =

n—k+1 n—1 - n—1 -
= Z o, (e +ae, )+ e, +0Oe, :ZOLif(ei)+9f(en),
i=4 i=n—-k+2 i=4
n n—k+1
[f(e,).f(e,)]=[e, +ae,,e, +ae, ]= Zzociei +a Z o€, | =
i=4 i=4
n—k+1 n ln 1
= Z o (e +ae, )+ z ae = Z:ogf(ei )-
i=4 i=n—-k+2 i=4

Shunday qilib, birinshi tu'rdagi almashtirish 3 < k < n da ixtiyoriy aeC
uchun o, 6 parametrlarini o zgartirmaydi.

Ugshash turda r(a,b,n) €GL,4(V) va bu almashtirish ixtiyoriy a, b € C
uchun o, 6 parametrlarini o zgartirmaydi.

Adaptirlangan almashtirishlarning superpozitsiyasi yana adaptirlangan
bo’lishidan

g=1(a,,b,,n)ot(a, .,a, ,n-1)o..o1(a,,a,,3)

almashtirishining teorema 2.3 dagi birinchi sinfning strukturali o’zgarmaslarini
o zgartmasligi kelib chiqadi.

Teoremaning ikkinchi tasdiqining isboti birinchi xolga ugshash
¢=o(b,n)on(a, ,n)on(a, ,n—1)o..on(a,,3) almashtirishining teorema 2.3 dagi
ikkinchi sinfining strukturali o'zgarmaslarini o'zgarmasligiga keltiriledi.

Teorema isbotlandi.
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§ 4. Besh o'Ichamli filiformli kompleksli Leybnits

algebralari

Bu paragrafda besh o'lchamli filiformli kompleksli Leybnits algebralari
urganiladi.

Ikkinchi paragrafdagi teorema 2.3 bo'yicha {e;, €,, €3, €4, €5} bazisli besh
o Ichamli filiformli kompleksli Leybnits algebralari birinchi, ikkinchi va uchinchi

sinflarda mos ravishda qo'yidagi ko rinishda bo’ladi:

F: [enei]=es [ene1] = €1, 2 <1< 4, [e1,62] = aueq + Oes,
[€2,€2] = augeq + ases, [€3,62] = oues,

FSZ: [e1,e1] =es3, [€ne1] = €1, 3 <1< 4, [er,e;] = Pacs+ Pses, [€2,€2] = Yes,
[e3,e2] = Baes,

F: [ewei]=ei,2<i<4[ene]=—¢ei1,3<i<4 [e.,e]=0es,

[e1,€2] = —€3+ 0,65, [€2,€2] = O3es5, [€2,63] = — [€3,62] = O4e5

bunda a;,0;,3:,y € @p , golgan barcha ko paytmalar nolga teng.

Qo'yidagi teorema besh o'lchamli filiformli kompleksli Leybnits
algebralarining tavsifini beradi:

Teorema 4.1. Ixtiyoriy besh o’lchamli filiformli kompleksli Leybnits
algebralari qo’yidagi o z-aro izomorf bo’'lmagan algebralarning biriga izomorf

boladi:

Li:  [enei] =es [enei] =€, 2 <1 L4

Ly: [enerl] =es, [ene1] =eir, 2 <1< 4, [e,e] =es;

Ly:  [enerl] =es, [epe1] = ey, 2 <1< 4, [eren] =es;

Ly [erer 3, [€€1] = €ir1, 2 <1 L4, [er,e5] =265, [€2,62] =65

1=
Ls(0): [er.e1] = e3, [eie1] =eir1, 2 <1< 4, [e),e;] = Oes, [€2,62] = €4, [€3,€2] =€5;
Le:  [enei] =es, [enerl] =6, 2 <1< 4, [e,en] =e4 —2es,

[€2,€2] = €4 — 265, [€3,€2] = €5;
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L;:  [enei]=es [enei]=¢€ir1, 2 <154, [e,e] =¢4

[€2,€2] = €4 — 265, [€3,62] = €5;

Gi:  [ene]=es [eper] =€, 3 <1< 4

Gy [eneil] =63, [eer] =i, 3 <1< 4, [e,0] =

Gyt [eneil] =63, [ener] =i, 3 <1< 4, [ere] =

Gy [ener] = e, [ener] = eivr, 3 <1< 4, [e,62] = e, [€2,62] = 2es;

Gs:  [eneil] =63, [ener] = e, 3 <1< 4, [er,62] =es+ es, [€2,02] = 25, [€3,02] = €5

Gs(7): [er,e1] = e, [ee1] = €iv1, 3 <1< 4, [er,e2] = €4+ €5, [€2,€2] = ves5, [€3,€2] = €5
T [enei]=¢x1,2 <1< 4, [e,e]=—¢i1, 3<1L4;
Ty: [eneil]=¢i1,2 <1< 4, [e,e] =—¢ir, 3 <1=Z 4, [er,e3]=—[e3.e2] =es;
T3:  [enei]=¢x1,2 <1< 4, [e,e]]=—¢i1, 3154, [e,e]=c¢s
Ty [ene1]=¢€i1,2 <154, [ee]=—¢i1, 3154, [e,e]=c¢s
[er,e2] =—e3+ €55
Ts(ax): [eper]=€i1,2 <1< 4, [e,e] =—¢ei1, 3 <1< 4, [e,e]=e¢s,
[e1,€2] = —e3 + aes, [ea,3] = —[e€3,2] = €5
Te:  [ene1]=¢i1,2 <1< 4, [e,e]]=—¢i1, 3154, [e,e]=c¢s
[e1,62] = —€3+ 2es, [€2.62] = €5

T7((P)Z [ei,el] = €i+1, 2<1< 4, [el,ei] = — €i+1, 3<1< 4, [61,61] = €5

[er,e] =—€e3+ 4+ vie e, [ex,6:] = €s5;

bu erda 6,v€Q,.

Isboti. F51 sinfininng ichida izomorflikga tekshiramiz. Uchinchi paragrafdagi

teorema 3.1 dagi F51 sinf uchun 3 almashtirishini olib, qo'yidagi bazis

almashtirishini bajaramiz
e;=Ae; + Be,, e,=(A + B)e, + B(6 — as)es.

U xolda qo'yidagiga ega bo'lamiz:
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e, =[e|,e/]=A(A + B)es + B(A + B)aue, + (ABO + B’as)es,
e\=[e,,e/]=A(A + B)e; + B(A + B)oues + (ABO + Bas)es,
e, =[e},e/]=A%(A + B)es+ 2AB(A + B)oyes,
e.=[e,,e/]=A’(A +B)es, gde A(A +B) = 0.

F. algebradagi ko'paytmalarni yangi bazisda yozib va {e, e,, 3, e4, €s}
bazis elementlari oldidagi koeffitsientlarni taqqoslab, qo'yidagi munosabatlarga

ega bo'lamiz:

, A+B
ay, :TOL4,
o = A(AO+Ba,)-2(A +B)Ba
A* ’
o = (Ao —2BOLi)(A + B)
5 - .

A3

Mumkin bo'lgan barcha xollarini qaraymiz.

Xol 1. Mayli o4 = 0 bo’lsin. U holda munosabatlar

o, =0,
, os(A+B)
5= A2 >
o A0+ Bo

ko'rinishda bo'ladi.
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Xol 1.1. Mayli as= 0 bo'lsin. U holda

, ,_ 9
o= Ova 0'= P
bo'ladi.
Agar 0 =0 bo'lsa, 0" holda 6’ = 0 va L, algebrasiga ega bo'lamiz. Agar 60

bo'lsa, 0" holda 4= JO deb olib, 6’ =1 va L, algebrasiga ega bo'lamiz.

2 J—
Xol 1.2. Aytaylik as# 0 bo'Isin. U holda B _A Z A% deb olib
a’S
a; =1,
0’ 6;35 +1

munosabatiga ega bo'lamiz.
Agar O = a5 bo'lsa, 0" holda 0’ =1 va L; algebrasiga ega bo'lamiz. Agar 6+
os bo'lsa, 0" holda 4=.,/0—a; deb olib, 0’ =2 va L, algebrasini olamiz. Xol 2.

2 p—
Mayli a4 # 0 bo'lsin. O" holda B = A —Ao, deb olib qo'yidagi munosabatlarga
Oy

ega bo'lamiz:

2
, o5 —2A0, + 20
oy = ,

oy

o, (0—ay)+Aas —2A%0, +2Aa;

ef
A’a,

Qo’yidagi munosabat o rinli:
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A+B

A3 (0('5 + 2(1'2)7

[ 12 _
oast2o, =

0" holda as + 2 a; ifoda uchun izomorf bo'Imagan algebralar hosil bo"ladigan

goyidagi ikki xolni qaraymiz.

2
Xol 2.1. Mayli a5+2ai¢0.0‘hddaf\=g%;231(kbohb
a4

40@2‘(9 — )
(o5 +203)°

a;=0va 0'=
munosabatlariga ega bo'lamiz, ya'ni Ls(0) parametrli algebrasiga ega bo'lamiz.
Xol 2.2. Mayli as+2a; =0. 0" holda
oy =-2,

_0+20; —2A°

0’ A2

Agar 0 +2a; = 0 bo'lsa, o’ holda 0’ = -2 va L algebrasi kelib chiqadi. Agar

0+2a;

0+ 20@2‘ # 0 bo'lsa, 0" holda 4= deb olib, 6" =0 va L, algebrasi hosil

qilamiz.

Endi F52 ikkinchi sinfdagi Leybnits algebrasini izomorflikga tekshiramiz.

Uchinchi paragrafdagi teorema 3.1 dagi F. sinf uchun & almashtirishini olib,
qo'yidagi bazis almashtirishini bajaramiz

e;=Ae; + Be,,

bunda AD # 0.
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o' holda qo'yidagiga ega bo lamiz:

ey=[e].e]] = A’es + ABBaes + (ABPs + B)es,
e, =[e},e]=A’es+ 2A°Bpaes,

e.=[e,,e/]=A’es.

algebradagi ko'paytmalarni yangi bazisda yozib va {e, €,, €3, €4, €5}

F.
bazis elementlari oldidagi koeffitsientlarni taqqoslab, qo'yidagi munosabatlarga

ega bo'lamiz:

, DB
B4 = A24 ’
, D%y
Y = A
, _ D(AB, + By +2B;B)
Bs = A* .

Xol 1. Aytaylik B4= 0 bo'lsin. O holda

B: =0,
, _ D(AB; +By)
BS = A4 H
,_D
'Y - A4
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Agar B5 =0 bo'lsa, o' holda B} =0 va G, algebrasini olamiz.

3
Agar s # 0 bo'lsa, 0" holda D = f;_ deb olib, B =1 va G, algebrasiga ega

5

bo'lamiz.

Xol 1.2. Mayli y # 0 bo'Isin. O* holda A=%/yD* vaB= — AB; deb olib,
Y

v =1, B =0 va G; algebrasi hosil buladi.

2
Xol 2. Mayli B4 # 0 bo'lsin. O" holda D = g— deb olib qo'yidagiga ega

4

bo'lamiz:

B, =1,

5 AB:+ By 255
AR
Y

Y =7

B:
Bizda

., D?
Y —2B) = F(v— 2B3)

tengligi o'rinli bo'lganligidan izomorf bo'lmaydigan algebralar kelib chiqadigan
goyidagi xolllarni qaraymiz.

Xol 2.1. Mayli y — 2B; = 0 bulsin. O holda




bo'ladi.
Xol 2.1.1. Mayli 5= 0. O" holda B} = 0 va G4 algebrasini olamiz.

Xol 2.1.2. Mayli 5 # 0 bo'lsin. O" holda A = Bs deb olib, B =1 va Gs

4

algebrasiga ega bo'lamiz.
Xol 2.2. Aytaylik y — 2B # 0 bo'lsin. O holda B = % deb olib,
4Py
B5 =1 va G(y) parametrik algebrasini olamiz.
Keyingi gadam F53 sinfning ichida izomorflikga tekshiramiz:
[ere1] =eir1, 2 <1< 4, [e,er] = 0165, [€1,62] =— €3 + 0ses, [€2,62] = 0365,
[€2,€3] = — [€3,€2] = O4es, [€1,6] =— €21, 3 <1< 4,
Mayli (04, 6,, 65) = (0, 0, 0) bo’lsin. O holda algebramiz Li algebrasi o'lib
topiladi va qo'yidagi ko rinishga ega bo’ladi:
[eie1] = —[er.ei] = €41, 2 < 1< 4, [er,63] = — [€3,62] = Oses.
Agar 6,= 0 Dbo’lsa, 0" holda T, algebrasiga ega bo'lamiz:
[eper]=—[ene] =€, 2 <1< 4.
Agar 6, 0 bo'lsa, 0" holda
e =04e1, €, = 0jey, ) = Oes, €, = O)ey, €, = 0]es
bazis almashtirishida 6,=1 bo'ladi va T, algebrasi kelib chiqadi:
[ei,e1] =— [er.ei]=€ir1, 25154, [ey,65]=— [€3,62] = es.
Mayli (04, 0,, 63) # (0, 0, 0) bo'lsin. Agar 6, = 0 bo'Isa, 0" holda (0,,03)=(0,
0), va e} = e; + Ae, bazislik almashtirish bajarib, [e] ,e;]=A29365¢0 ega bo'lamiz,
ya'ni ixtiyoriy 05 uchun A%0; # 0 bo'ladigan A # 0 mavjud bo'ladi. O' holda 0,20

deb olishimiz mumkin va

1

r _ r r _ r _ r _— N2

e, =0ey, €, __G €, €, =¢€3, €, = 01e4, €5 = 0;¢s
1

bazislik almashtirishida 6, = 1 kelib chigadi. Shunday qilib ko'paytma qo'yidagi

ko'rinishga ega:
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[ene1] =€, 2 <1< 4, [er,e] =es, [€1,62] =— €3 + aes, [€,e:] = Pes,
[e2,635] = — [es,e2] = ves, [e,e] =—eir1, 3 <1< 4

Endi bu ksinfning ichida izomorflikni tekshiramiz:

e; = A]C] + Azez + A3e3 + A4e4, 6,2 = B161 + Bzez + B3e3 + B4e4,

bunda Ale— AzBl #0.
O’ holda

ey =[e),e1]=(ABo— A;B)es+ (A Bs— AsB))es +
+ (AB1+ A Bs+ AsBia + AyBofB — AyBsy + AsBoy — AuB)es,
e,=[e},e/]=Ai(AiBr— AsB)es+ (A7 B3 — AjA3B — AjAByy + ASByyes,

e;= [e:‘ ,e;] = A12 (Ale— A2B1)65, gde Al(Ale— AzBl) # 0.

Qo’yidagi ko paytmalarni qaraymiz

[el.e]= (A7 + AjAa + AjP)es,

[e,e,]=(AB1— AiBy)e; + (A3;B1— A Bs)es + (A1 B1—A1Bs+A | Bro+A,B,B +
+AB3y — AsByy — AyBy)es,

[¢).e)]=(B] +BBya + B;P)es,

[e),e}]=Bi(AB;— AiBy)es + (YB2(A1B-A,B,) + Bi(A B3 — A3B)))es.

Ikkinchi tomondan

[e].e;]= ei= A} (AB,— A;B))es,
[el,e,]=—¢) +a'e; = (AB— ABy)es+ (AsB1—ABs)es + (A B — A By~

—AzBla - AszB + A2B3'Y - A3B2'Y +A4B1+0c' 1&12 (A1B2 — AzBl))e5,

35



[e),e)]1=PB'es = B'Af(ABy— A;B))es,
[e),ei]=7"es =V AT (ABy— AjB))es
ega bo'lamiz.
Bazislik elementlar oldidagi koeffitsientlarni  tagqoslab,

munosabatlarga ega bo'lamiz:

A?Bz :1A12 + A1A20c ‘f’Ai B,

, _aA +2BA,
Al
B,p
Br_ 2 ,
Al
,:L
i A2

Qo’yidagi tenglik o'rinli:
o’ —4p = th(oc2 —4p).
Al

Xol 1. Mayli =0 bo'Isin. O holda

p=0,
1&12 B2 :1A12 +A1A2(X,,
A}’
Y
Y=—.
Af
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Xol 1.1. Mayliy=0bo’lsin. O holday'=0vaa' = %.
1

Agar a = 0 bo'lsa, 0" holda o' = 0 bo'ladi va T; algebrasi kelib chiqadi.
Agar o # 0 bo'lsa, o* holda 4, =Ja deb olib, o' = 1 ni va T, algebrasiga

ega bo'lamiz.
. A . A a
Xol 1.2. Mayli y#0 bo'lsin. O™ holda 4, :\/; deb olsak, y =1 va a'=—
/4
bo'ladi. Demak biz Ts(« ) algebrasiga ega bo'ldik, bunda o # 0.

3

Xol 2. Aytaylik  # 0 bo'lsin. O™ holda B, = % deb olsak,

B =1,
Al =B(A] + AAa+ AlB),
, _aA, +2BA,
A} ’
Y
Y A12

munosabatlariga ega bo'lamiz.

Xol 2.1. Mayli y = 0 bo'lsin. O" holda

Y =0,
Al =B(A] + AA 0+ AlB),

r —

aA, +2BA,
Aj
1
Xol 2.1.1. Mayli o” - 4B = 0 bo'lsin. O" holda A2=2—B(2A13 - 0A) va A0

deb olib, o' = 2 ga va T, algebrasini olamiz.
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2 J—
Xol 2.1.2. Agar o — 4P # 0 bo'lsa, 0" holda 4’ = o —4p

deb olib, o' =0

va T algebrasiga ega bo'lamiz.

Teorema isbotlandi.
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Xulosa

Leybnits algebrasining strukturaviy nazariyasini Sh.A. Ayupov va B.A.
Omirovlar o’rgana boshladi. Hozirgi vaqtda bu strukturaviy nazariya yaxshi
o’rganilgan bo’lib va tadqiqot ishlari yanada rivojlanayapdi. Leybnits algebrasi Li
algebrasining umumlashmalaridan biri hisoblanadi. Algebralarni tavsiflash
masalasi asosan chekli o’lchovli algebralarda o’rganiladi.

Ishning birinchi paragrafida Li va Leybnits algebrasiga oid dastlabki
tushunchalar va belgilashlar keltirilgan.

Ikkinchi paragrafda filiformli Leybnits algebralari urganilgan.

Bitiruv malakaviy ishning uchinchi paragrafida filiformli kompleksli
Leybnits algebralarining almashtirishlari qaraladi.

To'rtinchi paragrafida besh o'lchamli filiformli kompleksli Leybnits

algebralari o'rganiladi.

39



Foydalanilgan adabiyotlar

. Albeverio S., Omirov B.A, Rakhimov I.S. Classification of 4-dimensional
nilpotent complex Leibniz algebras. Extracta Math. Vol. 21, No. 3, 2006, p.
197-210.

. Ayupov Sh.A., Omirov B.A. On some nilpotent Leibniz algebras. Sib. Math. J.
vol. 42(1), 2001, p. 15-24 (in Russian).

. Ayupov Sh.A., Omirov B.A. On 3-dimensional Leibniz algebras. Uzbek Math.
J., (1999), N1, p.9-14.

. Ayupov Sh.A., Omirov B.A. On Leibniz algebras. Algebra and operators the
ory, proceeding of the coloquium in Tashkent 1997. Kluwer Academic Publish
ers 1998, p.1 - 13.

. Ayupov Sh.A., Omirov B.A. Ob odnom sluchae virojdeniya algebr Leybnitsa.
DAN RUz, N6, 1997, s. 3-6.

. Ayupov Sh.A., Omirov B.A. Opisanie konechnomernix nilpotentnix
kompleksnix algebr Leybnitsa, obladayushix maksimal'nim nil indeksom.
DAN RUz., N2, 1999, s. 3-7.

. Gomez J.R., B.A. Omirov. On classification of complex filiform Leibniz
algebras. // arxiv : math.RA/0612735v1. — 14 p.

. Loday J.-L. Une version non commutative des algebres de Lie: les algebres de
Leibniz. Enseign. Math. vol. 39, 1993, p. 269-293.

. Vergne M. Cohomologie des algébres de Lie nilpotentes. Application

a I'étude de la variete des algebres de Lie nilpotentes. // Bull. Soc. Math.
France, vol. 98, 1970, p. 81 - 116.

10. Omirov B.A. Ob algebrax Leybnitsa. DAN RUz., N2, 1997, s. 6-10.

11. V. A. van der Varden, Algebra., M. 1976., 648s.

12. Djekobson. N. Algebri Li. M.: Mir, 1964. —356s.

13. Kostrikin A.I. Vvedenie v algebru. // M: Nauka, 1977, —495 S.

14. www.math.ru.

15.www.ziyvonet.uz.

40



