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Kirisiw

Salistirtwlar teoriyasi sanlar teoriyasinin® en’ a’hmiyetli bo'limlerinen biri
bolip tabiladi. Salistiriwlar teoriyasi menen tig'1z baylanish bolg an tarawlardin’

biri bul p-adikaliq sanlar. Bul sanlarg'a aniqlama p -adikaliq norma ja'rdeminde
beriledi, yag'niy ratsional sanlar ko'pligin p-adikaliq norma dep ataliwshi
norma menen toliqtiriladi. Payda bolg an ratsional sanlardin® ken'eytpesi - p -

adikaliq sanlar delinedi.

p-adikaliq sanlar teoriyast ha'zirgi zaman rawajlanip atirg an

matematikanin® en’ tez rawajlanip atirg’an tarawlarmin’ biri bolip tabiladi. Sol

sebepli de bul teoriyag'a qizig'iwshiliq a'dewir joqari. biz endi p -adikaliq

analiz benen haqiyqiy analaizdi salistirip ko'rsek, p-adikaliq analizde haqiyqry
analizden pariglanadi. Ayirim jag'daylarda qizig'arli qa’siyetlerge iye boladi.
Bul p-adikaliq sanlardin’ jaqsit qa’siyetlerinen biri bul qatar jiynaqli boliwi
ushin onm’ uliwma ag’zasi nolge umtiliwi za’ru’r ha’m jeterli boladi, al
haqiyquy sanlarda tek jeterli sha’rt bar. Bul sanlar maydanin’ jaman
qa’siyetlerinen biri bul maydanda ta’rtip kiritip bolmaydi, yag’nty p-adikaliq
sanlard1 salistirip bolmaydi.

Ha'zirgi waqitta ha'r qiyli matematikaliq tarawlar p-adikaliq sanlar
maydaninda u'yrenilip atir. p-adikaliq sanlar teoriyast zamanago'y
matematikanin® en’ tez rawajlanip atirg'an oblastlarinin® biri bolip tabiladi.

Ma'selen p-adikaliq matematikalq fizika, p-adikaliq itimalliglar teoriyasi, p -
adikalq differentsialliq ten'lemeler, p -adikaliq dinamikaliq sistema ha'm tag'1

basqalar. p-adikaliq sanlardi birinshi bolip XIX a'sirdin’ aqirlarinda nemets
matematigi K.Genzel" ta'repinen kiritilgen.

Bul pitkeriw qanigelik jumisi u'shinshi da'rejeli p -adikaliq ten'lemelerdi

u'yreniwge arnalg an.



Jumistin® birinshi paragrafinda p -adikaliq sanlar maydan1 haqqinda bolip,
tiykarman p -adikaliq sanlar teoriyasina tiyisli bolg'an da'slepki tu'sinikler
keltirilgen.

Ekinshi paragrafta p -adikaliq kvadrat ten'lemelrdin’ sheshiw kriteriyasi
u'yrenilgen.

Pitkeriw ganigelik jumisinin’ u'shinshi paragrafinda x’ = a ko rinisindegi
p -adikaliq ten'lemeler garalg an.

To'rtinshi paragrafta bazi-bir u'shinshi da‘rejeli p-adikaliq ten'leme
u'yreligen.

Jumistin® aqirinda juwmagqlaw ha'm paydalanilg'an a'debiyatlar dizimi
keltirilgen.

Uliwma bul teoriya menen tanisiw ha’m teren’ u’yreniw ushin [1-16]

a’debiyatlardan paydalaniw mu’mkin.



§1. Da’slepki tu sinikler ha’m belgilewler

Haqiyquy sanlar R ratsional sanlardi toliqtiriw dep atalatug’in protsessten
payda boladi. Bul protsess qa’legen metrikaliq ken’islik ushin qollamw
mu’mkin, yag’'niy d araliq funktsiyast menen M ken’islik. Bos bolmag’an M
ko’pliginde elementlerdin’ (x, y) ta’rtiplengen jupliglardin® ko’pliginde

anigqlang’an d : M x M — R funktsiyas1 aralig delinedi, eger sha’rtlerdi

qanaatlandirsa:
1) d(x,y)ZO; d(x,y)zO S Xx=y;
2) d(x,y)=d(y.x), Vx,yeM ;

3) d(x,y)Sd(x,z)+d(z,y), Vx,v,zeM .

M metrikaliq ken’isliktin’ {rn} nuqatlar izbe-izligi Koshi izbe-izligi delinedi,
eger ga’legen ¢ >0 sani ushin sonday natural N sani1 bar bolip, barliq n,m > N
lerde d(r,,r, )< e bolsa. Eger M degi qa’legen izbe-izlik M de limitke iye bolsa,
onda M tolig metrikaliq ken’islik delinedi. Eger M toliq emes bolsa, onda
sonday metrikaliq M ken’isligi bar bolip ha’m

1) M tolig;

2) M ken’isligi M, u’les ko’plikti o’z ishine aladi ha’'m bul M,
ko’plik M ge izometrikaliqg;

3) M, ko’pligi M de ha’mme jerde tig’1z (M degi ha’r bir noqat M,

noqatlardin’ limit noqgati boladi)

M nin’ toliqtirtwshisinin’ aniq konstruktsiyasin beredi. Onin’ elementi —

bul M degi Koshi izbe-izliginin’ ekvivalentlik klasslar1 (x, ha’m y, izbe-

izlikleri ekvivalent delinedi, eger d(x,,,)—> 0 bolsa).



M =Q ushin biz ratsional sanlar arasindag’i a’piway1 evklid aralig’in

to’mendegishe aniglaymiz:

d(rl,rz)z‘rl—rz‘. (1.1)

Bunda araliq Q degi evklid normasidan payda boladi, bul norma absolyut
shama delinedi ha’m “sanli ko’sherdegi” a’piway1 araliqti beredi.

Q ko’pliktin® R ge shekem bolg’an toliqtirtwshis1 sheksiz onliq
bo’lsheklerge tiykarlanadi. Ratsional sanlardi sheksiz onliq bo’lshekler
korinisinde su’wretlewi periodl1 bolg’anliqtan xarakterlenedi. Ekinshi ta’repten,
ga’legen sheksiz onliq bo’lshekler “san ko’sherinde” bazi-bir nogatti beredi.
Demek, haqiyqiy sanlard: sheksiz onliq bo’lshekler menen jaziw qolayli boladi.

Ha’r bir haqiyqiy on’ a sani1 onliq bo’Ishek ko’rinisinde jaziw mu’mkin
a=) al0™", (1.2)
k=m

bunda m — bazi-bir pu’tun san ha’m q, tsifrlar yamasa koeffitsientler
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
ma’nislerin qabil qiladi. Bulday su’wretlew barliq k>n wushin g, =0
jag’daydan basqa jag’daylarda birden-bir, bunday jag’dayda a saninin’ basqasha
su’wretleniwi bar: a' =a, -1, a, =9, k>n ha’'m @, =qa,, k<n. Q da limitke
1ye bolmag’an ratsional sanlardan turatug’in Koshi izbe-izliklerin du’ziw qiym
emes:
0,1, 0,1011, 0,10110111, 0,1011011101111, ...

Ekinshi ta’repten, ratsional sanlardan du’zilgen Koshi izbe-izliklerinin’
ekvivalentli klasslardin’ ha’r biri 0’z ishine (1.2) qatardin’ dara qosindilarinin’
izbe-izligin aladi bul izbe-izliktin® limiti sheksiz onliq bo’lshekler boladi.

Basqasha aytqanda, haqiyqiy sanlar ko’pligi evklid aralig’ina qarata toliq bolad1
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ha’m sheksiz onliq bo’lshekler menen haqiyquy sanlardi du’ziw evklid aralig’ina
qarata toligtirtw protsessine ekvivalent boladi. (1.2) ni g tiykar1 boyinsha sheksiz
bo’lsheklerge jaytw menen uliwmalastinw mu’mkin, bunda g — 2 den u’lken

yamasa ten’ bolg’an qa’legen natural san; demek
C —k
a= Zakg ,
k=m

bul jerde a; koeffitsientleri {0,1,..., g—l} ko’pliginin’ ma’nislerin qabil qiladi.
Ko’pshilik jag’daylarda toligtinw tu’mendegi konstruktsiya  ja’rdeminde
quriladi:

Teorema 1.1. Meyli M — toliqg metrikaliq kenislik ha’m X ko ’pligi M nin’
u’les ko’pligi bolsin. Onda X tolig boliwi ushin M de tuyiq boliwi za’ru’r ha’m
jeterli boladi. Dara jag’'dayda, X u’les ko pliktin’ M degi tuyiglanmiwit X u’les
ko pliktin’ toligtirtwt sipatinda garaw mu 'mkin.

Ratsional ha’m haqiyqiy sanlar maydanlar dep ataliwshi algebraliq
strukturalardin’ tiykarg’1 misallar1 bolip tapiladi. F maydani — bul gosiw ha’m
ko’beytiw dep ataliwshi eki binar operatsiyali ko’plik bolip bul operatsiyalar
to’mendegi sha’rtlerdi qanaatlantiradi:

1) a+b=b+a Va,beF (qosiwdin’ kommutativligi);
2) a+ (b + c) = (a + b) +c a,b,c e F (qosiwdin’ assotsiativligi);
3) Vae F elementi ushin 0+ a =a bolatug’in sonday 0 € F' elementi bar

boladi (noldin’ bar boliw1);

4) VaeF elementi ushm a+(-a)=0 bolatug’m sonday —aeF
elementi bar boladi (qosiw boyinsha keri elementtin’ bar boliw1);

5)a-b=b-a Va,beF (ko’beymenin’ kommutativligi);

6) a- (b : c) = (a : b) ¢ Va,b,ceF (ko’beymenin’ assosiativligi);

7) Vae F*=F\0 ushin 1-a=a bolatug’in sonday 1€ F' elementi bar

boladi (birlik elementtin’ bar boliw1);



1

8) Vae F* elementi ushin a-a”' =1 bolatug’in a' € F* elementi bar

boladi (ko’beyme boyinsha keri elementtin’ bar boliw1);
9) a- (b + c) =a-b+a-c Va,b,ceF (distributivlik);

10) 0=#1.
1) - 4) ga’siyetlerin ganaatlantirtwshi bir binar operatsiyali algebraliq
struktura abel (yamasa kommutativ) gruppa delinedi. Sa’ykes tu’rde qosiw

menen F ko’pligi F' maydaninin’ additiv gruppast delinedi, F' maydaninin’
ko’beyme menen F* ko’pligi multiplikativ gruppa delinedi. Maydannin’
a’hmiyetli ga’siyeti ol noldin’ bo 'liwshisin 0’z ishine almaydi, yag’'nty a-b=0
bolatug’in a,b € F* elementleri ushin.

Amgqlama 1.1. Meyli F maydan bolsin. F te norma dep F ti teris emes
haqiyqiy  sanlarg’a  sa’wlelendiriwshi  ha’m  to’mendegi  sha rtlerdi

qanaatlandiriwshi H H sa 'wleleniwine aytiladi:

1) HtzO < x=0;
2) [l =+l

3) et A<+ v

, Vx,yelF,

, Vx,yeF (u’shmu’yeshlik ten’sizligi).

Norma trivial delinedi, eger barliq x#0 ler ushin HOH =0 ha’m HxH:I bolsa.

Qa’legen n e N ushin biz

nl=1+..+lekfF
%/_J

n

gatnaslarg’a iye bolamiz.
Biz bul natural sang’a sa’ykes keliwshi elementi n simvol1 arqali belgileymiz.

Tastiyiqlaw 1.1. Qa’legen x,y € F' ler ushin to 'mendegiler orinli:

a) |1 =[-1]=1;
b) [l =

b



) e v = [+l -
d) =y <[+l

) [/ A=l 7y

>

b

b

f) HnHSn,‘v’neN.

Amgqlama 1.2. Eki d, ha’'m d, metrikalar1 F te ekvivalent delinedi, eger

d, metrikasinda qa’legen izbe-izlik Koshi izbe-izligi bolad: sonda tek sonda

g'ana eger d, metrikasinda da Koshi izbe-izligi bolsa. Eki H -tha ‘m H H2
normalart ekvivalent (H Hl ~H Hz) delinedi, eger olar ekvivamlent metrikalarin
indutsirlasa.

Tastiyiqlaw 1.2. Meyli H Hl ha’m H Hz — F maydanindag’1 eki norma bolsin.

Bul normalar ekvivalent boliwi ushin

HxH2:Hxla,VxeF, (1.3)

bolatug’in sonday on’ o haqiyqury sant bar boliwi za 'ru’r ha’m jeterli boladi.

“,a>0 funktsivast Q da norma bolad: sonda

Tastiyiqlaw 1.3. HxH = ‘x

tek sonda g’ana, eger a <1 bolsa. Bunda ol ‘ ‘ normasina ekvivalent.

Amqlama 1.3. Norma arximed bo’Imag’an norma delinedi, eger barliq x

ha'm y lar ushin

)

Hx + yH < max(‘ X

b

ten’sizligi orinlansa.
Eskertiw 1.1. Arximed bolmag’an norma qa’siyetinen u’shmu’yeshlik
ten’sizligi kelip shig’twi amiq. Biz bul qa’siyetti ku’shli u’shmu’yeshlik

ten’sizligi dep ataymiz.



Tastiyiqlaw 1.4. Eger F arximed bolmag’an maydannin’ a ha’m x

elementleri Hx—a” < Ha” ten’sizligin qanaatlantirsa, onda HxH = Ha” boladl.

Tastiyiqlaw 1.5. Eger H H normasit F maydanda arximed bolmasa, onda

tuyiq B(a,r) = {x : Hx — aH < r} shardin’ qa’legen nogati F' te oray bolad.

Tastiyiqlaw 1.6. Eki (H H1~H Hz) ekvivalent normalar F te yamasa
arximed, yamasa arximed bolmag’an norma boladi.
Meyli pe N — qa’legen a’piwayr san bolsmn. Q da Hp normasin

to’mendegishe kiritemiz:

: 0
“ordx eger, x+#\,

X, =1p
0, eger, x =0,

(1.4)

x tibo'letug'in p nin'en'u'lkenda'rejesi,eger x € 7,
bunda ord x =
P ordpa - ordpb, eger x=al/b,a,beZ,b+0.

Bul Hp norma p-adikaliq norma deyiladi.

Eskertiw 1.2. funktsiyas1 tek { p',neZ } U{O} ma’nislerin qabil qiladu.
1.3. Eger a,beB bolsa, onda a=b (modp”) boladi tek ha’m tek
‘a —b‘p <1/ p" bolg’anda.

Tastiyiqlaw 1.7. ‘ -‘p norma Q da arximed bolmag’an norma boladi.

Eskertiw 1.4. Q maydani ‘ -‘p norma boyinsha toliq emes.

b b b
1.5. le normasi ‘ normasina ekvivalent emes, eger p, ha’m p, —ha’r qiyh

P2

a’piway1 sanlar bolsa.
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Endi p — a’piway1 sandi fikserleymiz. Q ratsional sanlar maydanin p -

adikaliq Hp normast boyinsha toliqtiramiz. Bul sanlar maydani p-adikalig
sanlar maydam dep ataladi ha’m ont Q, dep belgileymiz.
Lemma 1.1. Eger x€Q ha'm ‘x‘pﬁl bolsa, onda qa’legen i ushin

‘a—x‘pﬁp_i bolatug’m «a €7 pu’tin sam bar boladi. Bunda o sani

{ 0,1,2,....,p" — 1} ko pligine tiyisli dep alsaq boladi ha’m « ko plikten birden-bir

ra 'wishte alinadi.

Teorema 1.1. ‘a‘p <1 tengsizlikti qanaatlandiratug’'in ha'r bir a€Q,

ekvivalentli klassta tek bir {ai} Koshi izbe-izligin o’z ishine aladi, ha’m bul

izbe-izlik to ’'mendegi sha rtlerdi orinlaydi:

NaeZ 0<a<p',i=12,..;
2)a=a,, (modpi) ,i=1,2,....
Eger aeQ, ha’'m ‘a‘p <1 bolsa, olding’1 teoramadag1 a, izbe-izliginin’

ag’zalarin to’mendegishe jaziw qolayli:
a=d,+dp+..+d_p~,
bunda d, — { 0,1,....p —1} ko’plikitegi pu’tin sanlar. Bizin’ 2) sha’rtimiz
a.,=d,+dp+..+d_p~ +dp

ekenligin an’latadi, d;, den d, | ge shekem bolg’an «p-adikaliq sanlar» sol sanlar
bolip ha’m a, ushin da sonday boladi. Demek, a jiynaqli qatar ko’rinisinde

boladi1 (p-adikaliq norma boyinsha)
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a= idnp”,
n=0

bul gatardi p tiykar1 boyinsha ha’m shepten sheksiz dawam etetug’in san dep
qarasaqta boladi, yamasa sheksiz ko’p p-adikaliq sanlardi o’z ishine aladi.

Keyinshelik biz
a=..d, ..d,dd,

deb jazsaq boladi ha’m bul jaziwdi kanonikaliqg p-adikalig jayilma yamasa a
saninin’ kanonikaliq formas: depte ataymiz.

Eger ‘a‘p >1 bolsa, onda a n1 p saninin’ bazi-bir da’rejesine ko’beytsek

!

a

boladi (pmz‘a‘p g’a) ha’m pSl bolatug’in a'=ap™ p-adikalig sanin

alamiz.

Onda

a=>Y dp", (1.5)

dep jazsaq boladi, bunda d , #0 ha’m d, { 0,1, 2,...,p— 1} . Bunday jag’dayda

a saninin’ kanonikaliq p-adikaliq jayilmasi to’mendegishe boladi:
a=.d, ..ddd,d  ..d . (1.6)

p-adikaliq sannin’ normasit onmn’ kanonikaliq jayilmasina birinshi nollik
koeffitsienttin’ indeksin aniglaydi. @ sani ushin (1.6) dan ord, (x):—m ha’m

‘a‘p = p " = p™ alamiz,
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Eskertiw 1.6. Teorema 1.1.1 tin’ ta’miyinleytug’in birden-birligi birinshi
paragrafta aytilg’an g tiykar1 boyinsha sheksiz bo’lshekler ko’rinisinde
aniglang’an sanlar ushin joq, ma’selen

1,0000...=0,9999...
p-adikaliq jag’dayda bunday protsessler bolmaydi. Eger eki p-adikaliq
jayilmalar bir p-adikaliq sanga jaqinlassa, onda olar u’stpe-u’st tu’sedi, yag'niy
onim’ barliq tsifrlar1 u’stpe-u’st tu’sedi.

Amgqlama 1.4. Putin p-adikaliq san dep kanonikaliq jayimasinda p nin’

tek teris emes bolg’an a € Q , sanlarina aynladh.

Barliq pu’tin p-adikaliq sanlar ko’pligi Z , arqal belgilenedi:

Z,= { aeQ, :‘ a‘p < 1} ekenligin ko’riw qiyin emes.

Teorema 1.2. Pu'tin p-adikaliq sanlardin’ ha’r bir sheksiz izbe-izligi
Jwnaql boliwshi u’les izbe-izlikti o’z ishina alad.
Endi p-adikaliq sanlar ustida arifmetikaliq a’mellerdi qaraymiz.

p-adikaliq jayilmalar @, maydaninin’ elemantleri u’stinde arifmetikaliq
a’mellardi orinlawdi ta’miyinleydi (R degige uqgsas). Q, maydanmin’

elemantleri u’stinde arifmetikaliq a’mellerdi orinlaw haqiyqiy sanlar u’stinde
qarag’anda jen’illirek!

Meyli

a= i a,p", b= ibnp”,
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bolsin, bunda a, ha’m b, — p-adikaliq sanlar ha’m a , #0, lekin b ,b

SPREREE

lerdin’ bir yamasa bir neshe tsifrlar1 0 ge ten’. Onda

ath= i (an ibn)p”,

ten’liginin’ on’ ta’repi jiynaqli izbe-izlik boladi, lekin ol (1.6) kanonikaliq
forma bolmaydi. Eger a, + b, qosindinin’ qaysi bir n de p g’a ten’ bolsa, onda ol

keyingi ag’zag’a o’tedi. Buni aniq tusiniw ushin keyinshelik misalda qaraymiz.
Endi qzig’arh fakt, —1 sammin’® Q  degi p-adikaliq jaylmasinin’
algoritmin qaraymiz. Biz 1 = ... 00001 ge iye bolamiz. Meyli a =...a;a,a,a, san1

1+a=0 qatnaslarin qanaatlantirsin (onda a=-1). On’ ta’repten baslasaq

1+ a, =0 alamiz, lekin a, € { 0,L,..,p— 1} bolg’anliktan a, di tabiwdin’ birden-
bir usili bul 1+ a, = p an’latpada birdi shep ta’repke o’tkizemiz. Sonin’ ushin

a,=p—1. Bul protsessti dawam ettitrip barliq a, lerdi tabamiz a = p-1,

yag'niy
—1=...(p—1)(p—1)(p—1).
Bul —1 sanmnin’ p-adikaliq jayilmasi.

Ko’beyme de usig’an uqgsas. Meyli ¢ ha’m b sanmin’ kanonikaliq

jayilmasi berilgen bolsin:

a= ianp", b= ibﬂp".
n=—k

n=—m

Qatarlardi ko’beytip ha’m ugsas ag’zalardi jiynap
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alamiz, bunda

Bul gatar da uliwma aytqanda kanonikaliq jayllma emes, lekin teorema 1.1 din’
usil1 bizge on1 kanonikaliq ko’riniske keltiredi.

Bo’liwdi aniqlaw ushin bizge eki a,b€Q, berilgen bolsin, b= 0. Bizde

belZl, b=..bbb,, u % Meyli a saninin’ p -adikaliq jayilmasi

a=..a,a0,a,a,,a_...4_,

bolsin. b, #0 ha’m p a’piwayr san1 ushin Z/ pZ qaldiglar koltsos1 maydan
bolg’anliqtan, hamme waqit c by=a, (mod p) orinlanatug’in
c, € {O, L,..., p—l} sanin tabiw mu’mkin. A’piway1 protsessti dawam ettirsek
biz a / b m1 kanonikaliq formada alamiz.

Jogarida aytilg’anday, eger a=...a,a,a, — pu’tin p-adikaliq san bolsa
ha’m a,#0 bolsa, onda onin’ ko’beyme bo’ymsha keri 1/a da pu’tin p-

adikaliq san boladi.
Ekinshi ta’repten,

p-Zaipi =a,p+ap +..21+0p+0p° +...,
i=0

boliwman p sani Z, da ko’beyme boyinsha kerisine iye emes.

Tastiyiqlaw 1.8. Pu 'tin p-adikaliq
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a=..aa,€Z,
sant 7, da ko’beyme bo’yinsha keri elementke iye boliwi ushin a,#0 boliw

za rurli ha’m jeterli boladl.

Z , koltsomn’ keri elementleri gruppasin 7, arqali belgileymiz. Onda

7, ={ialp" ta, # O}

i=0

boladi. Bul gruppa p-adikaliq birlikler delinedi. Demek,
Zy={xez,:d, =1}.

Tastiyiqlaw 1.9. Meyli x — p-adikalig san bolsin ha’m normasi p™"

bolsin. Onda x samin x = p"u ko rinisinde jaziw mu’mkin, bunda u €7’ .
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§2. p-adikalq kvadrat ten lemeler

Bul paragrafta p-adikaliq kvadrat ten'lemenin’ sheshiw kriteriyasi

keltirilgen.
ae Z san1 p moduli boymsha kvadrath qaldig delinedi egerde

x*> =a(mod p)

ten'lemesi pu'tin xe Z sheshimine iye bolsa; keri jag'dayda p moduli boyinsha

kvadratli qaldiq emes delinedi.

Biz [ﬁj Lejandr simvolinin® aniglamasin keltiremiz. Bull simvol p g'a
p

bo'linbeytug'in barliq a lar ushin aniglanadi. Lejandr simvoli 1 ge ten” eger a —

kvadrat qaldiq bolsa, -1 ge ten" boladi, egerde a —kvadrat kaldiq bolmasa. (ﬁj
p

simvolin esaplaw to ' mendegi teorema boyinsha esaplanadi (Eyler kriteriyast).

Teorema 2.1 [11]. p g'a bo linbeytug in a lar ushin to mendegi orinli

. (EJ(mOd ).
p

Lejandr simvolinin® ga’siyetlerin keltiremiz:

b ab...k} :(
p

Meyli aeQ, bolsin ha’m to'mendegishe kanonikaliq ko'riniske iye

bolsin:
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a=pYNag+ap+...),a%0,0<a;<p-1,j=0,1,2, ...

Teorema 2.2. [10].
X" =a
ten'lemesi xeQ, sheshimge iye boliwi ushin to'mendegi sha'rtlerdin’
orinlanmiwt za’ru 'rli ha’m jetkilikli:

1) Ha)—jup san,

2) agsant p moduli boyinsha kvadrath qaldiq boladi, egerde p # 2 bolsa;
a;=a,=0 bolad, egerde p = 2.

Meyli  — p-adikaliq birlik bolsin ha’m bul san hesh ganday p -adikaliq
sannin’ kvadrati bolmasin.

Teorema 2.2 den to'mendegi saldarlar kelip shig'adi. Biz bul saldarlardin’
toliq da’lilleniwi menen keltiremiz.

Saldar 2.1. p # 2 bolg'anda & = n, & = p, & = pn hesh qanday p -
adikalig sanmin’ kvadrati bolmaydi. Qa’legen p -adikalig x sani to mendegi
to 'rt ko 'rinislerdin” birewine keltiriwge boladi:

x=¢y’, bunday, €Q,,0<i<3,g=1.
Da’lillew. Meyli ne Z; bolsin ha’m to'mendegishe kanonikaliq

koriniske iye bolsin:
n=ntgp+mp .., m>0,0<p<p-1,j=0,1,...

n san1 hesh qanday sannin® kvadrati bolmag'an p -adikaliq birlik bolg anliqtan
teorema 2.1. boyinsha 77, san1 kvadratliq qaldiq bolmaydi.
p=p(+0p+0p +.) ha'm 7p = p(r + mp + Mop” + ...), N0,

0<m<p-1, j=0, 1, 2, ..., sanlan teorema 1.2. boyinsha hesh ganday sannin’

kvadrati bolmaydi, sebebi ©{p) = 1 ham unp) = 1, yag n1y taq.
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Meyli u — p-adikaliq birlik bolsin ha’m hesh ganday p-adikaliq sannin’
kvadrati bolmasin. p san1 to"mendegishe kanonikaliq ko riniske iye bolsin:
W= pot+ wp + pop’ ..,
bunda py= 0, wye {0, 1,...,p—1},1=0, 1, .... usan1 kvadrat bolmag anligtan
kanonikaliq jayilmadag'1 py kvadrat qaldiq bolmaydi.

Biz endi ! sanin qarastiraylq. Eger n — kvadrat bolmasa, onda ! sanida
n n

kvadrat bolmaydi. Meyli 1 san1 to mendegishe kanonikaliq ko'riniske iye

bolsin:

1 2

—=cotciptcp t...,
bunda ¢y > 0, 0 < ¢, <p-1,1=0, 1, .... 1 san1 kvadrat bolmag anligtan

n
jayilmadag’1 ¢y — kvadrat qaldiq bolmaydi.
p=ny

bolatug’inday ye Q , tin® bar ekenligin da’lilleymiz. yag'niy % =y, % sani

to'mendegishe jayilmag'a iye boladi:

= (Mot p + pop”+ .. )(Cot ep T eop’ L) =

H_
n

1
7

= HoCo T (MoCt + HiCo)p +....

Bizde py ha’m s, sanlar1 kvadrat qaldiq bolmag‘anhqtan(ﬂj= -1 ha’m
n

(&j =—1. Lejandr simvolinin® b) ga’siyetin qollasaq to'mendegi gatnasqa iye

p

bolamiz:
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()3 e
p pJ\P

Demek pgco kvadrat galdik bolip tabiladi, onda A sani bazi-bir p -adikaliq
U

sannin’ kvadrati bolad.
Endi qa'legen p-adikalig x saninin® to'rt tu'rdin® birewine alip

kelinetug inlig'1in ko rsetemiz:

x=gy;,bunday;€eQ,, ge{l,n,p,pn}, 0<i<3,
Meyli qa’legen xe Q , to'mendegi kanonikaliq ko'riniske iye bolsin:

X =p ™ Xo+ X p+Xp° +...), X% 0,0<x,<p—-1,j=0, 1,...
vV =Xo+ X;p+ Xp” + ... dep belgileymiz ha'm vl,=1.
Eger X, kvadrat qaldiq bolsa, onda sonday ye Q , bar bolip,

v=y"ha'mx=p'™)%

Eger x, kvadratliq qaldiq bolmasa, onda p-adikaliq v birligi hesh qanday

p-adikaliq sannin® kvadrati bolmaydi ha'm joqarida ko'rsetkenimizdey oni

to'mendegishe jaziw mu mkin

Y(X)n t2 .

Solay etip biz gqa’'legen p-adikaliq x saninin’ to'mendegishe ko riniske

v=nt’ha'mx =p

iye bolatug'inlig'in da’lilledik

(%) t2 Y(x)

X=D ha'm x = p"“nt’.
Eger y(x) — jup bolsa, onda Q, dep belgilep alip
X =y’ yamasa X = 1y’
iye bolamiz.
Eger y(x) — taq bolsa, onda ja'ne N dep belgilep alip
X = py’ yamasa X = pny’
1ye bolamiz.

Demek biz ga'legen p-adikaliq x sanmin’ to'mendegi to'rt tu'rdin’

birewine keltiriwge bolatug’inlig'in da’lilledik:
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x=¢,y’, bunda y;e Q,,8=1,0<i<3.
Saldar da’lillendi.
Saldar 2.2. p = 2 bolg'anda ¢ = {2,3,5,6,7, 10, 14} (1< <7) sanlar
hesh bir 2-adikalig sannin’ kvadrati bolmaydi. Qa’legen 2-adikalig x sanin

to ‘'mendegi segiz ko rinislerdin " birewine keltiriwge boladi:
ngjng, bunday;eQ,, =1,0<;<7.

Da’lillew. Meyli qa’legen xe@Q, elementi to'mendegishe kanonikaliq
koriniske iye bolsin:

x =291 +x2+x2°+..),x¢€ {0,1},j=1,2, ....

3,5 ha’m 7 sanlarinin” kanonikaliq jayilmasinda sa'ykes (x1,x,)=(1,0), (xy,
X2) = (0, 1) ha'm (x3, x;) = (1, 1) boladi, x;= 0, j=3. Teorema 2.2 boyinsha olar
hesh gqanday 2-adikaliq sannin® kvadrati bolmaydi.

Al 2, 6, 10 ha'm 14 sanlarida hesh ganday 2-adikaliq sannin® kvadrati
bolmaydi, sebebi bull sanlardin® 2-adikaliq jayilmalarinda y(2) =y(6) = y(10) =
v(14)= 1 boladu.

Endi ga'legen 2-adikaliq x to'mendegi segiz ko rinistin® birine alip keliw
mu mkin ekenligin ko rsetemiz:

x=¢gy;,bundayjeQ,,g=1,0<j<7.

Meyli x = 2"(1+x.2 +x,2°+ ...), x,€{0, 1},j=1,2, ...

Eger y(x) jup ha'm (x;, x;) = (0, 0) bolsa, onda x bazi-bir p-adikaliq
sannin' kvadrati boladi, yag'niy x = y°. Al (x;, x2) = (1, 0) jag'dayda

to'mendegige iye bolamiz

x=2"M1+2+x2°+..) =203 +x2° + ...) =

=3.2"9(1+ x{2° + ..)) = 3y".

Usig'an ugsas tu'rde (x;, X») = (0, 1) ha'm (x;, x;) = (1, 1) jag'daylar
ushin x ti sa'ykes 5y” ha'm 7y” ko riniste bolatug'inlig'1 da'lillenedi.
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Solay etip, eger y(x) jup bolsa, onda x; ha'm x, lerge baylanislig’ inan
X =¢&y; iye bolamiz, bunda y; € Q,, e € {1,3,5,7},1<j< 4.
Al y(x) taq bolg an jag'dayda jogaridag'iday pikirlew ju'rgizip
x =2y” yamasa x = 6y’ yamasa x = 10y’ yamasa x = 14y’
iye bolamiz, yag'niy to ' mendegi ko riniste
x=¢gy;,bunday;€Q,, e € {2,6,10,14}, 1 <j<4.
Saldar da’lillendi.
Sh.A.Ayupov ha'm T.K.Kurbanbaevlardin® [15] jumisinda to'mendegi
teorema da’lillengen.
Meyli n — p-adikaliq birlik bolip, hesh ganday p-adikaliq sannin™ kvadrati
bolmasin.

Teorema 2.3. Qa'legen p # 2 ushin 4 + p°e an'latpa Q, da kvadrat

koren ge iye boladi, bunda s {1, n, p, pn}, al 4 + 8 an latpasi Q, de kvadrat
koren ge iye boladi, bunda €€ {1,2,3,5,6,7,10, 14}.
Da’lillew. 4 + p*¢ an’latpasin qaraymiz, bunda € € {1, 1, p, pn}. Meyli

e=p (e tep+ep +...), (2.1)
bunda y(¢) €Z, gy # 0, ¢ € {0,1,2,...,p-1}, 1i=0, 1, ... — & saninin’ kanonikaliq
jayilmas1 bolsin.

Onda
4+pe=4+p " e+ep+ep +...). (2.2)

p #2 bolg'an jag'dayda 1 ha'm m sanlan p-adikaliq birlikler bolad: (olardin’

normalan |1[,= n|,=1). p ha'm pn sanlarnm’ normas: |p|, = [pn|, = L boladi.
p
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Bizde p ha'm prn sanlarimin® pu'tin p -adikaliq sanlar bolg anlig'inan y(¢) tek

0 yamasa 1 sanlarin qabil ete aladi.

Meyli p = 3 bolsin. Onda (2.2) jayilma to ' mendegi ko'riniske iye boladi:
4+pe=1+3+3""g+g3+e3%+ ..,

bunday(e) €eZ, g e {0,1,2},e#0,1=0,1, ....

Teoreme 1.2 boymnsha x* = 1 (mod 3) ten'lemesi Z te sheshimge iye,
yag'nty x =3n+ 1, n € N. Demek 4 + p’c an'latpas1 Q, te kvadrat koren'ge iye
boladi.

Meyli p > 5 bolsin, onda

4+pe=4+p " g+ep+ep +...)

bolad.
Teorema 1.2 boymsha x* = 4 (mod p) ten'lemesi Z te sheshimge iye

boladi, yag'niy x = pn + 2, ne N boladi. Demek 4+p°¢ an'latpasi Q , da kvadrat

koren'ge iye boladi.

Meyli p = 2 bolsin. Onda 4 + 8¢ an'latpasin qarastirayiq, bunda ge {1, 2,
3,5,6,7,10,14}. 1, 3, 5, 7 sanlar1 2-adikaliq birlikler boladi, al qalg’an 2, 6, 10,
14 sanlar1 pu'tin 2-adikaliq sanlar boladi (sebebi |2, = |6, = [10], = [14],
=a,€{l,2,..16} <1). Onda

£=2"9(go+ €2 +&,27+...)

jayilmadag'1 pu'tin y(e) san1 tek 0 yamasa 1 ma'nislerin gabil etedi. Sonligtan
4+8° an'latpasinin’ kvadrat koreninin' bar boliwi teorema 1.2 den kelip
shig adu.

Teorema da’lillendi.
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Teorema 2.4. \2 +/2 an'latpas Q,, maydamnda bar boladh.

Da’lillew. Q,, maydaninda 242 an'latpasinin®  bar boliw1

x*=2++/2 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig'adi. Da'slep 2 sanin

to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:
2=2+0-17+0-17* +....
Bul jayilmada »(2)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2 nin' birinshi sha'rtin

qanaatlandiradi. Endi teorema 1.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz, yag'niy
x; =2(mod17) salistriwinin’ x, € {1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in
tekseremiz. Bul ten'leme x,=6 ha'm x,=11 lerde sheshimge iye. Bunnan

V2 €Q,, ekenligi kelip shig"ad:.

Endi Q,, maydaninda V2 sanmin’ jayilmasmin® da'slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunin' ushin biz &’ =2 dep alamz, bunda a

kanonikaliq jay1lmasi
a=a,+a 17+a, 17 +...

bolg'an p -adikalq san, bunda a, #0, 0 < a; <16, j=1,2,...
Demek biz to'mendegi ge 1ye bolamiz:

a; +2a,a,-17+(a} +2a,a,)-17° +..=2+0-17+0-17* +... (2.3)
Birinshi qa’demde aé =2(mod17) ten'lemesin sheshemiz, a,€{l,2,...16}. Bul
salistitw a, =6 ha'm a, =11 sheshimlerine 1ye bolad.

a) Biz a, =6 dep alamiz. Onda (2.3) to'mendegi ko riniske 1ye bolad:
36+12a,-17+(a +12a,)- 17> +..=2+0:17+0-17* +... (2.3)

Bunnan 12q, +2=0(mod17) salistiriwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...16}. Bul salistinw a, =14 sheshimge i1ye boladi. Bul sheshimdi
(2.3") ten’ligine qoyip a, ni tabamiz, yag'niy 124, +9=0(mod17) salistirtwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...16} . Sheshimi a, =12 boladi. Demek

J2=6+14-17+12-17* +...
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jayilmag a iye bolamiz.
Endi x*=2++/2 ten'ligin to 'mendegishe jazamiz:
X =242=246+14-17+12-17% +... = 8+14-17+12-17* +...
Bul ten'leme 7/(2+\/§):0 jup. Bul bolsa teorema 1.2 nin" birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 8
samnm’  kvadrat qaldiq boliwin tekseremiz, yag'niyy x; =8(modl7)

salistinwinin® x, € {1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistinw x, =5 ha'm x, =12 sheshimlerine 1ye boladi. Demek +/2 + V2 e Q,,
ekenligi kelip shig adi.

b) Endi biz a, =11 bolg an jag'daydi qaraymiz. Onda (2.1.3) to mendegi
ko riniske iye boladi:

121+ 22a,-17 +(a +22a,)) - 17* +..=2+0-17+0-17° +... (2.3")
Bunnan 22a, +7=0(mod17) salistirtwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...16}. Bul salistinw a, =2 sheshimge i1ye boladi. Bul sheshimdi
(2.3") ten'ligine qoy1p a, ni tabamiz, yag'ny 22a, +7 =0(mod17) salistiriwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...16} . Sheshimi a, =2 boladi. Demek
2211421742177 +...

jayilmag a iye bolamiz.

Endi x*=2++/2 ten'ligin to 'mendegishe jazamiz:

X =24V2=24 11421742177 4. = 1342174217 +...

Bul ten'leme 7/(2+\/§):0 jup. Bul bolsa teorema 1.2 nin" birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2 nin" ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 13
samnm’  kvadrat qaldiq boliwin tekseremiz, yagniyy x; =13(mod17)
salistinwinin® x, € {1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistitw x, =8 ha'm x, =9 sheshimlerine 1ye boladi. Demek

V2++/2 €Q,, ekenligi kelip shig adu.
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Teorema da’lillendi.

Teorema 2.5. \3++/3 an ‘latpast Q,, maydaninda bar bolad.

Da’lillew. (Q,, maydaninda V3++/3  an'latpasinin’  bar boliwi

x*=3++/3 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig'adi. Da'slep 3 sanin

to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

3=3+0-11+0-11"+....
Bul jayilmada »(3)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2. nin" birinshi sha'rtin

ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2. nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz, yag niy
x; =3(mod11) salistrtwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in
tekseremiz. Bul ten'leme x,=5 ha'm x,=6 larda sheshimge iye. Bunnan
e Q,, ekenligi kelip shig*adi.

Endi Q,, maydaninda Y3 sanmin’ jayilmasmin® da’slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunmn' ushm biz a> =3 dep alamiz, bunda a

kanonikaliq jay1lmasi
a=a,+a, 11+a, 11> +...
bolg'an p -adikaliq san, bunda a, #0, 0 < a; < 10, j=12,....
Demek biz to'mendegi ge 1ye bolamiz:
a; +2a,a,-11+(a} +2a,a,) 112 +...=3+0-11+0-11° +... (2.4
Birinshi qa’demde a =3(mod11) ten'lemesin sheshemiz, a, € {1,2,...10}. Bul
salistinw a, =5 ha'm a, = 6 sheshimlerine 1ye bolad:.
Biz tek a,=6 jag'daydi qaraymiz (a,=5 bolg an jag dayda \/g,e’@“
boladi). Onda (2.1.4) to'mendegi ko riniske 1ye boladi:
36 +12a, - 11+ (a; +12a,) 11 +..=2+0-11+0-11° +... (2.4)
Bunnan 12q, +3=0(mod11) salistirtwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda

a, €{0,1,2,...10}. Bul salistinw a, =8 sheshimge 1ye boladi. Bul sheshimdi
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(2.4") ten'ligine qoyip a, ni tabamiz, yag my 12a, +9 =0(modl11) salistirtwin
sheshemiz, bunda a, €{0,1,2,...10} . Sheshimi a, =2 boladi. Demek
V3=6+8-11+2-11%+...
jayilmag a iye bolamiz.
Endi x> =3++/3 ten’ligin to ' mendegishe jazamiz:
X =343=346+8 114211 +..=9+8-11+2-11% +...

Bul ten'leme }/(3+\/§)=O jup. Bul bolsa teorema 1.2 nin" birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 9

samnm’  kvadrat qaldiq boliwm tekseremiz, yagmniy x;=9(modll)
salistinwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistinw x, =3 ha'm x, =8 sheshimlerine iye bolad1. Demek
V3++/3 €Q,, ckenligi kelip shig adu.
Teorema da'lillend:.

Teorema 2.6. \'5++/5 an laipas Q,, maydanminda bar bolad:.

Da’lillew. (Q,, maydaninda 545 an'latpasinin®  bar boliw1

x>=5++/5 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig’adi. Da'slep 5 sanin
to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

5=5+0-11+0-11° +....
Bul jayilmada py(5)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2 nin' birinshi sha'rtin

qanaatlandiradi. Endi teorema 1.2 nin' ekinshi sha'rtin tekseremiz, yag niy
x; =5(mod11) salistriwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki jogqlig'in
tekseremiz. Bul ten'leme x,=4 ha'm x,=7 lerde sheshimge iye. Bunnan

J5e Q,, ekenligi kelip shig’adi.

Endi @Q,, maydaninda J5  sanmm’ jayilmasmin® da’slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunmn' ushm biz 4> =5 dep alamiz, bunda a

kanonikaliq jayilmasi

27



a=a,+a, 11+a, 11> +...
bolg'an p -adikaliq san, bunda a, #0, 0 < a; <10, j=1,2,....
Demek biz to'mendegi ge iye bolamiz:
a; +2a,a, 11+ (a} +2a,a,) 112 +...=5+0-11+0-11> +... (2.5)
Birinshi ga'demde aé =5(modl11) ten'lemesin sheshemiz, a,<{l,2,...10}. Bul
salistintw a, =4 ha'm a, =7 sheshimlerine iye boladi.
a) Biz da'slep a, =4 dep alamiz. Onda (2.1.5) to'mendegi ko riniske 1ye
boladu:
16 +8a, - 11+ (a} +8a,) 11> +..=5+0-11+0-11° +...  (2.5"
Bunnan 8a, +1=0(mod11) salistinwin payda etip ha'm om1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...10}. Bul salistinw a, =4 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(2.5") ten'ligine qoyip a, ni tabamiz, yag'niy 8a, +5=0(mod17) salistirnrwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...10} . Sheshimi a, =9 boladi. Demek
J5=4+41149 1% +...
jayilmag a iye bolamiz.
Endi x> =5++/5 ten’ligin to ' mendegishe jazamiz:
X =545=54+444- 114911 +.. = 9+4.11+9-11% +..
Bul ten'leme 7/(5+\/§)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2 nin’ birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2 nin’ ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 9
saninin’  kvadrat qaldiq boliwmn tekseremiz, yagniyy x; =9(modll)

salistirtwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistitw x, =3 ha'm x, =8 sheshimlerine 1ye boladi. Demek +/5+ J5 e Q,,
ekenligi kelip shig'adi.

b) Endi biz a,=7 bolg an jag daydi qaraymiz. Onda (2.5) to'mendegi
ko riniske iye boladi:

49 +14q, - 11+ (af +14a,) 117 +..=5+0-11+0-11° +...  (2.5")
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Bunnan 3q, +4=0(mod11) salistirtwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...10}. Bul salistinw a, =6 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(2.5") ten'ligine qoy1p a, ni tabamiz, yag'niy 14a, +14 =0(mod11) salistirtwin
sheshemiz, bunda a, €{0,1,2,...10} . Sheshimi a, =10 boladi. Demek
J5=7+6-11+10-11% +...
jayilmag a iye bolamiz.
Endi x> =5++/5 ten’ligin to ' mendegishe jazamiz:
=545 =54746-11+10-117 +... = 12+ 6-11+10-11> +...

Bul ten'leme }/(5+\/§)=0 jup. Bul bolsa teorema 1.2 nin’ birinshi sha'rtin
ganaatlandiradi. Endi teorema 1.2 nin" ekinshi sha'rtin tekseremiz. Bul ushin 13

samnm’  kvadrat qaldiq boliwin tekseremiz, yag'my x; =1(modl1)
salistinwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in tekseremiz. Bul

salistinw x, =1 ha'm x, =10 sheshimlerine 1ye boladi. Demek

VS5 + J5 e Q,, ekenligi kelip shig"adu.

Teorema da’lillendi.
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§3. x’ =a ko'rinisindegi p -adikahq ten'lemeler

Bul paragrafda da'slep x’=a ko'rinisindegi p -adikaliq ten'lemelrdi
u’'yrenemiz.

ael sami p moduli boyvinsha kublig qaldig delinedi, eger
x’ =a(mod p) ten'leme x eZ sheshimge iye bolsa; keri jag'dayda a sam p

moduli boyinsha kubliq qaldiq emes delinedi.

Lemma 3.1. To ‘mendegi ten lik ormli:

A/
M
=
=
\_'/w
[l
ORU-)
M s

(3xoxk + N, (x5, X, xk-1))Pk

bunda xo # 0,0 <x; <p-1,7=0,1, 2, ..., Ny = 0 ham Ngxo, x1,..., Xj—1)
ko pag zalisi xy, x,,..., X, sanlarinan g a 'rezli.

Da’lillew. Lemmadag 1 ten’liktin® shep bo'legi to'mendegige ten':

o0 3 0
Sor| =3 3w
i=0

k=0 iy+iy+iz=
0<iy i, z3<k

Meyli i} + i, + i3= k bolsm. Eger indekslerdin® biri ushin i= & bolsa, onda

qalg anlar1 nolge ten’, yagniy tek xp" n1 0’z ishine aliwshi ag'zalari:
Xoxoxp", xoxp xo, X" x0x0,
bunnan 3x;x,p" kelip shig'adi. Al qalg'an jag'daylarda xo, x;, ..., x;; lerden
g'a'rezli bolg’an N, san1 payda boladi.
Lemma da’lillendi.

Ni(xo, X1,..., Xi.1) an’latpast xg, x1,..., X;.; lerden g'a'rezli bolg anliqtan oni

to'mendegi ko riniste jaziwg ada boladi:

N(xp, x1) =3 )co)cl2 ,

_ pk-1
Ni(x0, X150 .. %51) =B (X0, X155 Xp2) + 6 X0 X1 X541, k> 3,
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bunda Pkk_1 (X0, X1,..., X52) an’latpasi xy, xi,..., X;_» lerge baylanisli.
To 'mendegi teorema p -adikaliq sanlar maydan1 Q , da u’shinshi da’rejeli

ten'lemelerdi sheshiw kriteriyasin beredi.
Meyli p — fiksirlengen a'piway1 san, p # 2 ha'm a — nol bolmag'an p-
adikaliq san bolsin ha'm
a=p"ay+ap+ap+..),0<a<p-1,a#0,j=0,1,2,...
—onin’ kanonikaliq jayilmas1 bolsin.
Teorema 3.1.

X=a (3.1)
ten’lemesi xe Q , sheshimge iye boliwi ushin to'mendegi sha'rtlerdin’ orinlaniw
za'ru'rli ha'm jetkilikli:

1) y(a) — sanm 3 ke eseli,
2) ay — san1 p moduli boymsha kubliq qaldiq, eger p# 3 bolsa; p= 3 te
(ag,a;) = (1, 0) yamasa (2, 2).
Da’lillew. Za 'ru 'rliligi. Eger (3.1) ten'leme
x=p" (o + xp+...), 0 <x<p—1,x%0#0,/=0,1,2,...
sheshimge 1iye bolsa, onda Lemmi 2.2.1 boyinsha ten'leme to 'mendegi
ko riniske iye:

3 3
p Ye) (xo+x1p+...) =pY(a) (aptaip+...),

3 S 2 k
x + 3 + N a
p3v<)(xo kz_l( XX + Ni (X, X, ’xk—l))p j:PY( Yap+arp+..), (3.2)

bunnan y(a) = 3y(x) ekenligi kelip shig'adi, yag'miy y(a) san1 3 ke eseli,
ao=x, (mod p) salistirtwi Q, da sheshimge iye eger p # 3 bolsa, yag'niy ag —
san1 p moduli boyinsha kubliq qaldiq.
p=3 te to'mendegige iye bolamiz
337 (x)+ xgx) 3%+ (7% + X0 Xt P} (x0, x1)) - 3+

nLZ:(xgxk_1 + PN (X X,y X))+ 22X, XX,y )3") =37 (Z a3 ] (3.3)
k=0

k=4
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(3.3) ten'likten x;=ay (mod 3) ha'm x;=a, + a, - 3 (mod 3%) iye bolamiz.
Birinshi salistirtwdan x, = a¢ kelip shig'adi.Eger xo= 1 bolsa, onda ;= 0 boladi,
al eger x,= 2 bolsa, onda a;= 2 boladu.

Jetkilikligi. Meyli p-adikaliq a san1 teoremanin’ 1) ha'm 2) sha'rtlerin
ganaatlandirsin. (3.1) ten'lemenin’ x sheshimin du’zemiz. y(x)=%y(a) dep

alamiz.
Meyli p#£3 bolsin. (3.2) den x, sam1 to'mendegi sha'rtti qanaatlandiriwi
kelip shig'adi

x, = ay (modp), 1 <xo<p— 1.
Bizde a, san1 p # 3 moduli boyinsha kubliq qaldiq bolg anliqtan x, san1 ha'mme
waqit tabiladi. M,(xo) arqali to'mendegi ten'likti ganaatlandiriwshi sandi
belgileymiz
Xo=ao+ M(xo) * p.
(3.2) ten’likten birden-bir x, sheshimge iye bolatug'in
3x2x1 +Ny(xo) + Mi(xo) =a; (modp),

salistirtwina iye bolamiz, bunda (3x;, p) = 1.

M, (xo, x1) arqal1 to'mendegi ten'likti ganaatlandiriwshi sandi1 belgileymiz

3 xgxl + Ni(x0) = a1 — My(xg) +M>(x, X1) - p.
Bul protsessti dawam ettirip, (2.2.2) ten'likten
3 xgxk +Ni(x0, X1,...r Xk 1) T Mi(xo,..., X 1) =a; (mod p), k=2,

salistiriwia iye bolamiz, bul salistimw (3x;, p) = 1 sha'rti boymnsha x;

sheshimine iye. Bunda M;(xo,xy,....x, 1), (k>3) san1 to'mendegi qatnastan

rekurrent tu'rde aniglanadi
3k 1 TN 1(X0, X100y Xg—2) =
=ap_1— My _1(Xo,X1, ..., Xp2) TMp(x0, X1, ... s Xpt) " P, k23,
To 'mendegi ten'likler shinjir1 x tin® (3.1) ten'lemenin’ sheshimi ekenligin

ko'rsetedi
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xg +Z(3x§xk + Nk(xo,xl,...,xk_l))pk =

k=1

=ap+ Mi(xo) p + (a1— Mi(xo) + Ma(xp,x1) " p) " p +

0

k=2 k=1

+Z(ak —Mk(xo,xl,...,xk_1)+Mkﬂ(xo,xl,...,xk)-p)pk =aq, +Zakpk .

p = 3 bolg'an jag'daydi qaraymiz. Onda (3.3) ten to'mendegige iye

bolamiz

ap=x;(mod 3) ha'm a,+ a, - 3 =x, (mod 3°).

(ag, a1) = (1, 0) yamasa (2, 2) bolg anligtan berilgen salistiritwdan x, bir

ma nisli aniqlanadi, xo= ao. Meyli M,(x,) — san1
xg =ay+ a;- 3+Mi(xp) 32
bolatug'in san bolsin.
Bul protsessti dawam ettirip (3.3) ten’likten
X%+ M,(xo) =a, (mod 3)
to'mendegi salistirtwina iye bolamiz,
xox, + Pl (x,,%,) + X,x7 + My(xo, X1) =az (mod 3),
xgxk—l + Pkk_l (X5 Xpees Xy o) + 2202, %, +
+ M (xo, X1,....X;_2) =a(mod 3), k> 4.
(xg, 3) = 1 bolsa, onda x; sheshimi bar boladi. Bunda M(x,, x,,
(k> 2) sam
XoX, = ay — M (xo) + Ma(xo, x1) * 3,
xgx2 + P32 (xy,x,) + xoxf = a3z — M(xy, x1) + M>(xo, X1, X3) * 3,
Xox,_ + P (g, X,y X ) + 22X, X,_, =
= ay— M;_(xo, X1,..., Xp_2) + Mi(xo, X1,..., Xk_1) " 3, k>4
gatnaslarinan rekurrent tu'rde aniglanadi.

Bunnan to'mendegige iye bolamiz

2 3
X+ xgxy 37+ (X3 X2+ X0 xi+ B (x0, x1)) - 37+

ceey xk_l),
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2 k-1 k
nLZ:(xoxk_1 + B (X, Xeen X, ) F2X0X,X, )3 =
k=4

= Cl()"‘ a: 3 +M1(X0) : 32+ (Clz—Ml(XQ) +M2(X(), X]) : 3) : 32 +
+Z(ak —Mk(xo,xl,...,xk_l)+3Mk+1(x0,xl,...,xk))-3k =a,+ Zak3k :
k=3 k=1

Solay etip, x san1 (3.1) ten'lemenin’ sheshimi eken.

Teorema da’lillendi.

Eskertiw 2.2.1. Teorema 3.1 din’ 2) sha'rti p = 2 de barliq waqitta
ormnlanadi. Bunnan (3.1) ten'leme Q, de qa’legen ae QQ, sheshimge iye boliw1
ushin y(a) 3 ke eseli boliw1 kerek.

Meyli p-adikaliq n birligi hesh qanday p-adikaliq sannin® kub1 bolmasin.

Teorema 3.1 den to ' mendegi saldarlar kelip shig*adi.

Saldar 2.2.1. Meyli p #3 ha'm k e N. p = 3k + 2 de barliq sanlar bazi-bir
p-adikaliq sannimn® kub1 boladi. p =3k + 1 da ¢, € {n, p, \p, > °p, p°, NP> N
p*} (1 <i < 8) sanlar1 hesh ganday p-adikaliq sannin’ kub1 bolmaydi. Qa'legen p-
adikaliq x sam p = 3k + 1 de 9 tu'rdin" birewine keltiriwge boladi: x = ¢y, gde
o= l,y,-er,OSiS 8.

Saldar 3.2. p =3 te g,e {3,4,5,9, 12, 15, 36, 45} (1 << 8) sanlar1 hesh
ganday 3-adikaliq sannin® kub1 bolmaydi. Qa'legen 3-adikaliq sand1 9 tu'rdin’
birewine keltiriwge boladi: x = ¢y’ , gde @ =1, y,€ Q;, 0</< 8.
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§4. Bazibir u'shinshi da'rejeli ten'lemeler

Bul paragrafda ayirim u'shinshi da'rejeli p-adikaliq ten'lemelerdi

u'yrenemiz.

Teorema 4.1. \3/2+3/§ anlatpast 11-adikaliq sanlar maydaninda bar
bolad: .

Da'lillew. Q,, maydaninda < 2+32 an'latpasmin’  bar boliwi

x*=2+3/2 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shigadi. Da'slep 2 sanin

to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

2=2+0-11+0-11" +....
Bul jayilmada y(2)=0 sani 3 ke bo'linedi. Bul bolsa teorema 3.1 din" birinshi

sha'rtin ganaatlandiradi. Endi teorema 3.1 din® ekinshi sha'rtin tekseremiz,
yag'nty x; =2(mod 11) salistiriwmmn® x, 6{1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki
joqlig'in tekseremiz. Bul ten'leme x,=7 sheshimge iye. Bunnan NG eQ,,
ekenligi kelip shig adi.

Endi Q, ~maydaninda J2 sanmin’ jaytlmasmin® da‘slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunin' ushin biz &’ =2 dep alammz, bunda a

kanonikaliq jay1lmasi
a=a,+a,11+a, 11> +...

bolg an 11-adikaliq san, bunda a, #0, 0 < a; <10, j=1,2,...
Demek biz to'mendegi ge i1ye bolamiz:

a, +3aja, - 11+ Bayal +3ala,) 117 +...=2+0-11+0-11°+...  (4.1)
Birinshi ga'demde @, =2(mod 11) ten'lemesin sheshemiz, a, € {1,2,...,10} . Bul
salistinw a, =7 sheshimge 1ye boladi.

Biz a, =7 dep alamiz. Onda (4.1) to'mendegi ko riniske iye boladi:
343 +147a,-11+ (21a} +147a,)- 11> +...=2+0-11+0-11* +...  (4.1)

Bul ten'likti to'mendegishe jaziwg'a boladi
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2+(9+4a) 11+ (2+13a,+10a} +4a,) 11> +..=2+0-11+0-11° +... (4.1")
Bunnan 4q, +9=0(mod 11) salistinrwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...,10} . Bul salistinw a, =6 sheshimge 1ye boladi. Bul sheshimdi
(4.1") ten'ligine qoyip a, ni tabamiz, yag'nty 4a, +10=0(mod 11) salistiriwin
sheshemiz, bunda a, € {0,1,2,...,10}. Sheshimi a, =3 boladi. Demek

J2=7+6-11+3-11+..
jayilmag’a iye bolamiz.
Endi x’=2+32 ten'ligin to 'mendegishe jazamiz:
N =2432=24746-1143112+.. =946-11+3-11> +..
Bul ten'leme y(2+ J2 )=0 san1 3 ke bo'linedi. Bul bolsa teorema 3.1 din’

birinshi sha'rtin ganaatlandiradi. Endi teorema 3.1 din’ ekinshi sha'rtin

tekseremiz. Bul ushin 9 sanimin® kubliq galdiq boliwin tekseremiz, yag niy

x; =9(mod 11) salistirtwinin® x, € {1,2,...,10} da sheshiminin® bar yaki joqlig'in

tekseremiz. Bul salistimw x, =4 sheshimge iye boladi. Demek < 2432 € Q,

ekenligi kelip shig adi.

Teorema da’lillendi.

Teorema 4.2. V2+32+32 an ‘latpasi1 17-adikalig sanlar maydaninda
bar boladi .

Da'lillew. @Q,, maydaninda - 2+3/2  an'latpasinin’  bar boliw

x*=2+3/2 ten'lemesinin’ sheshiliwinen kelip shig'adi. Da'slep 2 sanin
to'mendegishe kanonikaliq ko riniste jayip alamiz:

2=2+0-17+0-17* +....
Bul jayilmada y(2) =0 sam 3 ke bo'linedi. Bul bolsa teorema 3.1 din" birinshi

sha'rtin ganaatlandiradi. Endi teorema 3.1 din’ ekinshi sha'rtin tekseremiz,

yag'nty x; =2(mod 17) salistiriwinin® x, € {1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki
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joqlig'in tekseremiz. Bul ten'leme x,=8 sheshimge iye. Bunnan NE) eQ,,
ekenligi kelip shig'adu.
Endi @Q,, maydaninda J2 sanmin’ jayilmasmin® da'slepki u'sh

koeffitsientin tawip alamiz. Bunmn' ushm biz &’ =2 dep alamiz, bunda a

kanonikaliq jayilmasi
a=a,+a 17+a, 17 +...
bolg an 17-adikaliq san, bunda aq, #0, 0 < a; <16, j=1,2,...
Demek biz to'mendegi ge iye bolamiz:
a, +3aja, 17+ Bayal +3ala,) 177 +...=2+0:-17+0-17* +... (4.2
Birinshi ga'demde a, =2(mod 17) ten'lemesin sheshemiz, q, €{l,2,...,16}. Bul
salistintw a, =8 sheshimge 1ye boladi.
Biz a, =8 dep alamiz. Onda (4.2) to'mendegi ko riniske iye boladu:
512+192a,-17+ (24a] +192a,)-17° +...=2+0-17+0-17° +... (4.2
Bul ten'likti to'mendegishe jaziwg a boladi
2+(13+5a)-17+(+11a,+7al +5a,)- 17 +..=2+0-17+0-17% +... (4.2")
Bunnan 5aq, +13=0(mod 17) salistirtwin payda etip ha'm on1 sheshemiz, bunda
a, €{0,1,2,...,16} . Bul salistinw @, =11 sheshimge iye boladi. Bul sheshimdi
(4.2") ten'ligine qoy1p a, ni tabamiz:
2+13-17+(3+5a,) 17" +..=2+0-17+0-17* +... (4.2")
Endi 5a,+3=0(mod17) salistinwin sheshemiz, bunda a, €{0,1,2,...,16}.
Sheshimi a, =13 boladi. Demek
J2=2+13-17+13-17% +...
jayilmag’a iye bolamiz.
Endi X’ =2+32 ten'ligin to 'mendegishe jazamiz:

X =2432=242+1317+13-17%+... = 4+13-17+13-17* +...
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Bul ten'leme 7/(2+3/§)=0 san1t 3 ke bo'linedi. Bul bolsa teorema 3.1 din’

birinshi sha'rtin ganaatlandiradi. Endi teorema 3.1 din’ ekinshi sha'rtin

tekseremiz. Bul ushin 4 sanimin® kubliq qaldiq boliwin tekseremiz, yag'niy
xg =4(mod 17) salistinwinin® X, 6{1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki

joqlig'in tekseremiz. Bul salistinw x, =13 sheshimge iye boladi. Demek
Y2432 e Q,, ekenligi kelip shig adu.

Keyingi qa'dem x’ =2+ m ten'lemesinin’ sheshimge iye ekenligin
tekseremiz. Bunin® ushin m saninin’ 17-adikaliq jayilmasin jazamiz:

2432 = 44131741317+ ..,

Bul sang”a 2 ni qossaq, ol to'mendegi ko riniske keledi:

2432432 = 2444131741317 +..=64+13-17+13-17* + ...
Demek

X =2432+42 =6+13-17+13-17* +...
ten'lemesin sheshiminin® bar yamasa joqlig in u'yrenemiz.

Bul ten'lemede 7(2 +1/2 + J2 ) =0 san1 3 ke bo’linedi. Bul bolsa teorema

3.1 din" birinshi sha'rtin qanaatlandiradi. Endi teorema 3.1 din" ekinshi sha'rtin

tekseremiz. Bul ushin 6 sanimin’ kubliq qaldiq boliwin tekseremiz, yag'niy
xg =6(mod 17) salistinwinin® X, 6{1,2,...,16} da sheshiminin® bar yaki

joqlig'in tekseremiz. Bul salistinw x,=5 sheshimge iye boladi. Demek

Y2+432+32 € Q,, ekenligi kelip shig’adi.

Teorema da’lillendi.
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Juwmaglaw

Zamanago'y matematikanin® en’ tez rawajlanip atirg an tarawlarinin® biri

bul p-adikaliq sanlar teoriyasi. Sol sebepli de bul teoriyag'a qizigiwshiliq
a'dewir joqari. biz endi p -adikaliq analiz benen haqiyqiy analaizdi salistirip

ko'rsek, p-adikaliq analizde haqiyqiy analizden pariglanadi. Ayirim jag'daylarda
qizig arl qa’siyetlerge 1ye boladi. Bul p-adikaliq sanlardin’ jaqs1 qa’siyetlerinen
biri bul gatar jiynaqlt boliw1 ushin onin” uliwma ag’zasi nolge umtiliw1 za’ru’r
ha’m jeterli boladi, al haqiyqry sanlarda tek jeterli sha’rt bar. Bul sanlar
maydanin’ jaman qa’siyetlerinen biri bul maydanda ta’rtip kiritip bolmaydi,
yag’nty p-adikaliq sanlardi salistirip  bolmaydi. Pitkeriw qanigelik jumisi
kirisiw, to'rt paragraf, juwmaqlaw ha'm adebiyatlar diziminen ibarat.

Jumistin® birinshi paragrafinda p -adikaliq sanlar maydani hagqinda bolip,
tiykarman p -adikaliq sanlar teoriyasina tiyisli bolg'an da'slepki tu'sinikler

keltirilgen.
Ekinshi paragrafta p -adikaliq kvadrat ten'lemelrdin’ sheshiw kriteriyasi

u'yrenilgen.

Pitkeriw  qanigelik  jumusimin’®  u'shinshi  paragrafinda x’ =a
ko'rinisindegi p -adikaliq ten'lemeler garalg an.

To'rtinshi paragrafta bazi-bir u'shinshi da'rejeli p-adikaliq ten'leme
u'yreligen.

Jumistin® aqirinda juwmaqlaw ha'm paydalanilg’an a'debiyatlar dizimi

keltirilgen.
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