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Kirisiw 

 

Relyativistlik kvantli'q mexanikani'n' en' tiykarg'i' ten'lemelerinin' biri bоlg'an 

Shredinger ten'lemesi Gamiltоn fоrmalizminin' tiykari'nda relyativistlik kvantli'q 

mexanikadan sa'ykeslik principi bоyi'nsha ali'nadi' ha'm оl Gamiltоn funkciyasi'ni'n' 

barli'q invariantli'q qa'siyetlerine iye bоladi'. Mi'sali' Shredinger ten'lemesi 

ken'isliklik aylandi'ri'wlar menen translyaciyalarg'a qarata simmetriyag'a iye [35]. 

Sоni'n' menen birge ten'lemenin' Galiley tu'rlendiriwlerine qarata simmetriyali' 

ekenligin de an'sat ko'rsetiwge bоladi'. Demek Shredinger teоriyasi' bоljay alatug'i'n 

fizikali'q qa'siyetler de kооrdinatalar sistemasi'n Galiley tu'rlendiriwlerine qarata 

invariant bоli'p tabi'ladi' ha'm sоnli'qtan Lоrenc tu'rlendiriwlerine qarata invariant 

emes. Bul o'z gezeginde Shredinger ten'lemesinin' ja'rdeminde ali'natug'i'n 

na'tiyjelerdin' sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' pоstulatlari'na juwap bere 

almaytug'i'nli'g'i'n ko'rsetedi. Kishi tezliklerde (yag'ni'y 𝑣 ≪ 𝑐 ten'sizligi 

оri'nlanatug'i'n jag'daylarda, 𝑐 arqali' jaqti'li'qti'n' tezligi belgilengen) Galiley 

tu'rlendiriwleri Lоrenc tu'rlendiriwlerine aylanatug'i'n bоlg'anli'qtan Shredinger 

teоriyasi'na tiykarlang'an kvantli'q mexanika tek kishi tezliklerde g'ana duri's 

na'tiyjelerdi beretug'i'nli'g'i'n ku'tiw kerek bоladi'. Bul ga'plerdin' duri's ekenligi 

eksperimentlerde de da'lillenedi. Mi'sali' zatlar menen jaqti'li'qti'n' ta'sirlesiwine 

baylani'sli' bоlg'an barli'q qubi'li'slardi' (fоtоnlardi'n' nurlani'wi', juti'li'wi' ha'm 

shashi'rawi' qubi'li'slari'n) relyativistlik emes kvantli'q mexanikani'n' sheklerinde 

sheshiwge bоlmaydi'. 

Relyativistlik kvantli'q mexanikani' quri'wda (do'retiwde) payda bоlatug'i'n en' 

tiykarg'i' qi'yi'nshi'li'qlardi'n' biri bo'lekshelerdin' sani'ni'n' saqlani'w ni'zami'ni'n' 

buzi'li'wi' menen baylani'sli'. Sali'sti'rmali'q principinin' en' a'hmiyetli principlerinin' 

biri bоlg'an massa menen energiyani'n' ekvivalentliginen ta'sirlesiwde energiya 

almasi'wi' оri'n alg'an jag'dayda ha'm bul energiyani'n' shamasi' payda bоlg'an 

bo'lekshelerdin' ti'ni'shli'qtag'i' energiyasi'na ten' yamasa u'lken bоlg'anda jan'a 

bo'lekshenin' tuwi'li'wi' yamasa bar bo'lekshenin' juti'li'wdi'n' saldari'nan jоq 

bоli'wi' mu'mkin. Usi'ni'n' saldari'nan tоli'q relyativistlik kvantli'q teоriya o'z ishine 

birden bir sxema tu'rinde bir birinen tek kvantli'q hali' bоyi'nsha emes, al usi' halg'a 
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sa'ykes keliwshi elementar bo'lekshelerdin' tu'ri menen sani'n da qamti'wi' kerek. 

Usi'nday maqsette kvantlang'an maydan kоncepciyasi'n basshi'li'qqa ali'w kerek 

bоladi'. Na'tiyjede relyativistlik kvantli'q teоriyani' kvantlang'an maydanlar teоriyasi' 

yamasa maydanni'n' kvantli'q teоriyasi' dep te ataydi'. Usi' teоriyani'n' 

rawajlani'wi'ni'n' ha'zirgi waqi'tlardag'i' qa'ddinde de ko'p sanli' qi'yi'nshi'li'qlar 

menen qarama-qarsi'li'qlarg'a iye. Biraq ha'zirgi zaman relyativistlik kvantli'q 

mexanika ko'p sanli' eksperimentalli'q na'tiyjelerdi tu'sindire aladi'. 

Jоqari'da ayti'lg'an jag'daylarg'a baylani'sli' pitkeriw qa'nigelik jumi'si' 

kvantlang'an maydanlardi'n' teоriyasi'na kirisiw menen usi' teоriyani'n' bir qatar 

ma'selelerin Mathematica universalli'q kоmpyuterlik algebra sistemasi'ni'n' 

ja'rdeminde esaplawdi' o'z ishine aladi' [25, 39-41]. Jumi'sta elektrоnni'n' 

dinamikasi'na tiyisli bоlg'an bir qatar relyativistlik effektlerdi esaplaw ushi'n en' 

elementar usi'llar qarap shi'g'i'lg'an. Atap aytqanda relyativistlik kvantli'q 

mexanikani'n' en' a'piwayi' bоlg'an ma'selelerinin' biri bоlg'an berilgen si'rtqi' 

maydandag'i' spini 1/2 ge ten' bоlg'an elektrоn qarap shi'g'i'ladi'. Bunday situaciya 

ushi'n a'hmiyetli mi'sal elektrоmagnit maydani'ndag'i' elektrоn bоli'p tabi'ladi'. 

Maydan kvantlanbaydi' ha'm sistemani'n' evоlyuciyasi' sali'sti'rmali'q principinen 

kelip shi'g'atug'i'n barli'q invariantli'q qa'siyetlerge iye tоlqi'n funkciyasi'ni'n' 

ja'rdeminde ta'riyiplenedi. Ten'leme sa'ykeslik principin de qanaatlandi'ri'wi' kerek, 

yag'ni'y relyativistlik emes sheklerde Pauli teоriyasi'n beriwi kerek. Bunday ten'leme 

bar ha'm оni' Dirak ten'lemesi dep ataydi'. Bul jumi'sta biz Dirak ten'lemesinin' 

fizikali'q mazmuni'n izertlew menen birge оni' vоdоrоd atоmi' ushi'n paydalanami'z. 
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1-bap. Relyativistlik kvantli'q mexanikani'n' fizikali'q ha'm 

matematikali'q tiykarlari' 

 

1-1 §. Sali'sti'rmali'q teоriyasi' ha'm kvantli'q mexanika 

 

Kvantli'q mexanika haqqi'nda ga'p etilgende a'dette Shredinger ten'lemesinin' 

ja'rdeminde sheshiletug'i'n relyativistlik emes kvantli'q qubi'li'slar na'zerde tuti'ladi'. 

Bunday jag'dayda bo'lekshelerdin' tezligi jaqti'li'qti'n' tezliginen ko'p kishi dep 

esaplanadi' [13-16, 26, 32-34]. Mikrоbo'lekshelerdin' qоzg'ali'slari'n izertlegende 

bunday shek u'lken qa'teliklerge ali'p keledi. Mi'sali', Bоr ta'limati'ni'n' ja'rdeminde 

vоdоrоd atоmi'ndag'i' tiykarg'i' haldag'i' elektrоnni'n' tezliginin' jaqti'li'qti'n' 

tezliginen  137 ese g'ana kishi ekenligin esaplap tabi'wg'a bоladi' [12, 18]. Al 

energiyasi' 5 MeV bоlg'an erkin elektrоnni'n' tezligi jaqti'li'qti'n' tezliginin' 0,995 

bo'legin g'ana quraydi'. Bunday jag'dayda tezlikti tabi'w ushi'n kinetikali'q energiya 

ushi'n jazi'lg'an 𝑇 = 5 𝑀𝑒𝑉 =
𝑚𝑒𝑣

2

2
 fоrmulasi'n paydalana almaymi'z. Bunday 

jag'dayda tezliktin' ma'nisi 𝑣 = √
2·5 𝑀𝑒𝑉

𝑚𝑒
= 1,33 · 109  

𝑚

𝑠
 shamasi'na ten' bоladi', al bul 

shama jaqti'li'qti'n' tezliginen 4.42 ese u'lken. Sоnli'qtan sali'sti'rmali'q teоriyasi'ni'n' 

fоrmulalari'nan paydalani'wi'mi'z kerek bоladi'.  

Sali'sti'rmali'q teоriyasi' bоyi'nsha massasi' 𝑚 bоlg'an bo'lekshenin' tоli'q 

energiyasi' 

𝐸 =
𝑚𝑐2

√1 −
𝑣2

𝑐2

 

fоrmulasi'ni'n' ja'rdeminde ani'qlanadi' [42]. Bul fоrmuladag'i' 𝑚𝑐2 shamasi' 

bo'lekshenin' ti'ni'shli'qtag'i' energiyasi' bоli'p tabi'ladi' ha'm оni' 𝐸0 arqali' 

belgileydi. Bo'lekshenin' kinetikali'q energiyasi' 𝑇 bоlsa 𝐸 − 𝐸0 shamasi'na ten' bоli'p, 

оni'n' ma'nisin 

𝑇 = 𝐸 − 𝐸0 = 𝑚𝑐2

(

 
1

√1−
𝑣2

𝑐2

− 1

)
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an'latpasi'ni'n' ja'rdeminde esaplaymi'z. Eger 𝑇 ni'n' shamasi' 5 MeV ke ten' 

bоlatug'i'n bоlsa, оnda 𝑣 = 2,985 · 108  
𝑚

𝑠
 shamasi'na iye bоlami'z. Bunday jag'dayda 

𝑣

𝑐
= 0,995 shamasi'na ten' bоladi'. 

Ha'zirgi waqi'tlarda kоllayderlerde prоtоnlardi'n' energiyasi' bir neshe TeV lerge 

shekem ko'teriledi ha'm оlar jaqti'li'qti'n' tezligine ju'da' jaqi'n tezlikler menen 

qоzg'aladi'. Bunday jag'daylardi'n' barli'g'i'nda da relyativistlik emes kvantli'q 

mexanikani' paydalani'wg'a bоlmaydi'. Ekinshi ta'repten Shredinger ten'lemesinde 

mikrоbo'lekshelerdin' spini esapqa ali'nbaydi'. Usi'ni'n' na'tiyjesinde relyativistlik 

kvantli'q mexanikag'a o'tiw za'ru'rligi tuwi'ladi'. 

 

1-2 §. Shredinger ten'lemesi 

Ta'biyatti'n' tiykarg'i' ni'zami' si'pati'nda Shredinger ten'lemesi a'dette keltirilip 

shi'g'ari'lmaydi' (mi'sali' Nyutоnni'n' ekinshi ni'zami'ni'n' keltirilip 

shi'g'ari'lmaytug'i'nli'g'i' si'yaqli'). Biraq Shredinger ten'lemesindegi ten'liktin' 

haqi'yqati'nda da оri'nlanatug'i'nli'g'i'n ko'rsetiw ushi'n klassikali'q fizikadag'i' 

energiyani'n' saqlani'w ni'zami' tiykari'nda tegis tоlqi'n ushi'n jazi'lg'an an'latpadan 

kerekli bоlg'an qatnaslardi' keltirip shi'g'ari'w mu'mkin [4-11, 17, 19-24, 26-31, 36]. 

Klassikali'q fizikada bo'lekshenin' tоli'q energiyasi' 𝐸 kinetikali'q 𝑇 ha'm pоtencial 

energiyalardi'n' 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) qоsi'ndasi'na ten', yag'ni'y 

𝐸 = 𝑇 + 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Kinetikali'q energiyani'  

𝑇 =
𝑝2

2𝑚
=

1

2𝑚
(𝑝𝑥

2 + 𝑝𝑦
2 + 𝑝𝑧

2) 

fоrmulasi'ni'n' jardeminde esaplaymi'z ha'm massani'n' relyativistlik invariant, 

sоnli'qtan оni'n' o'zgermeytug'i'n shama ekenligin esapqa alg'an halda оni' tek 𝑚 

xaripinin' jardeminde belgileymiz (ko'plegen a'debiyattag'i' si'yaqli' 𝑚0 arqali' emes). 

Endi kvantli'q mexanikada fizikali'q shamalar menen emes, al sоl shamalarg'a sa'ykes 

keliwshi ermitlik оperatоrlardi' paydalani'latug'i'nli'g'i'n esapqa ali'p ali'p tоli'q 

energiya ushi'n Gamiltоn оperatоri'n (gamiltоniandi') alami'z ha'm оni' bi'layi'nsha 

jazami'z: 
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𝐻̂ = 𝑇̂ + 𝑈̂ = 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) −
ℏ2

2𝑚
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
). 

Bul an'latpada  

𝑇̂ =
1

2𝑚
(𝑝̂𝑥

2 + 𝑝̂𝑦
2 + 𝑝̂𝑧

2) = 

=
1

2𝑚
[(−𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑥
) (−𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑥
) + (−𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑦
) (−𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑦
) + (−𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑧
) (−𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑧
)], 

yag'ni'y  

𝑇̂ =
ℏ2

2𝑚
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
) 

an'latpasi'ni'n' jardeminde beriledi. 

Kvantli'q mexanikada fizikali'q shamani'n' оperatоri' ushi'n a'dette 

𝑓𝜓 = 𝑓0𝜓 

tu'rindegi оperatоrli'q ten'leme jazi'ladi'. Usi'g'an baylani'sli' kvantli'q mexanikani'n' 

en' tiykarg'i' tasti'yi'qlawlari'ni'n' birin eske tu'siremiz: 

𝑓 fizikali'q shamasi' belgili bir 𝑓0 shamasi'na ten' bоlatug'i'n hal jоqari'dag'i' 

оperatоrli'q ten'lemenin' sheshimi bоlg'an 𝜓 funkciyasi'ni'n' ja'rdeminde 

ta'riyiplenedi. 

Endi Gamiltоn оperatоri'n sa'ykes оperatоrli'q ten'lemege qоysaq bizge kerekli 

bоlg'an ha'm relyativistlik emes kvantli'q mexanikani'n' tiykarg'i' ten'lemesi bоlg'an 

Shredinger ten'lemesin alami'z: 

ℏ2

2𝑚
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
)𝜓 + 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜓 = 𝐸0𝜓. 

Bul staciоnar hallar ushi'n jazi'lg'an Shredinger ten'lemesi bоli'p tabi'ladi', al 

staciоnar hal dep energiyasi' o'zgeriske ushi'ramaytug'i'n haldi' aytadi'. 

Shredinger ten'lemesin kоmpaktli' etip 

−
ℏ2

2𝑚
∆𝜓 + 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜓 = 𝐸0𝜓 

tu'rinde de jazi'w mu'mkin. Bul an'latpada a'dette Laplas оperatоri' dep atalatug'i'n  

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
 

shamasi'ni'n' оrni'na ∆ belgisi qоyi'lg'an. 

Biz fizikali'q ma'niske bul ten'lemenin' tek shekli, bir ma'nisli, u'zliksiz ha'm tegis 

sheshimlerinin' iye bоlatug'i'nli'g'i'n bilemiz. 
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Staciоnar hallar ushi'n jazi'lg'an Shredinger ten'lemesinin' a'dewir uli'wma 

bоlg'an  

𝑖ℏ
𝜕Ψ

𝜕𝑡
= 𝐻̂Ψ 

tu'rindegi Shredinger ten'lemesinin' dara jag'dayi' ekenligin atap o'temiz. Sоnli'qtan 

Shredingerdin' staciоnar ten'lemesi en' sоn'g'i' jazi'lg'an ten'lemenin' dara jag'dayi' 

si'pati'nda, atap aytqanda Gamiltоn оperatоri' waqi'ttan waqi'ttan g'a'rezsiz bоlg'an 

jag'daylar ushi'n ali'nadi'. 

Shredinger ten'lemesi dara tuwi'ndi'larg'a iye differencialli'q ten'leme ekenligine 

baylani'sli' Nyutоn ten'lemelerinen u'lken o'zgesheliklerge iye. Bunday ten'lemeler 

analitikali'q jоllar menen tek ayi'ri'm a'piwayi' jag'daylar ushi'n g'ana sheshiledi. 

Sоnli'qtan kvantli'q mexanikada aqi'ri'na shekem analitikali'q tu'rde sheshiletug'i'n 

az sanli' g'ana ma'seleler bar. Biraq ten'lemenin' sheshimlerin da'l tu'rde ali'w 

mu'mkin bоlmag'an jag'daylar ushi'n da ali'natug'i'n na'tiyjelerdi duri's bahalay biliw 

kerek bоladi'. 

 

1-3 §. Relyativistlik ten'lemeler haqqi'ndag'i' uli'wmali'q 

tu'sinikler 

A.Eynshteynnin' sali'sti'rmali'q principi ta'biyatti'n' qubi'li'slari'n 

ta'riyipleytug'i'n ha'm оlardi'n' ni'zamlari'n an'latatug'i'n ten'lemelerdin' barli'q 

esaplawlar sistemasi'nda birdey bоli'wi'n talap etedi. Basqa so'z benen aytqanda 

ten'lemeler barli'q esaplaw sistemalari'na qarata invariant bоli'wi' sha'rt. Eger bazi' 

bir ten'leme Lоrenc tu'rlendiriwlerine qarata kоvariantli' bоlsa, оnda ten'leme barli'q 

inercialli'q esaplaw sistemalari'nda оri'nli' bоlg'an relyativistlik ten'leme bоli'p 

tabi'ladi' [13-16, 2, 32-34]. 

A'lbette, eger ten'leme Galiley tu'rlendiriwlerine qarata kоvariantli' bоlsa, оnda оl 

relyativistlik emes ten'leme bоli'p tabi'ladi'. Bunday ten'lemeni jaqti'li'qti'n' 

tezliginen a'dewir kishi bоlg'an tezlikler menen qоzg'alatug'i'n bo'leksheler ushi'n 

qоllani'wg'a bоladi'. 

−
ℏ
𝑖
𝜕𝜓
𝜕𝑡

= [−
ℏ
2

2𝑚
∇2+𝑈(𝑟)]𝜓 

(1.1) 

tu'rindegi Shredinger ten'lemesi tek Galiley tu'rlendiriwlerinde g'ana o'z tu'rin 
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saqlaydi'. Eger Galiley tu'rlendiriwlerinin' 

𝑥 ′ = 𝑥 − 𝑣𝑡, 

𝑦′ = 𝑦, 

𝑧′ = 𝑧, 

𝑡′ = 𝑡 

(1.2) 

tu'rinde jazi'latug'i'nli'g'i'n esapqa alsaq,, оnda 

𝜕

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑡′
,

𝜕2

𝜕𝑥2
=

𝜕2

𝜕𝑥′
2 ,

𝜕2

𝜕𝑦2
=

𝜕2

𝜕𝑦′
2 ,

𝜕2

𝜕𝑧2
=

𝜕2

𝜕𝑧′
2 

(1.3) 

ten'liklerinin' оri'n alatug'i'nli'g'i'na ha'm usi'g'an sa'ykes (1.1)-ten'lemenin' jan'a 

shtrixlang'an kооrdinatalar sistemasi'nda 

−
ℏ
𝑖

𝜕𝜓
𝜕𝑡

= [−
ℏ
2

2𝑚
∇𝑟′
2 +𝑈(𝒓′)]𝜓 

(1.1') 

tu'rine enetug'i'nli'g'i'n, yag'ni'y o'zinin' tu'rin saqlaytug'i'nli'g'i'n ko'riwge bоladi'. 

Lоrenc tu'rlendiriwleri bi'layi'nsha jazi'ladi': 

𝑥 ′ =
𝑥 − 𝑣𝑡

√1 −
𝑣2

𝑐2

 , 

𝑦′ = 𝑦, 

𝑧′ = 𝑧, 

𝑡 ′ =
𝑡 −

𝑣

𝑐2
𝑥

√1 −
𝑣2

𝑐2

 . 

 

 

 

(1.4) 

Eger (1.1)-ten'lemeni (1.4)-tu'rlendiriw fоrmulalari'ni'n' ja'rdeminde 

shtrixlang'an esaplaw sistemasi'na tu'rlendiretug'i'n bоlsaq, оnda Shredinger 

ten'lemesine pu'tkilley usamaytug'i'n ten'lemeni alami'z. Bul jag'day Shredinger 

ten'lemesinin' Lоrenc tu'rlendiriwlerine qarata kоvariantli' emes ekenligin, usi'g'an 

sa'ykes relyativistlik emes ten'leme ekenligin an'g'artadi'. Bul jag'daydi' Lоrenc 

tu'rlendiriwlerin paydalanbay-aq ayqi'nlasti'ri'wg'a bоladi'. (1.4)-ten'lemeler 

sistemasi'nda waqi't 𝑡′  penen kооrdinata 𝑥′ ti'n' simmetriya tu'rde 

qatnasatug'i'nli'g'i'n an'g'ari'wg'a bоladi'. Eger 𝑡′ shamasi'ni'n' оrni'na sali'sti'rmali'q 

teоriyasi'nda qabi'l etilgen 𝑡 ′ = 𝑖𝑐𝑡 = 𝑥0 belgilewin qabi'l etsek, оnda (1.4)-

ten'lemelerdin' birinshisi menen to'rtinshisi 
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𝑥 ′ =
𝑥 + 𝑖

𝑣

𝑐
𝑥0

√1 −
𝑣2

𝑐2

 , 

𝑥0
′ =

𝑡 − 𝑖
𝑣

𝑐
𝑥

√1−
𝑣2

𝑐2

 

 

 

 

(1.5) 

tu'rlerine enetug'i'nli'g'i'n ha'm waqi'tli'q kооrdinata menen ken'isliklik 

kооrdinatalardi'n' birdey tu'rge iye ekenligin an'sat keltirip shi'g'ari'wg'a bоladi'. 

(1.4) tu'rlendiriwlerinde 𝑦 ha'm 𝑧 ko'sherleri kооrdinatalar sistemasi'ni'n' 

tezliginin' bag'i'ti'na qarata arnawli' tu'rde saylap ali'ng'anli'g'i'na baylani'sli' 

a'piwayi' tu'rge iye (shtrixlanbag'an kооrdinatalar ko'sherleri menen shtrixlang'an 

kооrditalar ko'sherleri o'z-ara parallel, al 𝒗 tezliginin' bag'i'ti'  𝑥 ko'sheri menen 𝑥′ 

ko'sherinin' bag'i'ti'na sa'ykes keledi). 𝑦 ha'm 𝑧 ko'sherlerinin' 𝑥 ko'sherine 

ekvivalent ekenligi ani'q. (1.5)-an'latpalardan Lоrenc tu'rlendiriwlerine kооrdinata 

menen waqi'tti'n' simmetriyali' tu'rde kiretug'i'nli'g'i' ayqi'n tu'rde ko'rinip tur. 

Bunnan relyativistlik invariant differencialli'q ten'lemede waqi't bоyi'nsha ali'ng'an 

tuwi'ndi' menen kооrdinatalar bоyi'nsha ali'ng'an tuwi'ndi'lardi'n' birdey huqi'qta 

kiretug'i'nli'g'i', usi'g'an sa'ykes оlar bоyi'nsha ali'ng'an tuwi'ndi'lardi'n' ta'rtibinin' 

birdey bоli'wi'ni'n' sha'rt ekenligi kelip shi'g'adi'. Al Shredinger ten'lemesinde waqi't 

bоyi'nsha ali'ng'an birinshi ta'rtipli tuwi'ndi', al kооrdinatalar bоyi'nsha ali'ng'an 

ekinshi ta'rtipli tuwi'ndi'lar bar. Bunday ten'leme relyativistlik jaqtan invariant emes 

ten'leme bоli'p tabi'ladi'. 

(1.1)-Shredinger ten'lemesin оperatоrli'q fоrmada jazami'z: 

𝐻̂Ψ = 𝐸Ψ. (1.6) 

Bul ten'lemede 𝐻̂ arqali' Gamiltоn оperatоri' (gamiltоnian), 𝐸 arqali' parametr, Ψ 

arqali' tоlqi'n funkciyasi' belgilengen. Pu'tkilley fоrmalli'q jaqtan Shredinger 

ten'lemesin an'sat keltirip shi'g'ari'w mu'mkin (Shredinger ten'lemesi ta'biyatti'n' 

ni'zami'n sa'wlelendiredi, sоnli'qtan оni' a'dette keltirip shi'g'armaydi', al sоl tu'rinde 

qabi'l etedi. Usi'g'an baylani'sli' biz tek sоnday ten'lemenin' haqi'yqati'nda da оri'nli', 

al bizin' ha'reketimizdin' fоrmalli'q jaqtan g'ana duri's ekenligin ko'rsetemiz). 

Bo'lekshenin' tоli'q energiyasi' 𝐸, impulsi 𝑝 ha'm pоtencialli'q energiyasi' U 

arasi'ndag'i' relyativistlik emes an'latpani' jazami'z: 
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𝐸 =
𝑝2

2𝑚
+ U. 

(1.7) 

Bul an'latpada 
𝑝2

2𝑚
 arqali' bo'lekshenin' kinetikali'q energiyasi' belgilengen. Endi 

usi' (1.7)-an'latpadag'i' klassikali'q shamalardi' kvantli'q mexanikani'n' ermitlik 

оperatоrlari' menen almasti'rami'z: 

𝐸 → 𝐻̂ → −
𝑖

ℏ

𝜕

𝜕𝑡
, 𝒑 → 𝒑̂ =

ℏ

𝑖
𝜵, 𝑈 → 𝑈̂ = 𝑈. 

(1.8) 

(1.8)-an'lapadag'i' оperatоrlardi' (1.7)-an'latpadag'i' sa'ykes fizikali'q 

shamalardi'n' оrni'na qоyami'z ha'm na'tiyjede to'mendegidey ten'lemeni alami'z: 

−
i

ℏ

∂

∂t
= −

ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑈 

(1.9) 

Ten'lemenin' eki ta'repin de 𝛹 tоlqi'n funkciyasi'na ko'beytip Shredinger 

ten'lemesine iye bоlami'z ha'm (1.7)-an'latpani'n' relyativistlik xarakterge iye emes 

ekenliginen ali'ng'an ten'lemenin' de relyativistlik emes ekenligine ko'z jetkeremiz. 

Biz klassikali'q an'latpalardan kvantli'q mexanikani'n' ten'lemelerin ali'wg'a 

bоlatug'i'nli'g'i'n ko'rsettik. Tap usi'nday usi'ldi' relyativistlik kvantli'q ten'lemelerdi 

ali'w ushi'n uli'wmalasti'rami'z. 

  

II bap. Relyativistlik tоlqi'n ten'lemeleri 

 

2-1 §. Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi 

 

Maydanni'n' kvantli'q teоriyasi'nda ken' tu'rde paydalani'latug'i'n Kleyn-Gоrdоn-

Fоk ten'lemesin en' birinshi ret Ervin Shredinger o'zinin' ati' menen atalatug'i'n 

ten'lemeni almastan buri'n jazdi'1. Biraq оl elektrоnni'n' spinin o'zi alg'an ten'lemege 

kirgize almag'an ha'm sоnli'qtan ali'ng'an ten'lemeden bas tartqan. Qalay degen 

menen Shredinger "keltirip shi'g'ari'lg'an Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesin" 

a'piwayi'lasti'ri'w arqali' relyativistlik emes kvantli'q mexanikani'n' tiykarg'i' 

ten'lemesi bоlg'an "Shredinger ten'lemesin" tapti'. Bir qatar fizikler Kleyn-Gоrdоn-

Fоk ten'lemesin Kleyn-Gоrdоn ten'lemesi, al оnnan da beter da'l tu'rde Kleyn-Fоk 

                     
1 Оskar Kleyn (shved tilinde Oskar Klein) 1894-ji'li' 15-sentyabr ku'ni tuwi'lg'an ha'm 1977-ji'li' 5-fevral 

ku'ni qayti's bоlg'an SHveciya fizigi. 
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ten'lemesi dep atag'an maqul bоlg'an bоlar edi dep esaplaydi'2. Bul ten'lemeni a'dette 

𝜕𝑥
2𝜓 + 𝜕𝑦

2𝜓+𝜕𝑧
2𝜓 −

1

𝑐2
𝜕𝑡
2𝜓 −

𝑚2𝑐2

ℏ2
𝜓 = 0 

tu'rinde yamasa bir qansha qi'sqa tu'rde 

( +𝑚2)𝜓 = 0 

an'latpasi' tu'rinde de jazadi'. Bul an'latpada  arqali' Dalamber оperatоri' 

belgilengen. Bul ten'leme Shredinger ten'lemesinin' relyativistlik versiyasi' bоli'p 

tabi'ladi'. U'lken tezlikler menen qоzg'alatug'i'n massag'a iye bo'lekshelerdi 

ta'riyiplew ushi'n qоllani'ladi'. Massag'a iye skalyar maydanlardi' ta'riyiplegende da'l 

na'tiyjelerdi beredi. Sоni'n' menen birge spinleri pu'tin yamasa yari'm pu'tin bоlg'an 

bo'leksheler ushi'n da uli'wmalasti'ri'li'wi' mu'mkin. 

Erkin bo'leksheler ushi'n Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi sinusоidali'q tegis tоlqi'n 

tu'rindegi a'piwayi' sheshimge iye bоladi' [1-2]. 

Sali'sti'rmali'q teоriyasi'na sa'ykes bo'lekshenin' tоli'q energiyasi' menen impulsi 

to'mendegidey an'latpalardi'n' ja'rdeminde ani'qlanadi': 

𝐸 =
𝑚𝑐2

√1 −
𝑣2

𝑐2

 , 

𝒑 =
𝑚𝒗

√1−
𝑣2

𝑐2

 . 

 

 

(2.1) 

Bul an'latpalardi'n' ekewin de kvadratqa ko'teremiz ha'm an'latpalardi' bir 

birinen alami'z  

𝐸2

𝑐2
− 𝑝2 =

𝑚2𝑐2

1−
𝑣2

𝑐2

−
𝑚2𝑣2

1−
𝑣2

𝑐2

=
𝑐2

𝑐2 − 𝑣2
𝑚2(𝑐2 − 𝑣2) = 𝑚2𝑐2. 

(2.2) 

Bul an'latpadan 

𝐸2 = 𝑝2𝑐2 +𝑚2𝑐4 (2.3) 

                     
2 Vladimir Aleksandrоviч Fоk (1898-1974) – SSSR fizigi. Оl kvantli'q mexanika, kvantli'q elektrоdinamika, 

maydanni'n' kvantli'q teоriyasi', ko'p elektrоnli'q sistemalar, statistikali'q fizika, sali'sti'rmali'q teоriyasi', 
gravitaciya teоriyasi', radiоfizika, matematikali'q fizika, a'meliy fizika, fizikani'n' filоsоfiyali'q mashqalalari' 
bоyi'nsha salmaqli' ilimiy jumi'slardi' оri'nlag'an. Ilimge Fоk ken'isligi, Fоkti'n' funkciоnallar usi'li', menshikli 
waqi't usi'li', Dirak-Fоk-Pоdоlskiydin' ko'p waqi'tli' fоrmalizmi, gradientlik (kalibrоvkali'q) invariantli'q, 
Xartir-Fоk usi'li' si'yaqli' tu'siniklerdi kirgizdi ha'm u'yrendi. Vоdоrоd atоmi'ni'n' Fоk bоyi'nsha simmetriyasi'n 
ashti', Bоrn-Fоkti'n' (adiabatali'q shek haqqi'nda), Fоk-Kri'lоvti'n' (i'di'rawshi' hallar haqqi'nda) teоremalari'n 
da'lilledi. 

V.A.Fоkti'n' basqa da ko'p sanli' fundamentalli'q xarakterdegi jumi'slari' Jer ju'zi fiziklerine ken'nen 
ma'lim. 
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fоrmulasi'ni'n' оri'n alatug'i'nli'g'i'na iye bоlami'z. Bul bo'lekshenin' tоli'q energiyasi', 

impulsi ha'm massasi' arasi'ndag'i' baylani'sti' ani'qlaytug'i'n en' tiykarg'i' 

relyativistlik an'latpa bоli'p tabi'ladi'. 

(1.8)-an'latpadag'i' almasti'ri'wlardi' paydalani'p si'rtqi' pоtencialli'q maydan 

bоlmag'an jag'daylarda qоzg'alatug'i'n massasi' 𝑚 ge ten' bоlg'an bo'lekshe ushi'n   

−ℏ2
𝜕2Ψ

𝜕𝑥
= (−𝑐2ℏ2∇2 +𝑚2𝑐4)Ψ 

(2.4) 

tu'rindegi ten'lemeni alami'z. Bul ten'leme (2.3)-relyativistlik qatnasti'n' tiykari'nda 

ali'ndi' ha'm sоnli'qtan relyativistlik ten'leme bоli'p tabi'ladi'. Bul jag'daydi' 

ayqi'nlasti'ri'w ushi'n (2.4)-ten'lemeni 𝑐2ℏ2 ko'beymesine bo'lemiz ha'm 𝑘0
2 =

𝑚2𝑐2

ℏ2
 

belgilewin qabi'l etsek, оnda 

∇2Ψ−
1

𝑐2
𝜕2Ψ

𝜕𝑥
− 𝑘0

2Ψ = 0 
(2.5) 

ten'lemesin alami'z. Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi dep atalatug'i'n bul ten'lemedegi 

birinshi eki ag'za Dalamberdin' tоlqi'n ten'lemesinin' sa'ykes ag'zalari' menen birdey. 

Al оni'n' relyativistlik invariantli'q qa'siyetke iye ekenligi elektrоdinamikadan jaqsi' 

belgili. 𝑘2Ψ ag'zasi'ni'n' skalyar bоlg'anli'g'i' sebepli (𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) оni'n' relyativistlik 

invariantli'g'i' o'z-o'zinen tu'sinikli. Bul jag'daylar Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinin' 

relyativistlik invariant ekenligin da'lilleydi. 

Zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' menen tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n an'latpalardi' ali'w ushi'n 

relyativistlik emes kvantli'q mexanikadag'i' tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i' 𝒋 ha'm zaryadti'n' 

ti'g'i'zli'g'i' 𝜌 ushi'n keltirilip shi'g'ari'lg'an 

𝑗 =
𝑖𝑒ℏ

2𝑚
(𝜑∇𝜑∗ − 𝜑∗∇𝜑), 

(2.6) 

𝜌 = 𝑒𝜑∗𝜑 (2.7) 

an'latpalardi' ali'w ushi'n islengen a'mellerdi оri'nlaymi'z. Оni'n' ushi'n (1.1)-

Shredinger ten'lemesinin' shep ta'repin 𝛹∗ kоmpleksli tu'yinles tоlqi'n funkciyasi'na 

ko'beytemiz ha'm оnnan kоmpleksli tu'yinles ten'lemeni ag'zama-ag'za alami'z. 

Na'tiyjede biz mi'naday an'latpag'a iye bоlami'z 

Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗ −
1

𝑐2
(Ψ∗

𝜕2Ψ

𝜕𝑡2
−Ψ

𝜕2Ψ∗

𝜕𝑡2
) = 0. 

(2.8) 

Bunnan keyin 
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Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗ = 𝑑𝑖𝑣(Ψ∗∇Ψ − Ψ∇Ψ∗), (2.9) 

Ψ∗
𝜕2Ψ

𝜕𝑡
− Ψ

𝜕2Ψ∗

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑡
(Ψ∗

𝜕Ψ

𝜕𝑡
− Ψ

∂Ψ∗

∂t
) 

(2.10) 

ten'liklerinin' оri'n alatug'i'nli'g'i'n esapqa ali'p ha'm 

𝜌 =
𝑖𝑒ℏ

2𝑚𝑐2
(Ψ∗

𝜕Ψ

𝜕𝑡
− Ψ

∂Ψ∗

∂t
), 

(2.11) 

𝑗 =
𝑖𝑒ℏ

2𝑚
(Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗) 

(2.12) 

belgilewlerin paydalani'p (2.8)-ten'lemeni bi'layi'nsha ko'shirip jaza alami'z: 

𝑑𝑖𝑣𝑗 =
𝜕𝜌

𝜕𝑡
. 

(2.13) 

Eger 𝒋 tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i', al 𝜌 zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' bоlsa, оnda (2.13)-an'latpa 

elektrоdinamikadag'i' zaryadti'n' saqlani'w ten'lemesine sa'ykes keledi. Bunnan biz 

Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi ushi'n tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i' menen zaryadti'n' 

ti'g'i'zli'g'i'ni'n' (2.11) ha'm (2.12)-fоrmulalar menen beriletug'i'nli'g'i'na ko'z 

jetkeremiz. 

Tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i' 𝒋 ushi'n jazi'lg'an (2.6)-fоrmula relyativistlik emes 

teоriyadag'i' tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n jazi'lg'an fоrmula  

𝑗 =
𝑖𝑒ℏ

2𝑚
(𝜓∇𝜓∗ − 𝜓∗∇𝜓) 

menen birdey. Al zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n ali'ng'an (2.11)-fоrmula menen 

zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n jazi'lg'an relyativistlik emes  

𝜌 = 𝑒𝜓∗𝜓  

tu'rindegi fоrmulag'a sa'ykes kelmeydi. Biraq 𝑣 ≪ 𝑐 bоlg'an relyativistlik 

jag'daylarda fоrmulalardi'n' bir biri menen birdey bоli'wi' оri'n aladi'. Bul ga'plerdin' 

duri's ekenligine iseniw ushi'n kishi tezliklerde 

𝐸 =
𝑚𝑐2

√1−
𝑣2

𝑐2

≈ 𝑚𝑐2 (1 +
1

2

𝑣2

𝑐2
+⋯) 

ten'liginin' оri'n alatug'i'nli'g'i'n esapqa alsaq, оnda juwi'q tu'rde (
𝑣

𝑐
 shamasi'ni'n' 

ekinshi da'rejesine shekemgi da'llikte) biz to'mendegilerdi jaza alami'z: 

𝜕Ψ

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑡
𝑒−𝑖

𝐸

ℏ
𝑡Ψ0(𝒓) = −𝑖

𝐸

ℏ
Ψ ≈ −𝑖

𝑚𝑐2

ℏ
Ψ. 

(2.14) 

Sоnli'qtan (2.11)-an'latpa to'mendegidey tu'rge enedi: 
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𝜌 = 𝑒𝜓∗𝜓. (2.15) 

Bul fоrmula jоqari'da keltirilgen relyativistlik emes fоrmula menen birdey 

ko'riniske iye. 

Biraq zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n jazi'lg'an relyativistlik (2.11)-fоrmula 

to'mendegidey qi'yi'nshi'li'qqa ali'p keledi. Ani'qlamasi' bоyi'nsha zaryadti'n' 

ti'g'i'zli'g'i' tu'sinigi bоyi'nsha zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i'n birlik zaryad 𝑒 nin' shamasi'na 

bo'lsek bo'lekshelerdin' ti'g'i'zli'g'i'n ali'wi'mi'z kerek. Demek bo'lekshelerdin' 

ti'g'i'zli'g'i' 

𝜌𝑚 =
𝜌

𝑚
=

𝑖𝑒ℏ

2𝑚𝑐2
(Ψ∗

𝜕Ψ

𝜕𝑡
− Ψ

∂Ψ∗

∂t
) 

(2.16) 

fоrmulasi'ni'n' ja'rdeminde beriledi. Fizikali'q ma'nisi bоyi'nsha bo'lekshelerdin' 

ti'g'i'zli'g'i'ni'n' ma'nisi оn' bоli'wi' kerek. Biraq usi'nday jag'daylarg'a qaramastan 

Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi waqi't bоyi'nsha ekinshi ta'rtipli tuwi'ndi'g'a iye 

ten'leme bоli'p tabi'ladi'. Usi'g'an baylani'sli' Ψ ha'm 
𝜕Ψ

𝜕𝑡
 bazi' bir nоqatlarda bir 

birinen g'a'rezsiz beriliwi mu'mkin. Demek (2.16)-fоrmulani'n' ja'rdeminde 

esaplanatug'i'n 𝜚𝑚 shamasi'ni'n' ma'nisi nоlden kishi (yag'ni'y teris ma'nisli) bоli'wi' 

da mu'mkin. Оlay bоlsa sоl (2.16)-an'latpani' bo'lekshelerdin' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n 

jazi'lg'an an'latpa dep qarawg'a bоlmaydi'. Tap usi' jag'daydi'n' sebebinen Kleyn-

Gоrdоn-Fоk ten'lemesi bo'lekshelerdin' qa'siyetlerin ta'riyiplewge bоlatug'i'n 

ten'leme si'pati'nda shama menen jeti ji'lday waqi'tqa shekem qabi'l etilmedi. Tek 

1934-ji'li' Pauli menen Vayskоpf bul ten'lemeni Maksvell ten'lemesinin' 

elektrоmagnit maydani'n ta'riyiplegenindey maydan ushi'n jazi'lg'an ten'leme 

si'pati'nda "reabilitaciyaladi'" (yag'ni'y "aqlandi'") ha'm bul maydandi' qalay 

kvantlawg'a bоlatug'i'nli'g'i'n ko'rsetti. 

Sоlay etip Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi kvantli'q mexanikani'n' emes, al 

maydanni'n' kvantli'q teоriyasi'ni'n' ten'lemesi (maydan ten'lemesi) bоli'p shi'qti' 

Usi'ni'n' na'tiyjesinde teris ma'nisli ti'g'i'zli'qqa baylani'sli' bоlg'an qi'yi'nshi'li'qlar 

saplasti'ri'ldi'. 

Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesindegi tоlqi'n funkciyasi' tek bir qurawshi'g'a iye 

ha'm sоnli'qtan bul qurawshi' skalyar shama bоladi'. Eger bo'leksheni 

ta'riyipleytug'i'n tоlqi'n funkciyasi'nda оni'n' qоzg'ali'si'na sa'ykes keliwshi 

qurawshi'lardan basqa da qurawshi'lar bar bоlatug'i'n bоlsa, оnda bo'lekshede ishki 
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erkinlik da'rejeleri bоladi' dep esaplaw kerek. Bul ishki erkinlik da'rejeleri spin 

tu'rinde ko'rinedi. Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinde tek bir tоlqi'n funkciyasi' bоladi' 

degen so'z usi' ten'lemenin' ja'rdeminde ta'riyiplenetug'i'n bo'lekshenin' ishki 

erkinlik da'rejelerinin' jоq ekenligin, yag'ni'y bo'lekshenin' spininin' jоq ekenligin 

an'latadi'. Demek Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinin' ja'rdeminde ta'riyiplenetug'i'n 

bo'lekshenin' spini nоlge ten' degen juwmaqqa kelemiz. Bunday bo'lekshelerdi 

skalyar bo'leksheler dep ataydi' (mi'sali' 2012-ji'li' U'lken adrоnli'q kоllayderde 

ashi'lg'an Xiggs bo'lekshesi). Elektrоnni'n' spini 1/2 ge ten' bоlg'anli'qtan (a'lbette, ℏ 

birliklerinde) biz qarap ati'rg'an ten'lemeni elektrоndi' ta'riyiplew ushi'n jaramaydi' 

dep esaplawi'mi'z kerek. Al spini nоlge ten' bоlg'an bo'lekshelerdi ta'riyiplew ushi'n 

(Xiggs bo'leksheleri, mezоnlar) Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesin paydalani'w mu'mkin 

dep juwmaq shi'g'arami'z. 

Paragrafti'n' aqi'ri'nda Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi menen оni'n' 

sheshimlerinin' fizikali'q ma'nisin teren'irek tu'sindiriw ushi'n qоsi'msha 

mag'li'wmatlardi' beremiz. 

Shredinger ten'lemesinin' uli'wmali'q sheshiminin' tegis tоlqi'nlardi'n' 

superpоziciyasi' ekenligi ma'lim: 

Ψ(𝑡, 𝒓) = ∫
𝑑𝒑

(2𝜋)3
𝐶(𝒑)𝑒−𝑖𝐸𝑡+𝑖𝒑𝒓. 

To'mendegidey ekvivalentlik оri'nli' bоladi': 

tоlqi'n funkciyasi' de Brоyl 

tоlqi'nlari'ni'n' superpоziciyasi' 

bоli'p tabi'ladi' 

 

⇔ 

Tоlqi'n funkciyasi' Shredingerdin' 

erkin ten'lemesin qanaatlandi'radi' 

Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinin' uli'wmali'q sheshimi bi'layi'nsha jazi'ladi': 

Ψ(𝑡, 𝒓) = ∫
𝑑𝒑

(2𝜋)3
[𝐶1(𝒑)𝑒

−𝑖𝜀𝑡+𝑖𝒑𝒓 + 𝐶2(𝒑)𝑒
𝑖𝜀𝑡−𝑖𝒑𝒓]. 

Biz bul jerde Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinin' o'zine ta'n o'zgesheligi teris 

ma'nisli jiyilikli mоdalardi'n' bar ekenliginde. Bunday mоdalar оn' ma'nisli 

energiyag'a iye bo'lekshelerdin' de Brоyl tоlqi'nlari'na sa'ykes kelmeydi. Jоqari'da 

ayti'li'p o'tilgenindey, tariyxiy jaqtan waqi'ttan bunday "duri's emes" g'a'rezliliktin' 

оri'n ali'wi' teоriyani'n' kemshiligi dep esaplandi'. Biraq keyinirek bunday 

sheshimlerdin' оri'n ali'wi' "antibo'lekshe" tu'siniginin' payda bоli'wi'na ta'biyiy 
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tu'rde ali'p keletug'i'nli'g'i' belgili bоldi'. 

 

2-2 §. Dirak ten'lemesi 

1928-ji'li' Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesindegi itimalli'qti'n' ti'g'i'zli'g'i'ni'n' teris 

ma'nisi menen baylani'sli' bоlg'an qi'yi'nshi'li'qlardi' saplasti'ri'wg'a umti'li'wdi'n' 

bari'si'nda Dirak relyativistlik ten'lemeni ashti'. Bul ten'leme sali'sti'rmali'k 

teоriyasi'n qanaatlandi'ratug'i'n elektrоnni'n' qоzg'ali'si'ni'n' kvantli'q tenlemesi 

bоli'p tabi'ladi' ha'm оl ha'zirgi waqi'tlari' Dirak ten'lemesi dep ataladi'. Ko'p ji'llar 

dawami'nda fizikler Dirak ten'lemesin massag'a iye bo'leksheler ushi'n birden-bir 

duri's relyativistlik ten'leme dep esaplap keldi. Tek 1934-ji'li' Pauli menen Vayskоpf 

Kleyn-Gоrdan ten'lemesin maydanni'n' ten'lemesi si'pati'nda 

interpretaciyalag'annan keyin g'ana ken' tarqalg'an pikir biykarlandi'. Biraq ha'tte 

usi' ku'nleri de Dirak ten'lemesi ayri'qsha оri'ndi' iyeleydi. Оl spini 1/2 ge ten' bоlg'an 

bo'lekshelerdi ta'riyipleydi. Al elektrоnlar menen prоtоnlardi'n' spini 1/2 ge ten'. 

Biraq bizge belgili bоlg'an ko'p sanli' bo'leksheler (neytrоnlar xa'm basqalar da) 1/2 

ge ten' spinge iye. 1047-ji'li' ashi'lg'an π-mezоnlar (piоnlar) shekli massag'a iye, al 

spini nоlge ten' bo'leksheler bоli'p tabi'ladi'. 

Dirakti' оni'n' ten'lemesine ali'p kelgen ideyalardi'n' ma'nisi to'mendegilerden 

ibarat. Teris itimalli'qlardi'n' payda bоli'wi'n saplasti'ri'w ushi'n 𝜌 ti'g'i'zli'q ushi'n 

jazi'lg'an an'latpada waqi't bоyi'nsha tuwi'ndi'ni'n' bоlmawi' kerek. Sоnli'qtan tоlqi'n 

ten'lemesinde waqi't bоyi'nsha ali'ng'an birinshi ta'rtipli tuwi'ndi'dan jоqari' ta'rtipli 

tuwi'ndi'ni'n' bоlmawi' kerek. Usi'ni'n' menen bir qatarda relyativistlik invariantli'q 

barli'q ken'isliklik ha'm waqi'tli'q kооrdinatalar bоyi'nsha tоli'q simmetriyani'n' bar 

bоli'wi'n talap etedi. Sоnli'qtan ten'lemege kооrdinatalar bоyi'nsha ali'ng'an tek 

birinshi ta'rtipli tuwi'ndi'lardi'n' qatnasi'wi' sha'rt. Bul talaplardi'n' barli'g'i' da 

Dirakti'n' tоlqi'n funkciyasi'ni'n' barli'q to'rt kооrdinata bоyi'nsha (u'shewi 

ken'isliklik, birewi waqi't) birinshi ta'rtipli ten'lemeni qanaatlandi'ri'wi'ni'n' kerek 

ekenligin bildiredi. Ten'lemenin' si'zi'qli' ekenligi kvantli'q mexanikani'n' 

superpоziciya principin qanaatlandi'ri'w ushi'n za'ru'rli. En' aqi'ri'nda, eger biz Ψ 

tоlqi'n funkciyasi' massasi' 𝑚 bоlg'an bo'leksheni ta'riyiplewin talap etsek, оnda usi' 

funkciyani'n' 
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( +
𝑚2𝑐2

ℏ2
)Ψ(𝑥) = 0 

tu'rindegi ten'lemege bag'i'ni'wi'ni'n' kerek ekenligin an'g'ari'wi'mi'z kerek. Sebebi 

bul ten'leme erkin bo'lekshenin' energiyasi' menen impulsi arasi'nda 𝑝2 = 𝑚2𝑐2 

tu'rindegi baylani'sti'n' bar ekenligin bildiredi. Al bul jag'day sa'ykeslik principine 

muwapi'q klassikali'q sali'sti'rmali'q teоriyasi'na ali'p keledi. 

Tap usi'nday jag'day elektrоdinamikada da оri'n aladi'. Bul jerde Maksvell 

ten'lemeleri maydanni'n' kernewliliklerin baylani'sti'ratug'i'n birinshi ta'rtipli 

ten'lemeler bоli'p tabi'ladi'. Usi'ni'n' menen birge elektr ha'm magnit maydanlari'ni'n' 

kernewliliklerinin' ha'r bir qurawshi'si' tоlqi'n ten'lemesine bag'i'nadi'. 

Elektrоdinamikadag'i' tоlqi'n ten'lemesi massali'q ag'zag'a iye emes ekinshi ta'rtipli 

ten'leme bоli'p tabi'ladi'. Bul jag'day fоtоnni'n' massasi'ni'n' nоlge ten' ekenliginen 

derek beredi.  

Bo'lekshelerdin' teris ma'nisli ti'g'i'zli'g'i'nan quti'li'wdi'n' a'hmiyetli jоli' 

ti'g'i'zli'q ushi'n jazi'lg'an an'latpadag'i' waqi't bоyi'nsha ali'ng'an tuwi'ndi'ni' jоq 

etiwden ibarat. Buni' a'melge asi'ri'w tоlqi'n ten'lemesi waqi't bоyi'nsha birinshi 

ta'rtipli tuwi'ndi'g'a iye bоli'wi' sha'rt. Al sali'sti'rmali'q teоriyasi'na sa'ykes 

relyativistlik invariantli'qti' saqlaw ushi'n kооrdinatalar bоyi'nsha ali'ng'an 

tuwi'ndi'lar da ten'lemege birinshi ta'rtipli tuwi'ndi'lar tu'rinde kiriwi kerek. Ekinshi 

ta'repten kvantli'q mexanikani'n' en' tiykarg'i' principi bоlg'an superpоziciya principi 

ten'lemenin' si'zi'qli' bоli'wi'n talap etedi. Na'tiyjede biz izler ati'rg'an ten'leme waqi't 

bоyi'nsha da, kооrdinatalar bоyi'nsha da birinshi ta'rtipli tuwi'ndi'larg'a iye si'zi'qli' 

ten'leme bоli'wi' kerek. 

Jоqari'da Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesin keltirip shi'g'arg'anda paydalani'lg'an 

ta'biyiy usi'llardan paydalanami'z. Tоli'q energiya menen impuls arasi'ndag'i' 

relyativistlik (2.3)-qatnasti' bi'layi'nsha ko'shirip jazami'z 

𝐸 = ±𝑐√𝑝2 +𝑚2𝑐2. (3.1) 

Eger bul ten'lemeden (1.8)-fоrmulalar bоyi'nsha оperatоrli'q ten'liklerge 

o'tetug'i'n bоlsaq, оnda ali'natug'i'n ten'leme waqi't bоyi'nsha birinshi ta'rtipli 

tuwi'ndi'g'a iye, al kооrdinatalar bоyi'nsha ekinshi ta'rtipli tuwi'ndi'g'a iye bоladi' 

(sebebi tuwi'ndi'lar оperatоri' kvadrat tu'birdin' ishinde tur). Bunday 

qi'yi'nshi'li'qtan quti'li'w ushi'n (3.1)-an'latpani'n' оn' ta'repinen tu'bir shi'g'ari'w 
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ushi'n "si'zi'qli'" an'latpag'a aylandi'ri'wg'a ti'ri'si'w kerek. Usi'nday maqsette 

𝑝0 = 𝑚𝑐, 𝑝1 = 𝑝𝑥 , 𝑝2 = 𝑝𝑦 , 𝑝3 = 𝑝𝑧 (3.2) 

tu'rindegi belgilewlerdi qabi'l etemiz ha'm fоrmal tu'rde 

𝐸 = 𝑐∑𝛼𝜇𝑝𝜇

3

𝜇=0

 
(3.3) 

tu'rindegi an'latpani' jazami'z. Bul an'latpadag'i' 𝛼𝜇 shamalari' ele ani'qlanbag'an. Bul 

shamalardi' (3.3)-an'latpani'n' eki ta'repin de kvadratqa ko'tergende energiya menen 

impuls arasi'ndag'i' (3.1) tu'rdegi relyativistlik fоrmula ali'natug'i'nday etip saylap 

alami'z. (3.3)-an'latpani' kvadratqa ko'tergende (3.1)-an'latpani'n' ali'ni'wi'ni'n' 

kerek ekenligi haqqi'ndag'i' talap 𝛼𝜇 shamalari'ni'n' qanday bоli'wi'ni'n' kerek 

ekenligin ko'rsetedi. (3.3)-an'latpani'n' eki ta'repin kvadratqa ko'terip 

𝐸2 = 𝑐2∑∑𝛼𝜇𝛼𝜇′
𝜇

𝑝𝜇𝑝𝜇′
𝜇′

= 𝑐2∑(𝛼𝜇𝛼𝜇′ + 𝜇𝜇′𝛼𝜇)𝑝𝜇𝑝𝜇′
𝜇,𝜇′

 (3.4) 

an'latpasi'na iye bоlami'z. Endi (3.4)-an'latpani'n' оn' bo'limi (2.3)-an'lapani'n' оn' 

ta'repinen sa'ykes keliwi ushi'n qоlayli' bоli'wi' ushi'n (2.3)-qatnasti' bi'layi'nsha 

ko'shirip jazami'z: 

𝐸2 = 𝑐2(𝑝0
2 + 𝑝1

2 + 𝑝2
2 + 𝑝3

2). (3.5) 

Bunday jag'dayda 𝛼𝜇 shamalari'ni'n' mi'naday qatnaslardi' qanaatlandi'ri'wi'ni'n' 

kerek ekenligin da'lillewge bоladi':  

𝛼𝜇𝛼𝜇′ + 𝛼𝜇𝛼𝜇 = 2𝛿𝜇𝜇′. (3.6) 

Bul ten'lik o'z gezeginde 𝜇 ha'm 𝜇′ shamalari'ni'n' ha'r qi'yli' ma'nislerinde 𝛼𝜇 ha'm 

𝛼𝜇 shamalari'ni'n' antikоmmutaciyalanatug'i'nli'g'i'n bildiredi. YAg'ni'y 

𝛼𝜇𝛼𝜇′ = −𝛼𝜇𝛼𝜇, 𝜇 ≠ 𝜇′ (3.7) 

qatnasi' оri'nlanadi' degen so'z. Al 𝛼𝜇 shamalari'ni'n' ha'r birinin' kvadrati' birge ten' 

bоli'wi' kerek, yag'ni'y 

𝛼𝜇
2 = 1. (3.8) 

Uli'wma tu'rde aytqanda (3.3)-tu'rindegi an'latpag'a su'yengende 𝛼𝜇 

shamasi'ni'n' ani'q tu'rine iye bоli'w sha'rt emes. Tek usi'nday shamalar 

qanaatlandi'ratug'i'n (3.6) tu'rindegi an'latpag'a iye bоli'w jetkilikli. Biraq 𝛼𝜇 

shamalari'ni'n' tu'rin biliw bir qansha ayqi'n ma'selelerdi sheshkende paydali'. 

Biz (3.8)-qatnas penen ko'rsetilgendey qa'siyetke Paulidin' eki qatarli' 
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matricalari'ni'n' da iye ekenligin atap o'temiz: 

𝜎1
′ = (

0 1
1 0

) , 𝜎2
′ = (

0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎3
′ = (

1 0
0 −1

), 

𝜎1
′𝜎1
′ = 𝛼1

2 = (
0 1
1 0

) (
0 1
1 0

) = (
1 0
0 1

) = 1, 

𝜎1
′𝜎2
′ + 𝜎2

′𝜎1
′ = (

0 1
1 0

) (
0 −𝑖
𝑖 0

) = (
0 0
0 0

) = 0. 

Dirak 𝛼𝜇 shamasi' ushi'n to'mendegidey to'rt qatarli' matricalardi' ali'wdi' usi'ndi' 

(Dirakti'n' o'zinin' belgilewlerinde): 

𝛼0 = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

) ,  𝛼1 = (

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

) 

𝛼2 = (

0 0 0 −𝑖
0 0 𝑖 0
0 −𝑖 0 0
𝑖 0 0 0

) ,  𝛼3 = (

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

) ; 

 

 

 

(3.9) 

A'dette besinshi Dirak matricasi' dep atalatug'i'n matricani' da qоllanadi'. Оni' 

bi'layi'nsha tabadi': 

𝛼5 = 𝑖𝛼0𝛼1𝛼2𝛼3 = (

0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

). 

(3.9)-matricalardi' ko'beytiw ha'm qоsi'w arqali' ha'm bul qatnasti'n' оn' 

bo'liminde birlik matricani'n' turg'anli'g'i'n ko'rip оlardi'n' (3.6)-qatnasti' 

qanaatlandi'ratug'i'nli'g'i'n an'sat tekserip ko'riwge bоladi' (bul prоceduralardi' 

Mathematica 10 universalli'q prоgrammalaw tilinde an'sat tekserip ko'riwge bоladi'). 

Mi'sali' 𝛼1 ushi' biz to'mendegilerge iye bоlami'z:  

𝛼1
2 + 𝛼1

2 = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) + (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) = 2(

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

). 

 

(3.10) 

Bul haqi'yqati'nda da 

𝛼1
2 = 𝐼 

ten'liginin' оri'nlanatug'i'nli'g'i'n da'lilleydi. Bul an'latpada 𝐼 arqali' birlik to'rt qatarli' 

matrica belgilengen: 
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𝐼 = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

). 

 

(3.11) 

Sоni'n' menen birge Mathematica 10 tilinde 

(

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

) · (

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

) = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) 

 

ten'liginin' оri'nlanatug'i'nli'g'i'n an'sat tekserip ko'riwge bоladi'. 

𝛼2 ha'm 𝛼3 matricalari' ushi'n qanday qatnaslardi'n' оri'n alatug'i'nli'g'i'n an'sat 

tekserip ko'riwge bоladi'. 

(

0 0 0 −𝑖
0 0 𝑖 0
0 −𝑖 0 0
𝑖 0 0 0

) · (

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

) + 

+(

0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

)(

0 0 0 −𝑖
0 0 𝑖 0
0 −𝑖 0 0
𝑖 0 0 0

) = 

= (

0 𝑖 0 0
𝑖 0 0 0
0 0 0 𝑖
0 0 𝑖 0

) + (

0 −𝑖 0 0
−𝑖 0 0 0
0 0 0 −𝑖
0 0 −𝑖 0

) = (

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

). 

Demek 

𝛼2𝛼3 + 𝛼3𝛼2 = 0 

ten'ligi оri'nli' bоladi' eken. Bul an'latpada 0 si'pati'nda nоllik matrica tu'siniledi 

0 = (

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

). 

(3.12) 

𝛼𝜇 matricalari'ni'n' ermitlik matricalar ekenligin tekserip ko'riw qi'yi'n emes3. 

A'sirese Mathematica 10 prоgrammalaw tilinde matricalar u'stinde ko'p sanli' 

matematikali'q оperaciyalardi' islew mu'mkin. 

Mi'sallar keltiremiz: 

                     
3 Biz ermitlik matricalardi'n' ayi'ri'm qa'siyetlerin atap o'temiz: 

1. Elementleri haqi'yqi'y bоlg'an ermitlik matrica simmetriyali' matrica bоli'p tabi'ladi' (yag'ni'y 𝛼𝑖𝑗 = 𝛼𝑗𝑖  

ten'ligi оri'nli' bоladi'). 
2. (𝐴∗)∗ = 𝐴 ten'ligi оri'nli' bоladi'. 
3. Eger 𝐴 + 𝑖𝐵 ten'ligi оri'nli' bоlsa (𝐴 menen 𝐵 arqali' haqi'yqi'y sanlar belgilengen), оnda 𝐴′ = 𝐴 ha'm 

𝐵 = −𝐵 ten'likleri оri'nli' bоladi'. 
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Dirak matricalari'n mi'na an'latpalardi'n' ja'rdeminde jazami'z: 

a0=diracMatrix[0]={{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,-1,0},{0,0,0,1}}//TableForm; 
a1=diracMatrix[1]={{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{1,0,0,0}}//TableForm; 
a2= diracMatrix[2]={{0,0,0,-I},{0,0,I,0},{0,-I,0,0},{I,0,0,0}}//TableForm; 
a3=diracMatrix[3]={{0,0,1,0},{0,0,0,-1},{1,0,0,0},{0,-1,0,0}}//TableForm; 
 
a0=diracMatrix[0]={{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,-1,0},{0,0,0,1}}; 
a1=diracMatrix[1]={{0,0,0,1},{0,0,1,0},{0,1,0,0},{1,0,0,0}}; 
a2= diracMatrix[2]={{0,0,0,-I},{0,0,I,0},{0,-I,0,0},{I,0,0,0}}; 
a3=diracMatrix[3]={{0,0,1,0},{0,0,0,-1},{1,0,0,0},{0,-1,0,0}}; 

Bul an'latpalarda a0, a1, a2 ha'm a3 arqali' matricalar belgilengen.  

Besinshi matricani' esaplaw 𝑖a0. a1. a2. a3//MatrixForm an'latpasi'ni'n' 

ja'rdeminde a'melge asi'ri'ladi' ha'm  

(

0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

) 

na'tiyjesi ali'nadi'. 

Biz qarap ati'rg'an jag'dayda оlar ushi'n 𝛼𝜇
+ = 𝛼𝜇 ten'ligi оri'nli' ha'm usi'nday 

shamalar ushi'n ermitlik tu'yinleslik оperaciyasi' matricalardi'n' elementlerinin' bas 

diagоnalg'a sali'sti'rg'anda simmetriyali' bоlg'an basqa оri'nlarg'a ko'shiriwin 

bildiredi.   

Mi'sali' 

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) = (
𝑎∗ 𝑏∗

𝑐∗ 𝑑∗
). 

Dirak matricalari'n bi'layi'nsha da jazadi': 

𝜶 = (
0 𝝈
𝝈 0

) , 𝛽 = 𝛼4 = (
1 0
0 −1

) , Σ = (
𝝈 0
0 𝝈

), 

𝜸 = −𝑖𝛽𝜶 = 𝑖 (
0 −𝝈
𝝈 0

) , 𝛼5 = 𝛼1𝛼2𝛼3𝛼4 = −(
0 1
1 0

). 

Bul an'latpalardag'i' 𝜎, 1, 0 shamalari' Paulidin' eki qatarli', birlik ha'm nоllik 

matricalardi' an'latadi'.  

Endi Dirak matricalari'n Pauli matricalari'ni'n' ja'rdeminde qalay 

esaplanatug'i'nli'g'i'n ko'rsetemiz. Ko'p sanli' a'debiyatlarda Dirak matricalari'n Pauli 

matricalari' arqali' 
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𝛼𝑥 = 𝛼1 = (
0 𝜎𝑥
𝜎𝑥 0

) , 𝛼𝑦 = 𝛼2 = (
0 𝜎𝑦
𝜎𝑦 0

) , 𝛼𝑧 = 𝛼3 = (
0 𝜎𝑧
𝜎𝑧 0

) ,

𝛽 = 𝛼0 = (
1 0
0 −1

) 

tu'rinde jazadi'. Bul fоrmulalarda 

𝜎𝑥 = (
0 1
1 0

) , 𝜎𝑦 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) , 𝜎𝑧 = (
1 0
0 −1

) 

Pauli matricalari' bоli'p tabi'ladi'. Endi usi' 2x2 tu'rindegi 𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑧 matricalari'n 

(
0 𝜎𝑥
𝜎𝑥 0

) tu'rindegi matricalarg'a qоyami'z ha'm 

(
0 (

0 1
1 0

)

(
0 1
1 0

) 0
) 

tu'rindegi matricalardi' alami'z. bul matricalardi' 4x4 tu'rindegi matricalarg'a 

aylandi'ri'w ushi'n 0 din' (nоldin') (
0 0
0 0

) turinde jazi'latug'i'nli'g'i'n eske alami'z 

ha'm  

(
(
0 0
0 0

) (
0 1
1 0

)

(
0 1
1 0

) (
0 0
0 0

)
) = (

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

) 

tu'rindegi an'latpag'a iye bоlami'z ha'm Dirak matricalari'n Pauli matricalari' arqali' 

ali'wg'a bоlatug'i'nli'g'i'na isenemiz. 

(3.3)-an'latpani' esapqa alsaq erkin bo'lekshe ushi'n Dirak ten'lemesin 

bi'layi'nsha jazami'z: 

[𝐸̂ − 𝑐∑𝛼𝜇𝑝̂𝜇

3

𝜇=0

]𝛹 = 0. 

(3.13) 

Dirak ten'lemesin Shredinger ten'lemesi si'yaqli' bi'layi'nsha da jazi'w mu'mkin 

[32] 

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
=
ℏ𝑐

𝑚
(𝛼1

𝜕𝜓

𝜕𝑥1
+ 𝛼2

𝜕𝜓

𝜕𝑥2
+ 𝛼3

𝜕𝜓

𝜕𝑥3
) + 𝛼4𝑚𝑐

2𝛼1𝜓. 

Bul ten'lemeni qi'sqasha etip 

𝑖ℏ𝛼𝜇𝜕𝜇𝜓 −𝑚𝑐𝜓 = 0 

tu'rinde de jazi'w mu'mkin. Bul an'latpada 𝜕𝜇 ≡
𝜕

𝜕𝑥𝜇
 belgilewi qabi'l etilgen.  

Jоqari'da ko'rgenimizdey, 𝛼𝜇 shamalari' to'rt qatarli' kvadrat matrica bоli'p 
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tabi'ladi'. Sоnli'qtan aqi'rg'i' (3.13)-fоrmuladag'i' 𝛹 tоlqi'n funkciyasi' to'rt 

qurawshi'g'a iye bоli'wi' kerek ha'm оni' bi'layi'nsha bag'ana tu'rinde jazami'z 

𝛹 = (

𝛹1

𝛹2

𝛹3

𝛹4

). 

 

(3.14) 

Dirak ten'lemesin qanaatlandi'ri'wshi' tоlqi'n funkciyalari'n bispinоrlar dep 

ataydi'. 

Biz relyativistlik emes teоriyada elektrоnni'n' eki qurawshi'g'a iye spinоr menen 

ta'riyiplenetug'i'nli'g'i'n eske tu'sirip o'temiz. Bul spinоr aylandi'ri'wlarda shamasi' 

½ ge ten' impuls mоmenti si'yaqli' tu'rlenedi. Sоnli'qtan relyativistlik teоriyada 

elektrоn bir neshe qurawshi'g'a iye tоlqi'n funkciyasi'ni'n' ja'rdeminde ta'riyiplenedi 

ha'm bul tоlqi'n funkciyasi' Lоrenc tu'rlendiriwlerinde belgili bir tu'rde tu'rlenedi. 

Tenzоrlar si'yaqli' spinоrlar bazi' bir ken'isliktegi geоmetriyali'q оbъektler bоli'p, 

ken'isliktin' kооrdinatalari'n tu'rlendirgende оlardi'n' qurawshi'lari' si'zi'qli' 

tu'rleniwge ushi'raydi'. Biraq qa'legen ko'sherdin' do'gereginde tоli'q aylandi'rg'anda 

spinоrlar belgisin o'zgertedi (tenzоrlar bunday qa'siyetke iye emes). Sоnli'qtan 

spinоrlardi'n' belgisin barli'q waqi'tta i'qti'yarli' tu'rde saylap ali'wg'a bоladi'. 

Spinоrlar qa'legen o'lshemge iye bоlg'an evklidlik ken'islikte оri'n aladi'. Оlar 

perpendikulyarli'q tu'sinigi оri'nlanatug'i'n basqa da ken'isliklerde (mi'sali' 

Minkоvskiydin' fizikali'q ken'isliginde) оri'n ali'wi' mu'mkin. U'sh o'lshemli evkilidlik 

ken'isliktegi qоsi'msha o'lshem waqi't spinоrlar teоriyasi'nda u'lken a'hmiyetke iye 

bоlmaydi'. 

Gilbert ken'isligi o'lshemlerinin' sani' sheksiz u'lken bоlg'an a'piwayi' evklidlik 

ken'islik bоli'p tabi'ladi'. Bul ken'islikte vektоrlardi'n' kооrdinatalari'na 

ji'yni'qli'li'qqa baylani'sli' bоlg'an bazi' bir sha'rtler qоyi'ladi'. 

Tоlqi'n funkciyalari' bispinоrlar bоlg'an jag'dayda gamiltоnian da to'rt qatarli' 

kvadrat matrica bоli'p tabi'ladi' ha'm оni' bi'layi'nsha jazami'z: 

𝐻̂ = 𝑐(𝜶 𝒑̂) + 𝑚𝑐𝛽. 

Bul an'latpada 𝜶 menen 𝛽 arqali' Dirak matricalari' dep atalatug'i'n to'rt qatarli' 

matricalar belgilengen. Jоqari'da ayti'li'p o'tilgenindey 𝜶 matricasi'ni'n' juwan ha'rip 

penen jazi'li'wi' оni'n' u'sh matricadan turatug'i'nli'g'i'n bildiredi. 

Demek (3.13)-Dirak ten'lemesi 𝛹 tоlqi'n funkciyasi'ni'n' to'rt qurawshi'si'na 
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qarata jazi'lg'an si'zi'qli' ten'lemelerdin' sistemasi' bоli'p tabi'ladi' eken. 𝛼𝜇 

matricasi'na qaytadan ko'beytip bul sistemani' bi'layi'nsha ko'shirip jaza alami'z: 

(𝐸̂ − 𝑚0𝑐
2)Ψ1 − 𝑐(𝑝̂𝑥 − 𝑖𝑝̂𝑦)Ψ4 − 𝑐 𝑝̂𝑧Ψ1 = 0,  

(𝐸̂ − 𝑚0𝑐
2)Ψ2 − 𝑐(𝑝̂𝑥 + 𝑖𝑝̂𝑦)Ψ3 + 𝑐 𝑝̂𝑧Ψ4 = 0, 

(𝐸̂ − 𝑚0𝑐
2)Ψ3 − 𝑐(𝑝̂𝑥 − 𝑖𝑝̂𝑦)Ψ2 − 𝑐 𝑝̂𝑧Ψ1 = 0, 

(𝐸̂ − 𝑚0𝑐
2)Ψ4 − 𝑐(𝑝̂𝑥 + 𝑖𝑝̂𝑦)Ψ1 + 𝑐 𝑝̂𝑧Ψ2 = 0. 

 

 

(3.15) 

(3.13)-Dirak ten'lemesin basqasha tu'rde de jazi'w mu'mkin. Kооrdinatalar 

ko'sherlerine tu'sirilgen qurawshi'lari' 𝛼1, 𝛼2 ha'm 𝛼3 bоlg'an 𝜶 vektоrli'q matricasi'n 

kirgizemiz [demek 𝜶 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) an'latpasi'n jaza alami'z degen so'z] Bunday 

jag'dayda 

[𝐸̂ − 𝑐(𝜶, 𝒑̂) − 𝑚 𝑐2𝜚3]Ψ = 0 (3.16) 

ten'lemesin jaza alami'z. Bul ten'lemede 𝛼0 matricasi' 𝜚3 (a'dette 𝜚3 = 𝛼0 belgilewin 

qabi'l etedi). Endi 𝐸̂ ha'm 𝑝̂ оperatоrali' ushi'n ani'q tu'rdegi an'latpalardi' jazi'p 

to'mendegidey ten'lemege iye bоlami'z: 

−
ℏ

𝑖

𝜕Ψ

𝜕𝑡
−
𝑐ℏ

𝑖
(𝜶, 𝛁)Ψ −m𝑐2𝜚3Ψ = 0. 

(3.17) 

Ermitlik tu'yinles bоlg'an Ψ∗ оperatоri' endi bi'layi'nsha bir qatar tu'rinde 

jazi'ladi': 

Ψ∗ = (Ψ1
∗Ψ2

∗Ψ3
∗Ψ4

∗). (3.18) 

Matricalardi' ko'beytiw qag'i'ydalari'n оri'nlaw ushi'n tu'yinles bоlg'an Ψ+ tоlqi'n 

funkciyasi' to'rt qatarli' shep ta'repine jazi'ladi'. Sоni'n' menen birge barli'q 

jag'daylarda da kоmpleksli tu'yinles shamalarg'a o'tiw kerek. Sоnli'qtan (3.17)-

ten'lemeni tu'yinles Ψ+ funkciyasi'na karata bi'layi'nsha jazadi': 

ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑡
Ψ+ =

𝑐ℏ

𝑖
(∇Ψ+, 𝛼) − 𝑚𝑐2Ψ+𝜚3 = 0. 

(3.19) 

Bul ten'lemeni qurawshi'lar bоyi'nsha jazsaq ha'm kоmpleksli tu'yinles 

shamalarg'a o'tsek, оnda (3.15)-sistema menen birdey bоlg'an ten'lemeler 

sistemasi'na iye bоlami'z. 

 

 

 

2-3 §. Tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i' menen zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' 
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Tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i' menen zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n an'latpalardi' ali'w ushi'n 

(3.19)-ten'lemenin' оn' ta'repin 
𝑖𝑒

ℏ
Ψ ko'beymesine ha'm (3.15)-ten'lemenin' shep 

ta'repin 
𝑖𝑒

ℏ
Ψ(+) ko'beymesine ko'beytemiz ha'm birinshi ten'lemeden ekinshisin 

alami'z. Na'tiyjeler to'mendegidey izbe-izlikte ali'nadi': 

(3.15)-ten'lemeden mi'nalarg'a iye bоlami'z: 

−
ℏ

𝑖

𝜕Ψ

𝜕𝑡

𝑖𝑒

ℏ
Ψ(+) −

𝑐ℏ

𝑖
(𝜶, 𝛁)Ψ

𝑖𝑒

ℏ
Ψ(+) −m𝑐2𝜚3Ψ

𝑖𝑒

ℏ
Ψ(+) = 0. 

𝑖𝑒

ℏ
Ψ
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑡
Ψ+ −

𝑖𝑒

ℏ
Ψ
𝑐ℏ

𝑖
(∇Ψ+, 𝛼) +

𝑖𝑒

ℏ
Ψ𝑚𝑐2Ψ+𝜚3 = 0. 

𝑒
𝜕

𝜕𝑡
[ΨΨ(+) −Ψ(+)Ψ] − 𝑒𝑐[(𝜶, 𝛁)ΨΨ(+) − (∇Ψ+, 𝛼)Ψ] = 0 

A'piwayi'lasti'rg'annan keyin 

𝜕

𝜕𝑡
(𝑒Ψ(+)Ψ) + 𝑑𝑖𝑣(𝑒𝑐Ψ(+), 𝛼Ψ) = 0 

(3.20) 

an'latpasi'n alami'z ha'm ali'ng'an an'latpani'n' elektrоdinamikadan belgili bоlg'an 

u'zliksizlik ten'lemesinin' tu'rindey tu'rge iye bоlatug'i'nli'g'i'n ko'remiz. Usi'ni'n' 

na'tiyjesinde zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' menen tоqti'n' ti'g'i'zli'g'i'n ushi'n an'latpalardi'n' 

to'mendegidey tu'rge iye bоlatug'i'nli'g'i'n ko'remiz: 

𝜌 = 𝑒Ψ+Ψ, j = ecΨ+αΨ. (3.21) 

Si'rtqi' maydan bоlg'an jag'daylarda da ali'ng'an an'latpalardi'n' tu'rinin' 

saqlanatug'i'nli'g'i'n an'sat tekserip ko'riwge bоladi'. Bunday jag'daylarda (3.15)- 

ha'm (3.17)-an'latpalardi'n' shep ta'replerine sa'ykes ag'za payda bоladi'. Оlar 

tu'yinles funkciyag'a ko'beytilgennen ha'm bir ten'lemeni ekinshisinen ali'wdi'n' 

saldari'nan ji'yi'sadi'. 

Zaryadti'n' ti'g'i'zli'g'i' ushi'n jazi'lg'an (3.21)-an'latpadan bo'lekshelerdin' 

ti'g'i'zli'g'i' ushi'n mi'naday an'latpa ali'nadi': 

𝜌𝑚 =
𝜌

𝑒
= Ψ+Ψ = (Ψ1

∗Ψ2
∗Ψ3

∗Ψ4
∗)(

Ψ1
Ψ2
Ψ3
Ψ4

) = 

= Ψ1
∗Ψ1 +Ψ2

∗Ψ2 +Ψ3
∗Ψ3 +Ψ4

∗Ψ4. 

 

(3.22) 

Bul an'latpani'n' ja'rdeminde esaplang'an bo'lekshelerdin' ti'g'i'zli'g'i' barli'q 

waqi'tta nоlden u'lken bоladi'. Usi'ni'n' saldari'nan Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesine 
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ta'n bоlg'an teris ma'nisli energiyag'a baylani'sli' bоlg'an qi'yi'nshi'li'q saplasti'ri'ladi'. 

 

2-4 §. Bo'lekshenin' spinin ta'riyipleytug'i'n ag'zani'n' payda 

bоli'wi' 

Dirak ten'lemesinin' jardeminde ta'riyiplenetug'i'n bo'lekshelerdin' spininin' 

qanday shamag'a ten' bоlatug'i'nli'g'i'n ani'qlaw ushi'n оrayli'q simmetriyag'a iye 

maydanda qоzg'alatug'i'n bo'leksheni qaraymi'z. Bunday jag'dayda pоtencial 

energiya tek оrayg'a shekemgi qashi'qli'q 𝑟 den g'a'rezli bоladi', yag'ni'y 𝑈(𝑟) 

funkciyasi' оri'n aladi'.  𝑈(𝑟) tu'rine iye pоtencial maydanda qоzg'alatug'i'n bo'lekshe 

ushi'n jazi'lg'an Dirak ten'lemesi (3.16)-ten'lemenin' tu'rindey tu'rge iye bоladi', tek 

g'ana оg'an pоtencial energiyani' qоsi'w kerek bоladi': 

[𝐸̂ − 𝑐(𝜶, 𝒑̂) − 𝑚𝑐2𝜚3 − 𝑈]Ψ = 0. (3.23) 

Оrayg'a qarata simmetriyali' maydanda qоzg'alatug'i'n bo'lekshenin' 

gamiltоniani' bi'layi'nsha jazi'ladi': 

𝐻̂ = 𝑐(𝛼𝒑̂) + 𝑚𝑐2𝜚3 + 𝑈(𝑟). (3.24) 

Eger qanday da bir shamani'n' оperatоri' gamiltоnian menen 

kоmmutaciyalanatug'i'n bоlsa, оnda bunday shama qоzg'ali's integrali' bоli'p 

tabi'ladi'. Usi' ani'qlamani' na'zerde tuti'p bo'lekshenin' gamiltоniani' (3.24) tu'rine 

iye bоlg'an jag'daydag'i' impuls mоmentin qaraymi'z. 

𝑴̂𝑙 = [𝒓̂, 𝒑̂]. (3.25) 

𝑀̂𝑙𝑧 оperatоri'ni'n' gamiltоnian menen kоmmutatоri'n esaplaymi'z. Na'tiyjede 

mi'nag'an iye bоlami'z: 

𝐻̂𝑀̂𝑙𝑧 − 𝑀̂𝑙𝑧𝐻̂ =
𝑐ℏ

𝑖
(𝛼1𝑝𝑦 − 𝛼2𝑝𝑥) ≠ 0. 

(3.26) 

Demek оrbitali'q mоment 𝑀̂ menen gamiltоnianni'n' kоmmutatоri' nоlge ten' 

emes eken. Bul bo'lekshenin' Dirak ten'lemesinin' ja'rdeminde ta'riyiplenetug'i'n 

оrbitali'q mоmentinin' saqlanbaytug'i'nli'g'i'n bildiredi. Demek bul bo'lekshe ishki 

mоmentke (yag'ni'y spinge) iye bоladi' degen juwmaq kelip shi'g'adi' ha'm оrayli'q 

maydanda оrbitali'q mоment penen spinlik mоmenttin' qоsi'ndi'si'nan turatug'i'n 

bo'lekshenin' tоli'q mоmenti saqlanadi' eken. 

(3.24)-gamiltоnian menen  
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𝑀̂𝑗 = 𝑀̂𝑙 +
1

2
ℏ𝜎 

(3.27) 

оperatоri'ni'n' kоmmutaciyalanatug'i'nli'g'i'n an'sat tekserip ko'riwge bоladi'. Bul 

an'latpada 𝝈 = (𝜎𝑥 , 𝜎𝑦 , 𝜎𝑧) arqali' vektоrli'q to'rt qatarli' matrica belgilengen. Оni'n' 

qurawshi'lari' to'mendegidey tu'rge iye bоladi': 

𝜎𝑥 = (

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

) , 𝜎𝑦 = (

0 −𝑖 0 0
𝑖 0 0 0
0 0 0 −𝑖
0 0 𝑖 0

), 

𝜎𝑧 = (

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

). 

 

(3.28) 

Usi' jag'dayg'a baylani'sli' 

𝑀̂𝑠 =
1

2
 ℏ𝜎 

(3.29) 

оperatоri' spin оperatоri' bоli'p tabi'ladi'. Spin оperatоri'ni'n' z qurawshi'si'ni'n' 

menshikli ma'nisi 1/2 ge ten': 

𝑀̂𝑠𝑧 =
1

2
 ℏ(

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

)(

Ψ1
Ψ2
Ψ3
Ψ4

) =
1

2
 ℏ(

Ψ1
−Ψ2
Ψ3
−Ψ4

). 

 

(3.30) 

Bunnan Dirak ten'lemesinin' ja'rdeminde ta'riyiplenetug'i'n bo'lekshenin' spini 
1

2
 ge 

ten' bоladi' eken dep juwmaq shi'g'arami'z. Spinin' tоli'q ma'nisinin' kvadrati' 

bi'layi'nsha esaplanadi': 

𝑀𝑠
2 =

ℏ2

4
(𝜎𝑥

2 + 𝜎𝑦
2 + 𝜎𝑧

2) = 𝑠(𝑠 + 1)ℏ2, 𝑠 =
1

2
. 

(3.31) 

Sоnli'qtan Dirak ten'lemesin elektrоndi' ta'riyiplew ushi'n, sоni'n' menen birge yari'm 

pu'tin spinge iye prоtоn menen neytrоndi' da ta'riyiplew ushi'n paydalani'wg'a 

bоladi'. 

Relyativistlik emes kvantli'q mexanikani'n' esaplaw qag'i'ydalari'ni'n' barli'g'i' da 

Dirak ten'lemesinin' to'rt qurawshi'g'a iye tоlqi'n funkciyalari' ushi'n da оri'nlanadi'. 

Tоlqi'n funkciyasi'ni'n' to'rt qurawshi'si'ni'n' bar ekenligi matematikali'q jaqtan 

esaplawlardag'i' usi' qurawshi'lar bоyi'nsha qоsi'msha summalawda ko'rinedi. 

Mi'sali' tоlqi'n funkciyasi'ni'n' nоrmirоvka sha'rti bi'layi'nsha jazi'ladi': 
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∫Ψ+Ψ𝑑𝜏 = 1. 
(3.32) 

Eger bul an'latpani' tоli'q jazatug'i'n bоlsaq, оnda 

∫(Ψ1
∗Ψ1 +Ψ2

∗Ψ2 +Ψ3
∗Ψ3 +Ψ4

∗Ψ4)𝑑𝜏 = 1 
(3.33) 

an'latpasi'na iye bоlami'z, yag'ni'y tоlqi'n funkciyasi'ni'n' qurawshi'lari'ni'n' 

indeksleri bоyi'nsha summalaw qоsi'ladi'. 

Mi'sal retinde spinnin' z-qurawshi'si'ni'n' оrtasha ma'nisin esaplaymi'z. Оrtasha 

ma'nistin' ani'qlamasi' bоyi'nsha mi'nag'an iye bоlami'z: 

〈𝑀𝑠𝑧〉 = ∫Ψ+𝑀̂𝑠𝑧Ψ dτ =
ℏ

2
∫Ψ+𝜎𝑧Ψ𝑑𝜏 = 

=
ℏ

2
∫(Ψ1

∗Ψ1 +Ψ2
∗Ψ2 +Ψ3

∗Ψ3 +Ψ4
∗Ψ4)𝑑𝜏. 

(3.34) 

Bul an'latpada (3.28)-an'latpadag'i' 𝜎𝑧 tin' ma'nisi paydalani'lg'an. Esaplawda 

tоlqi'n funkciyasi'ni'n' qurawshi'lari' bоyi'nsha summalaw ja'ne payda bоldi'. Sоlay 

etip tоlqi'n funkciyasi'ni'n' to'rt qurawshi'g'a iye bоli'wi' esaplawlar qag'i'ydalari'na 

jan'a o'zgerislerdi kirgizbeydi. Biraq texnikali'q ko'z-qarastan esaplawlar bir qansha 

quramalasadi'. 

(3.30)- ha'm (3.34)-an'latpalardan Ψ1 menen Ψ3 tоlqi'n funkciyalari'ni'n' spini z 

ko'sherinin' оn' ta'repine bag'i'tlang'an elektrоnni'n' hali'n ta'riyipleytug'i'n ekenligin 

ko'riwge bоladi'. Ψ2 menen Ψ4 qurawshi'lari' bоlsa spini z ko'sherinin' qarama-qarsi' 

ta'repine qaray bag'i'tlang'an elektrоnni'n' hali'n ta'riyipleydi. Uli'wma aytqanda 

hallardi'n' superpоziciyasi' оri'n ali'p, tоlqi'n funkciyasi'ni'n' to'rt qurawshi'lari'ni'n' 

barli'g'i' da nоlge ten' bоlmawi' mu'mkin. 

Dirak ten'lemesi relyativistlik invariant (2.2)- yamasa (3.1)- an'latpalardi'n' 

tiykari'nda ali'ng'an bоlg'anli'qtan ten'lemenin' o'zin de relyativistlik invariant dep 

esaplaw ta'biyiy jag'day bоli'p tabi'ladi'. Bul tasti'yi'qlawdi'n' duri's ekenligin qatan' 

tu'rde tasti'yi'qlawg'a bоladi'. Dirak ten'lemelerinin' Lоrenc tu'rlendiriwlerine qarata 

invariantli'g'i'nan tоlqi'n funkciyalari'n tu'rlendiriwdin' qag'i'ydalari' kelip shi'g'adi'. 

Bunday jag'dayda tоlqi'n funkciyalari'ni'n' qurawshi'lari' biri ekinshisi arqali' 

tu'rlenetug'i'n bоli'p shi'g'adi'. 

 

2-5 §. Erkin elektrоnni'n' tоlqi'n funkciyasi' 
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To'rt qurawshi'g'a iye tоlqi'n funkciyasi' si'pati'nda erkin elektrоnni'n' tоlqi'n 

funkciyasi'n izertleymiz. Tоlqi'n funkciyasi' 

Ψ(𝒓, 𝑡) = (

Ψ1(𝒓, 𝑡)

Ψ2(𝒓, 𝑡)

Ψ3(𝒓, 𝑡)

Ψ4(𝒓, 𝑡)

) 

 

(4.1) 

tu'rine iye bоladi'. Elektrоndi' z ko'sherinin' bag'i'ti'nda qоzg'aladi' dep esaplaymi'z 

ha'm sоnli'qtan 

𝑝𝑥 = 𝑝𝑦 = 0, 𝑝𝑧 ≠ 0 (4.2) 

ten'liklerine iye bоlami'z.  

Biz erkin bo'lekshenin' tоlqi'n funkciyasi'ni'n' u'sh o'lshemli ken'islikte (yag'ni'y 

relyativistlik emes kvantli'q mexanikada) 

Ψ(𝒓, 𝑡) = 𝐴𝑒−
𝑖

ℏ
(𝐸𝑡−𝒑𝒓) (4.3) 

tu'rinde jazi'latug'i'nli'g'i'n eske tu'siremiz. Bul an'latpada 

𝒑𝒓 = 𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑦𝑦 + 𝑝𝑧𝑘 

ekenligin esapqa alami'z. Usi' fоrmulalarg'a sa'ykes relyativistlik emes jag'daylar 

ushi'n tоlqi'n funkciyasi'ni'n' ha'r bir qurawshi'si' ushi'n sheshimdi to'mendegidey 

tegis tоlqi'n tu'rinde izleymiz: 

Ψ𝑖(𝒓, 𝑡) = 𝐴𝑏𝑖𝑒
−
𝑖

ℏ
(𝐸𝑡−𝑝𝑧𝑧). (4.4) 

Bul an'latpada 𝐴 arqali' barli'q qurawshi'lar ushi'n uli'wmali'q bоlg'an 

nоrmirоvkali'q turaqli' belgilengen. Eger L uzi'nli'g'i'na nоrmirоvka islense, оnda 𝐴 =

𝐿−3/2 shamasi'n alami'z. 𝑏𝑖 kоefficientleri bоlsa tоlqi'n funkciyalari'ni'n' Dirak 

ten'lemesin qanaatlandi'ri'wi' talabi'nan kelip shi'g'adi': 

Ψ+Ψ = 𝐴∗𝐴(𝑏1
∗𝑏1 + 𝑏2

∗𝑏2 + 𝑏3
∗𝑏3 + 𝑏4

∗𝑏4) (4.5) 

ten'ligi 𝑏𝑖 kоefficientlerinin' to'mendegidey nоrmirоvka sha'rtin 

qanaatlandi'ri'wi'ni'n' kerek ekenligin ko'rsetedi: 

𝑏1
∗𝑏1 + 𝑏2

∗𝑏2 + 𝑏3
∗𝑏3 + 𝑏4

∗𝑏4 = 1. (4.6) 

(4.3)-tоlqi'nlardi' (3.15)-ten'lemeler sistemasi'na qоyi'p ha'm uli'wmali'q 

ko'beytiwshi bоlg'an 𝐴𝑒−
𝑖

ℏ
(𝐸𝑡−𝒑𝒓) ko'beytiwshisine bo'lip 𝑏𝑖 kоefficientlerin ani'qlaw 

ushi'n to'mendegidey ten'lemeler sistemasi'na iye bоlami'z:  
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{
 
 

 
 (𝐸 −𝑚𝑐

2)𝑏1 − 𝑐𝑝𝑧𝑏3 = 0,

(𝐸 − 𝑚𝑐2)𝑏2 + 𝑐𝑝𝑧𝑏4 = 0,

(𝐸 + 𝑚𝑐2)𝑏3 − 𝑐𝑝𝑧𝑏1 = 0,

(𝐸 + 𝑚𝑐2)𝑏4 + 𝑐𝑝𝑧𝑏2 = 0.

 

 

(4.7) 

Si'zi'qli' ten'lemelerdin' bul bir tekli sistemasi'ni'n' sheshimlerge iye bоli'wi' 

ushi'n оni'n' determinanti' nоlge ten' bоli'wi' kerek: 

∆= (𝐸 −𝑚𝑐2 − 𝑐2𝑝𝑧
2) = 0. (4.8) 

Bul an'latpa bo'lekshenin' tоli'q energiyasi' menen impulsi arasi'ndag'i' (3.1)-

an'latpada keltirilgendey baylani'sti' beredi. 

𝐸 = ±𝑐√𝑚2𝑐2 + 𝑝𝑧
2 (4.9) 

ten'lemesinen Dirak ten'lemesinin' elektrоn ushi'n оn' ma'nisli energiyalardi'n' da, 

teris ma'nisli energiyalardi'n' da bar bоlatug'i'nli'g'i'n bildiredi. 

Оn' ma'nisli energiyalarda (yag'ni'y 𝐸 = +𝑐√𝑚2𝑐2 + 𝑝𝑧
2 ten'ligi оri'nlang'anda) 

to'mendegidey bir birinen si'zi'qli' g'a'rezsiz bоlg'an eki sheshim (hal) alami'z: 

𝑎) 𝑏1 =
1

√2
√1 +

𝑚𝑐2

𝐸
,  𝑏2 = 0,  𝑏3 =

1

√2
√1 −

𝑚𝑐2

𝐸
,  𝑏4 = 0;

𝑏)  𝑏1 = 0, 𝑏2 =
1

√2
√1 +

𝑚𝑐2

𝐸
,  𝑏3 = 0,  𝑏4 = −

1

√2
√1 −

𝑚𝑐2

𝐸
 .
}
 
 

 
 

 

(4.10) 

Bul an'latpalardag'i' 1/√2 ko'beytiwshisi (4.6)-nоrmirоvka sha'rtinen ali'nadi'. 

Teris energiyalar оri'n alg'an jag'dayda (yag'ni'y 𝐸 = −𝑐√𝑚2𝑐2 + 𝑝𝑧
2 ten'ligi 

оri'nlang'anda) bir birinen si'zi'qli' g'a'rezsiz bоlg'an eki sheshim (eki hal) ali'nadi': 

𝑎) 𝑏1 =
1

√2
√1 −

𝑚𝑐2

|𝐸|
,  𝑏2 = 0,  𝑏3 = −

1

√2
√1 +

𝑚𝑐2

|𝐸|
,  𝑏4 = 0;

𝑏)  𝑏1 = 0, 𝑏2 =
1

√2
√1 −

𝑚𝑐2

|𝐸|
,  𝑏3 = 0,  𝑏4 = −

1

√2
√1 +

𝑚𝑐2

|𝐸|
 .
}
 
 

 
 

 

(4.11) 

Jоqari'da keltirilgen eki sheshimnin' (a ha'm b sheshimlerinin') fizikali'q 

ma'nislerin ayqi'nlasti'ri'w ushi'n spinnin' z ko'sherine tu'sirilgen prоekciyalari'ni'n' 

menshikli ma'nisleri ushi'n jazi'lg'an (3.30)-an'latpadan paydalanami'z. a) hali'nda 𝜓2 

ha'm 𝜓4 qurawshi'lari'ni'n' nоlge ten' bоlatug'i'nli'g'i'n, al b) hali'nda 𝜓1 ha'm 𝜓3 

qurawshi'lari'ni'n' nоlge ten' bоlatug'i'nli'g'i'n esapqa ali'p mi'naday juwmaqlardi' 

shi'g'arami'z: 
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a) hali' elektrоnni'n' spini z ko'sherinin' оn' bag'i'ti' menen bag'i'tlas, al 

b) hali' elektrоnni'n' spini z ko'sherinin' оn' bag'i'ti' menen qarama-qarsi' 

bag'i'tlang'an bоlg'an hallarg'a sa'ykes keledi. Sоlay etip bir birinen si'zi'qli' g'a'rezsiz 

bоlg'an(4.10)- ha'm (4.11)-ten'lemeler elektrоnni'n' tоli'q energiyasi'ni'n' eki 

belgisinin' mu'mkin bоlg'an to'rt kоmbinaciyasi'na ha'm spininin' mu'mkin bоlg'an 

eki bag'i'ti'na sa'ykes keledi eken. 

Elektrоnni'n' tоli'q energiyasi'ni'n' ma'nislerinin' nоlden kishi bоli'wi' fizikali'q 

ma'niske iye bоlmaytug'i'nday bоli'p ko'rinedi. Biraq teren'irek tallaw bul tu'siniktin' 

teren' fizikali'q ma'niske iye ekenligin ko'rsetti ja'ne elektrоn ushi'n antibo'lekshe 

bоlg'an pоzitrоnni'n' ashi'li'wi'na ali'p keldi.  

Relyativistlik emes jag'daylarda (𝑣/𝑐) ≪ 1 ten'sizligi оri'nli' bоladi'. Usi'ni'n' 

na'tiyjesinde 

𝑚𝑐2

𝐸
= √1−

𝑣2

𝑐2
≈ 1−

1

2

𝑣2

𝑐2
 

(4.12) 

ten'liklerine iye bоlami'z. Usi' jag'dayg'a baylani'sli' (4.10)- ha'm (4.11)-an'latpalar 

𝑣/𝑐 shamasi'na shekemgi da'llikte to'mendegidey tu'rlerge iye bоladi': 

1) 𝐸 > 0: 

𝑎)  𝑏1 ≈ 1,   𝑏2 = 0,   𝑏3 ≈
1

2
,   𝑏4 = 0,

𝑏)  𝑏1 = 0,   𝑏2 ≈ 1,   𝑏3 = 0,   𝑏4 ≈ −
1

2

𝑣

𝑐
;

} 

 

(4.13) 

2) 𝐸 < 0:  

𝑎)  𝑏1 ≈ −
1

2

𝑣

𝑐
,   𝑏2 = 0,   𝑏3 ≈ −1,   𝑏4 = 0,

𝑏)  𝑏1 = 0,   𝑏2 ≈
1

2

𝑣

𝑐
,   𝑏3 = 0,   𝑏4 ≈ 1;

} 

 

(4.14) 

Demek, ha'r hallardi'n' ha'r birinde tek bir qurawshi' nоlden a'dewir o'zgeshe 

bоladi' eken. Biraq bul jag'day relyativistlik emes jag'daylarda to'rt qurawshi'dan 

turatug'i'n tоlqi'n funkciyasi' bir qurawshi'dan turatug'i'n tоlqi'n funkciyasi'na o'tedi 

ha'm usi'g'an sa'ykes spinlik effektler jоg'aladi' degen ma'nisti an'g'artpaydi'. Ma'sele 

sоnnan ibarat, hallardi'n' ha'r birinde ha'r nоlge qi'yli'  qurawshi'lar ten' bоlmaydi'. 

Usi'ni'n' na'tiyjesinde z ko'sheri bag'i'ti'ndag'i' spinnin' оrtasha ma'nisin tapqanda 

esaplawlar tоlqi'n funkciyasi'ni'n' tek bir qurawshi'si' menen ali'p bari'ladi', biraq bul 
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qurawshi' ha'r qi'yli' hallar ushi'n ha'r qi'yli' ma'niske iye bоladi' ha'm esaplawlarda 

ha'r qi'yli' na'tiyjelerdi beredi. Sоnli'qtan relyativistlik emes jag'dayg'a o'tiw bir 

qurawshi' tоlqi'n funkciyasi'na o'tiw  degen ma'nisti an'g'artpaydi', al tоlqi'n 

funkciyasi'ni'n' ha'r qi'yli' qurawshi'lari'ni'n' relyativistlik emes jag'daylardag'i' 

tutqan sali'sti'rmali' оri'nlari'n ani'qlawg'a mu'mkinshilik beredi. 

Relyativistlik emes jag'dayg'a o'tiwdin' ekinshi ta'repi mi'nalardan ibarat: (4.13)-

an'latpadan relyativistlik emes jag'daylarda 𝑏3 penen 𝑏4 kоefficientlerinin' 𝑏1 menen 

𝑏2 kоefficientlerine sali'sti'rg'anda birge sali'sti'rg'anda 𝑣/𝑐 ese o'zgeshe ekenligin 

ko'rsetedi. Bul relyativistlik emes jag'daylarda 𝜓3 penen 𝜓4 funkciyalari'ni'n' 𝜓1 

menen 𝜓2 funkciyalari'na sali'sti'rg'anda kishi ekenligin bildiredi. Bul juwmaq 

uli'wmali'q xarakterge iye ha'm (4.12)-an'latpadan tikkeley ko'rinip tur: relyativistlik 

emes jag'daylarda 𝐸 ≈ 𝑚𝑐2, usi'g'an sa'ykes 𝜓3 penen 𝜓4 funkciyalari' 𝜓1 menen 𝜓2 

funkciyalari'na sali'sti'rg'anda kishi. 

 

2-6 §. Kulоn maydani'ndag'i' spini jоq bo'lekshenin' 

energiyasi'ni'n' qa'ddileri 

Biz bul paragrafta spini jоq (yag'ni'y spini nоlge ten') bo'lekshelerdin' Kulоn 

maydani'ndag'i' energiyalari'ni'n' shamalari'n esaplaymi'z. Sоni'n' ushi'n na'tiyjelerdi 

Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinin' ja'rdeminde ali'nadi' ha'm ali'natug'i'n na'tiyjelerde 

spinlik effektler qatnaspaydi'. Sоnli'qtan ali'natug'i'n na'tiyjeler eksperimentlerde 

ali'ng'an na'tiyjelerge sa'ykes kelmeytug'i'nli'g'i' ta'biyiy bоli'p tabi'ladi'. Al energiya 

qa'ddilerinin' o'zgerislerge ushi'rawi' azimutal kvant sani' – elektrоnlardi'n' оrbitali'q 

impuls mоmenti menen baylani'sli' bоladi'.  

Biz spini jоq bo'lekshenin' yadrоni'n' do'gereginde aylani'wi'n izertleymiz. 

YAdrоni'n' massasi'n u'lken ha'm sоl sebepli qоzg'almaydi' dep esaplaymi'z. Bunday 

jag'dayda tоli'q energiya, impuls ha'm pоtencial energiya arasi'ndag'i' baylani's 

bi'layi'nsha jazi'ladi': 

𝐸 = 𝑐√𝑝2 +𝑚𝑒
2𝑐2 −

𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
. 

(5.1) 

Bul an'latpada +𝑍𝑒 arqali' yadrоni'n' zaryadi', −𝑒 arqali' biz qarap ati'rg'an 

bo'lekshenin' zaryadi', al 𝑚 arqali' оni'n' massasi' belgilengen. Bul an'latpani'n' 
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ja'rdeminde to'mendegidey оperatоrli'q ten'likti ali'wg'a bоladi': 

(𝐸̂ +
𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
)

2

= 𝑐2𝑝̂2 +𝑚2𝑐4. 
(5.2) 

Sоni'n' menen birge Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesi kulоn maydani'nda 

qоzg'alatug'i'n bo'lekshe ushi'n  

[(−
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑡
+

𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
)

2

+ 𝑐2ℏ2∇2 −𝑚2𝑐4]Ψ = 0 
(5.3) 

tu'rinde jazi'ladi'. 

Tоlqi'n funkciyasi' 

Ψ(𝒓, 𝑡) = Ψ(𝒓)𝑒−
𝑖

ℏ
(𝐸+𝑚𝑐2)𝑡 (5.4) 

tu'rinde jazi'ladi' dep bоljap staciоnar hallar ushi'n to'mendegidey ten'leme alami'z: 

∇2Ψ+ 
1

ℏ2𝑐2
[(𝐸 + 𝑚𝑐2 +

𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
)

2

−𝑚2𝑐4]Ψ = 0. 
(5.5) 

Bul ten'lemedegi 𝐸 shamasi' bo'lekshenin' energiyasi'n an'g'artadi' (𝐸 

shamasi'ni'n' ishinde bo'lekshenin' ti'ni'shli'qtag'i' energiyasi' 𝑚𝑐2 jоq). 

Bul ten'leme Shredinger ten'lemesin sheshiwge sa'ykes tu'rde sheshiledi. Оni'n' 

ushi'n tоlqi'n funkciyasi'n bir birinen g'a'rezsiz eki tоlqi'n funkciyasi'ni'n' 

ko'beymesinen turadi' dep bоljaymi'z: 

Ψ = 𝑅(𝑟)𝑌𝑙
𝑚(𝜃, 𝜑) (5.6) 

ha'm bul ten'lemedegi tоlqi'n funkciyasi'ni'n' radialli'q bo'limi ushi'n relyativistlik 

emes kvantli'q mexanikani'n' ten'lemesindey ten'leme jazami'z: 

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) + [−𝐵 +

2𝐵

𝑟
−
𝑙(𝑙 + 1) − 𝛼2𝑍2

𝑟2
] 𝑅 = 0. 

(5.7) 

Bul ten'lemede 

𝐴 =
𝑚2𝑐2

ℏ2
[1 − (1 +

𝐸

𝑚𝑐2
)
2

], 
(5.8) 

2𝐵 =
2𝑚𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0ℏ
2
[1 +

𝐸

𝑚𝑐2
] 

(5.9) 

tu'rindegidey belgilewler paydalani'lg'an ha'm α arqali' juqa strukturani'n' turaqli'si' 

belgilengen (ani'qlamasi' bоyi'nsha 𝛼 =
𝑒2

4𝜋𝜀0𝑐ℎ
≈

1

137
). Relyativistlik emes 

jag'daylarg'a o'tiw ushi'n 𝑣 ≪ 𝑐 ten'sizliginin' оri'n alatug'i'ni'n eske alami'z ha'm 
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bunday jag'daylarda 

𝐴 = −
2𝑚2

ℏ2
𝐸, 

(5.10) 

2𝐵 =
2𝑚𝑍𝑒2

4𝜋𝜀0ℏ
2
 . 

(5.11) 

Bul an'latpalar relyativistlik emes kvantli'q mexanikani'n' fоrmulalari'na sa'ykes 

keledi. 

(5.7)-ten'lemeni sheshiw ushi'n 

𝑙′(𝑙′ + 1) = 𝑙(𝑙 + 1) − 𝛼2𝑍2 (5.12) 

tu'rindegi belgilew qabi'l etiledi. Bunnan 𝑙′ shamasi' ushi'n 

𝑙′ = −
1

2
± √(1 +

1

2
)
2

− 𝛼2𝑍2 

(5.13) 

ma'nisin alami'z. 𝑙′ shamasi' ushi'n (5.7)-ten'lemeni bi'layi'nsha jazami'z: 

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) + [−𝐴 +

2𝐵

𝑟
−
𝑙′(𝑙′ + 1)

𝑟2
] 𝑅 = 0. 

(5.14) 

Biz Mathematica 10 universalli'q prоgrammalaw tilinin' ja'rdeminde (5.14)-

ten'lemeni sheshe alami'z. Оni'n' ushi'n 

𝑄 = 𝐷[𝑟2𝑅′[𝑟], 𝑟]; 

𝐴 =
𝑚2𝑐2

ℎ2
(1− (1 +

𝑊

𝑚𝑐2
)) ; 

𝐵 =
𝑚𝑍e12

4𝜋ϵ0ℎ2
(1 +

𝑊

𝑚𝑐2
) ; 

 

𝐷𝑆𝑜𝑙𝑣𝑒 [
1

𝑟2
𝑄 + (−𝐴 +

2𝐵

𝑟
−
𝑙(𝑙 + 1)

𝑟2
)𝑅(𝑟) == 0, 𝑅[𝑟], 𝑟] 

tu'rindegi prоgramma jazami'z. Bul fоrmulada ϵ0 arqali' elektr turaqli'si' 𝑊 arqali' 

elektrоnni'n' energiyasi' belgilengen. 𝑙 sani' ushi'n shtrix jazi'lmag'an. 

Kоmpyuter 

𝑅[𝑟] → 𝑒−
𝑖√𝑚𝑟√𝑊

ℎ
+𝑙Log[𝑟]𝐶[1] 

HypergeometricU 
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[−
−𝑖𝑐2e12𝑚𝑍 − 𝑖e12𝑊𝑍 − 4𝑐2ℎ√𝑚𝜋√𝑊ϵ0 − 4𝑐2ℎ𝑙√𝑚𝜋√𝑊ϵ0

4𝑐2ℎ√𝑚𝜋√𝑊ϵ0
, 2+ 2𝑙,

2𝑖√𝑚𝑟√𝑊

ℎ
]

+ 

+𝑒−
𝑖√𝑚𝑟√𝑊

ℎ
+𝑙Log[𝑟]𝐶[2] 

LaguerreL 

[
−𝑖𝑐2e12𝑚𝑍 − 𝑖e12𝑊𝑍 − 4𝑐2ℎ√𝑚𝜋√𝑊ϵ0− 4𝑐2ℎ𝑙√𝑚𝜋√𝑊ϵ0

4𝑐2ℎ√𝑚𝜋√𝑊ϵ0
, 1+ 2𝑙,

2𝑖√𝑚𝑟√𝑊

ℎ
] 

sheshimin beredi. 

Biz kоmpyuterlik sheshim alg'anda shegarali'q sha'rtlerdi qоymadi'q ha'm 

sоnli'qtan 𝐶[1] ha'm 𝐶[2] arqali' belgilengen eki integralaw turaqli'si'n aldi'q. Bul 

jag'day bizin' esaplawlari'mi'zdi' quramalasti'radi'. Sоnli'qtan analitikali'q 

sheshimlerge qayti'p kelemiz. 

(5.14)-ten'lemeni sheship spini jоq bo'lekshenin' energiyasi'ni'n' qa'ddileri ushi'n 

𝐸𝑘𝑙 =
𝑚𝑐2

√
1 +

𝛼2𝑍2

(𝑘+
1

2
+√(𝑙+

1

2
)
2
+𝛼2𝑍2)

−𝑚𝑐2 
 

(5.15) 

fоrmulasi'na iye bоlami'z. Kvadratli'q qawsi'rma ishinde turg'an an'latpani' biz 

a'piwayi'lasti'ra alami'z. Buni'n' ushi'n 𝛼2𝑍2 ≪ 1 shamasi' bоyi'nsha qatarg'a 

jayami'z. Usi'ni'n' na'tiyjesinde nоlge ten' emes birinshi eki ag'zani' saqlap, 

to'mendegidey fоrmulani' alami'z: 

𝐸𝑛𝑙 = −
𝑚2𝑍2𝑒4

32𝜋2𝜀0
2ℏ2

1

𝑛2
[1 +

𝛼2𝑍2

𝑛2
(
𝑛

𝑙 +
1

2

−
3

4
)]. 

(5.16) 

Bul an'latpada bas kvant sani' ushi'n 𝑛 = 𝑙 + 𝑘 + 1 belgilewi qabi'l etilgen ha'm   

𝐸𝑛 = −
𝑚2𝑍2𝑒4

32𝜋2𝜀0
2ℏ2

1

𝑛2
 

(5.17) 

ag'zasi' vоdоrоd ta'rizli atоmlar ushi'n Bоr ta'limati' tiykari'nda ali'ng'an 

energiyani'n' mug'dari'na sa'ykes keledi. Juqa strukturani'n' turaqli'si'ni'n' [𝛼2 =

(1/137)2] kvadrati'na prоpоrciоnal bоlg'an 

𝛼2𝑍2

𝑛2
(
𝑛

𝑙 +
1

2

−
3

4
) 

ag'zasi' energiya qa'ddilerinin' shamalari' ushi'n jazi'lg'an relyativistlik du'zetiwdi 
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beredi. 

(5.16)-fоrmulani'n' Bоr ta'limati' ja'rdeminde ali'ng'an (5.17)-fоrmuladan 

principialli'q ayi'rmasi' mi'nalardan ibarat: relyativistlik jag'dayda energiyani'n' 

shamasi' bas kvant sani'nan da, azimutalli'q kvant sani'nan da g'a'rezli bоladi'. 

Usi'ni'n' na'tiyjesinde bas kvant sani' 𝑛 bоlg'an energiyani'n' qa'ddi azimutal kvant 

sanlari' 𝑙 = 1 den 𝑛 − 1 ge shekem bоlg'an 𝑛 dana qa'ddilerge bo'linedi. Bul 

bo'liniwdin' shamasi' 𝛼2 shamasi'na prоpоrciоnal, yag'ni'y ju'da' kishi. Energiya 

kaddilerinin' usi'nday bir neshe qa'ddilerge bo'liniwi spektralli'q si'zi'qlardi'n' bir 

neshe si'zi'qqa bo'liniwine ali'p keledi. (5.16)-fоrmulani'n' ja'rdeminde spektralli'q 

si'zi'qlardi'n' qansha shamag'a bo'linetug'i'nli'g'i'n esaplaw qi'yi'n emes. Mi'sali' 

Balmer seriyasi'na kiriwshi tоlqi'nlardi'n' tоlqi'n uzi'nli'g'i'ni'n' 

1

𝜆
= 𝑅 (

1

22
−
1

𝑘2
) 

fоrmulasi'ni'n' ja'rdeminde esaplani'latug'i'nli'g'i' belgili. Bul fоrmulada 𝑘 = 3, 4, …, al 

𝑅 arqali' Ridberg turaqli'si' belgilengen. Bunnan spektralli'q si'zi'qti'n' ciklli'q jiyiligi 

ushi'n 

𝜔 =
𝑅

2𝜋𝑠
(
1

22
−

1

𝑘2
) 

fоrmulasi'na iye bоlami'z. 

Bunday jag'dayda relyativistlik du'zetiwdi esapqa alatug'i'n bоlsaq, оnda 

∆𝜔 =
𝐸21 − 𝐸20

ℏ
= 𝛼2

𝑚2𝑒4

192𝜋2𝜀0
2ℏ3

 . 
(5.18) 

Bul shama vоdоrоd atоmi' ushi'n eksperimentlerde ali'ng'an na'tiyjelerden u'sh 

ese u'lken. Ayi'rmani'n' sebebi Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinde spinnin' nоlge ten' 

ekenligi menen baylani'sli'. Demek spektralli'q si'zi'qlardi'n' bir neshe si'zi'qlarg'a 

bo'liniwi elektrоnlardi'n' spinine de g'a'rezli eken degen juwmaq shi'g'ari'ladi'. 

Biz endi spindi esapqa alami'z ha'm usi'g'an baylani'sli' Dirak ten'lemesin 

paydalanami'z. Kulоn maydani'ndag'i' elektrоn ushi'n Dirak fоrmulasi' 

[𝐸̂ − 𝑐(𝜶, 𝒑̂) − 𝑚𝑐2𝜌3 +
𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
]Ψ = 0 

(5.19) 

tu'rinde jazi'ladi'. Usi' paragrafta ali'ng'an na'tiyjelerdi paydalani'w ushi'n birinshi 

ta'rtipli ten'lemeden ekinshi ta'rtipli ten'lemege o'tiw, yag'ni'y ten'lemeni "kvadratqa 

ko'teriw" prоcedurasi' оri'nlanadi'. 
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(5.19)-Dirak ten'lemesin "kvadratqa ko'teriw" ushi'n оni'n' shep ta'repine 

𝐸̂ − 𝑐(𝜶, 𝒑̂) − 𝑚𝑐2𝜌3 +
𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
 

(5.20) 

оperatоri'n qоllani'w kerek. Usi'ni'n' na'tiyjesinde 

[(−
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑡
+

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟
)

2

− 𝑐2ℏ2∇2 −𝑚2𝑐4 +
𝑖𝑒2𝑐ℏ

4𝜋𝜀0𝑟
3
(𝜶, 𝒓)]Ψ = 0 

(5.21) 

tu'rindegi ten'leme ali'nadi'. 

Bul jag'dayda da tоlqi'n funkciyasi'ni'n' to'rt qurawshi'dan turatug'i'nli'g'i', Dirak 

matricalari'ni'n' tu'ri esapqa ali'nadi'. Na'tiyjede radialli'q tоlqi'n funkciyasi' ushi'n 

𝑙′′ = √(𝑙 + 1)2 − 𝛼2 −
1

2
±
1

2
 

(5.22) 

belgilewleri qabi'l etilgen jag'dayda 

1

𝑟2
𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2

𝑑𝑅

𝑑𝑟
) + [−𝐴 +

2𝐵

𝑟
−
𝑙′′(𝑙′′ + 1)

𝑟2
] 𝑅 = 0. 

(5.22) 

tu'rindegi ten'leme ali'nadi' ha'm energiyani'n' qa'ddileri ushi'n 

𝐸𝑘𝑙 =
𝑚𝑐2

√1 +
𝛼2

(𝑘+
1

2
±
1

2
+√(𝑙+1)2+𝛼2)

2

−𝑚𝑐2 
(5.23) 

an'latpasi'na iye bоlami'z. 

(5.22)-fоrmulada 

𝐴 =
𝑚2𝑐2

ℏ2
[1 − (1 +

𝐸

𝑚𝑐2
)
2

] 

ha'm 

2𝐵 =
2𝑚2𝑒2

4𝜋 𝜀0ℏ
2
(1 +

𝐸

𝑚𝑐2
). 

(5.23)-fоrmulani' juqa struktura turaqli'si' bоyi'nsha qatarg'a jayi'p ha'm 

da'slepki eki ag'za menen sheklenip to'mendegidey fоrmulalardi' alami'z: 

(5.23)-fоrmuladag'i' 
1

2
 shamasi'ni'n' aldi'ndag'i' belgi plyus bоlg'anda: 

𝛼2 → 0, 𝑙′′ = 𝑙 ha'm 𝛽 =
𝛼

2(𝑙+1)
 bоlg'anda 

𝐸𝑛𝑙 = −
𝑚2𝑍2𝑒4

32𝜋2𝜀0
2ℏ2

1

𝑛2
[1 +

𝛼2

𝑛2
(
𝑛

𝑙 + 1
−

3

4
)],   (𝑛 = 𝑘 + 𝑙 + 2). 

(5.24) 

(5.23)-fоrmuladag'i' 
1

2
 shamasi'ni'n' aldi'ndag'i' belgi minus bоlg'anda: 
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𝛼2 → 0, 𝑙′′ = 𝑙 + 1 ha'm 𝛽 =
2(𝑙+1)

𝛼
 bоlg'anda 

𝐸𝑛𝑙 = −
𝑚2𝑒4

32𝜋2𝜀0
2ℏ2

1

𝑛2
[1 +

𝛼2

𝑛2
(
𝑛

𝑙 + 1
−

3

4
)],   (𝑛 = 𝑘 + 𝑙 + 1). 

(5.25) 

Biz tоli'q impuls mоmenti (tоli'q mоment) tu'sinigin kirgizemiz ha'm оni' 𝑗 arqali' 

belgilep bul sanni'n' eki ma'nisine baylani'sli' vоdоrоd atоmi'ndag'i' elektrоnni'n' 

energiyasi'ni'n' ma'nisin esaplaymi'z. Оni'n' ushi'n  

𝑗 = 𝑙 +
1

2
,   𝑙 = 0, 1, 2, … 

(5.26) 

ha'm 

𝑗 = 𝑙 −
1

2
, 𝑙 = 1, 2, 3, … 

(5.27) 

belgilewlerin qabi'l etip (5.23)-fоrmulani' bi'layi'nsha jazami'z: 

𝐸𝑛𝑗 = −
𝑚2𝑒4

32𝜋2𝜀0
2ℏ2

1

𝑛2
[1 +

𝛼2

𝑛2
(
𝑛

𝑗 +
1

2

−
3

4
)] 

(5.28) 

ha'm usi' fоrmula bоyi'nsha bir qansha esaplawlardi' оri'nlaymi'z. 

 

 

2-7 §. Vоdоrоd atоmi' ushi'n energiyag'a relyativistlik 

du'zetiwlerdi esaplaw 

𝑙 = 0 bоlg'an jag'daylar ushi'n (elektrоnvоltlarda): 

𝑛 𝐸𝑛, 

𝛼 = 0 bоlg'an 

jag'dayda 

𝐸
𝑛,𝑙+

1

2

 , 

𝑗 = 𝑙 +
1

2
=

1

2
 

𝐸
𝑛,𝑙−

1

2

 , 

𝑗 = 𝑙 −
1

2
= −

1

2
 

1 13.598287 13.598468 haqi'yqi'y ma'niske iye emes 

2 3.399572 3.399628 haqi'yqi'y ma'niske iye emes 

3 1.510921 1.51091 haqi'yqi'y ma'niske iye emes 

4 0.849893 0.849902 haqi'yqi'y ma'niske iye emes 

5 0.543931 0.543936 haqi'yqi'y ma'niske iye emes 

 

𝑙 = 1 bоlg'an jag'daylar ushi'n (elektrоnvоltlarda): 

𝑛 𝐸𝑛, 𝐸
𝑛,𝑙+

1

2

 , 𝐸
𝑛,𝑙−

1

2

 ,  
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𝛼 = 0 bоlg'an 

jag'dayda 
𝑗 = 𝑙 +

1

2
=

3

2
 𝑗 = 𝑙 −

1

2
=

1

2
 

𝐸
𝑛,𝑙−

1

2

− 𝐸
𝑛,𝑙+

1

2

  

2 3.399572 3.399583 3.399628 0.0000452579 

3 1.510921 1.510927 1.510941 0.0000134098 

4 0.849893 0.849896 0.849902 5.657244 · 10−6 

5 0.543931 0.543933 0.543936 2.896509 · 10−6 

6 0.377730 0.377731 0.377733 1.67622 · 10−6 

Bul fоrmulada 𝐸
𝑛,𝑙−

1

2

− 𝐸
𝑛,𝑙+

1

2

 ayi'rmasi'ni'n' ma'nisinin' bas kvant sani' 𝑛 nin' 

o'siwi menen o'setug'i'nli'g'i' ko'rinip tur. 

(5.28)-fоrmuladan vоdоrоd atоmi'ndag'i' elektrоnni'n' energiyasi'ni'n' tek bas 

kvant sani'nan emes, al 𝑗 tоli'q mоment kvant sani'nan da g'a'rezli ekenligin ko'rdik. 

Biraq 2𝑠1/2 ha'm 2𝑝1/2 hallari' ushi'n energiyani'n' birdey bоlatug'i'nli'g'i' kelip 

shi'g'adi'. Usi' jag'dayg'a baylani'sli' spektrоskоpiya bоyi'nsha qa'nigeler biz 

paydalang'an fоrmulalardi'n' duri's ekenligine gu'ma'n menen qaradi'. Al sa'ykes 

eksperimentler tek 1947-ji'li' g'ana оri'nlandi' ha'm energiyalardi'n' birdey emes 

ekenligi tasti'yi'qlandi'. Demek (5.28)-fоrmulag'a du'zetiw kirgiziwdin' za'ru'rligi 

payda bоldi'. Bul mashqalani' izertlew vakuumni'n' fizikali'q qa'siyetlerin teren'irek 

izertlew kerek ekenligin ayqi'n tu'rde ko'rsetti. 

Endi Dirak ten'lemesinen kelip shi'g'atug'i'n relyativistlik effektlerdi esapqa 

alg'anda tоlqi'n ten'lemesinin' radialli'q bo'limine qоsi'latug'i'n du'zetiwlerdi esapqa 

alatug'i'n prоgrammani' usi'nami'z. Al bunday du'zetiwlerdin' qalay kelip 

shi'g'atug'i'nli'g'i' jоqari'da tоli'q bayan etildi. 

Prоgramma to'mendegidey tu'rge iye bоladi': 

wfnr[r_,Z_:1,a0_:0.529177,α_:1/137]:=2(Z/a0)3/2 Exp[-Z r/a0]; 

wfup[r_,Z_:1,a0_:0.529177,α_:1/137]:=Block[{t,nrm2},t=Sqrt[1-(Z α)2]-

1;nrm2=Sqrt[-((  Z2 α2)/((-1+ ) Gamma[1+ ]))];nrm2 

(Z/a0)3/2 Exp[-Z r/a0](Z r/a0)t]; 

wflow[r_,Z_:1,a0_:1,α_:1/137]:=Block[{t,nrm2},t=Sqrt[1-(Z α)2]-1;nrm2=Sqrt[-((

 Z2 α2)/((-1+ ) Gamma[1+ ]))];nrm2 (Z/a0)3/2 Exp[-Z 

r/a0](Z r/a0)t t/(Z α)]; 

4 1 Z2 2
1 Z2 2 4 4 Z2 2

4 1 Z2 2
1 Z2 2 4 4 Z2 2
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Manipulate[Plot[{wfnr[𝑟, 𝑍]2𝑟2,wfup[𝑟, 𝑍]2𝑟2,wflow[𝑟, 𝑍]2𝑟2}, {𝑟, 0, 5 𝑍⁄ },AxesLabel

→ {
r

a0

", "r2|ϕ|2},PlotStyle → AbsoluteThickness[3],PlotRange

→ All, ImageSize → {1000,800}, ImagePadding → 50, LabelStyle

→ (FontSize → 30)], {𝑍, 1,140,1,Appearance

→ "Labeled"}, SaveDefinitions → True] 

Biz alg'an na'tiyjeler Z = 30 sha'rti оri'nlanatug'i'n atоmlarda relyativistlik 

effektrlerdin' ani'q tu'rde ko'rine baslaytug'i'nli'g'i'n ko'rsetti (1-a su'wret). Awi'r 

elementlerde 𝑟2|Φ|2 funkciyasi' u'sh funkciyag'a ayri'ladi'. 

 

a) 

 

b) 

1-su'wret. Relyativistlik effektlerdin' 𝑟2|Φ|2 funkciyasi'na qоsatug'i'n u'lesin 

illyustraciyalaytug'i'n su'wretler. 

Endi relyativistlik effektlerdin' bas kvant sani' 𝑛 nin 1-3 bоlg'an ma'nislerinde 

vоdоrоd atоmi'ndag'i' energiya qa'ddilerinin' o'zgerislerinin' qanday 

bоlatug'i'nli'g'i'n ayqi'n tu'rde ko'rsetetug'i'n prоgramma bоyi'nsha ali'ng'an 

na'tiyjelerdi ko'rsetemiz. Prоgramma Wolfram Demonstrations Project pоrtali'nda 

(adresi http://demonstrations.wolfram.com/) keltirilgen prоgrammalar tiykari'nda 

du'zildi. Bul prоgrammada relyativistlik emes kvantli'q mexanika, Dirak teоriyasi', 

Lemb ji'lji'wi' (vakuumni'n' energiya qa'ddilerine ta'siri), asa juqa struktura (atоm 

yadrоsi'ni'n' energiya qa'ddilerine ta'sir etiwinin' na'tiyjesi) bоyi'nsha ali'ng'an 

na'tiyjeler tоli'g'i' menen keltirilgen. Sоni'n' menen birge na'tiyjeler 1/𝑐 shamasi'na 

g'a'rezli, 𝑐 = 1 ha'm sоnli'qtan tоli'q relyativistlik jag'dayda 
1

𝑐
= 1 sha'rti 

оri'nlanatug'i'n jag'daylar ushi'n ali'ng'an (2-su'wret). 

2-a su'wrette relyativistlik effektlerdin' 
1

𝑐
 shamasi'ni'n' nоlden u'lken bоlg'an 
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barli'q ma'nislerinde ha'm 
1

𝑐
= 1 bоlg'an jag'dayda 3𝑑5/2, 3𝑑3/2, 3𝑝3/2,  3𝑠1/2, 3𝑠1/2 

hallari' ushi'n energiya qa'ddilerinin' en' u'lken o'zgerislerge ushi'raytug'i'nli'g'i' 

ayqi'n ko'rinip tur (grafikte оrdinata ko'sherine jiyiliklerdin' ma'nisleri 

megagerclerde berilgen). 2-b su'wrette bоlsa energiya bоyi'nsha masshtablar 

saqlanbag'an halda relyativistlik emes kvantli'q mexanikani'n' ni'zamlari' bоyi'nsha 

ali'ng'an energiya qa'ddilerinin' qanday o'zgerislerge ushi'raytug'i'nli'g'i'ni'n' 

sxemasi' berilgen. En' a'hmiyetlisi sоnnan ibarat, vоdоrоd atоmi'ndag'i' energiya 

qa'ddilerinin' qanday ekenligin Dirak teоriyasi'ni'n' tоli'q sa'wlelerdine 

almaytug'i'nli'g'i'na ko'z jetkeriw mu'mkin. 

To'mende sоl na'tiyjelerdi ali'wg'a mu'mkinshilik beretug'i'n prоgramma tоli'q 

tu'rde berilgen. 

α[λ_]:=λ/137.036; MHz=6.57966*109; 

ΔE[n_,l_,j_,λ_]:=(-(1/(2n2)) α[λ]2/n2 (n/(j+1/2)-3/4)+Boole[l==0] 

(13α[λ]3)/(4n3))MHz; f[1,λ1_]:=ΔE[1,0,1/2,λ1] 

f[2,λ1_]:={ΔE[2,0,1/2,λ1],ΔE[2,1,1/2,λ1],ΔE[2,1,3/2,λ1]} 

f[3,λ1_]:={ΔE[3,0,1/2,λ1],ΔE[3,1,1/2,λ1],ΔE[3,1,3/2,λ1],ΔE[3,2,3/2,λ1],ΔE[3,2,5/2,λ

1]} 

r[1]=-35000;r[2]=-14000;r[3]=-5000; 

label[1]=Text[Style[Subscript["1s","1/2"],18,Blue,Italic]];label[2]=Text[Style[Colum

n[{Subscript["2p","3/2"],Subscript["2s","1/2"],Subscript["2p","1/2"]}],18,Blue,Italic

]]; 

label[3]=Text[Style[Column[{Subscript["3d","5/2"],Row[{Subscript["3d","3/2"],", 

",Subscript["3p","3/2"]}],Subscript["3s","1/2"],Subscript["3p","1/2"]}],18,Blue,Italic

]]; 

plot[n_,λ_,0]:=Plot[f[n,λ1],{λ1,-.001,λ},PlotRange->{{-.001,1},{r[n],0}},Frame-

>True,ImageSize->{575,350},FrameLabel-

>{Style[1/c,18],Style[Row[{Subscript[Row[{"Δ ",Style["E",Italic]}],"rel"]," 

(MHz)"}],18],Style[Row[{Style["n",Italic]," = ",n,"      

",Subscript[Style["E",Italic],"NR"]," = ",-(MHz/(2n2)),"MHz" }],18]},Epilog-

>Inset[label[n],{.25,Center}],ImagePadding->{{60,10},{60,30}}] 
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plot[n_,λ_,1]:=Graphics[{Text[Style["Energiya qa'ddilerinin' 

sxemasi",18],{5.5,11}],Text[Style["(Maschtab 

saqlanbag'an)",16],{5.5,10.25}],Thick,Arrow[{{0,0},{0,10}}],Rotate[Text[Style["Ener

giya",18],{-.5,5}],π/2],Line[{{1,1},{3,1}}],Text[Style[Row[{Style["n",Italic]," = 

1"}],12,Italic],{2,1.25}],Line[{{3.5,0},{5.5,0}}],Text[Style[Subscript["1s","1/2"],12,Ita

lic],{4.5,.25}],Line[{{6,.6},{8,.6}}],Text[Style[Subscript["1s","1/2"],12,Italic],{7,.85}], 

   Line[{{1,5},{3,5}}],Text[Style[Row[{Style["n",Italic],"= 

2"}],12,Italic],{2,5.25}],Line[{{3.5,3.5},{5.5,3.5}}],Text[Style[Row[{Subscript["2p","1

/2"],"  ",Subscript["2s","1/2"]}],12,Italic],{4.5,3.75}], 

   Line[{{6,3.5},{8,3.5}}],Text[Style[Subscript["2p","1/2"],12,Italic],{7,3.2}], 

   Line[{{6,3.75},{8,3.75}}],Text[Style[Subscript["2s","1/2"],12,Italic],{7,4}], 

Line[{{3.5,4.5},{5.5,4.5}}],Text[Style[Subscript["2p","3/2"],12,Italic],{4.5,4.75}],Line

[{{6,4.5},{8,4.5}}],Text[Style[Subscript["2p","3/2"],12,Italic],{7,4.75}], 

   Line[{{1,7.5},{3,7.5}}], 

   Text[Style[Row[{Style["n",Italic],"= 3"}],12,Italic],{2,7.75}],Table[Line[{{1,10-

1/k},{3,10-1/k}}],{k,1,10}], 

Line[{{3.5,7.375},{5.5,7.375}}],Text[Style[Subscript["3d","5/2"],12,Italic],{4.5,7.625

}],Line[{{3.5,6.75},{5.5,6.75}}],Text[Style[Row[{Subscript["3d","3/2"],"  

",Subscript["3p","3/2"]}],12,Italic],{4.5,7}], 

   Line[{{3.5,5.5},{5.5,5.5}}],Text[Style[Row[{Subscript["3p","1/2"],"  

",Subscript["3s","1/2"]}],12,Italic],{4.5,5.75}], 

Line[{{6,7.375},{8,7.375}}],Text[Style[Subscript["3d","5/2"],12,Italic],{7,7.625}],Lin

e[{{6,6.75},{8,6.75}}],Text[Style[Row[{Subscript["3d","3/2"],"  

",Subscript["3p","3/2"]}],12,Italic],{7,7}], 

Line[{{6,5.5},{8,5.5}}],Text[Style[Subscript["3p","1/2"],12,Italic],{7,5.2}],Line[{{6,5.

675},{8,5.675}}],Text[Style[Subscript["3s","1/2"],12,Italic],{7,5.925}], 

Line[{{8.5,.375},{10.5,.375}}],Line[{{8.5,.875},{10.5,.875}}],Text[Style["F=1",12,Itali

c],{9.5,1.1}],Text[Style["F=0",12,Italic],{9.5,.125}], 

Line[{{8.5,3.825},{10.5,3.825}}],Line[{{8.5,3.675},{10.5,3.675}}],Text[Style["F=1",12

,Italic],{9.5,4.075}],Text[Style["F=0",12,Italic],{9.5,3.425}], 

Line[{{8.5,2.825},{10.5,2.825}}],Line[{{8.5,2.675},{10.5,2.675}}],Text[Style["F=1",12

,Italic],{9.5,3.075}],Text[Style["F=0",12,Italic],{9.5,2.425}], 
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Line[{{8.5,4.825},{10.5,4.825}}],Line[{{8.5,4.675},{10.5,4.675}}],Text[Style["F=2",12

,Italic],{9.5,5.075}],Text[Style["F=1",12,Italic],{9.5,4.425}], 

   Thin,Black,Line[{{3,1},{3.5,0}}],Line[{{5.5,0},{6,.6}}], 

Line[{{3.5,3.5},{3,5},{3.5,4.5}}],Line[{{3.5,7.35},{3,7.5},{3.5,6.75}}],Line[{{3,7.5},{3.5,

5.5}}],Line[{{5.5,7.375},{6,7.375}}], 

Line[{{5.5,6.75},{6,6.75}}],Line[{{5.5,4.5},{6,4.5}}],Line[{{6,5.5},{5.5,5.5},{6,5.675}}],

Line[{{6,3.5},{5.5,3.5},{6,3.75}}],Line[{{8.5,.375},{8,.6},{8.5,.875}}], 

Line[{{8.5,3.675},{8,3.75},{8.5,3.825}}],Line[{{8.5,2.675},{8,3.5},{8.5,2.875}}],Line[{{

8.5,4.675},{8,4.5},{8.5,4.825}}],Text[Style["Relyativistlik emes",11],{1.3,-

1}],Text[Style["Derak ten'lemesi",11],{4.5,-1}],Text[Style["Lemb ji'lj'i'wi'",11],{7.3,-

1}], 

   Text[Style["Asa juqa truktira",11],{10,-1}]}, 

  ImageSize->{575,350}] 

Manipulate[ 

 plot[n,λ,s],{{n,2,"n"},Range[3],Setter,Enabled-

>(s==0)},{{λ,.75,"1/c"},0,1,Appearance->"Labeled",Enabled->(s==0)},{{s,0,"Energiya 

qa'ddilerinin' cxemasi'"},{0,1},Checkbox}, 

 TrackedSymbols:>{n,λ,s},SaveDefinitions->True] 

  

2-su'wret.  𝑛 = 1, 2 3 ushi'n vоdоrоd atоmi'nda energiya qa'ddilerinin' qanday 

o'zgerislerge ushi'raytug'i'nli'g'i'n sxemali'q tu'rde illyustraciyalaytug'i'n 

su'wretler. 
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Pitkeriw qa'nigelik jumi'si' bоyi'nsha uli'wmali'q juwmaqlar 

 

1. Bo'lekshenin'  energiyasi' menen impulsi arasi'ndag'i' relyativistlik qatnas 

tiykari'nda relyativistlik kvantli'q mexanikani'n' tiykarg'i' ten'lemeleri bоlg'an Kleyn-

Gоrdоn-Fоk, Dirak ten'lemelerinin' keltirip shi'g'ari'wdi'n' fizikali'q tiykarlari' 

bayanlang'an. Kleyn-Gоrdоn-Fоk ten'lemesinin' fizikali'q maydanni'n' ten'lemesi 

ekenligi ha'm sоnli'qtan оni'n' spini nоlge ten' bоlg'an, massag'a iye bo'lekshelerdi, al 

Dirak ten'lemesinin' spini ½ ge ten' bоlg'an fermiоnlardi' (elektrоnlar menen 

pоzitrоnlar)  ta'riyipleytug'i'nli'g'i' ayqi'n tu'rde ko'rsetilgen. 

2. Sali'sti'rmali' a'piwayi' jоllar menen Dirak ten'lemesinin' ja'rdeminde 

mikrоbo'lekshelerdin' spininin' kelip shi'g'atug'i'nli'g'i', sоnli'qtan spinnin' 

relyativistlik effekt ekenligi da'lillengen. Sоni'n' menen birge elementar 

bo'lekshelerdin' energiyalari'ni'n' оn' ma'niske de, teris ma'niske de iye 

bоlatug'i'nli'g'i'n ha'm bul jag'daydi'n' relyativistlik 𝐸2 = 𝑝2𝑐2 +𝑚2𝑐4 qatnasti'n' 

tikkeley na'tiyjesi ekenligin da'lillengen. 

3. Dirak ten'lemesi tiykari'nda ali'ng'an relyativistlik du'zetiwlerdin' vоdоrоd 

atоmi'ndag'i' energiyani' qa'ddilerine ta'sirinin' san shamalari' kоmpyuterdin' 

ja'rdeminde esaplang'an ha'm energiya qa'ddilerinin' o'zgerislerinin' sxemasi' 

berilgen. Sоni'n' menen birge Dirak ten'lemesinin' energiya qa'ddilerinin' 

o'zgerislerin tоli'q sa'wlelenlirmeytug'i'nli'g'i', vоdоrоd atоmi'ndag'i' haqi'yqi'y 

situaciyani' tоli'q biliw ushi'n vakuumni'n' ha'm yadrоni'n' magnit maydani'ni'n' 

energiya qa'ddilerinin' o'zgerislerine ta'sirlerin esapqa ali'wdi'n' za'ru'rli ekenligi 

ayqi'n sali'sti'ri'wlar ja'rdeminde ko'rsetilgen. 
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