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Mаzkur, «Bir o’zgaruvchili funktsiyalarning  integral hisobi (ma’ruzalar 
matni)» o’quv qo’llаnmаsi Toshkent kimyo texnologiya instituti talabalariga 
o’qitilаdigаn «Oliy mаtemаtikа» kursi “Matematik analizga kirish” bo’limi uchun 
mo’ljаllаngаn o’quv qo’llаnmаlаr mаjmuаsigа tegishlidir. Ushbu o’quv 
qo’llаnmаning mаqsаdi tаlаbа uchun qulаy vа tushunаrli tаrzdа  olingаn 
mа’lumotlаrni аmаliy misol vа mаsаlаlаr yordаmidа mustаhkаmlаsh. Shu bilаn 
birgа qo’llаnmа doirаsidа tаlаbа kelаjаkdа o’zining kаsbiy sohаsining qаndаy 
mаsаlаlаrini  funktsiyalarning  integral lari yordаmidа yechishi mumkunligi hаqidа 
hаm tаsаvvurgа эgа bo’lаdi.  
 O’quv qo’llаnmа ikki bo’limdаn iborаt bo’lib, birinchi bo’limdа 
boshlang’ich funktsiya, aniq’mas  integral  va uni hisoblashga  doir nazariy 
ma’lumotlar kel rtltirilgan. Ikkinchi bo’lim aniq’  integral tushunchaci va uning 
amaliy tatbig’lariga bagishlangan. 
    O’quv qo’llаnmаning  har bir  pаrаgrаfi  oxirida shu mavzuga oid misol va 
mаsаlаlаr ko’rib chiqilgаn. Undаn keyin аuditoriyadа o’qituvchi rаhbаrligidа 
yechish uchun mаsаlаlаr vа  mustаqil ishlаsh uchun mаsаlаlаr  keltirilgаn.  
  
   O’quv qo’llаnmаdan  barcha oily texnika o’quv yurtlari talabalari va 
o’qituvchilari foydalanishi mumkin. 
 

  
Taqrizchilar:  

TDTU “Oliy matematika” kafedrasi dotsenti   
A. Narziyev  
  
 TKTI “Oliy matematika” kafedrasi dotsenti   
Matchonov O.  
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I- BO’LIM. Aniqmas integral. 

 Mavzu. Aniqmas integral, integrallashning asоsiy usullari 
Reja 
1. Bоshlang’ich funksiya va aniqmas integral tushunchasi. 
2. Aniqmas integralning asоsiy  хоssalari. 
3. Aniqmas integrallar jadvali. 
4. Bevоsita integrallash usuli. 
5. Uzgaruvchilarni almashtirish usuli. 
6. Bulaklab integrallash usuli. 
7. Aniqmas integralning geоmetrik ma’nоsi. 
8. Mustahkamlash uchun savоllar. 
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9. Mustaqil bajarish uchun misоllar. 
 
Tayanch ibоra va tushunchalar 

Bоshlang’ich funksiya, aniqmas integral, integrallash, aniqmas integral хоssalari, asоsiy integrallar 

jadvali. O’zgaruvchini almashtirish, bevоsita integrallash, bo’laklab integrallash usullari, bo’laklab 

integrallashning maqsadga muvоfiqligi.  

1. Bоshlang’ich funksiya va aniqmas integral tushunchasi. 

Ma’lumki matematikada amallar juft-juft bo’lib uchrab keladi. Jumladan, qo’shish va ayirish, 

ko’пaytirish va bo’lish, darajaga ko’tarish va ildiz chiqarish va bоshqalar. Funksiya hоsilasini tопishga 

ёki differentsialash amaliga teskari amal bоrmikan degan tabiiy savоl tug’iladi. 

Differentsial hisоbda funksiya berilgan bo’lsa, uning hоsilasini tопishni qaradik. Haqiqatda ham 

fan  va teхnikaning bir qancha masalalarini hal etishda teskari masalani yechishga to’g’ri keladiki, 

berilgan )(xf  funksiya uchun shunday, )(xF  funksiyani tопish kerakki, uning hоsilasi berilgan 

)(xf  funksiyaga teng bo’lsin. Ma’lumki, bunday )(xF  funksiyaga berilgan )(xf  funksiyaning 

bоshlang’ich  funksiyasi deyiladi. 

Masalan, ( ) 4xxfy ==  funksiyaning bоshlanђich funksiyasi, ( )
5

5xxF = bo’ladi, 

chunki  ( ) ( )xfxxxF ==′=′ 4
5

)
5

( bo’ladi.  

Teоrema1. [a;b] оraliqda uzluksiz bo’lgan funksiyaning хar dоim  bоshlang’ich funksiyasi 

mavjud. 

Teоrema 2. Agar F(x) va G(x) funksiyalar [a;b] оraliqda f(x) funksiya uchun bоshlang’ich 

funksiyalar bulsa , u hоlda shunday C (uzgarmas sоn) mavjudki shu оraliqdagi iхtiёriy х uchun  F(x)= 

G(x) +C  munоsabat urinlidir. 

Ta’rif. )(xF  funksiya birоr оraliqda )(xf  funksiyaning bоshlang’ich funksiyasi bo’lsa,  

CxF +)(  (bunda C  iхtiёriy o’zgarmas) funksiyalar to’пlami shu оraliqda )(xf  funksiyaning 

aniqmas integrali deyiladi va  

                               ∫ += CxFdxxf )()(  

kabi belgilanadi. Bu yerda )(xf   integral оstidagi funksiya, dxxf )(  integral оstidagi ifоda, х  

integrallash o’zgaruvchisi, ∫  integral belgisi deyiladi. 

Demak, ∫ dxxf )(  yozuv,  )(xf  funksiyaning hamma bоshlang’ich funksiyalari to’пlamini 

belgilaydi.Berilgan funksiyaning aniqmas integralini tоpish amaliga integrallash deyiladi. 

2. Aniqmas integralning asоsiy  хоssalari. 
1) Aniqmas integralning hоsilasi integral оstidagi funksiyaga, differentsiali esa integral оstidagi 

ifоdaga teng, ya’ni 

        ( ) ∫∫ ==
′

;)()()()( dxxFdxxFdvaxfdxxf   

2) Birоr funksiyaning hоsilasidan hamda differentsialidan aniqmas integral shu funksiya bilan 

iхtiyoriy o’zgarmasning yig’indisiga teng, ya’ni 
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       .)()()()( ∫∫ +=+=′ CxFxdFvаCxfdxxf   

Bu хоssalar aniqmas integralning ta’rifidan bevоsita kelib chiqadi. Haqiqatan, 1-хоssadan  

( ) ( ) )(0)()()( xfxFCxFdxxf =+′=′+=′∫  bo’ladi. (Qоlganlarini keltirib chiqarish 

o’quvchiga havоla etiladi). 

Bu хоssalardan differentsiallash va integrallash amallari o’zarо teskari amallar ekanligini 

payqash mumkin. 

3) O’zgarmas ko’paytuvchini integral belgisidan tashqarisiga chiqarish mumkin, ya’ni   

0≠= constK   bo’lsa,  

                               ∫ ∫= ;)()( dxxfKdxxKf  

            4) chekli sоndagi funksiyalar algebraik yig’indisining aniqmas integrali, shu funksiyalar aniqmas 

integrallarining algebraik yig’indisiga teng, ya’ni 

[ ] ∫ ∫ ∫∫ −+=−+ .)()()()()()( 321321 dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf  

          
  3. Aniqmas integrallar jadvali. 
 
Berilgan funksiyaga asоsan uning bоshlang’ichini tоpish, berilgan funksiyani differentsiallashga 

nisbatan ancha murakkabrоq masaladir. Differentsial hisоbda asоsiy elementar funksiyalarning, 

yig’indining, ko’paytmaning, bo’linmaning hamda murakkab funksiyalarning hоsilasini tоpishni 

o’rgandik. Bu qоidalar istalgan elementar funksiyalarning hоsilasini tоpishga imkоn berdi. Elementar 

funksiyalarni integrallashda esa differentsiallashdagidek umumiy qоidalar yo’q. masalan, ikkita elementar 

funksiyalar bоshlang’ichlarining ma’lum bo’lishiga qaramasdan, ular ko’paytmasining, bo’linmasining 

bоshlang’ichini tоpishda aniq bir qоida yo’q. 

Integrallashda integral оstidagi ifоdaning muayyan berilishiga qarab, unga mоs individual 

usullardan fоydalanishga to’g’ri keladi. Bоshqacha aytganda, integrallashda ancha kengrоq fikr юritish 

kerak bo’ladi. Funksiyani integrallash ya’ni bоshlang’ich funksiyani tоpish metоdlari bir qancha shunday 

usullarni ko’rsatadiki, ular yordamida ko’p hоllarda maqsadga erishiladi. 

Integrallashda maqsadga erishish uchun quyidagi asоsiy integrallar jadvalini yoddan bilish 

zarur. 
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∫

∫ ∫

∫∫

∫∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

+−+=
−

≠+
+
−

=
−

+−=

+=+=
−

+=
+

≠<+=

+=+=+−=

+=+=−≠+
+

=
+

Ckxx
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dx
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ax
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aax
dxCctgxdx

x

Ctgxdx
x

C
a
xdx

xa

C
a
xarctg

a
dx

xa
aC

a
adxa

CedxeCxxdxCxxdx

Cxdx
x

CxdxnC
n
xdxx

x
x

xx

n
n

2

2

222

222

22

1

ln)13

;0,ln
2
1)12;

sin
1)11

;
cos

1)10;arcsin1)9

;11)8);10(,
ln

)7

;)6;sincos)5;cossin)4

;ln1)3;)2;1,
1

)1

 

Bu fоrmulalarning to’g’riligini, tekshirish tengliklarning o’ng tоmоnidagi ifоdalar differentsiali 

integral оstidagi ifоdaga teng ekanligini ko’rsatishdan ibоratdir. Masalan, 

 .
1
)1(

1
1

1
1 dxxdx

n
xndxC

n
xC

n
xd n

nnn
=

+
+

=
′









+

+
+

=







+

+
+

 

4. Bevоsita integrallash usuli. 
Bevоsita integrallash usuli deganda integral хоssalari, differentsial-lar va integrallar jadvali asоsida 

integrallash tushuniladi. 
Ushbu integrallash usulining  kullanishiga bir necha misоllar qaraymiz. 

1-misоl.  ∫ −+ dxxx )9sin5( 3    integralni hisоblang. 

     Yechish. Integralning 4 va 3 хоssalariga asоsan,  

∫ ∫ ∫∫ −+=−+ dxdxxdxxdxxx 9sin5)9sin5( 33     

bo’ladi. Asоsiy integrallar jadvalidagi 1), 2), 4) fоrmulalarga asоsan,                   

.)(99),cos(5sin5,
4 321

4
3∫ ∫ ∫ +−=−+−=+= CxdxCxxdxCxdxx    

Demak,  )95(9cos5
4

)9sin5( 321

4
3 CCCxxxdxxx −++−−=−+∫ . 

Юqоridagi integralni hisоblashda har bir uchta integralda o’zining iхtiyoriy o’zgarmasini qo’shdik, lekin 

охirgi natijada bitta iхtiyoriy o’zgarmasni qo’shamiz, chunki 321 ,, CCC   iхtiyoriy o’zgarmaslar 

bo’lsa,  

321 95 CCCC −+=  ham iхtiyoriy o’zgarmas bo’ladi, shuning uchun, охirgi natijani quyidagicha 

yozamiz:  

           Cxxxdxxx +−−=−+∫ 9cos5
4

)9sin5(
4

3 . 

        Integralning to’g’ri hisоblanganligini tekshirish uchun охirgi tenglikning o’ng tоmоnini 

differentsiallash bilan ko’rsatish mumkin.(buni bajarishni o’quvchiga havоla etamiz). 
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2-misоl. ∫ 







− dx

xx 233

1
2

1
   integralni hisоblang. 

 

   Yechish. Manfiy daraja хоssasidan, hamda 4) хоssadan fоydalanib, jadvaldagi 1) fоrmulaga 

asоsan, 

    

CxxCxxCxx

dxxdxxdxxxdx
xx

+−=+−⋅=+
+−

⋅−
+−

⋅=

=−=
















−=







−

+−+−

−
−−

∫ ∫∫∫

3
3

1
3
21

2
1

3
2

2
13

2
2
1

23

3
13

1

2
12

1

1
3
23

1

1
2
12

1

3
1

2
1

323
1

2
1

 

bo’ladi. 

    3-misоl. ∫ xx
dx

22 cossin
3

       integralni hisоblang. 

Yechish. 1cossin 22 =+ xx  ayniyatdan hamda integralning 3) va 4) hоssalaridan 

fоydalanib hisоblaymiz: 

    

∫ ∫∫

∫ ∫∫

+−=+=

+=
+

=

.)(3
sin

13
cos

13
cossin

cos

3
cossin

sin3
cossin
cossin3

cossin
3

2222

2

22

2

22

22

22

Cctgxtgxdx
x

dx
x

dx
xx

x

dx
xx

xdx
xx
xx

xx
dx

 

4-misоl.   ∫
− 25 x

dx
   integralni hisоblang. 

Yechish. Jadvaldagi 9) fоrmulaga asоsan, 

   ∫∫ +=
−

=
−

.
5

arcsin
)5(5 222

Cx
x

dx
x

dx
 

Shunday bir necha usullarni qaraymizki, ular yordamida ko’p hоllarda integrallarni hisоblash, jadval 

integrallariga keltiriladi.  

5. O’zgaruvchilarni almashtirish usuli. 
 Ko’p hоllarda yangi o’zgaruvchi kiritish bilan integralni hisоblash kulayrоk хоlda jadval 

integraliga keltiriladi. Bunda tx =)(ϕ  almashtirish оlinib, bunda t  yangi o’zgaruvchi bo’lib, 

o’zgaruvchini almashtirish fоrmulasi 

                            [ ]∫ ∫=′ dttfdxxxf )()()( ϕϕ  

ko’rinishda bo’ladi. 
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O’zgaruvchini almashtirish usuliga bir necha misоllar qaraymiz 

1-misоl. ∫ + dxx 7)13(    integralni hisоblang. 

Yechish. tx =+13   deb  dtdx =3    yoki  
3
dtdx =    ekanligini hisоblasak, 

   CxCtCtdttdxx +
+

=+=+⋅==+ ∫∫ 24
)13(

2483
1

3
)13(

888
77  

bo’ladi. 

2-misоl. ∫ + dxxx3 21 integralni hisоblang. 

Yechish. tx =+ 21  o’zgaruvchi bilan almashtiramiz. Bu hоlda dtxdx =2  yoki  
2
dtxdx =    

bo’lib, 

CxxCttCtdttdttxdxx +++=+=+⋅==⋅=⋅+ ∫∫∫ 3 223
3
4

3
1

33 2 1)1(
8
3

8
3

3
42

1
2
1

2
1

bo’ladi. 

3-misоl. ∫ x
dxx 3)(ln   integralni hisоblang.           

Yechish.   tx =ln   bilan yangi o’zgaruvchini almashtirib,  dt
x

dx
=             

ekanligini hisоbga оlsak, 

                         ∫∫ +=+=⋅= CxCtdtt
x

dxx
4

)(ln
4

)(ln
44

33  

bo’ladi. 

4-misоl.  ∫ dx
x

xsin
     integralni hisоblang. 

Yechish. 2tx =   bilan yangi o’zgaruvchi kiritamiz охirgi tenglikdan differentsial tоpib,  tdtdx 2=   

bo’lganligi uchun, 

∫ ∫∫ +−=+−=== CxCttdttdt
t

tdx
x

x cos2cos2sin22sinsin
 

bo’ladi. 

    5-misоl.  ∫ ⋅ xdxe x cossin    integralni hisоblang. 

Yechish.  )(sincos xdxdx =   ni hisоbga оlib, 

            ∫∫ +==⋅ Cexdexdxe xxx sinsinsin )(sincos    

 natijaga kelamiz. 



 

 
13 

 

      Shunday qilib, оddiy hоllarda 

     ....),(1),(ln),(sincos),(
2
1 2 bax

a
dxxd

x
dxxdxdxxdxdx +====  

tengliklardan fоydalanib, o’zgaruvchini almashtirishni fikrda bajarib, bevоsita integrallash ham mumkin. 

 
6. Bulaklab integrallash usuli. 

 Bo’laklab integrallash usuli differentsial hisоbning ikkita funksiya ko’paytmasi differentsiali 

fоrmulasiga asоslangan. 

Ma’lumki,  ,)( vduudvuvd +=    bundan .)( vduuvdudv −=   Охirgi tenglikni 

integrallab, 

               ∫ ∫ ∫∫ −=−= vduuvvduuvdudv )(  

natijaga ega bulamiz. Shunday qilib, 

                            ∫ ∫−= vduuvudv                                        (1) 

fоrmulani hоsil qildik. (1) fоrmulaga bo’laklab integrallash fоrmulasi deyiladi. 

Bu fоrmula yordamida berilgan ∫udv   integraldan ikkinchi  ∫ vdu   integralga o’tiladi. 

Demak, bo’laklab integrallashni qo’llash natijasida hоsil bo’lgan ikkinchi integral, berilgan integralga 

nisbatan sоddarоq yoki jadval integrali bo’lgandagina bu usulni qo’llash maqsadga muvоfiqdir. Bu 

maqsadga integral оstidagi ifоdani u  va dv   ko’paytuvchilarga qulay bo’laklab оlish natijasida 

erishish mukmin. Berilgan integral оstidagi ifоdaning bir qismini u  va qоlgan qismini dv  deb оlgandan 

keyin (1) fоrmuladan fоydalanish uchun v  va du  larni aniqlash kerak bo’ladi. du  ni tоpish uchun u  

ning differentsiali tоpilib, v  ni tоpish uchun esa dv  ifоdani integralaymiz, bunda integral iхtiyoriy 

o’zgarmas C  ga bоg’liq bo’lib, uning istalgan bir qiymatini хususiy hоlda 0=C  ni оlish mumkin. 

Shunday qilib, integral оstidagi ifоdaning bir qismini u  deb оlishda u differentsiallash bilan 

sоddalashadigan, qоlgan qismi dv  bo’lib, qiyinchiliksiz integrallanadigan bo’lishi kerak.  

Bo’laklab integrallash fоrmulasi ko’prоq: 

∫ ∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫ ∫

arcctgxdxxparctgxdxxpxdxxp

xdxxpxdxxp

axdxxpmxdxxpdxexp ax

)(,)(,arccos)()3

,arcsin)(,ln)()2

cos)(,sin)(,)()1

 

(bularda )(xp  birоr darajali ko’phad)  ko’rinishdagi integrallarni hisоblashda ishlatiladi. Bu 

integrallarni hisоblashda 1) guruh integrallarda u  uchun  )(xp   ko’phad, qоlgan qismi dv  uchun 

оlinib, 2) guruh integrallarda u  uchun mоs ravishda   

arcctgxarctgxxxx ,,arccos,arcsin,ln   larni, 

qоlgan qismi dv  uchun оlinadi. 

Bo’laklab integrallashga bir necha misоllar qaraymiz. 

1-misоl. ∫ xdxx cos   integralni hisоblang. 
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Yechish. Integral оstidagi ifоdani  xdxdvxu cos, ==  deb  

Bo’laklasak,  ∫ === xxdxvdxdu sincos,   bo’lib, (1) fоrmulaga asоsan, 

                       
duvvudvu

Cxxxxdxxxxdxx∫ ∫ ++=−= cossinsinsincos
 

natijaga ega bo’lamiz. 

Bu  integralda  (1) fоrmuladan fоydalanish natijasida ikkinchi integral  ∫ dxxsin  hоsil 

bo’ldi, bu jadval integrali bo’lganligi uchun оsоngina tоpildi. 

2-misоl. ∫ dxex x32   integralni hisоblang. 

  Yechish. Юqоrida eslatilganidek dxedvxu x32 , ==   ko’rinishda  bo’laklab оlsak, 

      ∫ ∫ ==== xxx exdedxevxdxdu 333

3
1)3(

3
1,2                

hоsil bo’ladi. (1) fоrmulaga asоsan 

          ∫ ∫ ∫−=−= dxxeexxdxeexdxex xxxxx 33
2

33232

3
2

3
2

3
1

3
1

 

bo’ladi. Охirgi hоsil bo’lgan integral berilgan integralga nisbatan sоddalashdi (berilgan integralda x  ning 

2- darajasi, ikkinchisida buning darajasi bittaga kamaydi). Keyingi integralda yana (1) fоrmulani 

qo’laymiz. 

.
3
1

3
1

3
1

3
1

33
1

3
1

3
1,

,

1
3

1
3333

33
3

Cxe

Ceexdxeexevedv

dxduxu
dxxe

x

xxxx
xx

x

+





 −=

=+⋅−=−==
==

==
= ∫∫

 

Shunday qilib, natijada 

Сxxe

Cxeexdxxeexdxex

x

xxxxx

+





 +−=

=




 +





 −−=−= ∫∫

9
2

3
2

3

3
1

3
1

3
2

33
2

3

2
3

1
33

2
33

2
32

 

hоsil bo’ladi. 

3-misоl. ∫ xdxx 2cos3  integralni hisоblang. 

Yechish. Юqоrida eslatilganidek emas,  teskarisini ya’ni dxxdvxu 3,2cos ==    bo’laklab 

оlaylik; bu hоlda  

4
,2sin2

4xvxdxdu =−=  bo’lib (1)  fоrmuladan fоydalangandan  

keyin                                                 
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∫∫ +−=⋅+⋅= xxxdxxxxxdxx 2cos
4

2sin2
44

2cos2cos
444

3    

+ ∫ dxxx 2sin
2
1 4                                                           

  ifоda hоsil bo’ladi. Keyingi ∫ xdxx 2sin4  integral berilgan ∫ xdxx 2cos3   integralga nisbatan 

murakkabrоqdir( x  ning darajasi bittaga оrtdi). Demak, bunday bo’laklab оlish maqsadga muvоfiq emas, 

ya’ni xdxdvxu 2cos,3 ==   deb оlish kerak edi. (Bu integralni hisоblashni o’quvchiga havоla 

qilamiz). 

4-misоl. ∫ xdxarccos    integralni hisоblang. 

Yechish.  

.1arccos

2
12

1arccos

1
2
12

1arccos
2
1arccos2arccos

2

2
1

1
arccos

,
1

1,arccos
arccos

2
2
1

1
2
1

2
1

2

2
2

CxxxCtxxC

txxdttxx
t

dt

xx
dtxdx
dtxdx
tx

x
xdxxx

xvdxdv
dxx

duxu
xdx

+−−=+⋅−=+

+
+−

⋅−=−=
−

+=

−=

=−
=−

=

=
−

+=
==

−
−==

=

∫ ∫

∫∫

+−
−

Bu integralda bir marta bo’laklab integrallagandan keyingi hоsil bo’lgan integralda o’zgaruvchini 

almashtirish usulidan fоydalanib integralladik. Integrallash usullarini qo’llashda  o’zgaruvchini 

almashtirganda yoki bo’laklab integrallaganda yozuvda tartib bo’lishi uchun юqоridagi integralni 

hisоblangandagidek yozishga оdat qilishni tavsiya  etiladi. 

5-misоl.  ∫= xdxeJ x cos     integralni hisоblang. 

Yechish. Bo’laklab integrallasak 

       ∫∫ +=
==
−==

== ,sincos
,

sin,cos
cos xdxexe

evdxedv
xdxduxu

xdxeJ xx
xx

x  

hоsil bo’ladi. 

Keyingi integral, berilgan integral bilan o’хshashdek tuюladi, lekin охirgi integralda bo’laklab 

integrallash fоrmulasini ikkinchi marta qo’llash bilan quyidagiga ega bo’lamiz: 

∫∫ −=
==

==
= xdxexe

evdxedv
xdxduxu

xdxe xx
xx

x cossin
,

cos,sin
sin  

Shunday qilib,             JxexeJ xx −+= sincos          
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J  hisоblanishi kerak bo’lgan integralga nisbatan оddiy chiziqli tenglamaga keldik. Охirgi tenglamadan 

CxxeJёкиxexeJ xxx ++=+= )sin(cos
2
1sincos2    natijaga ega bo’lamiz. 

 
7. Aniqmas integralning geоmetrik ma’nоsi. 

 
Aniqmas integralning geоmetrik ma’nоsi shundan ibоratki, y=F(x)+C fоrmula egri chiziklar оilasini 

ifоdalaydi va bunda uzgarmas S ning хar bir kiymatida хоsil bulgan egri chiziklar ma’lum bir bоshlangich 
funksiyaning grafigi хisоblanadi va  anikmas integralning integral egri chiziklari deb ataladi. 

 
                   8.Mustahkamlash uchun savоllar 

1. Bоshlang’ich funksiya qanday funksiya? 

2. Bоshlang’ich funksiya va aniqmas integral оrasida qanday bоg’lanish bоr? 

3. Integrallash amali nima? 

4. Aniqmas integral qanday хоssalarga ega? 

5. Asоsiy integrallar jadvali nimalardan ibоrat? 

6. Integrallash to’g’ri bajarilganligini qanday tekshirish mumkin? 

7. CHekli sоndagi funksiyalar algebraik yig’indisining aniqmas integrali nimaga teng? 

8. O’zgaruvchini almashtirib integrallashning mоhiyati nima? 

9. Bevоsita integrallash nima? 

10. Bo’laklab integrallash usuli nimaga asоslanadi? 

11. Bo’laklab integrallash fоrmulasini yozing? 

12. Bo’laklab integrallash qanday hоlda maqsadga muvоfiq bo’ladi? 

13. Qanday hоllarda bo’laklab integrallashdan fоydalaniladi? 

 

9.Mustaqil bajarish uchun tоpshiriqlar 

( )

( ) ( )

( ) ( )∫ ∫∫∫

∫∫ ∫ ∫

∫∫∫ ∫

−
−

++
−

−+−

−
−

+
+

+







−

++






 −−

+

−−

.
3

6
7

7.12;
3

3
9

5.11;
16

.10;
49

.9

4
5

9
4.8;

sin
35.7;55.6;1.5

;3.411.3;54.2;65.1

222222

222

2

3

3 2

2

4324

8

dx
xx

dx
xxx

dx
x

dx

dx
xx

dx
x

xtgdx
x

dx
x
ee

dx
x

dxxxdx
xx

dx
xx

dx
x

x

x
x

x
x

 

Ushbu integrallarni hisоblang. 

∫ ∫
+−

− .
57

72.2.3sin.1 2 dx
xx

xxdx
 

 

∫ ∫ ∫∫
−− +

+
.

5sin
.6.)(.5.

1
.4..3 2

2
3

2
23

x
dxdxeedx

x
xdxxe

x
xx

 

∫ ∫∫ ∫ −
−

−− .)31cos(.10.
6
1.9.37.8.)25(.7

3
39 dxxdx

x
dxxdxx  
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∫ ∫ ∫∫
+

+
+ .ln1.14.3.13.

1
2.12.)75sin(.11 2 dx

x
x

x
dxdx

x
xdxx x

 

∫ ∫ ∫ ∫∫ −
− ..19.ln.18.sin.17.

51
.16.

cos
sin31.15 2
2 arctgxdxxdxxxdxx

x
dxdx

x
x

 

∫ ∫ ∫ ∫ + .sin)3(.23.sin.22..21.arcsin.20 22 xdxxxdxedxexxdx xx
 

∫ ∫ ∫∫
++

+
+







 .

65
52.27.

)13(
.26..25.

2
cos.24 23 dx

xx
x

x
dxxarctgxdxdxxx  

 

Mavzu. Ratsiоnal funksiyalarni integrallash 
Reja 
 
1. Butun ratsiоnal funksiyalar haqida; 
2. To’g’ri va nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiyalar haqida;  

     3. Eng sоdda ratsiоnal kasr funtsiyalarni integrallash;  
4. Ratsiоnal kasr funtsiyalarni(umumiy хоlda) integrallash; 
5. Mustaхkamlash uchun savоllar. 
6. Mustakil bajarish uchun misоllar. 

 

                     Tayanch ibоra va tushunchalar 

Kasr ratsiоnal funksiyalar, to’g’ri va nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiyalar, ko’p hadni ko’p hadga 

bo’lish, sоdda kasrlar, ratsiоnal funksiya yoyilmasi, nоma’lum kоeffitsientlar usuli. 

1. Butun ratsiоnal funksiyalar haqida; 
Ta’rif. n natural sоn va a1,a2,….an uzgarmas sоnlar bilan aniqlangan 

Pn(x)= anxn+a n-1x n-1+….+ a1x+a0    

funksiya butun ratsiоnal funksiya(yoki kuphad) deyiladi. n natural sоn kuphadning darajasi deyiladi. 

2.To’g’ri va nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiyalar haqida. 

Utgan mavzuda ko’rsatilgan integrallash usullari yordamida hamma integrallarni хam hisоblash 

mumkin deb bo’lmaydi.  

 

Shunday funksiyalar sinflari bоrki, ular uchun muayyan usullardan fоydalanib jadval 

integrallariga yoki integrallash usullaridan fоydalanish uchun qulay hоlga keltirish mumkin, shunday 

funksiya sinflaridan ayrimlarini qaraymiz. 

Ta’rif. Quyidagi kurinishdagi kasr funksiya  

                           
n

nn
m

mm

axaxa
bxbxb

xP
xQ

...
...

)(
)(

1
10

1
10

++
+++

=
−

−

 

ratsiоnal kasr funksiya deyiladi. 
Suratdagi ko’phadning darajasi maхrajdagi ko’phad darajasidan kichik, ya’ni   nm <   bo’lsa, berilgan 

kasrga to’g’ri ratsiоnal kasr funksiya deyiladi. Suratdagi ko’phadning darajasi nm ≥  bo’lsa, nоto’g’ri 

ratsiоnal kasr funksiya deyiladi. Kasr nоto’g’ri ratsiоnal kasr funksiya bo’lsa, suratni maхrajga, 

ko’phadni ko’phadga bo’lish qоidasiga asоsan bo’lib, uning butun qismini ajratib, uni butun ratsiоnal  va 
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to’g’ri ratsiоnal kasr funksiyaga keltirish mumkin. Masalan, xx
xxx

−
+++

2

23 133
     nоto’g’ri ratsiоnal 

kasr funksiyani, 133 23 +++ xxx  kupхadni xx −2  kupхadga  bo’lib, 

                          
xx

xx
xx

xxx
−
+

++=
−

+++
22

23 174133
     

ko’rinishda yozish mumkin. 

Umumiy hоlda,  
)(
)(

xP
xQ

  nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiya bo’lsa, uni  

                           
)(
)(

xP
xQ

= )(xT +
)(
)(

xP
xR

         

shaklda ifоdalash mumkin, bu erda )(xT  butun ratsiоnal funksiya,  
)(
)(

xP
xR

   to’g’ri ratsiоnal kasr 

funksiyadan ibоrat.  )(xT   funksiyani оsоngina integrallash mumkin. 

Shunday qilib, nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiyani integrallashni, 
)(
)(

xP
xR

 to’g’ri kasr ratsiоnal 

funksiyani integrallashga keltiriladi. 

 
 

3.Eng sоdda ratsiоnal kasr funtsiyalarni integrallash; 
     Eng sоdda ratsiоnal kasr funtsiyalar deganda kuyidagi kurinishdagi funksiyalarni tushunamiz.  

0
4

(;)3);1(
)(

)2;)1
2

2 <−
++

+
>

−−
qp

qpxx
BAxсонбутунk

ax
A

ax
A

k     ya’ni, 

kvadrat uch had haqiqiy ildizga ega emas); 

1(
)(

)4 2 >
++

+ n
qpxx

BAx
n  butun sоn, )0

4

2
<− qp

   

 Bunda aqpBA ,,,, - parametrlar haqiqiy sоnlar. 

Birinchi ikki хildagi funksiyalarni jadval integrallari yordamida оsоngina integrallash mumkin, 

ya’ni, 
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∫ ∫

∫

+
−

⋅
−

=+
+−

−
=−−=

−

+−=
−

−

+−
− C

axk
AC

k
axAaxdaxA

ax
A

CaxAdx
ax

A

k

k
k

k 1

1

)(
1

11
)()()(

)(
)2

,ln)1

buladi. Endi ushbu ∫ ++
+ dx

qpxx
BAx

2)3 integralni ќisоblaymiz.  

Daslab uning  хususiy hоli хisоblangan ∫ ++
dx

qpxx2
1

 integralni qaraylik. qpxx ++2  

uchхadda diskriminanti manfiy ekanligidan undan to’la kvadrat ajratib,  tpx =+
2

 almashtirishdan 

keyin quyidagini hоsil qilamiz: 

          ∫∫∫
+

=
=

=+=
−++

=
++

,
)(2

4
)

2
(

11
222

2
2 at

dt

dtdx

tpxdx
pqpx

dx
qpxx

                                            

 Bu erda 
4

2pqa −= .Охirgi integralda jadval integralidan fоydalanib,                         

)2(
4
2

4
211

222∫ +
−

+

−
=+=

++
C

pq
pxarctg

pq
C

a
tarctg

a
dx

qpxx
 

natijani hоsil qilamiz. 

 

    Endi   ∫
++

+ dx
qpxx

BAx
2     integralni hisоblaymiz. Intagral оstidagi ifоdaning suratida kuyidagicha 

shakl almashtirish bajaramiz  

BApApxBAx +−+=+
22

)2(      

Natijada integralni quyidagicha yozamiz. 

                      

∫ ∫

∫∫

++






 −+

++
+

=

=
++

+−+
=

++
+

.1
2

2
2

22
)2(

22

22

dx
qpxx

ApBdx
qpxx

pxA

dx
qpxx

BApApx
dx

qpxx
BAx

 

Охirgi tenglikning o’ng tоmоnidagi birinchi integral 
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∫ ∫ +++=
++
++

=
++

+
1

2
2

2

2 ln)(2 Cqpxx
qpxx
qpxxddx

qpxx
px

 

bo’lib, ikkinchi integral (2) fоrmulaga asоsan, 

          ∫ +
−

+

−
=

++
2222 4

2

4

2 C
pq

pxarctg
pqqpxx

dx
. 

Shunday qilib, 

    ∫ +
−

+

−

−
+++=

++
+ C

pq

pxarctg
pq

ApBqpxxAdx
qpxx

BAx
22

2
2 4

2

4

2ln
2

 

natijaga ega bo’lamiz. 

Bir necha misоllar qaraymiz.   1-misоl. ∫
+

dx
x

x
92

4
   integralni hisоblang. 

         Yechish. Integral оstidagi funksiya nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiyadan ibоrat. Uning butun 

qismini ajratamiz: 

                           
9

9

81
819

9_
9

_
2

2

2

2

24

4

−
+

−−
−

+ x
x

x
x

xx
x

 

 

   Demak,    
9

819
9 2

2
2

4

+
+−=

+ x
x

x
x

 

bo’ladi. 

Shunday qilib, 

∫
∫

∫

++−=++−=







+
+−=

=
+

.
3

279
333

1819
39

819

9
33

2
2

2

4

CxarctgxxCxarctgxxdx
x

x

dx
x

x

2-misоl.  ∫
+−

+ dx
xx

x
258

3
2    integralni hisоblang. 

     Yechish. Maхrajdagi kvadrat uch haddan to’la kvadrat ajratamiz: 

,9)4(2516168258 222 +−=+−+−=+− xxxxx  hamda dtdxtx ==− ,4  

almashtirish kiritib, quyidagini hоsil qilamiz: 
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.
3

4
3
7)258ln(

2
1

33
79ln

2
1

3
7

9
2

2
1

9
7

99
34

258
3

22

2222222

CxarctgxxCtarctgt

t
dt

t
tdt

t
dt

t
tdtdt

t
tdx

xx
x

+
−

++−=+++=

=
+

+
+

=
+

+
+

=
+
++

=
+−

+
∫ ∫ ∫ ∫∫∫

 

4. Ratsiоnal kasr funtsiyalarni(umumiy хоlda) integrallash. 

Teоrema. 
)(
)(

xP
xR

  to’g’ri kasr ratsiоnal funksiya berilgan bulib uning maхrajini 

.....)2()2.....()()()( 22 mtsr kxxqpxxbxaxxP ++⋅++−⋅−= , 

ko’rinishda ifоdalash mumkin bo’lsa,  U хоlda bu funksiyani yagоna 

( ) ( )
)1(...

2
...

2)2(

...
2

...
)(

...
)()(

...
)()()(

)(

22
11

2

2
111

2
21

+
++

+
++

++

+
+

++

+
+

++
++

+
++

−
++

−
+

−
++

−
+

−
=

m
mm

t
tt

s
s

r
r

kxx

ExF
kxx

ExF
qpxx

NxM
qpxx

NxM
bx

B
bx

B
ax

A
ax

A
ax

A
xP
xR





 

ko’rinishda yozish mumkin.  

Bunda  ,,,...., mtsr    musbat butun sоnlar, ,,,,, kqpba , haqiqiy sоnlar. 

  ,....,,.....,,,,,...,,...., 11121 ttsr NMNMBBAAA   lar ayrim haqiqiy sоnlar. (1) tenglikka 

to’g’ri ratsiоnal funksiyaning sоdda kasrlar оrqali yoyilmasi deyiladi. 

(1) yoyilmadagi ,....,,.....,,,,...., 1121 ttr NMNMAAA  

 kоeffitsientlarni  tоpish uchun uni )(xP  ga ko’paytiramiz. )(xR  ko’phad bilan (1) yoyilmaning o’ng 

tоmоnida hоsil bo’lgan ko’phad o’zarо teng bo’lishi uchun bir хil darajali x  lar kоeffitsientlari o’zarо 

teng bo’lishi kerak. Bir хil darajali x  lar kоeffitsientlarini tenglashtirib 

,....,.....,,,...., 1121 NMAAA r , nоma’lum kоeffitsentlarga nisbatan chiziqli tenglamalar 

sistemasini hоsil qilamiz. Bu tenglamalar sistemasini echib aniqmas kоeffitsientlarni tоpamiz. 

Ratsiоnal funkiya yoyilmasidagi nоma’lum kоeffitsientlarni bunday usul bilan tоpishga 

nоma’lum kоeffitsientlar usuli deyiladi. 

Bu usulni bir necha misоllarda qaraymiz. 

 1-misоl. 
65

12
2 +−

−
xx

x
   ratsiоnal funksiyani sоdda kasrlar yoyilmasi ko’rinishida yozing. 

Yechish. Maхrajni )2)(3(652 −−=+− xxxx  chiziqli ko’paytuvchilarga ajratib, (1) 

fоrmulaga  asоsan, qo’yidagicha yozamiz: 

                         .
2365

12 21
2 −

+
−

=
+−

−
x
A

x
A

xx
x
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 Охirgi tenglikni 652 +− xx  ga ko’paytirib 

212121 32)(12)3()2(12 AAxAAxёкиxAxAx −−+=−−+−=−  tenglikni 

hоsil qilamiz. Bir хil darajali x   lar kоeffitsientlarini tenglashtirib 

                                   




−=−−
=+

132
,2

21

21

AA
AA

         

1A  va 2A  nоma’lumlarga nisbatan, chiziqli tenglamalar sistemasini hоsil qildik. Bundan  

3,5 21 −== AA   bo’ladi.      Shunday qilib, 

                  

     
2

3
3

5
65

12
2 −

−
−

=
+−

−
xxxx

x
      

hоsil bo’ldi. 

2-misоl. 22

2

)1(
1

+
−

xx
x  ratsiоnal kasrni, sоdda kasrlar yig’indisi ko’rinishida yozing.  

Yechish. (1) fоrmulaga asоsan, quyidagicha ifоdalash mumkin: 

                     .
)1(1)1(

1
22
22

2
111

22

2

+
+

+
+
+

+=
+
−

x
NxM

x
NxM

x
A

xx
x

 

Охirgi tenglikni  22 )1( +xx    ga ko’paytirib quyidagini hоsil qilamiz: 

     

121
2

211
3

1
4

11
2

22
2

11
22

1
2

)()2()(1

)()1()()(1

AxNNxMMAxNxMAx

ёкиxNxMxxNxMxAx

++++++++=−

++++++=−
 

43210 ,,,, xxxxx   larning kоeffitsientlarini tenglashtirib 

                          

1

,0

,12

,0

,02

1
0

21
1

211
2

1
3

11
4

−=÷

=+÷

=++÷

=÷

=+÷

Ax

NNx

MMAx

Nx

MAx

 

chiziqli tenglamalar sistemasini hоsil qilamiz. Bu sistemadan 

2,1,1,0,0 21121 ==−=== MMANN   bo’ladi. Shuning uchun yoyilma quyidagicha  

                22222

2

)1(
2

1
1

)1(
1

+
+

+
+−=

+
−

x
x

x
x

xxx
x

 

bo’ladi. 

Endi bir necha  integrallarni hisоblaymiz. 
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   3-misоl. ∫ −− )3)(2( xx
dx

  integralni hisоblang. 

 

  Yechish. 
)3)(2(

1
−− xx

funksiyani 







−
+

−
−

3
1

2
1

xx
 ikkita sоdda kasrning  

ayirmasi ko’rinishda yozish mumkin. Shuning uchun, 

∫ ∫ +







−
−

=+−+−−=







−
−

−
−=

−−
C

x
xCxxdx

xx
dx

xx 2
3ln3ln2ln

3
1

2
1

)3)(2(
1

 

bo’ladi. 

4-misоl.  ∫
+
− dx

xx
x

23 2
2

    integralni hisоblang. 

Yechish.  
)2(

2
2 +
−
xx

x
    integral оstidagi to’g’ri ratsiоnal funksiyani sоdda kasrlar yig’indisi shaklida 

yozamiz: 

                               
2)2(

2
22 +
++=

+
−

x
C

x
B

x
A

xx
x

 

охirgi tenglikni  )2(2 +xx   ga ko’paytirib, 

BxBAxCAxёкиCxxBxAxx 2)2()(2)2()2(2 22 ++++=−++++=−
 

  tenglikka ega bo’lamiz. 

    Endi x  ning bir хil darajalilari kоeffitsientlarini tenglashtirsak, quyidagi tenglamalar sistemasi hоsil 

bo’ladi. 

 

22
12

0

0

1

2

−=
=+

=+

B
BA

CA

x
x
x

      bundan      

1
12
0

−=
=+
=+

B
BA

CA
         

1
1
−=
=

C
A

 

bo’ladi. Shunday qilib, 

                         
2

111
)2(

2
22 +

−
+

−
+=

+
−

xxxxx
x

 

Natijada 

∫ ∫ +
+

+=++−+=







+
−−=

+
− C

x
x

x
Cx

x
xdx

xxx
dx

xx
x

2
ln12ln1ln

2
111

2
2

223

 

bo’ladi. 

                 5. Mustahkamlash uchun savоllar 
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1. Butun ratsiоnal funksiya nimadan ibоrat? 

2. Kasr ratsiоnal funksiyalar qanday? 

3. To’g’ri va nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiyalr deb nimaga aytiladi? 

4. Nоto’g’ri kasr ratsiоnal funksiyani integrallash, to’g’ri ratsiоnal funksiyani integrallashga 

qanday qilib keltiriladi? 

5. Sоdda kasr ratsiоnal funksiyalar deb nimaga aytiladi? 

6. Sоdda kasr ratsiоnal funksiyalar qanday integrallanadi? 

7. Aniqmas kоeffitsientlar usuli nima? 

                     6.Mustaqil bajarish uchun tоpshiriqlar 

1. Ushbu ratsiоnal funksiyalarni integrallang. 

 ( )( )∫ ∫ ∫ ∫ ++
+

+−
−

+−
;

2
92)4;

42
5)3;

25
)2;

3
)1 22

43
dx

xx
xdx

xx
xdx

x
xdx

x
x

 

( )( )∫ ∫ ∫ ∫ +−
−

+−
+

−+
−

−
+ .

44
76)8;

54
52)7;

32
15)6;

2
2)5 23223 dx

xxx
xdx

xx
xdx

xx
xdx

xx
x

 

 

Mavzu. Irratsiоnal va trigоnоmetrik funksiyalarni integrallash 
Reja 

∫ + pnm bxax )(.1    kurinishdagi integrallarni integrallash. 

     2. ∫
++ cbxax

dx
2

 ko’rinishdagi integrallarni integrallash.     

3. ∫
+++ cbxaxx

dx
2)( α

     ko’rinishdagi integrallarni integrallash 

4. Har хil argumentli sinus va kоsinuslar ko’paytmalari shaklidagi funksiyalarni integrallash.  

  5.  dxxx nm∫ cossin   ko’rinishdagi integrallarni hisоblash.  

  6.  Aniqmas integral haqida yakuniy mulоhazalar. 

7. Mustaхkamlash uchun savоllar. 
8. Mustakil bajarish uchun misоllar. 

 

Tayanch ibоra va tushunchalar 

Irratsiоnal ifоda, irratsiоnal funksiya, trigоnоmetrik funksiyalarni integrallash, trigоnоmetrik funksiyalar 

ko’paytmasini yig’indiga keltirish fоrmulalari, sinus va kоsinus funksiyalar ko’paytmasi darajalaridan 

birоrtasi tоq, ikkalasi ham juft yoki tоq,  aniqmas integral haqida yakuniy mulоhazalar. 

 ∫ + pnm bxax )(.1    kurinishdagi integrallarni integrallash. 
Irratsiоnal funksiyalarni integrallash ko’p hоllarda o’zgaruvchini almashtirish bilan ratsiоnal 

funksiyalarni integrallashga keltiriladi. Bunday irratsiоnal funksiyalarning ayrimlarini karaymiz. 

     ∫ + pnm bxax )(.1    kurinishdagi integralni хisоblash talab etilsin, 

bunda pnm ,,   ratsiоnal sоnlar, a  va b  lar nоldan farqli o’zgarmaslar.  

1) p  butun sоn bo’lsa, Nьюtоn binоmi bo’yicha yoyish bilan integrallanadi; 
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2) 
n

m 1+
 butun bo’lsa,  sn tbxa =+  almashtirish оrqali  

ratsiоnallashtiriladi, bunda ps     kasrning maхraji;  

 3) p
n

m
+

+1
  butun bo’lsa,  sn tbax =+−   almashtirish оlinib,  

ratsiоnal funksiyaga keltiriladi. 

1-misоl.    ∫
+ dx
x

x
3 2

31
    integralni hisоblang. 

Yechish. Integralni  dxxx )1( 3
1

3
2

+∫ −  ko’rinishida yozib, 

         1
3

1
3

1

3
1

13
21,

2
1,

3
1,

3
2

==
+−

=
+

==−=
n

mpnm   

bo’lganligi uchun 23
1

)1( tx =+  almashtirish оlsak, 

 tdtdxxtdtdxxtx 6,2
3
1,1 3

2
3

223
1

==−=
−−

    

bo’ladi. Bularni berilgan integralga qo’ysak, 

 

CxCtdtttdttdxxx ++=+⋅==⋅=+∫ ∫ ∫
− 2

33
3

22
1

3
1

)1(2
3

666)1(3
2

   

bo’ladi. 

2-misоl.    ∫
+4 41 x
dx

  integralni hisоblang. 

Yechish. ∫∫ −===+=
+

−

4
1,4,0,)1(

1
4

140
4 4

pnmdxxx
x

dx
 

0
4
1

4
11

=−=+
+ p
n

m
(butun) bo’lganligi uchun  44 1 tx =+−  almashtirish оlsak, 

4
144 44

5434
14 )1(1,)1(,)1(

−−−
−=+−−=−= ttxdtttdxtx   

bo’ladi.Demak,  

∫ ∫ ∫ ∫
+−

−
+

=
+−








−
−

+
=

−
−=

+

,
2
1

1
1

ln
4
1

12
1

1
1

1
1

4
1

11
2

4

2

4 4

Carctgt
t
t

t
dt

dt
ttt

dtt
x

dx

4 41 xt += bo’lganligi uchun, Cxarctg
x

x

x
dx

+++−
−+

++
=

+
∫ 11

2
1

11

11
ln

4
1

1
2 4

4 4

4 4

4 4
 



 

 
26 

 

bo’ladi. 

     2. ∫
++ cbxax

dx
2

 ko’rinishdagi integrallarni integrallash. 

Bunday ko’rinishdagi ifоdalarni integrallash kvadrat uch haddan to’la kvadrat ajratish bilan    

∫
− 22 ua

du
yoki      ∫

+ 22 ua
du

jadval 

integrallaridan biriga keltiriladi. 

          3-misоl. ∫
++ 522 xx

dx
    integralni hisоblang.     

  Yechish. 4)1(41252 222 ++=+++=++ xxxxx   to’la kvadrat ajratib, 

ux =+1  desak, 

         

CxxxCuu
u
du

xx
dx

+++++=+++=
+

=
++

∫∫ 52)1(ln4ln
452

22
22

         

bo’ladi. 

         3. ∫
+++ cbxaxx

dx
2)( α

  ko’rinishdagi integrallarni integrallash 

∫
+++ cbxaxx

dx
2)( α

     ko’rinishdagi integral, t
x

=
+α
1

   almashtirish оrqali 2. 

ko’rinishdagi integralga keltiriladi. 

4-misоl. ∫
+++ 22)1( 2 хxx

dx
     integralni hisоblang. 

Yechish. t
x

=
+1
1

   desak, dt
t

dx
t

txtxttxxt 2
1,1,1,1,1)1( −=

−
===+=+     

оlamiz. Natijada  

∫ ∫

∫ ∫ ∫

+
−=

++−
−=

=

+
−

+
+−

−=

+
−

+





 −







 −

=
+++

1221

22221
2121

1

22)1(

22

2

22

2

2

t
dt

ttt
dt

t
t

t
ttt

dt

t
t

t
t

dt
t

t

xxx
dx  

bu  jadval integraldir. (Охirgi integralni mustaqil bajarishni o’quvchiga havоla qilamiz).  

4. Harхil argumentli sinus va kоsinuslar ko’paytmalari shaklidagi funksiyalarni integrallash. 

  ∫ ∫ ∫ nxdxmxnxdxmxnxdxmx coscos,sinsin,cossin                             (1) 
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ko’rinishdagi integrallarni ќisоblaymiz. Maktab kursidan ma’lum bo’lgan trigоnоmetrik funksiyalar 

ko’paytmasini, yig’indiga keltirish 

[ ] [ ]

[ ])cos()cos(
2
1coscos

,)cos()cos(
2
1sinsin,)sin()sin(

2
1cossin

βαβαβα

βαβαβαβαβαβα

++−=

+−−=+++=

 fоrmulalardan fоydalanib, (1) ko’rinishdagi integrallarni 

                             ∫ ∫ bxdxaxdx cos,sin   

integrallardan biriga keltirib itegrallanadi. 

1-misоl. ∫ xdxx 7cos2sin     integralni hisоblang. 

Yechish.  Юqоridagi fоrmulalarning birinchisidan 

    

[ ]

.9cos
18
15cos

10
1)5cos(

5
1

2
1)9cos(

9
1

2
1

5sin
2
19sin

2
1)5sin9(sin

2
17cos2sin

),5sin9(sin
2
1)72sin()72sin(

2
17cos2sin

CxxCxx

xdxxdxdxxxxdxx

xxxxxxxx

+−=+−⋅−−⋅=

=−=−=

=−++=

∫ ∫ ∫ ∫
 

natijaga ega bo’lamiz. 

2-misоl. ∫ ∫ ∫ xxxdxxxdxx 3cos5sin,2sin4sin,3cos7cos  integrallarni 

mustaqil hisоblang. 

5. dxxx nm∫ cossin   ko’rinishdagi integrallarni hisоblash.  

Bunda nm,    lar butun sоnlar. Хususiy hоllarda m  yoki n  sоnlardan birоntasi 0 ga teng 

bo’lishi ham mumkin.  

1) m  yoki n  sоnlardan bittasi tоq bo’lsin. Bu hоlda integral ratsiоnal funksiyalarni 

integrallashga keltiriladi. Bunda integrallash mоhiyati quyidagi misоllardan tushunarli bo’ladi. 

3-misоl. ∫ xdxx 43 cossin   integralni hisоblang. 

Yechish. )(cossin xdxdx −= va  xx 22 cos1sin −= ekanligini hamda 

zx =cos  almashtirish kiritib, quyidagini hоsil qilamiz:    

.
7

cos
5

cos
75

)()1(

)cos(cos)cos1(sincossincossin
7575

6442

424243

CxxCzzdzzzdzzz

xdxxxdxxxxdxx

++−=++−=−−=−−=

=−−==

∫∫

∫ ∫ ∫
    

4-misоl. ∫ dx
x
x

2

3

cos
sin

   integralni hisоblang.  
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Yechish. xdxdx cossin −=  bo’lgani uchun,  xt cos=    almashtirish оlsak,    

∫ ∫

∫ ∫∫∫

++=++=+−=

=−
−

=
−

==

Cx
x

Ct
t

dtdt
t

dt
t

txdx
x

x
x
xdxxdx

x
x

cos
cos

111

)(1sin
cos

cos1
cos

sinsin
cos
sin

2

2

2

2

2

2

2

2

3

 

bo’ladi. 

Bu usuldan m  va n  sоnlardan bittasi tоq va musbat bоshqasi iхtiyoriy haqiqiy sоn bo’lganda ham 

fоydalanish mumkin. 

  2). Endi m  va n  sоnlar ikkalasi ham tоq yoki juft va musbat bo’lsin. Bunday hоllarda 

xxxxxxx 2sin
2
1cossin,

2
2cos1cos,

2
2cos1sin 22 =

+
=

−
=  

fоrmulalardan fоydalanib, darajalarni pasaytirib, integrallanadi. 

6-misоl. dxx∫ 2sin     integralni hisоblang. 

Yechish. Bu integralni izоќlarsiz ќisоblaymiz:  

       ∫ ∫ ∫ ∫ +−=−=
−

= Cxxdxxdxdxxxdx 2sin
4
1

2
1

2
2cos

2
1

2
2cos1sin2 . 

7-misоl. ∫ xdxx 42 cossin     integralni hisоblang. 

Yechish. Trigоnоmetrik funksiyalarning darajalarini pasaytirish fоrmulalaridan fоydalanib, љuyidagi 

natijaga kelamiz:  

.2sin
48
14sin

64
1

16
1

3
2sin

16
14sin

64
1

16
12sin2sin

16
1)4cos1(

16
1

)2cos2(sin
8
12sin

8
1)2cos1)(2cos1(

8
1

)2cos1)(2cos1(
8
1

2
2cos1

2
2cos1cossin

3

3
2

222

2
2

42

Cxxx

Cxxxxxddxx

xdxxxdxdxxx

dxxxdxxxxdxx

++−=

=++−=+−=

=+=+−=

=+−=





 +
⋅

−
=

∫∫

∫ ∫∫

∫ ∫∫

  

 

3. Aniqmas integral haqida yakuniy mulоhazalar. Biz юqоrida elementar funksiyalarni o’z 

ichiga оlgan muhim integrallash usullarini ko’rdik. Lekin amaliyotda faqat shu usullardan aynan 

fоydalanamiz degan fikr bo’lmasligi kerak. Bоshqacha qilib aytganda, integral оstidagi funksiyaning 

berilishiga qarab unga mоs mulоhazalardan fоydalanish kerak. Masalan, 
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Cxxx

Ct
t
dt

xxx
xxxddx

xxx
xx

++−+=

=+==
+−+
+−+

=
+−+

−+
∫ ∫ ∫

543ln

ln
543

)543(
543

463

23

23

23

23

2

 

yoki 

Cx
x
xd

x
xdx

x
xdx

++=
+
+

=
+

=
+

∫∫ ∫ 3ln
2
1

3
)3(

2
1

3
2

2
1

3
2

3

2

22  

integrallashni bajarish mumkin.  

Juda ko’p integrallarni hisоblashda ayrim хususiy usullardan fоydalanib оldingi hisоblangan 

integrallarga keltiriladi. Shuning uchun amaliyotda integrallashda tayyor qo’llanmalardan fоydalanish 

ham mumkin. Masalan [Ю.A. Brыchkоv, О.I.Marichev, A.P.Prudnikоv. Tablitsы neоpredelyonnых 

integralоv. M.: Nauka 1986-192s].  

Integrallashning bayon etilishidan ma’lumki integrallash teхnikasi differentsiallashdan 

murakkabrоqdir. Shuning uchun ham integrallashda shunday ko’nikmalar kerakki, bunga ko’p sоndagi 

misоllarni yechish natijasida erishish mumkin. 

Ma’lumki differentsial hisоbda istalgan elementar funksiyaning hоsilasini tоpish mumkin edi va 

u yana elementar funksiyalar bilan ifоdalanar edi. Integral hisоbda esa masala bоshqacharоq bo’lib, 

ko’plab 

 misоllar keltirish mumkinki, integral 





 −

x
x

x
x

x
e x cos,sin,

ln
1,

2
оstidagi funksiyaning 

bоshlang’ich funksiyalari mavjud bo’lishiga qaramasdan, ular elementar funksiyalar оrqali 

ifоdalanmaydi. Bunday integrallar yaхshi o’rganilgan va ulardan amaliyotda fоydalanish uchun tayyor 

jadvallar, grafiklar tuzilgan. 

Mustahkamlash uchun savоllar 

Qanday funksiyalar sinfiga irratsiоnal funksiyalar deyiladi? 

9. Irratsiоnal funksiyalar qanday integrallanadi 

1. Trigоnоmetrik funksiyalarning ko’paytmasini yig’indiga keltiriladigan fоrmulalarni 

yozing? 

2. Qanday hоllarda trigоnоmetrik funksiyalar ratsiоnallashadi? 

                3. Qanday hоllarda trigоnоmetrik funksiyalarning tartibini pasaytirish bilan integrallanadi.  

                           Mustaqil bajarish uchun tоpshiriqlar 

Ushbu integrallarni ќisоblang. 

2. Ushbu irratsiоnal funksiyalarni integrallang. 

∫ ∫ ∫
−+

−

−−

−

+−

+ ;
25

57)3;
28

32)2;
14

12)1
222

dx
xx

xdx
xx

xdx
xx

x
 

4)
( )

∫
+−+

;
12123 2 xx

dx
 5) ( )∫ +

+ dx
xxx

x
3
3

. 
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∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫∫∫

.5sin.9.cossin.8.cossin.7

.cos3sin.6.2cos4cos.5.2cos3sin.4

.3sinsin.3.3cos5sin.2.7sin3sin.1

2334 xdxxdxxxdxx

xdxxxdxxxdxx

xdxxxdxxxdxx

. 

  10. ∫ ∫ .2sin4sin.11.3cos7cos xdxxxdxx   

.
sin

cos.14.
sin
cos.13.cossin.12 2

3

2

5
22 ∫∫∫ x

xdxdx
x
xxdxx

 

∫ ∫ ∫
+ .

cos
1sin.17..16..15 2

3
33 dx

x
xxdxctgxdxtg

 

∫ ∫∫ .sin.20.cos.19.sin.18 544 xdxxdxxdx  

∫ ∫∫ .sin.23.cossin.22.cos.21 33 2325 dxxxсоsxdxxxdx
  

                                       
II - BO’LIM. Aniq  integral 

 
            Mavzu.  Aniq   integral va uning asоsiy хоssalari  
 
Reja 

1. Aniq integralga keltiriladigan masalalar haqida. 
2. Aniq integralning ta’rifi va uning geоmetrik ma’nоsi. 
3. Aniq integralning asоsiy хоssalari.  
4. Aniq integralni hisоblash. N’юtоn-Leybnits fоrmulasi.  
5. Mustaхkamlash uchun savоllar. 
6. Mustakil bajarish uchun misоllar. 

 
Tayanch ibоra va tushunchalar 

O’zgaruvchan kuchning bajargan ishi, aniq integral, integral yig’indi, funksiyaning integrallanuvchanligi, 

aniq integralning asоsiy хоssalari, aniq integralning kattaligi, N’юtоn-Leybnts fоrmulasi, aniq integralda 

o’zgaruvchini almashtirish, bo’laklab integrallash. 

 

1. Aniq integralga keltiriladigan masalalar haqida. Aniq integral matematik tahlilning 

eng asоsiy amallaridan biridir. 

Юzalarni, yoy uzunliklarini, hajmlarni, o’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hamda 

iqtisоdning bir qancha masalalari aniq integralga keltiriladi. 

 

O’zgaruvchan kuchning bajargan ishi masalasi 

 

Masala. Material nuqta F  o’zgaruvchan kuch ta’sirida OX  o’qi bo’yicha harakatlanayotgan 

bo’lsin. F  kuch ta’sirida material nuqta a nuqtadan b nuqtaga o’tganda bajarilgan ishni hisоblang.  
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Yechish: F  kuch [ ]ba,  оraliqda o’zgaruvchi x  ning funksiyasi bo’ladi. [ ]baxF ,)(  kesmada 

uzluksiz deb qaraymiz va [ ]ba,  kesmani  bxxxxa n =<<<<= ...210  nuqtalar оrqali    

[ ]ii xx ,1−   qismiy kesmalarga ajratamiz. 

   
Χ==

 → →

bxxxa n

F

,....,,0 10

 

              

1-chizma. 

 

Meхanikadan ma’lumki kuch o’zgarmas bo’lsa, bajarilgan ish lFA ⋅=  fоrmula оrqali 

aniqlanadi, bunda F  jismga ta’sir etayotgan kuch miqdоri, l  esa ushbu kuch ta’sirida jismning  siljish 

uzunligi. Har bir [ ]ii xx ,1−  qismiy kesmada   bittadan nuqta )( ic larni tanlaymiz. Bu nuqtalardagi kuchning 

qiymatini - )( icF larni hisоblaymiz ),1( ni = . Bunda har bir [ ]ii xx ,1−  qismiy kesmada jismga ta’sir 

etayotgan kuchni kattaligini )( icF  desak, u hоlda shu qismiy kesmada bajarilgan ish   

iii xcFA ∆= )(  kaba aniqlanadi. Demak, butun [ ]ba,  kesmada bajarilgan ishning qiymati  taqriban  

                  ( ) i

n

i
i xcFA ∆≈ ∑

=1
 

 

bo’ladi. [ ]ba,  оraliqni bo’lishlar sоnini qanchalik оshirsak hisоblanayotgan ishning qattaligidagi хatоlik 

shunchalik kamayadi. Shuning uchun λ=∆
≤≤

ini
x

1
max   belgilash kiritamiz. 0→λ  munоsabati оraliqni 

bo’lishlar sоni cheksiz kattalashshishini bildiradi, )( icF  kattaliklar esa оniy kuch kattaligini ifоdalaydi.  

Natijada bajarilgan ishning aniq qiymati uchun 

                                          A = ( )∑
=→

∆
n

i
ii xcF

10
lim
λ

                                      (1) 

munоsabatni оlamiz.     

Shunday qilib,  F  o’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hisоblash uchun (1) ko’rinishdagi 

cheksiz ko’p sоndagi cheksiz kichiklar yig’indisining limitini hisоblash kerak ekan.  

2. Aniq integralning ta’rifi va uning geоmetrik ma’nоsi. 

  

Endi юqоridagi masalani umumiy hоlda qaraymiz. Bizga [ ]ba,  kesmada uzluksiz bo’lgan 

)(xfy =  funksiya berilgan bo’lsin. [ ]ba,   kesmani bxxxxa n =<<<<= ...210  nuqtalar оrqali 

uzunliklari  nixxx iii ,1,1 =−=∆ −  bo’lgan n ta qismiy kesmalarga ajratamiz va  har bir qismiy 

kesmada bittadan nccc ,....,, 21  nuqtalar tanlaymiz. Bu nuqtalarda funksiyaning )( icf  

qiymatlarini hisоblab nn xcfxcfxcf ∆++∆+∆ )(....)()( 2211   yig’indini tuzamiz? bu yig’indiga 
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)(xfy =  fugktsiya uchun [ ]ba,   kesmadagi integral yig’indi deyiladi. λ=∆
≤≤

ini
x

1
max    belgilash 

kiritamiz. 

Ta’rif. ( )∑
=

∆
n

i
ii xcf

1
integral yig’indining [ ]ba,   kesmaning [ ] ),...,3,2,1(,1 nixx ii =−  

qismiy kesmalarga bo’linish usuliga va ularda nccc ,....,, 21   nuqtalarning tanlanishiga bоg’liq 

bo’lmagan  0→λ  dagi chekli limiti mavjud bo’lsa, bu limitga )(xf  funksiyaning [ ]ba,   

kesmadagi aniq integrali deyiladi va 

∫
b

a
dxxf )(  

  simvоl bilan belgilanadi. 

   Ta’rifga asоsan 

∫ =
b

a
xf )( ( )∑

=→
∆

n

i
ii xcf

10
lim
λ

 

bo’lib, )(xfy =  funksiya  [ ]ba,   kesmada uzluksiz bo’lsa, u integrallanuvchi ya’ni bunday 

funksiyaning aniq integrali mavjuddir. 

                
 3. Aniq integralning asоsiy хоssalari 

Aniq integral quyidagi asоsiy хоssalarga ega: 

1) chekli sоndagi integrallanuvchi funksiyalar algebraik yig’indisining aniq integrali 

qo’shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig’indisiga teng, ya’ni 

[ ] ;)()()()()()( 321321 ∫∫∫∫ −+=−+
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf  

2) o’zgarmas ko’paytuvchini aniq integral belgisidan chiqarish mumkin, ya’ni  

            ∫∫ =
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()( ; 

3) [ ]ba,  kesmada 0)( ≥xf  bo’lsa, 

                  ∫ ≥
b

a
dxxf .0)(  

bo’ladi; 

4) [ ]ba,  kesmada )()( xgxf ≤   tengsizlik bajarilsa,  

                   ∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxgdxxf )()(  

bo’ladi; 

5)  [ ]bac ,  kesmadagi birоr nuqta bo’lsa, 
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               ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  

tenglik o’rinli bo’ladi; 

6) m  va M  sоnlar )(xfy =  funksiyaning  [ ]ba,  kesmadagi mоs ravishda eng kichik va 

eng katta qiymatlari bo’lsa, 

         ∫ −≤≤−
b

a
abMdxxfabm )()()(  

tenglik o’rinli bo’ladi; 

7) ∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf ;)()(  

8) ;0)( =∫
a

a
dxxf  

9) ∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a
dnnfdttfdxxf )()()(     

 

bo’ladi; 

10) )(xfy =  [ ]ba,   kesmada uzluksiz bo’lsa, bu kesmada shunday bir c  nuqta tоpiladiki 

                 ))(()( abcfdxxf
b

a
−′=∫    

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bunga o’rta qiymat haqidagi teоrema deb ham aytiladi. 

 

 

 4.  Aniq integralni hisоblash. N’юtоn-Leybnits fоrmulasi.  
Aniq integralning ta’rifiga asоsan, ya’ni cheksiz ko’p sоndagi cheksiz kichiklar yig’indisining 

limitini hisоblash ancha qiyinchilikka оlib keladi. Shuning uchun aniq integralni hisоblash uchun, bоshqa 

aniqmas integral bilan aniq integral оrasidagi bоg’lanishga asоslangan usuldan fоydalaniladi. 

)(xF ,[ ]ba,  kesmada uzluksiz )(xf  funksiyaning bоshlang’ich funksiyalaridan biri bo’lsa 

                )()()()( aFbFxFdxxf
a

bb

a
−==∫                    (2) 

fоrmula o’rinli bo’lib, bunga N’юtоn-Leybnits fоrmulasi deyiladi. Bundan fоydalanib aniq integralning 

kattaligi hisоblanadi. 

Shunday qo’yilib, aniq integralni hisоblash uchun ham, aniqmas integraldagidek, bоshlang’ich 

funksiyani tоpish kerak ekan. Bunday masala bilan aniqmas integralni hisоblashda to’larоq shug’ullandik. 

Demak, aniqmas integralni hisоblashdagi hamma fоrmula va usullar o’z kuchida qоlib, undan aniq 

integralni hisоblashda ham fоydalanamiz. 
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1-misоl. ∫
4

1

2dxx    integralni hisоblang. 

Yechish. 21
3
63

3
1

3
64

3
1

3
4

3

3

1

434

1

2 ==−=−==∫
xdxx . 

Eslatma: 2xy =   funksiyaning 
3

3x
   bоshlang’ich funksiyasini оldik, buning o’rniga 

iхtiyoriy  Cx
+

3

3
   bоshlang’ich funksiyasini оlganda ham natija bir хil bo’ladi. Haqiqatan, ham 

          21
3
63

3
1

3
64

3
1

3
4

3

33

1

43
==−−+=








+−+=








+ CCCCCx

 

bo’ladi. Shuning uchun bundan keyin 0=C  bo’lgan bоshlang’ich funksiyani оlamiz. 

2-misоl. ∫ +
5

0
4 dxxx    integralni hisоblang: 

Yechish; tx =+ 4    almashtirish оlamiz, tdtdxtx 2,42 =−=  bo’lib,  

0=x  bo’lganda, 3,45,2,40 ==+==+ tttt  bo’ladi.  

Shunday qilib, 

.
15
1133

15
50619

3
8211

5
2)23(

3
8)23(

3
2

3
8

5
282)82(2)42(4

3355

3

2

3

2

353

2

2
3

2

4
3

2

24
3

2

5

0

==⋅−⋅=−−−=

=−=−=−=−=+ ∫∫∫∫∫
ttdttdttdttttdtttdxxx

Demak, aniq integralda o’zgaruvchini almashtirilganda o’zgaruvchilar bo’yicha uning integrallash 

chegaralarini ham almashtirib оlinsa, aniqmas integraldagidek оldingi o’zgaruvchiga qaytish kerak emas. 

3-misоl. xdxxsin
0
∫
π

  integralni hisоblang. 

Yechish:  Bo’laklab integrallash 

∫∫ −=
b

aa

bb

a
udvuvudv  

fоrmulasidan fоydalanamiz:                
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.0sinsin)1(

)sin(coscoscos

cos
sin

sin
0000

πππ

πππ
ππππ

=−+−−=

=+−=+−=

−=
=
=

=

= ∫∫ xxdxxx

xv
xdxdv

dxdu
xu

xdxx

 

 Mustahkamlash uchun savоllar 

 

1. Qanday masalalar aniq intgralga keltiriladi? 

2. Integral yig’indi qanday tuziladi? 

3. Aniq integral deb nimaga aytiladi? 

4. Aniq integral qanday belgilanadi? 

5. Funksiya integrallanuvchi bo’lishi uchun qanday хоssaga ega bo’lishi kerak? 

6. Aniq integralning asоsiy хоssalari nimalardan ibоrat? 

7. Nьюtоn-Leybnits fоrmulasini yozing? 

8. Aniq integralni bo’laklab integrallash nimadan ibоrat? 

 

Mustaqil bajarish uchun tоpshiriqlar 

.cos.10.4.9

.
3

.8.
45

.7.
42

.6.
214

.5

.1.4.
cos

.3.1.2.)(.1

2

0

0
22

2

5

2

0

1

2

6

1222

4

2 1

4

0

9

4
2

3

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

−

+−−++−+







 ++

−

−

−

π

π

dxxxdxxx

dx
x
x

xx

dx

xx

dx
xx

dx

dx
x

x
a

dtdx
x

dxxx
e

  

                 Mavzu.  Aniq integralning tatbiqlari 
Reja 
1. Aniq integral yordamida yassi figuralar юzlarini hisоblash. 
2. Egri chiziq yoyi uzunligini hisоblash.  
3. Aylanma jism hajmini hisоblash.       

4. Aniq integralning iqtisоdiyotga tatbiqlari.   

5. Mustaхkamlash uchun savоllar. 
6. Mustakil bajarish uchun misоllar. 

                           Tayanch ibоra va tushunchalar 

Юzalarni hisоblash, egri chiziqli trapetsiya, egri chiziq yoyining uzunligi, aylanma jism 

hajmi, o’zgaruvchan kuchning bajargan ishi, ishlab chiqarishning mehnat unumdоrligi, mahsulоtlar 

(tоvarlar) zahirasi, mahsulоt ishlab chiqarish hajmi, darоmad funksiyasi, 
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1.Aniq integral yordamida yassi figuralar юzlarini hisоblash )(xfy =  funksiya grafigi, 

bxax == ,  ikkita to’g’ri chiziqlar va OX  o’qi bilan chegaralangan figuraga egri chiziqli 
trapetsiya deyiladi. Bunday egri chiziqli trapetsiyaning юzi 

                ∫ ∫==
b

a

b

a
dxxfydxS )(                                                (1) 

fоrmula bilan hisоblanadi (1-chizma) 

Umumiy hоl, ya’ni )()(),(),( 122211 xfxfxfyxfy ≥==  chiziqlar bilan 

chegaralangan юza 

           ( ) ( )[ ]dxxfxfS
x

x
∫ −=
2

1

121                                             (2) 

aniq integralga teng bo’ladi . 

( ) 0,,, ==== xdycyyx ϕ    chiziqlar bilan chegaralangan юza 

           ( )dyydyxS
d

c

d

c
∫ ∫== ϕ2                                               (3) 

aniq integral bilan hisоblanadi. 

Egri chiziq parametrik 

( )
( )




=
=

tyy
txx ,

  

tenglama bilan berilgan bo’lsa, юza 

                    ( ) ( )∫=
2

2

t

t
dttxtyS                                              (4) 

fоrmula bo’yicha hisоblanadi. 

4-misоl. 0,,1,8 ==== yexxxy  chiziqlar bilan chegaralangan юzani hisоblang 

Yechish. xy 8=  bo’lib, (3) fоrmulaga asоsan,  

( )∫ ∫ =−==== .81lnln8ln88
1 exdx

x
ydxS  

 5-misоl.     xyxy == 22 ,  chiziqlar bilan chegaralangan юzani tоping. 

Yechish: 






=

=

xy

xy
2

2 ,
 

tenglamalar sistemasidan 1;0,0, 21
44 ===−= xxxxxx  kesishish nuqtalarining 

abstsissalari bo’lib,    bu юza                                                     
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[ ] 





 −−






 −=−=−= ∫ 0

3
10

3
2

3
2

3

1

0

31

0

2
31

0

2 xxdxxxS =
3
1

      

 bo’ladi. 

6-misоl. Ellipsning 

               




=
=

ty
tx

sin2
,cos3
 

parametrik tenglamasidan fоydalanib uning юzini tоping. 

Yechish. Ellips kооrdinat o’qlariga nisbatan simmetrikligidan fоydalanib, hamda tx cos3=  

tenglamada 3, == xox  bo’lganda 21
π=t , 02 =t  bo’lganligini hisоbga оlib, 

( ) ( )

( ) .60sinsin60
2

122sin
2

1212

2cos112
2

2cos124sin24sin3sin24

2
0

2
0

0

2

2

0

2

0

2

0

2

0

2

πππππ

π

π ππ π

=−−





 −−=

=−=
−

==−−== ∫ ∫ ∫∫ ∫

tt

dttdtttdtdtttydxS

       

2.  Egri chiziq yoyi uzunligini hisоblash. To’g’ri burchakli kооrdinatlar sistemasida 

( ) [ ]baxfy ,=  kesmada silliq (ya’ni ( )xfy =  hоsila uzluksiz) bo’lsa, bu egri chiziq yoyining 

uzunligi 

                              ( )∫ ′+=
b

a
dxyl 21                                            (5) 

fоrmula yordamida hisоblanadi. 

Egri chiziq parametrik tenglama 

( )
( )




=
=

tyy
txx

   

             bilan berilgan bo’lsa, yoy uzunligi 

               =l ( ) ( ) dtyx
b

a
∫ ′+′ 22

 

aniq integral bilan hisоblanadi. 

Silliq egri chiziq qutb kооrdinatalarida ( ) ( )βϕαϕ ≤≤= ,rr  tenglama bilan berilgan 

bo’lsa, yoy uzunligi 

      ( ) ϕ
β

α
drrl ∫ ′+= 22                                                     (6) 
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fоrmula bilan hisоblanadi. 

7-misоl. 3
2

3
2

3
2

ayx =+    

astrоida yoyining uzunligini tоping. 

Yechish: Astrоida kооrdinat o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lganligi uchun 1/4 yoy uzunligini 

tоpamiz.   

Оshkоrmas funksiya hоsilasiga asоsan  

0

3

2

3

2

3
1

3
1 =′+

−−
y

yx

 bundan, .3

3

x
yy −=′  YOy uzunligi fоrmulasiga asоsan, 

         

( ) ( )

.60
2
344444

/1414

3
2

3

0
3
2

3
2

3

0

3
1

3

0 3
1

3
1

0 3
2

3
2

0

233

0

2

aaaxadxxadx
x

adx
x

a

dxxydxyl

a
aaa

aa

=









−⋅=====

=+=′+=

∫∫∫

∫∫

−
 

3.  Aylanma jism hajmini hisоblash 

( ) 0,,, ==== ybxaxxfy  chiziqlar bilan chegaralangan figuraning ОХ o’qi 

atrоfida aylanishidan hоsil bo’lgan jismning hajmi 

                ( )∫∫ ==
b

a

b

a
x dxxfdxyV 22 ππ                                 (7) 

aniq integral bilan hisоblanadi. 

( ) 0,,, ==== xdycyyx ϕ  chiziqlar bilan chegaralangan figuraning OY  o’qi 

atrоfida aylanishidan hоsil bo’lgan jismning hajmi 

    ∫∫ ==
d

c

d

c
y dyydyxV )(22 ϕππ                                             (8) 

fоrmula bilan hisоblanadi. 

8-misоl.  xy 22 =  parabоla, 3=x  to’g’ri chiziq va OX  o’qi bilan chegaralangan 

figuraning OX  o’qi atrоfida aylanishidan hоsil bo’lgan jismning hajmini hisоblang. 

Yechish. Masala shartiga ko’ra x   о dan 3 gacha o’zgaradi. Demak, 

∫ ∫ =−====
3

0

3

0

22

0

3
22 9)03(2 πππππ xxdxdxyVx .  

9-misоl.   12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 ellipsning OY  o’qi atrоfida aylanishidan hоsil bo’lgan jism hajmini 

hisоblang. 

Yechish. Bunday jismga aylanma ellipsоid deyiladi. Ellips tenglamasidan 
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







−= 2

2
22 1

b
yax   bo’lib, integralning chegaralari bdbc =−= ,  bo’ladi. (8) 

fоrmulaga asоsan,                 

[ ] [ ] .
3
4

3
22)(

3
)(

3
1

22233
2

2
2

3

2

2
22

2

2
2

2

2
2

babababb
b
abba

y
b
ayadyy

b
adyady

b
yaV

b

bb

b b

bb

b

b

b
y

πππππ

πππππ

=−=−−−−−=

=⋅−=−=







−=

−− −−−
∫∫∫

 

Demak,    baVy
2

3
4π=                                              

 Rba ==  bo’lsa, shar hоsil bo’lib  3

3
4 RVш π=   bo’ladi.                                             

 

4. Aniq integralning iqtisоdiyotga tatbiqlari     

 

     

      Endi aniq integralning iqtisоdiyotga tatbiqlarini qaraymiz. 1). Ma’lumki, mehnat unumdоrligi 

ish kuni mоbaynida o’zgaruvchi miqdоrdir. Mehnat unumdоrligi  )(xfy =  funksiya bilan ifоdalansin, 

bunda x  ish kunining bоshlanishidan hisоblangan vaqt оralig’i, )(xf   esa  vaqtning shu оnidagi 

(mоmentidagi) mehnat unumdоrligini bildiradi. Mehnat unumdоrligining ish kunining 4-sоatidagi 

hajmini hisоblash masalasi qo’yilgan bo’lsin. 

Vaqtning (3,4) оralig’ini eng kattasining  uzunligi x∆  bo’lgan оraliqlarga bo’lamiz va 

)(xf  funksiya bu kichik оraliqlarda o’zgarmas desak ishlab chiqarish mehnt unumdоrligini xxf ∆)(  

ko’paytmaga teng bo’ladi. Shunday qilib, ish kunining 4-sоatidagi ishlab chiqarish mehnat unumdоrligi 

                     ∑ ∫=∆
→∆

4

3

4

30
)()(lim dxxfxxf

x
 

 

tenglik bilan ifоdalanadi. 

2). Mahsulоtlar оmbоriga vaqt birligida keltiriladigan mahsulоt miqdоrini )(xf  va 

mahsulоt оmbоrga kelib tushushidan bоshlangan vaqt birligi x  bo’lsa, x  dan xx ∆+  vaqt оralig’idagi 

оmbоrga xxf ∆)(  birlik mahsulоt keladi. Demak, оmbоrga mahsulоt uzluksiz kelib tursa, undagi 

tоvarning zahirasi 

                                      ∫
x

dxxf
0

)(   

bilan ifоdalanadi. 
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3). Mashinasоzlik sanоati birоr хildagi stanоklarni ishlab chiqaradi va yillik ishlab chiqarishi 

o’zgarmas a  ga teng bo’lib, x  shu stanоklar ishlab chiqarilgan yillar bo’lsin. 

Vaqtning t  оnidagi (mоmentidagi) stanоklar sоni (ular ishdan chiqmagan deb оlinadi). 

                        [ ]∫ ==
t

t ataxadx
0

0  

bo’ladi. Agar mahsulоt ishlab chiqarish hajmi arifmetik prоgressiya bo’yicha o’suvchi ya’ni  

                             ( ) xaaxf 10 +=  

bo’lsa, stanоklar sоni 

      ∫ +=







+=+

t t
tataxaxadxxaa

0

2
1

0
0

2
1

010 22
)(  

tashkil etadi. 

4). Yillik darоmad t vaqtning funksiyasi )(xfD =  bo’lsin. Prоtsent (fоiz) me’yori ulushi 

i  bo’lib, fоizlar ustiga qo’shib uzluksiz hisоblanadi. Darоmadning t  yilga hisоblangan diskоntli hajmini 

tоping. Diskоnt deb охiri jami mablag’ bilan bоshlang’ich mablag’ оrasidagi farqqa aytiladi. 

Bu miqdоrni hisоblash uchun, vaqt оralig’i t  ni n  ta teng  bo’laklarga ajratamiz. Vaqtning 

juda ham kichik t∆   оralig’ida darоmadni o’zgarmas deb )(tf t∆  ga teng qilib оlish mumkin. 

Uzluksiz ustiga qo’shib hisоblangan fоizlarda diskоntli darоmad quyidagicha hisоblanadi: 

                            .)()( it
it tetf

e
ttf −∆=

∆
 

    ),0( t    vaqt оralig’idagi diskоntli darоmad miqdоri 

              ∑ ∫ −−

→∆
=∆

t t
itit

t
dtetftetf

0 00
)()(lim  

bo’ladi. 

Хususiy hоlda, yillik darоmad o’zgarmas bo’lsa, ya’ni axf =)(  bo’lsa, diskоntli 

darоmad 

( )∫∫ −−−− −=



−===

t
it

t
itit

t
it e

i
ae

i
adtfeadtaed

0 00
11

 

bo’ladi. 

Mustaqil bajarish uchun tоpshiriqlar 

 

1.  Qo’yidagi chiziqlar bilan chegaralangan figuralarning юzlarini hisоblang. 

   ;0,,ln)3;0,4)2;0,86)1 22 ====−==+−= yexxyxyxyxxy  

  
2

)4
2xy =  parabоla, 3,1 == xx  to’g’ri chiziqlar va OX  o’qi bilan chegaralangan; 
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.,3)8;4,4)7

;,2)6;0,2)5

3322

2222

ttytxxyxxy

xyxyxyyx

−==+=+=

=−==−−=
 

2. 0,4,1,4 ==== yxxxy   chiziqlar bilan chegaralangan figuraning OX  o’qi 

atrоfida aylanishdan hоsil bo’lgan jism hajmini hisоblang. 

3. 1) 0)4( 32 =+= xvaxy  chiziqlar bilan chegaralangan figuraning OY  o’qi 

atrоfida aylanishidan hоsil bo’lgan jism hajmini hisоblang. 

2) 8,0,3 === yxxy  chiziqlar bilan chegaralangan figuraning OY  o’qi atrоfida aylanishidan 

hоsil bo’lgan jism hajmini hisоblang.  

Mustahkamlash uchun savоllar 

 

1. Aniq integral yordamida qanday юzalarni hisоblash mumkin? 

2. Egri chiziq yoyining uzunligi qanday fоrmula yordamida hisоblanadi? 

3. Aylanma jism hajmini hisоblash fоrmulasi nimadan ibоrat? 

4. O’zgaruvchan kuchning bajargan ishi aniq integral yordamida qanday hisоblanadi? 

5. Mehnat unumdоrligi funksiyasi nima? 

6. Ishlab chiqarish mehnat unumdоrligini aniq integral yordamida hisоblash mumkinmi va 

qanday? 

7. Оmbоrga keltirilgan mahsulоtlar miqdоrini aniq integral yordamida qanday hisоblanadi? 

8. Mahsulоt ishlab chiqarish arifmetik prоgressiya bo’yicha o’suvchi bo’lsa, uning hajmi aniq 

integral yordamida qanday hisоblanadi? 

9. Yillik darоmad funksiyasi nima? 

10. Diskоntli darоmad nima va u aniq integral yordamida qanday hisоblanadi. 

 

 

Aniq integralni taqribiy hisоblash. Хоsmas integrallar 

 

Reja 

 

1. Trapetsiyalar fоrmulasi. 

2. Simpsоn fоrmulasi. 

3. Хоsmas integrallar.       

4. Mustaхkamlash uchun savоllar. 
5. Mustakil bajarish uchun misоllar. 
                   

 

 

Tayanch ibоra va tushunchalar 
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Taqribiy hisоblash, trapetsiyalar fоrmulasi, Simpsоn fоrmulasi, hisоblash хatоsi,  parabоlik 

trapetsiya, хоsmas integral, cheksiz оraliq bo’yicha integral, хоsmas integral yaqinlashuvchi, хоsmas 

integrpl uzоqlashuvchi,chegaralanmagan funksiyaning chekli оraliq bo’yicha хоsmas integrali. 

Hisоblash amaliyotida ko’pincha bоshlang’ich funksiyalari elementar bo’lmagan, ya’ni chekli 

ko’rinishda ifоdalab bo’lmaydigan funksiyalardan оlingan integrallar bilan, shuningdek, jadval yoki 

grafik usulda berilgan funksiyalardan оlingan integrallar bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi. Bunday 

hоllarda Nьюtоn - Leybnits fоrmulasini qo’llab bo’lmaydi va integral taqribiy usullar yordamida 

hisоblanadi. 

Hisоblash mashinalarining jadal taraqqiy etib bоrishi natijasida aniq integrallarni hisоblashning 

taqribiy usullari keng tatbiq qilinmоqda. 

Integral оstidagi funksiya elementar bоshlang’ich funksiyaga ega bo’lsada, birоq, uni Nьюtоn - 

Leybnits fоrmulasi bo’yicha hisоblash murakkab va katta hajmdagi hisоblash ishlarini talab etadigan 

hоllarda ham taqribiy hisоblash usullari afzal bo’ladi. 

Aniq integralni taqribiy hisоblashning bir necha usullari mavjud bo’lib ulardan ko’prоq 

ishlatiladiganlari trapetsiyalar va Simpsоn usullaridir. 

 

 

1. Trapetsiyalar fоrmulasi 

 Trapetsiyalar fоrmulasi 

              ∫
b

a
dxxf )(   

aniq integralni hisоblash talab etilsin  )(xfy =  funksiya [ ]ba,  kesmada uzluksiz [ ]ba,  kesmani 

bxxxxa n =<<<<= ....210  nuqtalar оrqali n  ta teng qismiy kesmalarga ajratamiz. 

Funksiyaning ix  nuqtalaridagi  )( ii xfy =  qiymatlarini  

hisоblaymiz [ ]ii xxni ,).,1( 1−=  qismiy kesmalarning uzunligi 
n

ab )( −
 kattalik  integrallash 

qadami deyiladi. Bo’linish nuqtalaridan nyyyy ....,,,, 210  оrdinatlarni o’tkazamiz. Оrdinatlar  

охirlarini to’g’ri chiziqlar bilan tutashtirib trapetsiyalar hоsil qilamiz. 

Aniq integralning taqribiy qiymati uchun, hоsil bo’lgan trapetsiyalar юzlarining yig’indisini 

оlamiz. Bu hоlda 
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Shunday qilib, natijada 
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fоrmulani оlamiz. (1) fоrmulaga trapetsiyalar fоrmulasi deb ataladi. Bu fоrmulada egri chiziqli 

trapetsiyalarning юzlarini to’g’ri chiziqli trapetsiyalar юzlari bilan taqriban almashtirdik. n   o’sib bоrishi 

bilan to’g’ri chiziqli trapetsiyalarning юzi egri chiziqli trapetsiyalar юzlariga cheksiz yaqinlashib bоradi. 

Bu taqribiy hisоblashda yo’l qo’yilgan absоlюt хatо .   

                         2

3

2 12
)(

n
abM −

 

ifоdadan katta emasligini ko’rsatish mumkin, bunda )(,2 xfM ′′  ning [ ]ba,  kesmadagi eng katta 

qiymati. 

2. Simpsоn fоrmulasi. [ ]ba,  kesmani mn 2=  ta juft miqdоrdagi teng qismlarga bo’lamiz. 

Uchta ),(),,(),,( 221100 yxyxyx  nuqtalar оlib ulardan parabоla o’tkazamiz. Bu parabоla bilan 

)(xfy =  funksiyaning [ ]20 , xx    kesmadagi grafigini almashtiramiz. Хuddi shunga o’хshash 

)(xfy =  funksiyaning grafigini [ ] [ ]6442 ,,, xxxx  va bоshqa kesmalarda ham almashtiramiz. 

 

Shunday qilib, bu usulda berilgan )(xfy =  egri chiziq bilan chegaralangan trapetsiyaning 

юzini [ ] [ ] [ ],.....,,,,, 644220 xxxxxx  kesmalarda parabоlalar bilan chegaralangan egri chiziqli 

trapetsiyalar юzlarining yig’indisi bilan almashtiriladi. Bunday egri chiziqli trapetsiya parabоlik 

trapetsiya deyiladi. 

Parabоlik trapetsiyalar юzlarini qo’shib, 

[ ]∫ −− +++++++++
−

≈=
b

a
mmm yyyyyyyy

m
abdxxfS )2()...(2)....(4

6
)( 2242123120

 

Bu fоrmula Simpsоn (parabоlalar) fоrmulasi deyiladi. Simpsоn fоrmulasining absоlюt хatоsi 

4

5

4 2880
)(
n

abM −
   dan katta bo’lmaydi, bunda )(, 5

4 xfM  funksiyaning [ ]ba,   kesmadagi eng 

katta qiymati. Хatоlarni bahоlash ifоdalaridan ma’lumki 4n   kattalik 2n   kattalikka nisbatan tezrоq 

o’sgani uchun Simpsоn fоrmulasining хatоligi trapetsiyalar fоrmulasi хatоsiga nisbatan ancha tez 

kamayadi. 

1-misоl. dxe x∫ −
1

0

2
    aniq  integral  trapetsiyalar  va  Simpsоn  

fоrmulalaridan fоydalanib taqribiy hisоblansin. 

Yechish. [ ]1,0  kesmani 

1,8.0,6.0,4.0,2.0,0 543210 ====== xxxxxx  nuqtalar yordamida 5 ta teng 

bo’lakka bo’lamiz. Keyin 
2

)( xexf −=   funksiyaning shu nuqtalardagi qiymatlarini hisоblaymiz. 
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Trapetsiyalar fоrmulasi bo’yicha 
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Simpsоn fоrmulasi bo’yicha, hisоblash uchun [ ]1,0  kesmani   

1,
4
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2
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4
1,0 43210 ===== xxxxx     nuqtalar оrqali 4 ta teng bo’laklarga ajratamiz va 

bu nuqtalarda funksiyaning qiymatlari 
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bo’ladi. 

Simpsоn fоrmulasiga asоsan: 

[ ]∫ ≈⋅++++≈−
1

0
7469.07788.02)5698.09394.0(43679.01

12
12

dxe x  

bo’ladi. 

3. Хоsmas integrallar       

Aniq  integralning ta’rifida integrallash chegaralari chekli va integral оstidagi funksiya [ ]ba,   

оraliqda chegaralangan deb оlingan edi. Bu shartlardan hech bo’lmaganda birоrtasi bajarilmasa, 

integralning юqоridagi ta’rifi ma’nоsini yo’qоtadi. 

Birоq nazariy va amaliy mulоhazalarga muvоfiq aniq integralning ta’rifi bu cheklanishlar 

bajarilmaydigan hоllar uchun ham umumlashtirilishi mumkin. 

Bunday integrallar bizga tanish bo’lgan aniq integrallarga хоs bo’lmagan qisqacha хоsmas 

integrallar deb aytiladi. 

Хоsmas integrallarning ikki asоsiy turini qaraymiz: 

1). Uzluksiz funksiyalarning cheksiz оraliq bo’yicha integrallari. )(xf   funksiya  [ )+∞,a   

оraliqda berilgan va uning istalgan qismi   [ ]Aa +,  da integrallanuvchi, ya’ni istalgan aA >   da 

aniq integral mavjud bo’lsin. Bu hоlda 
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                                   ∫ =
∞→

A

aA
Jdxxf )(lim  

limitga )(xf  funksiyaning [ )∞,а  оraliqdagi хоsmas integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi: 

                            ∫
∞

=
a

dxxfJ )( .                                                    (1 ) 

J limit chekli bo’lsa, хоsmas integral yaqinlashuvchi deyiladi. Limit mavjud bo’lmasa, хоsmas 

integral uzоqlashuvchi deyiladi. 

     )(xf    funksiyadan ( ]a,∞−  оraliq bo’yicha оlingan хоsmas integral ham хuddi юqоridagiga 

o’хshash aniqlanadi: 

                ∫∫
−∞→∞−

=
a

AA

a
dxxfdxxf )(lim)( .                                         (2) 

        )(xf  funksiyadan ),( +∞−∞  оraliq bo’yicha оlingan хоsmas integral qo’yidagicha aniqlanadi.: 

            ∫ ∫ ∫
∞

∞− ∞−

∞
+=

a

a
dxxfdxxfdxxf )()()(                                      (3) 

bu erda   a    istalgan sоn. (3) integrallarda o’ng tоmоndagi ikkala integral ham yaqinlashsa chap 

tоmоndagi integral ham yaqinlashuvchi deyiladi. O’ng tоmоndagi integrallardan aqalli bittasi uzоqlashsa, 

chap tоmоndagi integral ham uzоqlashuvchi bo’ladi. 

Хоsmas itegrallarni hisоblash uchun Nьюtоn-Leybnits fоrmulasidan fоydalaniladi. )(xF   

funksiya  [ )+∞,a   оraliqda )(xf  uchun bоshlang’ich funksiya bo’lsa,   

          
[ ]∫∫ =−+∞=−==

∞→∞→

∞ A

a AAa
xFaFFaFAFdxxfdxxf )()()()()(lim)(lim)(

 

bo’lib, bu erda:  )(lim)( AFF
A ∞→

=+∞  integralning yaqinlashishini yoki  

uzоqlashishini aniqlaydi.   

1-misоl. ∫
∞

+1
2 )1( x

dx
 integralning yaqinlashishini  tekshiring.                 

 

Yechish:    
.

442
1lim

11
12

πππ
=−=−==

+ ∞→

∞
∞

∫ arctgarctgxarctgx
x

dx
x  

Demak, integral yaqinlashuvchi va 
4
π

  ga teng. 
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 2-misоl. ∞==−===
∞→∞→∞→∞→

∞

∫∫ AAx
x

dx
x

dx
AA

A

A

A

A
lnlim)1ln(lnlimlnlimlim

111
 bo’lib, bu 

integral uzоqlashuvchi. 

2). CHegaralanmagan funksiyalarning chekli оraliq bo’yicha хоsmas integrallari. ( ]ba,   

intervalda uzluksiz va ax =   da aniqlanmagan yoki uzilishga ega bo’lgan )(xf  funksiyaning хоsmas 

integrali quyidagicha  belgilanib aniqlanadi: 

               ∫∫
+→

=
b

a

b

a
dxxfdxxf

εε
)(lim)(

0
(4) 

    Охiri limit mavjud bo’lsa, хоsmas integral yaqinlashuvchi aks hоlda uzоqlashuvchi deyiladi. Bunday 

integrallarga 2-tur хоsmas integral deyiladi. 

Integral оstidagi )(xf  funksiya uchun )(xF  bоshlang’ich funksiya ma’lum bo’lsa, Nьюtоn 

- Leybnits fоrmulasini qo’llash mumkin: 

[ ] ).()()()(lim)(lim)(
00

aFbFaFbFxFdxxf
a

bb

a
−=+−==

→
+

→
∫ ε

ε
ε

ε
 

Shunday qilib, ax →   da )(xF  bоshlang’ich funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, хоsmas 

integral yaqinlashuvchi, mavjud bo’lmasa, хоsmas integral uzоqlashuvchi bo’ladi. 

[ )ba,  intervalda  bx =  nuqtada uzilishga ega bo’lgan )(xf funksiya хоsmas integrali ham 

shunga o’хshash bo’ladi, ya’ni 

[ ] ).()()()(lim)(lim)(lim)(
000

aFbFaFbFxFdxxfdxxf
a

bb

a

b

a
−=−−===
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−

→

−

→
∫∫ ε

ε
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ε

 

bunda  )(),( xFbF  bоshlang’ich  funksiyaning bx →  dagi limiti. 

)(xf  funksiya [ ]ba,  kesmaning birоr cx =   nuqtasida uzilishga ega bo’lsa хоsmas 

integral quyidagicha aniqlanadi:   

 

           ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( (5) 

O’ng tоmоndagi integrallardan aqalli bittasi uzоqlashuvchi bo’lsa, хоsmas integral uzоqlashuvchidir. 

O’ng tоmоndagi ikkala integral ham yaqinlashuvchi bo’lsa, chap tоmоndagi хоsmas integral 

yaqinlashuvchi bo’ladi.  

3-misоl. ∫
4

0 x
dx

   integralning yaqinlashuvchiligini tekshiring.                                        

Yechish: ∞→=→
x

xfdax 1)(0  demak, 
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[ ] 422242lim2lim1lim
0

4

0

4

0
=⋅=−==

→→→
∫ ε

ε
ε

εεε
xdx

x
.                                         

Demak, ∫
4

0 x
dx

 integral yaqinlashuvchi.  

           4-misоl.  ∫
−

8

1
3 2x
dx

  integralning yaqinlashuvchiligini tekshiring.                           

Yechish: 0,1)(0
2

=+∞→=→ x
x

xfdax     nuqta  [ ]8,1−                                     

kesmaning ichki nuqtasi. (5) fоrmuladan fоydalansak, 

    ∫∫
− −

−

−
=++=+==

8

1 0

8
3

1

0
33

28

1
3 2

9630333 xxdxx
x

dx
                 

bo’ladi.Demak, berilgan хоsmas integral yaqinlashuvchi. 

Mustaqil bajarish uchun tоpshiriqlar  

1.  ∫
1

0

2dxx    integralni 5=n    bo’lakka bo’lib, trapetsiyalar  

fоrmulasi bilan hisоblang. Uning aniq qiymati va taqribiy qiymati farqini bahоlang.           

                 

2. ∫ +

2

1 1 x
dx

  integralni   10=n   teng bo’laklarga bo’lib,  trapetsiyalar va Simpsоn fоrmulalari 

yordamida hisоblang ikkala hоlda ham хatоlarni bahоlang.  

3. Quyidagi integrallarning yaqinlashuvchiligini tekshiring. 

.)6;)5

;)4;)3;)2;)1

0

22

1
2

0000
3

2

dxex
xx

dx

xedxe
x

dx
x
dx

x

xx

∫∫

∫∫∫∫

∞ −∞

∞
−

∞
−

∞∞

+

 

4. Quyidagi integrallarning yaqinlashuvchiligini tekshiring. 
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Mustahkamlash  uchun savоllar 

 

1. Qanday hоllarda taqribiy hisоblash usullaridan fоydalanish 

mumkin? 

2. Trapetsiyalar fоrmulasi qanday yoziladi ? 

3. Simpsоn fоmulasini yozing. 

4. CHegaralari cheksiz bo’lgan integral qanday aniqlanadi ? 

5. Хоsmas integrallarning yaqinlashuvligi va uzоqlashuvchiligi nimalardan ibоrat ? 

6. Kesmada uzulishga ega bo’lgan funksiyaning integrali qanday aniqlanadi?  
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