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9. Mustagqil bajarish uchun misollar.

Tayanch ibera va tushunchalar
Boshlang’ich funksiya, anigmas integral, integrallash, anigmas integral xossalari, asosiy integrallar

jadvali. O’zgaruvchini almashtirish, bevosita integrallash, bo’laklab integrallash usullari, bo’laklab
integrallashning magsadga muvofigligi.
1. Beshlang’ich funksiya va anigmas integral tushunchasi.

Ma’lumki matematikada amallar juft-juft bo’lib uchrab keladi. Jumladan, go’shish va ayirish,
ko’maytirish va bo’lish, darajaga ko’tarish va ildiz chigarish va boshgalar. Funksiya hosilasini torishga
¢ki differentsialash amaliga teskari amal bormikan degan tabiiy savol tug’iladi.

Differentsial hisobda funksiya berilgan bo’lsa, uning hosilasini tomishni garadik. Hagigatda ham

fan va texnikaning bir gancha masalalarini hal etishda teskari masalani yechishga to’g’ri keladiki,
berilgan f (X) funksiya uchun shunday, F(X) funksiyani tomish kerakki, uning hosilasi berilgan
f (X) funksiyaga teng bo’lsin. Ma’lumki, bunday F (X) funksiyaga berilgan f (X) funksiyaning

beshlang’ich funksivyasi deyiladi.

Masalan, = f(Xx)= X4 funksiyaning boshlanhich funksiyasi, F(x)=
yaning i y

X5
—  bo’ladi,
5

chunki F'(X)= ()" = x* = f(X) bo’ladi.

Teoremal. [a;b] oraligda uzluksiz bo’lgan funksiyaning xar doim boshlang’ich funksiyasi
mavjud.

Teorema 2. Agar F(x) va G(x) funksiyalar [a;b] oraligda f(x) funksiya uchun boshlang’ich
funksiyalar bulsa , u holda shunday C (uzgarmas son) mavjudki shu oraligdagi ixtiériy x uchun F(X)=

G(x) +C munosabat urinlidir.
Tarif. F(X) funksiya biror oraligda f (X) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo’lsa,
F(X)+C (bunda C ixtiériy o’zgarmas) funksiyalar to’nlami shu oraligda f (X) funksivaning

anigmas integrali deyiladi va

[f(x)dx=F(x)+C

kabi belgilanadi. Bu yerda f (X) integral ostidagi funksiya, f (X)dX integral ostidagi ifoda, X
integrallash 0’zgaruvchisi, | integral belgisi deyiladi.
Demak, I f (X)dx yozuv, f(X) funksiyaning hamma boshlang’ich funksiyalari to’nlamini

belgilaydi.Berilgan funksiyaning anigmas integralini topish amaliga integrallash deyiladi.

2. Anigmas integralning asesiy xossalari.
1) Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga, differentsiali esa integral ostidagi

ifodaga teng, ya’ni

(jf(x)dx)' =f(x) va de(x)dx: F(x)dx;

2) Biror funksiyaning hosilasidan hamda differentsialidan anigmas integral shu funksiya bilan

ixtiyoriy 0’zgarmasning yig’indisiga teng, ya’ni



[fdx=f()+C va [dF(x)=F(x)+C.

Bu xossalar anigmas integralning ta’rifidan bevosita kelib chigadi. Haqgigatan, 1-xossadan

! 4

(jf(x)dx) =(F(X)+C) =F'(xX)+0= f(X) boladi. (Qolganlarini kKeltirib chiqarish
0’quvchiga havola etiladi).

Bu xossalardan differentsiallash va integrallash amallari o’zaro teskari amallar ekanligini
paygash mumkin.

3) O’zgarmas ko’paytuvchini integral belgisidan tashqarisiga chigarish mumkin, ya’ni
K =const #0 bo’lsa,

[ Kf (x)dx = K] f (x)dx;

4) chekli sondagi funksiyalar algebraik yig’indisining anigmas integrali, shu funksiyalar anigmas

integrallarining algebraik yig’indisiga teng, ya’'ni

JLF0) + £,(0) = f500)] dx = [ f,0Qdx + [ f,(x)dx — [ f5(x) dx.

3. Anigmas integrallar jadvali.

Berilgan funksiyaga asosan uning boshlang’ichini topish, berilgan funksiyani differentsiallashga
nisbatan ancha murakkabrog masaladir. Differentsial hisobda asosiy elementar funksiyalarning,
yig’indining, ko’paytmaning, bo’linmaning hamda murakkab funksiyalarning hosilasini topishni
o’rgandik. Bu qoidalar istalgan elementar funksiyalarning hosilasini topishga imkon berdi. Elementar
funksiyalarni integrallashda esa differentsiallashdagidek umumiy goidalar yo’q. masalan, ikkita elementar
funksiyalar boshlang’ichlarining ma’lum bo’lishiga garamasdan, ular ko’paytmasining, bo’linmasining
boshlang’ichini topishda aniq bir goida yo’q.

Integrallashda integral ostidagi ifodaning muayyan berilishiga garab, unga mos individual
usullardan foydalanishga to’g’ri keladi. Boshgacha aytganda, integrallashda ancha kengroq fikr roritish
kerak bo’ladi. Funksiyani integrallash ya’ni boshlang’ich funksiyani topish metodlari bir gancha shunday
usullarni ko’rsatadiki, ular yordamida ko’p hollarda magsadga erishiladi.

Integrallashda magsadga erishish uchun quyidagi asesiy integrallar jadvalini yoddan bilish

zarur.



n+1

X 1
D [x dx—m+C n=-1 2) [dx=x+C; 3) j;dx:ln\xHC;

4) [sinxdx=-cosx+C;  b5) jcosxdx =sinx+C; 6) [e"dx=¢"+C;

7)ja dx_—+C (O<a=#1l); 8) j dx:larctg§+C;
In a’+x’ a a
9 dx arcsin— +C 10) dx =tgx + C;
)I«/ J‘cos J
_ dx —a
11) j dx =—ctgx+C; 12) jﬁz—l n2=2.c, az0;
sin? x X°—a 2a X+a

dx
13) | ———=Inx++/x* -k +C
)I\/xz—k

Bu formulalarning to’g’riligini, tekshirish tengliklarning 0’ng tomonidagi ifodalar differentsiali
integral ostidagi ifodaga teng ekanligini ko’rsatishdan iboratdir. Masalan,
14
x" +1 x" +1 _ (n+D)x"

+C |= +C | dx=
n+1 n+1 n+1

d dx = x"dx.

4. Bevosita integrallash usuli.
Bevosita integrallash usuli deganda integral xossalari, differentsial-lar va integrallar jadvali asosida
integrallash tushuniladi.
Ushbu integrallash usulining kullanishiga bir necha misollar garaymiz.

1-misol. _[(Xs +58in X —9)dX integralni hisoblang.
Yechish. Integralning 4 va 3 xossalariga asosan,
[ +5sinx—9)dx = [ x* dx +5[sin xdx — 9 dx

bo’ladi. Asosiy integrallar jadvalidagi 1), 2), 4) formulalarga asosan,

4
[ x3dx =X7+cl, 5sin xdx = 5(~cos X+ C,), —9]dx =-9(x +Cy).

4
. X

Demak, j(x3 +5sin x—-9)dx =—-5cosx-9x+ (C, +5C, —9C,).

4
HOqoridagi integralni hisoblashda har bir uchta integralda o’zining ixtiyoriy o’zgarmasini go’shdik, lekin
oxirgi natijada bitta ixtiyoriy o’zgarmasni qo’shamiz, chunki Cl, C2, C3 ixtiyoriy o’zgarmaslar
bo’lsa,
C =C;+5C, —9C; ham ixtiyoriy 0’zgarmas bo’ladi, shuning uchun, oxirgi natijani quyidagicha

yozamiz:

4
[(x° +55inx—9)dx:%—5cosx—9x+C.

Integralning to’g’ri  hisoblanganligini tekshirish uchun oxirgi tenglikning o’ng tomonini

differentsiallash bilan ko’rsatish mumkin.(buni bajarishni 0’quvchiga havola etamiz).
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2-mi50l.f integralni hisoblang.

11,
2Jx  3B3x?

Yechish. Manfiy daraja xossasidan, hamda 4) xossadan foydalanib, jadvaldagi 1) formulaga

asosan,
12 . )
1 1 X2 x3 1. -5 B
dx = ———ldx==|x 2dx—=|x3dx =
1 —%+1 1 —§+l 1 \/_ 1?\)/_
S PRI PGt S RSO s
2——+1 3——+1 2 2 32
2 2 3
bo’ladi.
3dx . .
3-misol. J. 5 integralni hisoblang.
sm XCOS™ X

Yechish. Sil’]2 X+COS2 X =1 ayniyatdan hamda integralning 3) va 4) hossalaridan
foydalanib hisoblaymiz:

dx +3

3dx sin? x + cos? x sm X
j . 2 2y _Bf _3I
sin“ xcos sin? xcos? x sin? xcos? x

2
[ B X gy =3 dx+3j

sin? x cos? x cos? x sin’ x
dx
V5 —x?
Yechish. Jadvaldagi 9) formulaga asosan,

dx
jds? j\/(ﬂ

Shunday bir necha usullarni garaymizki, ular yordamida ko’p hollarda integrallarni hisoblash, jadval

dx = 3(tgx — ctgx) + C.

4-misol. J. integralni hisoblang.

X
= arcsm +C.

integrallariga keltiriladi.

5. O’zgaruvchilarni almashtirish usuli.
Ko’p hollarda yangi o’zgaruvchi kiritish bilan integralni hisoblash kulayrok xolda jadval

integraliga keltiriladi. Bunda qD(X)zt almashtirish olinib, bunda t yangi o’zgaruvchi bo’lib,

o0’zgaruvchini almashtirish formulasi

[ leCle'(x)dx = [ f (t)dt

ko’rinishda bo’ladi.
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O’zgaruvchini almashtirish usuliga bir necha misollar garaymiz

1-misol. .[(3X +1)"dX integralni hisoblang.
. . dt S
Yechish. 3X+1=1 deb 3dx =dt yoki dx = 3 ekanligini hisoblasak,

8 8
7dt t _(3X+1) 4 C

C=—+C=

[Ex+)dx= [ Lt
38 24 24

bo’ladi.

2-misol. j3\/1+ x? X dX integralni hisoblang.

dt
Yechish. 1+ X% =t o’zgaruvchi bilan almashtiramiz. Bu holda 2X0dX = dt yoki XdX=?

bo’lib,

1
[3/1+x* -xdx =R/f% =%jt3dt =%-

bo’ladi.

=gt3{/f+C =§(1+ xR+ x? +C

oo\.b|"&u>
+

dx
3-misol. j(ln X)® == integralni hisoblang.
X

. _ _ - _dx
Yechish. INX =1 bilan yangi 0’zgaruvchini almashtirib, — = dt
X

ekanligini hisobga olsak,

4 4
j(lnx)3%:jt3-dt:%+c:(|n2<) +C

bo’ladi.
sin/x
Jx

Yechish. X =t2 bilan yangi o’zgaruvchi kiritamiz oxirgi tenglikdan differentsial topib, dX = 2tdt

4-misol. dx integralni hisoblang.
g g

bo’lganligi uchun,

Ism\/_ _IEtht 2jsintdt —_2c0ost+C =-2cos/x +C

bo’ladi. —
5-misol. j %" . cos xdx integralni hisoblang.
Yechish. COS XdX = d(Sin X) ni hisobga olib,
[e"* - cos xdx = [e""*d(sinx) =e*"* +C
natijaga kelamiz.
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Shunday qilib, oddiy hollarda

xdx:%d(xz), cos xdx = d(sin x), %:d(lnx), dx:i(ax+b),
X a

tengliklardan foydalanib, o’zgaruvchini almashtirishni fikrda bajarib, bevosita integrallash ham mumkin.

6. Bulaklab integrallash usuli.
Bo’laklab integrallash usuli differentsial hisobning ikkita funksiya ko’paytmasi differentsiali

formulasiga asoslangan.
Ma’lumki, d (UV) =udv+vdu, bundan udv =d (UV) —vdu. Oxirgi tenglikni
integrallab,
Judv = [d(uv)—[vdu =uv - [vdu
natijaga ega bulamiz. Shunday qilib,
fudv =uv—[vdu )

formulani hosil gildik. (1) formulaga bo’laklab integrallash formulasi deyiladi.

Bu formula yordamida berilgan judv integraldan ikkinchi jvdu integralga o’tiladi.

Demak, bo’laklab integrallashni go’llash natijasida hosil bo’lgan ikkinchi integral, berilgan integralga

nisbatan soddaroq yoki jadval integrali bo’lgandagina bu usulni go’llash magsadga muvofigdir. Bu
magsadga integral ostidagi ifodani U  va dv ko’paytuvchilarga qulay bo’laklab olish natijasida
erishish mukmin. Berilgan integral ostidagi ifodaning bir gismini U va golgan gismini dv deb olgandan
keyin (1) formuladan foydalanish uchun V va du 1ami aniglash kerak bo’ladi. du ni topish uchun U
ning differentsiali topilib, V ni topish uchun esa dv ifodani integralaymiz, bunda integral ixtiyoriy
o’zgarmas C ga bog’liq bo’lib, uning istalgan bir giymatini xususiy holda C = O ni olish mumkin.
Shunday qilib, integral ostidagi ifodaning bir gismini U deb olishda u differentsiallash bilan

soddalashadigan, golgan gismi dv bo’lib, giyinchiliksiz integrallanadigan bo’lishi kerak.

Bo’laklab integrallash formulasi ko’prog:
1) [ p(x)e™dx, [ p(x)sinmxdx, [p(x)cosaxdx
2) [ p(x)Inxdx, [ p(x)arcsin xdx,
3)[ p(x)arccos xdx, [ p(x)arctgxdx, | p(x)arcctgxdx
(bularda  P(X) biror darajali ko’phad)  ko’rinishdagi integrallarni hisoblashda ishlatiladi. Bu

integrallarni hisoblashda 1) guruh integrallarda U uchun P(X) ko’phad, golgan gismi dV uchun
olinib, 2) guruh integrallarda u uchun mos ravishda

In X, arcsin X, arccos X, arctgx, arcctgx lami,

golgan gismi dv uchun olinadi.

Bo’laklab integrallashga bir necha misollar garaymiz.

1-misol. J.XCOS Xadx integralni hisoblang.
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Yechish. Integral ostidagi ifodani U = X, dVv = COS XdX deb
Bo’laklasak, du =dX, V= jcos XdX = Sin X bo’lib, (1) formulaga asosan,

jxcosxdx: Xsin x—jsin xdX = Xsin X +cos x +C

u dv u v v du

natijaga ega bo’lamiz.

Bu integralda (1) formuladan foydalanish natijasida ikkinchi integral jsin X dX hosil

bo’ldi, bu jadval integrali bo’lganligi uchun osongina topildi.

2-misol. szesxdx integralni hisoblang.

Yechish. FOqorida eslatilganidek U = X2, dv = eSXdX ko’rinishda bo’laklab olsak,

du =2xdx, v=[e¥dx= %je3xd(3x) = %e”

hosil bo’ladi. (1) formulaga asosan

X2

[ x?e¥dx = x* 1e3X - j1e3X2xdx =2 ¥ —gjxe:”xdx
3 3 3 3

bo’ladi. Oxirgi hosil bo’lgan integral berilgan integralga nisbatan soddalashdi (berilgan integralda X ning

2- darajasi, ikkinchisida buning darajasi bittaga kamaydi). Keyingi integralda yana (1) formulani

go’laymiz.

u=x, du=dx

. 1 . ::X_eBX_lj"eSXdX:ieSx_l'le\%x_i_Cl:
dv=e ,v=§e 3 3 3 33

=1e3x(x —lj +C,.
3 3

Shunday qilib, natijada

2 2
[x*e*dx = X?e“ - %jxesxdx X e gFeax(x - 1) + Cl} =

3 33 3
3x
:e—(xz—ﬁ+z)+c

j xe¥dx =

3 3 9
hosil bo’ladi.

3-misol. IXS cos 2xdx integralni hisoblang.

Yechish. TOgorida eslatilganidek emas, teskarisini ya'ni U = Cc0S2X, dv = x>dx

olaylik; bu holda

4
. X
du =-2sin2xdx, v= " bo’lib (1) formuladan foydalangandan

keyin

14

bo’laklab



4 4 4

[ x° cos 2xdx = cost-XT+jXT-23in 2xdX = —X?COSZX+

J%j x*sin 2x dx

ifoda hosil bo’ladi. Keyingi jx“ Sin 2XdX integral berilgan j x3 cos2xdx integralga nisbatan

murakkabroqdir( X ning darajasi bittaga ortdi). Demak, bunday bo’laklab olish magsadga muvofig emas,

yani U = X3, dv = cos 2XdX deb olish kerak edi. (Bu integralni hisoblashni 0’quvchiga havola

gilamiz).

4-misol. JaI’CCOSXdX integralni hisoblang.

Yechish.
U = arccos X du = —1 xdx
arccosxdx =| ’ T i v2av| = Xarccos X + [——— =
J 1—x“dx Iﬂ
dv=dx, v=xXx

1-x% =t _dt Lo .

= |- 2xdx = dt =xarccosx+j—2:xarccosx——jt 2dt = xarccos X — — -
dt Jt 2 2
xdx:—?

1
1 t2
+C :xarccosx——-T

2

+C = xarccosX —1—x? +C.

Bu integralda bir marta bo’laklab integrallagandan keyingi hosil bo’lgan integralda o’zgaruvchini

almashtirish usulidan foydalanib integralladik. Integrallash usullarini qo’llashda  o’zgaruvchini

almashtirganda yoki bo’laklab integrallaganda yozuvda tartib bo’lishi uchun roqoridagi integralni

hisoblangandagidek yozishga odat gilishni tavsiya etiladi.

5-misol. J = jex cos xdx integralni hisoblang.

Yechish. Bo’laklab integrallasak

J =jexcosxdx=

hosil bo’ladi.

U = cos X, du = —sin xdx

=e* cos X + jex sin xdx,

dv =e*dx, v=e*

Keyingi integral, berilgan integral bilan o’xshashdek turoladi, lekin oxirgi integralda bo’laklab

integrallash formulasini ikkinchi

[ sinxdx =

Shunday qilib,

u=sinx, du=cosxdx
dv=e*dx, v=e”

marta go’llash bilan quyidagiga ega bo’lamiz:

= exsinx—jex cos xdx

J=e*cosx+e’sinx—J

15



J hisoblanishi kerak bo’lgan integralga nisbatan oddiy chizigli tenglamaga keldik. Oxirgi tenglamadan

, . 1 .
2J =e*cosx+e*sinx  éxku J:EEX(COSX+SIHX)+C natijaga ega bo’lamiz.

7. Anigmas integralning geometrik ma’nosi.

Anigmas integralning geometrik ma’nosi shundan iboratki, y=F(x)+C formula egri chiziklar oilasini
ifodalaydi va bunda uzgarmas S ning xar bir kiymatida xosil bulgan egri chiziklar ma’lum bir boshlangich
funksiyaning grafigi xisoblanadi va anikmas integralning integral egri chiziklari deb ataladi.

8.Mustahkamlash uchun savollar
Boshlang’ich funksiya ganday funksiya?
Boshlang’ich funksiya va anigmas integral orasida ganday bog’lanish bor?
Integrallash amali nima?
Anigmas integral ganday xossalarga ega?
Asosiy integrallar jadvali nimalardan iborat?
Integrallash to’g’ri bajarilganligini ganday tekshirish mumkin?
CHekli sondagi funksiyalar algebraik yig’indisining anigmas integrali nimaga teng?

O’zgaruvchini almashtirib integrallashning mohiyati nima?

© o N o o~ w0 Dd -

Bevosita integrallash nima?

-
o

Bo’laklab integrallash usuli nimaga asoslanadi?

-
=

Bo’laklab integrallash formulasini yozing?

-
N

Bo’laklab integrallash ganday holda magsadga muvofiq bo’ladi?

-
w

Qanday hollarda bo’laklab integrallashdan foydalaniladi?

9.Mustagqil bajarish uchun tepshiriglar

5x8 +6 4 5 1 1 X2 + /X + 3dx
1. dx; 2.[( = -=dx; 3 f|—=-——ldx 4. [
J. X4 X j.( X2 X3 )X I( /X 4/ij J. 3/ 2 X

X

o, e~ . 5 5+ 3tg°x 4 5

5.]e"|1-—-dx; 6.[( 5" +— )dx; 7. dx; 8. - d

[e( X3JX I +&)x I sin?x J(9+x2 4-x? o

dx ax 5 3 7 6

9. ; 10. ;11 - dx; 12. - dX.

Ix2—49 Ix2+16 I 9-x% /x?+3 )b 12.J( x2+7 x*-3 Jox
Ushbu integrallarni hisoblang.
1. [sin3xdx. 2.]22)(7_7dx.

X“=7x+5
3 x2 X dx
3. [ex*dx. 4.[——dx. 5 [(e"+e 2)dx. 6.[——.
1+ x sin”“ 5x
1

7.[(5-2x)dx. 8. [¥7-3xdx. 9.] dx. 10. [cos(l—3x)dx.

3/6-x
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: 2X Jx dX Nv1+Inx
11. [sin(5x + 7)dx. 12. dx. 13. |3V —=. 14. [———dx
Jsin(Sx+7) Ix2+1 / Jx I X
15. jﬂdx. 16. | ¢ 17. [x*sinxdx. 18. [xInxdx. 19. [arctgxdx.

cos? X J1-5x
20. [arcsinxdx. 21 [x’e™dx. 22. [e*sinxdx. 23. [(x+3)sinxdx.

dx
Bx+1)°

27, [ 2XF0 gy

X
24. | xcos| — |dx. 25. |[xarctgxdx. 26.
j [zj Jrarcig / X* +5X+6

Mavzu. Ratsional funksiyalarni integrallash
Reja

1. Butun ratsional funksiyalar hagida;

2. To’g’ri va noto’g’ri kasr ratsional funksiyalar hagida;
3. Eng sodda ratsional kasr funtsiyalarni integrallash;

4. Ratsional kasr funtsiyalarni(umumiy xelda) integrallash;
5. Mustaxkamlash uchun savollar.

6. Mustakil bajarish uchun misellar.

Tayanch ibera va tushunchalar
Kasr ratsional funksiyalar, to’g’ri va noto’g’ri kasr ratsional funksiyalar, ko’p hadni ko’p hadga
bo’lish, sodda kasrlar, ratsional funksiya yoyilmasi, noma’lum koeffitsientlar usuli.

1. Butun ratsional funksiyalar haqida;
Ta’rif. n natural son va a,,a,,....a, uzgarmas sonlar bilan aniglangan

Po(X)= apX™+a nax ...+ agx+ag
funksiya butun ratsional funksiya(yoki kuphad) deyiladi. n natural son kuphadning darajasi deyiladi.
2.To’g’ri va noto’g’ri kasr ratsional funksiyalar hagida.
Utgan mavzuda ko’rsatilgan integrallash usullari yordamida hamma integrallarni xam hisoblash

mumkin deb bo’Imaydi.

Shunday funksiyalar sinflari borki, ular uchun muayyan usullardan foydalanib jadval
integrallariga yoki integrallash usullaridan foydalanish uchun qulay holga keltirish mumkin, shunday
funksiya sinflaridan ayrimlarini garaymiz.

Ta’rif. Quyidagi kurinishdagi kasr funksiya
Q(X)  bpx™ +bx™ " +...+b,
P(x) apx"+a,x""+..a,

ratsional kasr funksiya deyiladi.
Suratdagi ko’phadning darajasi maxrajdagi ko’phad darajasidan kichik, ya’ni M < N bo’lsa, berilgan

kasrga to’g’ri ratsienal kasr funksiya deyiladi. Suratdagi ko’phadning darajasi M = N bo’lsa, neto’g’ri

ratsional kasr funksiya deyiladi. Kasr noto’g’ri ratsional kasr funksiya bo’lsa, suratni maxrajga,

ko’phadni ko’phadga bo’lish goidasiga asosan bo’lib, uning butun gismini ajratib, uni butun ratsional va
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X3 +3x% +3x+1

to’g’ri ratsional kasr funksiyaga keltirish mumkin. Masalan, X2 —X noto’g’ri ratsional

kasr funksiyani, X° +3X? +3X+1 kupxadni X° — X kupxadga bo’lib,

x*+3x% +3x+1 7x+1

=X+4+
X% =X X% — X

ko’rinishda yozish mumkin.

Umumiy holda, noto’g’ri kasr ratsional funksiya bo’lsa, uni

P(x)
X R(X
Q09 _1 (9, R
P(x) P(x)
. . . _ R(X —
shaklda ifodalash mumkin, bu erda T (X) butun ratsional funksiya, m to’g’ri ratsional kasr
X
funksiyadan iborat. T(X) funksiyani osongina integrallash mumkin.
Shunday qilib, noto’g’ri kasr ratsional funksiyani integrallashni, P( ) to’g’ri kasr ratsional
X

funksiyani integrallashga keltiriladi.

3.Eng sodda ratsional kasr funtsiyalarni integrallash;
Eng sodda ratsional kasr funtsiyalar deganda kuyidagi kurinishdagi funksiyalarni tushunamiz.

2
1) A ; 2) A - (k>1 oymyn con); 3)2AX—+B; (p——q<0 ya’ni,
X-a = (x-a) X+ pX+(
kvadrat uch had haqiqiy ildizga ega emas);
2
4) 2AX+B (n>1butun50n,p——q<0)
(x* + px+q)" 4

Bunda A, B, P, {, a- parametrlar hagigiy sonlar.

Birinchi ikki xildagi funksiyalarni jadval integrallari yordamida osongina integrallash mumkin,

ya’ni,

18



1) IrAadX: Alnjx—a|+C,

(x—a)"‘+1+c_ A 1

A _
—=A[(x—a)*d(x—a)= A = : —+C
(x—a) —k+1 1-k (x-a)
Ax+B
buladi. Endi ushbu 3) IZ— dx integralni xisoblaymiz.
X"+ pPX+(Q
1 . . L2
Daslab uning xususiy holi xisoblangan J.Z— dx integralni garaylik. X~ + PX+(Q
X"+ pPX+(Q

uchxadda diskriminanti manfiy ekanligidan undan to’la kvadrat ajratib, X +§ =1 almashtirishdan

keyin quyidagini hosil gilamiz:

I 1

X"+ pPX+(Q

P_
1 dx =Xt =12 dt

2 - 2 2y’
(X+2)2+q_lil1 dx = dt (t°+a“)

2
Bu erda a= w}q — pT .Oxirgi integralda jadval integralidan foydalanib,

I;dlearctgl+cz;arctgﬂ+c (2)

X2 + pX+0Q a a 4q - p? [aq - p?

natijani hosil gilamiz.

dx = |

Ax+ B
Endi ——————dX integralni hisoblaymiz. Intagral ostidagi ifodaning suratida kuyidagicha
2 g y g g g yldag

X"+ PX+(Q

shakl almashtirish bajaramiz
Ax+ B =(2x+ p)g—%+ B

Natijada integralni quyidagicha yozamiz.

A Ap
Ax + B (2x + p)5—7+8
J k= =
X°+ pX+q X°+ pX+q
R e LR o
X+ pxX+q X +px+q

Oxirgi tenglikning 0’ng tomonidagi birinchi integral
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2X+ P d(x + pX+Q)
P o=

In‘x2 + pX+ q‘ +C,

X"+ pPX+qQ X + PX+(Q
bo’lib, ikkinchi integral (2) formulaga asosan,
2X +
| 2 —arcty ——— P
+ PX+(Q 1/ — 1/4q p
Shunday qilib,
AXx+ B _2X+p
Iz—d :—In‘x + px+q‘
X"+ pX+qQ 1/ 1/4q p
natijaga ega bo’lamiz.
4
Bir necha misollar garaymiz. 1-misol. J. > 9 dx integralni hisoblang.
X"+

Yechish. Integral ostidagi funksiya noto’g’ri kasr ratsional funksiyadan iborat. Uning butun

gismini ajratamiz:

_ X 49
x* +9x? x? -9
—9x?
~9x* -81
81
4
Demak, ZX =x*-9+ 281
X“+9 X“+9
bo’ladi.
Shunday qilib,
4
| 2X dx =
X“+9

J

3 3
:j(xz _g4 St jdx:x——9x+8llarctg§+c - X _9x+27arctg > +C.
3 3 3 3 3

x° +9
X+3 _ "
2-misol. I 2 dX integralni hisoblang.
—8Xx+25
Yechish. Maxrajdagi kvadrat uch haddan to’la kvadrat ajratamiz:

2_8x+25=x>-8x+16-16+25=(x—4)*+9, hamda Xx—4=t, dx=dt

almashtirish kiritib, quyidagini hosil gilamiz:
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I X+3 dx—jt+4+3 tdt +7I dt 1. 2tdt 7I dt

dt =
2 _8x+25 t2+9 t2+9 249 27t219 2432

:Ehﬁz+%+Zamw£+c:}Mmﬁ—6x+23+zamw§:£+c.
2 3 3 2 3 3

4. Ratsional kasr funtsiyalarni(umumiy xolda) integrallash.
R(X)
P(x)

P(X)=(x—a)" - (x=b)*....(x* +2px+q)" - (x* + 2kx + O)"......,
ko’rinishda ifodalash mumkin bo’lsa, U xolda bu funksiyani yagona
RO __ A A A B B Moy
P(X) (x-a) (x-a)? (x—a)" (x=h) (x-h)® X% +2px+q
M x+ N, Fix+E; FoX+Ep,
+ +ot
(% +2px+q)t (X +2kx+ ¢) (XZ + 2kx+€)m

Teorema. to’g’ri kasr ratsional funksiya berilgan bulib uning maxrajini

@

ko’rinishda yozish mumkin.

Bunda I,S,....[, M, musbat butun sonlar,a, b, P, q, K, £, hagiqiy sonlar.
A A,.... A, B,..,B, My, Ny,.....y, My, Ny,.... larayrim haqigiy sonlar. (1) tenglikka

to’g’ri ratsional funksiyaning sedda kasrlar ergali yoyilmasi deyiladi.

(1) yoyilmadagi A, Ay,.... A, My, Ny,oooo,y M, Niseon.

koeffitsientlarni topish uchun uni P(X) ga ko’paytiramiz. R(X) ko’phad bilan (1) yoyilmaning 0’ng

tomonida hosil bo’lgan ko’phad o’zaro teng bo’lishi uchun bir xil darajali X lar koeffitsientlari o’zaro
teng bo’lishi kerak. Bir il darajali X lar koeffitsientlarini tenglashtirib
AL AA ... , My, Ny, noma’lum koeffitsentlarga nisbatan chizigli tenglamalar

sistemasini hosil gilamiz. Bu tenglamalar sistemasini echib anigmas koeffitsientlarni topamiz.
Ratsional funkiya yoyilmasidagi noma’lum koeffitsientlarni bunday usul bilan topishga

nema’lum keeffitsientlar usuli deyiladi.

Bu usulni bir necha misollarda garaymiz.

2x -1
1-misol. — - ratsional funksiyani sodda kasrlar yoyilmasi ko’rinishida yozing.
X“—5X+6

Yechish. Maxrajni X2 —5X+6 = (X =3)(X —2) chizigli ko’paytuvchilarga ajratib, (1)
formulaga asosan, go’yidagicha yozamiz:
2x -1 _ A N A,
—5x+6 X-3 Xx-2
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Oxirgi tenglikni x> —5X +6 ga ko’paytirib
2x=1=A(Xx-2)+ A,(x=3) érxu 2x-1=(A +A,)x—-2A —3A, tenglikni
hosil gilamiz. Bir xil darajali X lar koeffitsientlarini tenglashtirib
A+A =2,
{— 2A, —3A, =-1
A1 va A2 noma’lumlarga nisbatan, chizigli tenglamalar sistemasini hosil gildik. Bundan

A =5, A, =—3 bo’ladi.  Shunday gilib,

2x-1 5 3
x> -5x+6 X—-3 Xx-2
hosil bo’ldi.
x* -1
2-misol. ratsional kasrni, sodda kasrlar yig’indisi ko’rinishida yozing.
X(x? +1)?

Yechish. (1) formulaga asosan, quyidagicha ifodalash mumkin:
x2-1 A L Max+Ny  Mox+N,
x(x2+1)% X  x*+1  (x*+1)?

Oxirgi tenglikni X(X? +1)? ga ko*paytirib quyidagini hosil gilamiz:

X2 —1= A (X*+)* + (M x+ N)X(X* +1) + (M,x + N,)X  éxu

x2 —1= (A + M)X* + N3+ (2A + M, +M,)X% + (Ny + N)x+ A
XO,Xl, X2, X3, X4 larning koeffitsientlarini tenglashtirib

x* = 2A + M, =0,

X3+ N, =0,
X2 +2A + M+ M, =1,
x'+N;+N, =0,
X0+ A =-1
chiziqgli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemadan

N, =0, N, =0, A, =-1, M; =1 M, =2 bo’ladi. Shuning uchun yoyilma quyidagicha

x? -1 1 X 2X
oz eyt T e
X(x“ +1) X x“4+1 (x°+1)

bo’ladi.
Endi bir necha integrallarni hisoblaymiz.
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. dx _ -
3-m|30l.j integralni hisoblang.
(x=2)(x-3)
_ 1 | _(—1 1 j.. .
Yechish. funksiyani + ikkita sodda kasrning
(x=2)(x—3) X—2 X-3

ayirmasi ko’rinishda yozish mumkin. Shuning uchun,

[ L dx:—j( L1 )dx:—ln\x—2\+ln\x—3\+c:In(x—_?’j+c
X—2 X 2

(x=2)(x-3) -3 X —
bo’ladi.
. Xx—2 . .
4-misol. ﬁdx integralni hisoblang.
X* +2X
. x-2 ST - R
Yechish. NEVNEPN integral ostidagi to’g’ri ratsional funksiyani sodda kasrlar yig’indisi shaklida
X“(X+2)
yozamiz:
X—2 A B C
X“(x+2) X x° X+2

oxirgi tenglikni X2 (X + 2) ga ko’paytirib,
X—2=AX(X+2)+B(x+2)+Cx* éxu x—-2=(A+C)x*+(2A+B)x+2B
tenglikka ega bo’lamiz.

Endi X ning bir xil darajalilari koeffitsientlarini tenglashtirsak, quyidagi tenglamalar sistemasi hosil
bo’ladi.

x| A+C=0 A+C =0 At
x| 2A+B=1 bundin 2A+B=1 B
x°| 2B=-2 B=-1

bo’ladi. Shunday qilib,

X2 (X + 2) X2 X+2
Natijada
X;de=j(£—i—ijdx=In\x\+1—ln\x+2\+c=1+In—+C
X3+ 2x2 X X2 X+2 X X X+ 2
bo’ladi.

5. Mustahkamlash uchun savellar
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1. Butun ratsional funksiya nimadan iborat?

2. Kasr ratsional funksiyalar ganday?

3. To’g’ri va noto’g’ri kasr ratsional funksiyalr deb nimaga aytiladi?

4. Noto’g’ri kasr ratsional funksiyani integrallash, to’g’ri ratsional funksiyani integrallashga
ganday qilib keltiriladi?

5. Sodda kasr ratsional funksiyalar deb nimaga aytiladi?

6. Sodda Kkasr ratsional funksiyalar ganday integrallanadi?

7. Anigmas koeffitsientlar usuli nima?

6.Mustaqil bajarish uchun topshiriglar
1. Ushbu ratsional funksiyalarni integrallang.

3 4
1)jXX—_3dx; Z)IX—dx; 3)j( X=3 dx; 4) ﬂdx;

x? +25 x—2)x+4) X2+ X+ 2
X+2 5x-1 2X+5 6Xx—7
5)jﬁdx; 6) jz—dx; 7 j—dX; 8 j3—2dx.
X® - 2X 2x% +x-3 (x—4)x+5) x> — 4x% + 4x
Mavzu. Irratsional va trigonemetrik funksiyalarni integrallash
Reja
1. I X" (a + bXn) P kurinishdagi integrallarni integrallash.
dx o -
2. j ko’rinishdagi integrallarni integrallash.
Jax? +bx+c
dx . N
3 j ko’rinishdagi integrallarni integrallash

(x +a)Vax? +bx +c
4. Har xil argumentli sinus va kesinuslar ko’paytmalari shaklidagi funksiyalarni integrallash.

5. j sin™ xcos" xdXx ko’rinishdagi integrallarni hisoblash.

6. Anigmas integral hagida yakuniy mulohazalar.

7. Mustaxkamlash uchun savollar.
8. Mustakil bajarish uchun misollar.

Tayanch ibora va tushunchalar
Irratsional ifoda, irratsional funksiya, trigonometrik funksiyalarni integrallash, trigonometrik funksiyalar
ko’paytmasini yig’indiga keltirish formulalari, sinus va kosinus funksiyalar ko’paytmasi darajalaridan

birortasi toq, ikkalasi ham juft yoki tog, anigmas integral hagida yakuniy mulohazalar.

1. J. Xx™(a+bx")P «kurinishdagi integrallarni integrallash.
Irratsional funksivalarni_integrallash ko’p hollarda o’zgaruvchini almashtirish bilan ratsional

funksiyalarni integrallashga keltiriladi. Bunday irratsional funksiyalarning ayrimlarini karaymiz.

1. j x™ (a + bXn) P kurinishdagi integralni xisoblash talab etilsin,

bunda M, N, P ratsional sonlar, & va b 1ar noldan fargli o’zgarmaslar.

1) P butun son bo’lsa, Nsroton binomi bo’yicha yoyish bilan integrallanadi;
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m+1 n_ys g .
2) butun bo’lsa, @+ bX" =1 almashtirish orgali

n

ratsionallashtiriladi, bunda S~ P Kkasrning maxraji,

m+1 -n s o
3) + P butunbo’lsa, ax = + b =1t almashtirish olinib,

ratsional funksiyaga keltiriladi.

V1+3/x
%/x72

Yechish. Integralni _[X_%(l+ x%)dx ko’rinishida yozib,

2 1 1m+1/+1%
37" 73 PT yy

bo’Iganligi uchun (1+ X%) = t2 almashtirish olsak,

1-misol. dx  integralni hisoblang.
g g

_2 _2
x% =t2 -1, %x édx:tht, X Adx:6tdt

bo’ladi. Bularni berilgan integralga qo’ysak,

3
jx_%(1+ x%)%dx:jt-tht = 6[t*dt =6-%+C = 2(1+§/§)% +C

bo’ladi.
. dx .
2-misol. I ] —14_ X4 integralni hisoblang.
- 1
YechlshJ. jx°(1+x4) %dx , m=0,n=4, p=—=
1+ x? 4
m +1 +pP= 1 —% = O(butun) bo’lganligi  uchun X_4 +1= t4 almashtirish  olsak,
n

x=(t' ~D 71, dx=—t3t* ~1) Adt, Y1 x* =ttt -1) 2

bo’ladi.Demak,

| dx tdt 1I[i_i) —lf dtl Z H—Earctguc,
o xd 41+t t-1 th -

Y1+ x4+
t =1+ x* bo’Igantigi uchun, j%:%ln L{/l_—l——arctg\/1+x +1+C
+ X +x* -
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bo’ladi.
dx

2. J. ko’rinishdagi integrallarni integrallash.
Jax® +bx+c

Bunday ko’rinishdagi ifodalarni integrallash #vagrat uch haddan to’la kvadrat ajratish bilan

I d—u yoki I d—ujadval
Va? —u? va? +u?

integrallaridan biriga keltiriladi.

dx

3-misol. I integralni hisoblang.

VX2 +2x+5

Yechish. X2 +2X+5=X* +2X+1+4 = (X +1)® +4 to'lakvadrat ajratib,

X +1=U desak,

j\/%:j\/%:In‘u+\/u2+4‘+C:In‘(x+1)+x/x2+2x+5‘+C
X2 +2X + u® +

bo’ladi.

dx
B.I ko’rinishdagi integrallarni integrallash
(x +a)Vax® +bx +c
dx o 1 g .
ko’rinishdagi integral, =1 almashtirish orgali 2.
(x+a)ax? +bx+c X+a

ko’rinishdagi integralga keltiriladi.

dx
(X+1)VX2 +2x +2
1-t 1

Yechish. 1 =t desak, t(x+1) =1 tx+t=1 tx=1, x=—,dx= ——2dt
X+1 t t
olamiz. Natijada
-1
B .

I(x+1)«/>(<jzx+2x+2:I 1 2 1 - 1-2t+t> 2-2t
D R e

t t

4-misol. j integralni hisoblang.

J1—2t +t2 + 2t Ji2 +1

bu jadval integraldir. (Oxirgi integralni mustaqil bajarishni 0’quvchiga havola gilamiz).

4. Harxil argumentli sinus va kesinuslar ko’paytmalari shaklidagi funksiyalarni integrallash.

[sinmxcosnxdx, [sinmxsinnxdx, [cosmxcosnxdx (1)
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ko’rinishdagi integrallarni kisoblaymiz. Maktab kursidan ma’lum bo’lgan trigonometrik funksiyalar
ko’paytmasini, yig’indiga keltirish

sinarcos 4 = %[sin(a + B) +sin(a + B)], sinasing= %[cos(a — B) —cos(a + B)],

COS Cos B = %[cos(a — B) +cos(a + )]
formulalardan foydalanib, (1) ko’rinishdagi integrallarni
[sinaxdx, [cosbxdx
integrallardan biriga keltirib itegrallanadi.
1-misol. j SiN 2X oS 7xdX integralni hisoblang.

Yechish. TOqoridagi formulalarning birinchisidan

Sin 2XCoS7X = ;[sin(Zx +7x) +sin(2x —7x)] = ;(sin 9xsin 5x),
. 1. . . 1.. 1..
[sin2xcos 7xdx = 5j(s.m 9x —sin5x)dx = Ejsm Oxdx — Ejsm 5xdx =

11 11 1 1
==—.=(-c0s9x) —=-=(-c0s5x) + C = —cos5x ——cos9x + C.
29 25 10 18
natijaga ega bo’lamiz.
2-misol. [ COS7xc0s3xdx, [sin4xsin2xdx, [sin5xcos3x integrallarni
mustaqil hisoblang.
5, jsinm X €0S" XdX ko’rinishdagi integrallarni hisoblash.

Bunda M, N lar butun sonlar. Xususiy hollarda M yoki N sonlardan birontasi 0 ga teng
bo’lishi ham mumkin.

1) M yoki N sonlardan bittasi toq bo’lsin. Bu holda integral ratsional funksiyalarni

integrallashga keltiriladi. Bunda integrallash mohiyati quyidagi misollardan tushunarli bo’ladi.
3-misol. [Sin® xcos® xdX integralni hisoblang.
Yechish. 5in xdx = —d (cosX) va sin’ X =1— c0s® X ekanligini hamda
COS X = Z almashtirish kiritib, quyidagini hosil gilamiz:

[sin® xcos* xdx = [sin® x cos® xsin xdx = [ (1 - cos® x) cos* x(—d cos x) =

5 7 5 7
z z COS™ X COS X
5 5 7
sin® x
4-misol. J. >—0X  integraini hisoblang.
COS™ X
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Yechish. SIN XdX = —d COSX bo’lgani  uchun, t = cos X almashtirish  olsak,

sm X sin xsmxdx 1- COS X .
Jo o= =]

cos? X cos? X cos? X

=—j dt+jdt }+t+C _L+cosx+C
t COS X

bo’ladi.
Bu usuldan M va N sonlardan bittasi toq va musbat boshqasi ixtiyoriy hagigiy son bo’lganda ham
foydalanish mumkin.

2). Endi M va N sonlar ikkalasi ham toq yoki juft va musbat bo’lsin. Bunday hollarda

. 1—cos2x 5 1+cos2x . 1 .
sin X:T, cos X:T, smxcosx=§sm2x

formulalardan foydalanib, darajalarni pasaytirib, integrallanadi.
6-misol. jsinz X dX integralni hisoblang.

Yechish. Bu integralni izoxlarsiz 1’<i50blaymiz:

1- cost cost 1
I dx - |

jsm xdx = j dx=—x—lsin2x+C.
2 4

7-misol. [Sin? xc0s* XdX  integralni hisoblang.

Yechish. Trigonometrik funksiyalarning darajalarini pasaytirish formulalaridan foydalanib, seuyidagi

natijaga kelamiz:

2
jsinz s cos* xdx — J1—cost .(1+ COS 2X

> ) dx:;j(l—COSZX)(lJr cos 2x)%dx =
j(l cos? 2x)(L+ cos 2x)dx = 8jsm 2x0X + Eij(s.in2 2X €0S 2XdX) =

+C=

1](1 COS4x)dX+—jsm oxdsin2x= L x— Lsinay L8N 2
16 16" 64 16 3

ix—ism4x+ism 2x +C.
48

16 64

3. Anigmas integral hagida yakuniy mulehazalar. Biz roqorida elementar funksiyalarni 0’z

ichiga olgan muhim integrallash usullarini ko’rdik. Lekin amaliyotda fagat shu usullardan aynan
foydalanamiz degan fikr bo’lmasligi kerak. Boshgacha gilib aytganda, integral ostidagi funksiyaning

berilishiga garab unga mos mulohazalardan foydalanish kerak. Masalan,
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3 2
dx:j'd(x + 3X —4x+5): %:In|t|+C:

| 3x%2 +6x—4
x3 +3x%2 —4x+5

x3 +3x% —4x+5
:In‘x3+3x2—4x+5‘+C

yoki
xdx 1.2xdx 1.d(x*+3) 1

x2+3 2°x2+43 20 x¥3+43 2

integrallashni bajarish mumkin.

In‘x2 +3‘ +C

Juda ko’p integrallarni hisoblashda ayrim xususiy usullardan foydalanib oldingi hisoblangan
integrallarga keltiriladi. Shuning uchun amaliyotda integrallashda tayyor go’llanmalardan foydalanish
ham mumkin. Masalan [FO.A. Breichkov, O.l.Marichev, A.P.Prudnikov. Tablitser neopredelyonnsix
integralov. M.: Nauka 1986-192s].

Integrallashning bayon etilishidan ma’lumki integrallash texnikasi differentsiallashdan
murakkabroqdir. Shuning uchun ham integrallashda shunday ko’nikmalar kerakki, bunga ko’p sondagi
misollarni yechish natijasida erishish mumkin.

Ma’lumki differentsial hisobda istalgan elementar funksiyaning hosilasini topish mumkin edi va
u yana elementar funksiyalar bilan ifodalanar edi. Integral hisobda esa masala boshgacharog bo’lib,

ko’plab

1 sinx cosx
"Inx’ x X

2
misollar  keltirish  mumkinki, integral (e‘x jostidagi funksiyaning

boshlang’ich  funksiyalari mavjud bo’lishiga garamasdan, ular elementar funksiyalar orqali
ifodalanmaydi. Bunday integrallar yaxshi o’rganilgan va ulardan amaliyotda foydalanish uchun tayyor
jadvallar, grafiklar tuzilgan.
Mustahkamlash uchun savellar
Qanday funksiyalar sinfiga irratsional funksiyalar deyiladi?
9. Irratsional funksiyalar ganday integrallanadi

1. Trigonometrik funksiyalarning ko’paytmasini yig’indiga Kkeltiriladigan formulalarni
yozing?

2. Qanday hollarda trigonometrik funksiyalar ratsionallashadi?

3. Qanday hollarda trigonometrik funksiyalarning tartibini pasaytirish bilan integrallanadi.
Mustaqil bajarish uchun topshiriglar

Ushbu integrallarni kisoblang.

2. Ushbu irratsional funksiyalarni integrallang.

2X+1 2X—3 7X-5

1 dx: 2 dx: 3
)I\/x2—4x+1 ” )Ix/8—2x—x2 " )I\/~/5+2x—x2

o dx 5 Jx +3
dfox+1? —vax+1 xWx+¥x

dx;

)dx.
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1. jsinstin?xdx .2 jsin5xc033xdx. 3. jsinxsinSxdx.

4. jsin3xc052xdx. 5, jcos4xc032xdx. 6. jsin3xcosxdx.

7. [sinxcos” xdx. 8. [sin®xcos® xdx . 9. jsin2 5xdx .

10.jcos 7X C0S 3xdX. ll.jsin 4xsin 2xdx.

5 3
12. [sin®xcos® xdx. 13. | C_OSZ Xdx. 14, jL;(dX
sin? x sin? x
tg3xdx 16. [ctg>xdx 17 jde
15.J' . . . . COSZX
18. [sin*xdx. 19. [cos® xdx. 20. [sin® xdx.

21. [cos®xdx. 22. jsin2 X c0s° xdXx. 23.j3x/cos2x sin® x dx.

Il - BO’LIM. Aniq integral
Mavzu. Aniq integral va uning asosiy xossalari

Reja

Aniq integralga keltiriladigan masalalar hagida.

Aniq integralning ta’rifi va uning geometrik ma’nosi.
Aniq integralning asosiy xossalari.

Aniq integralni hiseblash. N’1oton-Leybnits formulasi.
Mustaxkamlash uchun savollar.

Mustakil bajarish uchun misollar.

SourwLNE

Tayanch ibora va tushunchalar
O’zgaruvchan kuchning bajargan ishi, aniq integral, integral yig’indi, funksiyaning integrallanuvchanligi,
aniq integralning asosiy xossalari, aniq integralning kattaligi, N’toton-Leybnts formulasi, aniq integralda

0’zgaruvchini almashtirish, bo’laklab integrallash.

1. Aniqg integralga keltiriladigan masalalar hagida. Anig integral matematik tahlilning

eng asosiy amallaridan biridir.
FOzalarni, yoy uzunliklarini, hajmlarni, o’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hamda

igtisodning bir gancha masalalari aniq integralga keltiriladi.

O’zgaruvchan kuchning bajargan ishi masalasi

Masala. Material nugta F o’zgaruvchan kuch ta’sirida OX o’gi bo’yicha harakatlanayotgan

bo’Isin. F kuch ta’sirida material nugta a nuqtadan b nugtaga o’tganda bajarilgan ishni hisoblang.
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Yechish: F kuch [a,b] oraliqda o’zgaruvchi X ning funksiyasi bo’ladi. F(X) [a,b] kesmada

uzluksiz deb garaymiz va [a, b] kesmani & =Xy, <X <X, <...<X, =D nugtalar orqali

|_XH' X; J gismiy kesmalarga ajratamiz.

1-chizma.

Mexanikadan ma’lumki kuch o’zgarmas bo’lsa, bajarilgan ish A=F -l formula orgali
aniglanadi, bunda F jismga ta’sir etayotgan kuch migdori, | esa ushbu kuch ta’sirida jismning siljish

uzunligi. Har bir [xi_lyxiJ gismiy kesmada bittadan nugta (c; ) larni tanlaymiz. Bu nuqtalardagi kuchning
giymatini - F (C; ) lami hisoblaymiz (i =1,n). Bunda har bir |x, , x, | gismiy kesmada jismga ta’sir
etayotgan kuchni kattaligini F(Ci) desak, u holda shu qismiy kesmada bajarilgan ish
Ai = F(Ci)AXi kaba aniglanadi. Demak, butun [a,b] kesmada bajarilgan ishning giymati tagriban

A= Zn:F(Ci X,

i=1

bo’ladi. [a, b] oraligni bo’lishlar sonini ganchalik oshirsak hisoblanayotgan ishning gattaligidagi xatolik

shunchalik kamayadi. Shuning uchun Max AXi = A belgilash kiritamiz. 4 — 0 munosabati oraligni
I<i<n

bo’lishlar soni cheksiz kattalashshishini bildiradi, F (Ci) kattaliklar esa oniy kuch kattaligini ifodalaydi.
Natijada bajarilgan ishning anig giymati uchun

n
A=1im > F(c; )Ax (1)

munosabatni olamiz.

Shunday gilib, F o0’zgaruvchan kuchning bajargan ishini hiseblash uchun (1) ko’rinishdagi

cheksiz ko’p sondagi cheksiz kichiklar yig’indisining limitini hisoblash kerak ekan.

2. Aniq integralning ta’rifi va uning geometrik ma’nosi.

Endi rogoridagi masalani umumiy holda garaymiz. Bizga [a,b] kesmada uzluksiz bo’lgan
y = f(X) funksiya berilgan bo’lsin. [a, b] kesmani 8 =X, <X <X, <..<X, =D nugtalar orgali
uzunliklari AXi = Xj — Xj_1» I=1 n bo’lgan nta gismiy kesmalarga ajratamiz va har bir gismiy
kesmada bittadan C,, Cy, .... ,C,, nuqtalar tanlaymiz. Bu nugtalarda funksiyaning f (C;)

giymatlarini hisoblab  f(C )AX, + f(C,)AX, +...+ f(C,)AX,  vig’indini tuzamiz? bu yig’indiga
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y = f(X) fugktsiya uchun [a,b] kesmadagi integral yig’indi deyiladi. gi)rf AX; = A4 belgilash
Kiritamiz.

n
Ta'rif. ) f(Ci )AXi integral yig’indining [a,b] kesmaning [Xi—ll X; ](I =123,...,n)
i=1

gismiy kesmalarga bo’linish usuliga va ularda C;, C,, .... ,C,, nugtalarning tanlanishiga bog’lig

bo’lmagan A —> O dagi chekli limiti mavjud bo’lsa, bu limitga f(X) funksiyaning [a,b]
kesmadagi aniq integrali deyiladi va

b
[ f(x)dx

simvol bilan belgilanadi.

Ta’rifga asosan
b n
[f()=1imY f(c;)Ax
a

A1-0 i=1

bo’lib, Y = f(X) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo’lsa, u integrallanuvchi ya’ni bunday

funksiyaning anig integrali mavjuddir.

3. Aniqg integralning asosiy xossalari
Aniq integral quyidagi asesiy xessalarga ega:

1) chekli sondagi integrallanuvchi funksiyalar algebraik yig’indisining aniq integrali

go’shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig’indisiga teng, ya’ni

T[fl(x) + f,(x) = f3(x)]dx = ? f, (x)dx +? f,(x)dx —T f,(x)dx;

2) 0’zgarmas ko’paytuvchini aniq integral belgisidan chigarish mumkin, ya’ni
b b
[kf (x)dx = k] f (x)dx;
a a

3) [a, b] kesmada f(X) > 0 bo’lsa,

b
[ f(x)dx>0.
a

bo’ladi;

4) [a,b] kesmada f (X) < g(X) tengsizlik bajarilsa,

b b
[ f(x)dx < [g(x)dx
a a

bo’ladi;

5 C [a, b] kesmadagi biror nugta bo’lsa,
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? f (x)dx = j f (x)dx + j! f (x)dx

tenglik o’rinli bo’ladi;
6) M va M sonlar Yy = f (X) funksiyaning [a,b] kesmadagi mos ravishda eng kichik va

eng katta giymatlari bo’lsa,
b
mb-a) <[ f(x)dx<M(b-a)
a
tenglik o’rinli bo’ladi;

7) ? f(x)dx = —T f (x)dx;
a b
8) T f (x)dx =0;
b b b
9) j f(x)dx = j f(t)dt = j f(n)dn

bo’ladi;
10) Yy = f (X) [a, b] kesmada uzluksiz bo’lsa, bu kesmada shunday bir C nuqgta topiladiki

T f(x)dx = f'(c)(b—a)

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bunga o’rta giymat hagidagi teorema deb ham aytiladi.

4. Aniq integralni hisoblash. N’1oton-Leybnits formulasi.
Aniq integralning ta’rifiga asosan, ya’ni cheksiz ko’p sondagi cheksiz kichiklar yig’indisining

limitini hisoblash ancha giyinchilikka olib keladi. Shuning uchun aniq integralni hisoblash uchun, boshga

anigmas integral bilan aniq integral orasidagi bog’lanishga asoslangan usuldan foydalaniladi.
F(x), [a, b] kesmada uzluksiz f (X) funksiyaning boshlang’ich funksiyalaridan biri bo’Isa

j! f (x)dx = F(x) ’ =F((b)-F() )

formula o’rinli bo’lib, bunga N’reton-Leybnits formulasi deyiladi. Bundan foydalanib anig integralning

kattaligi hisoblanadi.

Shunday qo’yilib, aniq integralni hisoblash uchun ham, anigmas integraldagidek, boshlang’ich
funksiyani topish kerak ekan. Bunday masala bilan anigmas integralni hisoblashda to’laroq shug’ullandik.
Demak, anigmas integralni hisoblashdagi hamma formula va usullar 0’z kuchida golib, undan aniq

integralni hisoblashda ham foydalanamiz.
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4
1-misol. JXZdX integralni hisoblang.

1
4 34 3
Yechish._[deXZX— —4——1 %—1 63 =21.
1 3 3 3 3 3 3
X3

Eslatma: Y = X2 funksiyaning ? boshlang’ich funksiyasini oldik, buning o’rniga

3
X
ixtiyoriy ? + C boshlang’ich funksiyasini olganda ham natija bir xil bo’ladi. Hagigatan, ham

3 4 3 3
X_+C :4_-|-C 1 +C 64 C———C—gzzj-
3 )| 3 3 37 3 3

bo’ladi. Shuning uchun bundan keyin C = 0 bo’lgan boshlang’ich funksiyani olamiz.

5
2-misol. J‘Xq/X + 4 dX integralni hisoblang:
0

Yechish: +/X +4 =t almashtirish olamiz, X = t° — 4, dx = 2tdt bo’lib,

X =0 bo’lganda, vO+4 =t, t=2, v5+4 =t, t =3 bo’ladi.

Shunday qilib,
t53 t33
jx«/x+ 4dx = j(tz A)t2tdt = j(2t4—8t )dt_zjt dt — 8jt dt=2 |-85 |=
0 2 2
:3(35-25)—§(33—23)=3-211—§-19=% a3t
3 3 5 3 15 15

Demak, anig_integralda o’zgaruvchini_almashtirilganda o’zgaruvchilar bo’yicha uning integrallash

chegaralarini ham almashtirib olinsa, anigmas integraldagidek oldingi 0’zgaruvchiga gaytish kerak emas.

T
3-misol. jxsin XdX integralni hisoblang.
0

Yechish: Bo’laklab integrallash

b b| b
fudv=uv |-[udv
a a a

formulasidan foydalanamiz:
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u=x

T du = dx oz _ d

jxsm xdx = _ = —XCOSX |+ jcos xdx = —z(cos z +sin Xx)

0 dv = sin xdx ol 0 0
V =—C0S X

=—n(-1)+sinz —sin0 = 7.
Mustahkamlash uchun savellar

1. Qanday masalalar aniq intgralga keltiriladi?

2. Integral yig’indi ganday tuziladi?

3. Aniqg integral deb nimaga aytiladi?

4. Anig integral ganday belgilanadi?

5. Funksiya integrallanuvchi bo’lishi uchun ganday xossaga ega bo’lishi kerak?
6. Aniq integralning asosiy xossalari nimalardan iborat?

7. Neroton-Leybnits formulasini yozing?

8. Aniq integralni bo’laklab integrallash nimadan iborat?

Mustagqil bajarish uchun tepshiriglar

; il 3 dt ? 1
1 [(x*+X) —dx. 3. 4. || VX +— |dx
i {X g 2 £ VX

cos’a
2 dx dx 1 dx 6 X

b. . 6. . . 8| ——dx
-I5X2+4X—21 g\/x2+2x+4 -I2\/5—4x—x2 { X+3

2 0
9. [x*y/4-x° dx.10. [xcosxdx.
0 T
Mavzu. Aniq integralning tatbiglari

Reja
. Aniq integral yordamida yassi figuralar rzlarini hiseblash.

Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash.

Aylanma jism hajmini hisoblash.

Mustaxkamlash uchun savollar.
Mustakil bajarish uchun misollar.
Tayanch ibora va tushunchalar

1
2
3
4. Aniq integralning igtisediyotga tatbiglari.
5
6

IOzalarni hisoblash, egri chizigli trapetsiya, egri chiziq yoyining uzunligi, aylanma jism
hajmi, o’zgaruvchan kuchning bajargan ishi, ishlab chigarishning mehnat unumdorligi, mahsulotlar

(tovarlar) zahirasi, mahsulot ishlab chigarish hajmi, daromad funksiyasi,
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1.Aniq integral yordamida yassi figuralar rezlarini hisoblash Yy = f (X) funksiya grafigi,
X=a, X=D ikkita to’g’ri chiziglar va OX o0’qi bilan chegaralangan figuraga egri chizigli
trapetsiya deyiladi. Bunday egri chizigli trapetsiyaning rozi

b b
S = [ydx = [ f (x)dx )
a a
formula bilan hisoblanadi (1-chizma)

Umumiy hol, yani Y, = f,(X), VY, = f,(x), f,(X)> f;(X) chiziglar bilan

chegaralangan roza

S, = [[f,(x) f,(x)]dx o

aniq integralga teng bo’ladi .

X= (D(y), y=¢C Y= d, x=0 chiziglar bilan chegaralangan 10za

d d
S, = [xdy=[p(y)dy ®3)
C C

aniq integral bilan hisoblanadi.
Egri chiziq parametrik

{X = x(t)

y = y(t)

tenglama bilan berilgan bo’lsa, roza

s = Fy(o(t)at @

formula bo’yicha hisoblanadi.

4-misol. XYy = 8, x=1 x=e, y= O chiziglar bilan chegaralangan rozani hisoblang

Yechish. Y = % bo’lib, (3) formulaga asosan,
S, =[ydx=] gdx=8ln X=8(Ine—In1)=8.

5-misol. Y = X2 ) y2 = X chiziglar bilan chegaralangan rozani toping.

y:XZI

y? =x

Yechish:

tenglamalar  sistemasidan X4 =X, X4 -x=0, X, = 0; X, =1 kesishish  nugtalarining

abstsissalari bo’lib, bu roza
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S = j[\/_ X ]dx_

\‘ w
o -
I
oo‘xw
[l
7\
wN
I
o
N S
I
7~ N\
Wk
|
o
N
I
w|

bo’ladi.
6-misol. Ellipsning

X = 3cost,
y = 2sint
parametrik tenglamasidan foydalanib uning rozini toping.

Yechish. Ellips koordinat o’glariga nisbatan simmetrikligidan foydalanib, hamda X = 3COSt
tenglamada X = 0, X = 3 bo’lganda t; = % ,t, = 0 bo’lganligini hisobga olib,

7Z'

sin tdt—24j#d t=12

24 (1—cos2t)dt

o'—.w\a
o —N N

0 2
S =4/ ydx £25lnt —3sint)dt
2

=122 —%sin 2t 0212(% —oj —6(sinz —sin0) =67

2. Egri chizig yoyi uzunligini hiseblash. To’g’ri burchakli koordinatlar sistemasida

y= f (X) [a, b] kesmada silliq (ya’'ni Y = f (X) hosila uzluksiz) bo’lsa, bu egri chiziq yoyining

uzunligi
| =[y1+(y') dx (5)

formula yordamida hisoblanadi.
Egri chizig parametrik tenglama

o

bilan berilgan bo’lsa, yoy uzunligi

|_j\/ ) dt

aniq integral bilan hisoblanadi.

Silliq egri chiziq qutb koordinatalarida I = r((o), (a <@p< ﬂ) tenglama bilan berilgan

bo’lsa, yoy uzunligi

B
I = [{r?+(r')* do (6)
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formula bilan hisoblanadi.
2 2 2
7-misol. XA + yé = aA

astroida yoyining uzunligini toping.
Yechish: Astroida koordinat o’glariga nisbatan simmetrik bo’lganligi uchun 1/4 yoy uzunligini
topamiz.

Oshkormas funksiya hosilasiga asosan

2 2 ., ,
+ T Y =0 bundan, y' =—

. YOy uzunligi formulasiga asosan,

<1<

R 3
3x 3 3y 3
=4[ {1+ (y)P =4[ L+ Ry 13¥x [ dx =
0 0
1 . 2® ,
dx:4.[§dx:4%/§jx_5dx:4i/§§ =4g§/§~£a3—oj:6a.
OXE 0 3

0

3. Aylanma jism hajmini hisoblash
y = f(X), X=4a, X=Db, y=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning OX 0’

atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning hajmi
; 2 ; 2
V, =z[y?dx=r[ f*(x)dx ™
a a

anig integral bilan hisoblanadi.
X = gp(y), y=¢C, y=d, Xx=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning OY o’qi

atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning hajmi
d d
V, =z[x*dy =z [p*(y)dy ®)
c c
formula bilan hisoblanadi.

8-misol. y2 = 2X parabola, X =3 to’g’ri chiziq va OX o’qi bilan chegaralangan

figuraning OX o0’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning hajmini hisoblang.

Yechish. Masala shartiga ko’ra X o dan 3 gacha o’zgaradi. Demak,

3 3 3
V, =z[y?dx=rx[2xdx = 2x* |=7(3*-0°)=9x.
0 0 0
XZ y2
9-misol. — + b_2 =1 ellipsning OY 0’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jism hajmini
a

hisoblang.

Yechish. Bunday jismga aylanma ellipsoid deyiladi. Ellips tenglamasidan
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x% = a? l—g—z bo’lib, integralning chegaralari C=-b, d =D bo’ladi. (8)
formulaga asosan,
b 2 b 2 b b 2 3 b
7a a
_b b —b b —b -b b —b

2 2 4
= a2lb— (=)= 72 b3 = (=b)? |= 27020 — £ 7a%b = = 7.
b (-b)] ﬂBbz[ (~b)?] : .
4
Demak, Vy=§7za b

4
a=b =R bo’lsa, shar hosil bo’lib V,, = §ﬂR3 bo’ladii

4. Anig integralning igtisediyotga tatbiglari

Endi_aniqg _integralning igtisediyotga tatbiglarini garaymiz. 1). Ma’lumki, mehnat unumdorligi

ish kuni mobaynida 0’zgaruvchi migdordir. Mehnat unumdorligi 'y = f (X) funksiya bilan ifodalansin,

bunda X ish kunining boshlanishidan hisoblangan vaqt oralig’i, f(X) esa vaqgtning shu onidagi

(momentidagi) mehnat unumderligini bildiradi. Mehnat unumdorligining ish kunining 4-soatidagi

hajmini hisoblash masalasi go’yilgan bo’lsin.
Vagtning (3,4) oralig’ini eng kattasining uzunligi AX bo’lgan oraliglarga bo’lamiz va
f (X) funksiya bu kichik oraliglarda 0’zgarmas desak ishlab chigarish mehnt unumdorligini f (X) AX

ko’paytmaga teng bo’ladi. Shunday gilib, ish kunining 4-soatidagi ishlab chigarish mehnat unumdorligi

lim i f (X) Ax :le f (x)dx
Ax—0"3 3

tenglik bilan ifodalanadi.

2). Mahsulotlar omboriga vaqt birligida keltiriladigan mahsulet migderini f (X) va

mahsulot omborga kelib tushushidan boshlangan vaqt birligi X bo’lsa, X dan X + AX vaqt oralig’idagi
omborga T (X) AX birlik mahsulot keladi. Demak, omborga mahsulot uzluksiz kelib tursa, undagi

tovarning zahirasi

X
[ f(x)dx
0

bilan ifodalanadi.
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3). Mashinasozlik sanoati biror xildagi stanoklarni ishlab chigaradi va yillik ishlab chigarishi
0’zgarmas A ga teng bo’lib, X shu stanoklar ishlab chigarilgan yillar bo’lsin.

Vagtning T onidagi (momentidagi) stanoklar soni (ular ishdan chigmagan deb olinadi).
¢ t
[adx =[ax]; = at
0

bo’ladi. Agar mahsulet ishlab chigarish hajmi arifmetik progressiya bo’yicha o’suvchi ya’ni

f(x)=a, +a.x

bo’lsa, stanoklar soni
t

t 2 2
a, X ajt

[(ay +ayx)dx =| agx +— =agt +———

: 2 | 2

tashkil etadi.

4). Yillik daremad t vagtning funksiyasi D = f (x) _bo’lsin. Protsent (foiz) me’yori ulushi

I bo’lib, foizlar ustiga qo’shib uzluksiz hisoblanadi. Daromadning 1 yilga hisoblangan diskontli hajmini
toping. Diskont deb oxiri jami mablag’ bilan boshlang’ich mablag’ orasidagi farqqa aytiladi.

Bu miqdorni hisoblash uchun, vaqt oralig’i € ni N tateng bo’laklarga ajratamiz. Vaqtning
juda ham kichik At oralig’ida daromadni o’zgarmas deb f(t) At ga teng qilib olish mumkin.

Uzluksiz ustiga qo’shib hisoblangan foizlarda diskontli daromad quyidagicha hisoblanadi:

f (t)At

—=f(t)Ate™.
e

(0,t) vaqt oralig’idagi diskontli daromad miqdori

t . t .
: —it _ —it
AI:LnOZO: f(t)e At = g f(t)e"dt

bo’ladi.
Xususiy holda, yillik daromad o’zgarmas bo’lsa, ya’ni f(X)=a bo’lsa, diskontli
daromad
t
d= iae‘“dt = ai fe"dt = a[—%e‘“} = fi(l—e‘“)
0 0 ' o |
bo’ladi.

Mustagqil bajarish uchun tepshiriglar

1. Qo’yidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarning rozlarini hisoblang.
1) y=x>-6x+8, y=0; 2) x=4-y?, x=0; 3) y=Inx, x=¢e, y=0;

2
X
4)y= ) parabola, X =1, X = 3 to’g’ri chiziglar va OX 0’qi bilan chegaralangan;
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5y x=2-y%—y? x=0; 6)y=2-x% y=x%

) y=x2+4x, y=x+4; 8) x=3t% y=t-t3.
2. Xy=4, x=1, Xx=4, y=0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning OX o’qi
atrofida aylanishdan hosil bo’lgan jism hajmini hisoblang.

3. 1) y2 = (X—i—4)3 va X =0 chiziglar bilan chegaralangan figuraning OY oqi

atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jism hajmini hisoblang.
2)y = x3 . x=0, y =8 chiziglar bilan chegaralangan figuraning OY 0’qi atrofida aylanishidan

hosil bo’lgan jism hajmini hisoblang.

Mustahkamlash uchun savellar

1. Aniq integral yordamida ganday rozalarni hisoblash mumkin?
2. Egri chiziq yoyining uzunligi ganday formula yordamida hisoblanadi?
3. Aylanma jism hajmini hisoblash formulasi nimadan iborat?
4. O’zgaruvchan kuchning bajargan ishi aniq integral yordamida ganday hisoblanadi?
5. Mehnat unumdorligi funksiyasi nima?
6. Ishlab chigarish mehnat unumdorligini aniq integral yordamida hisoblash mumkinmi va
ganday?
7. Omborga keltirilgan mahsulotlar migdorini aniqg integral yordamida ganday hisoblanadi?
8. Mahsulot ishlab chigarish arifmetik progressiya bo’yicha o’suvchi bo’lsa, uning hajmi aniq
integral yordamida ganday hisoblanadi?
9. Yillik daromad funksiyasi nima?

10. Diskontli daromad nima va u aniq integral yordamida ganday hisoblanadi.

Aniq integralni tagribiy hiseblash. Xesmas integrallar

Reja

Trapetsiyalar formulasi.
Simpson formulasi.
Xosmas integrallar.

Mustaxkamlash uchun savollar.
Mustakil bajarish uchun misollar.

ok w0 N PE

Tayanch ibera va tushunchalar
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Tagribiy hisoblash, trapetsiyalar formulasi, Simpson formulasi, hisoblash xatosi, _parabelik

trapetsiya, xosmas integral, cheksiz oralig bo’yicha integral, xosmas integral yaginlashuvchi, xosmas

integrpl uzoglashuvchi,chegaralanmagan funksiyaning chekli oralig bo’yicha xosmas integrali.

Hisoblash amaliyotida ko’pincha boshlang’ich funksiyalari elementar bo’Imagan, ya’ni chekli
ko’rinishda ifodalab bo’lmaydigan funksiyalardan olingan integrallar bilan, shuningdek, jadval yoki
grafik usulda berilgan funksiyalardan olingan integrallar bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi. Bunday
hollarda Neroton - Leybnits formulasini go’llab bo’Imaydi va integral taqribiy usullar yordamida
hisoblanadi.

Hisoblash mashinalarining jadal taraqqiy etib borishi natijasida aniq integrallarni hisoblashning
tagribiy usullari keng tatbiq gilinmoqda.

Integral ostidagi funksiya elementar boshlang’ich funksiyaga ega bo’lsada, birog, uni Nsroton -
Leybnits formulasi bo’yicha hisoblash murakkab va katta hajmdagi hisoblash ishlarini talab etadigan
hollarda ham tagribiy hisoblash usullari afzal bo’ladi.

Aniq integralni taqgribiy hisoblashning bir necha usullari mavjud bo’lib ulardan ko’proq

ishlatiladiganlari trapetsiyalar va Simpson usullaridir.

1. Trapetsiyalar formulasi

Trapetsiyalar formulasi

b
[ f(x)dx

aniq integralni hisoblash talab etilsin 'y = f (X) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz [a,b] kesmani
a=Xy; <X <X, <.<X,= b nugtalar orgali N ta teng gismiy kesmalarga ajratamiz.
Funksiyaning X; nuqtalaridagi Y; = f (X;) giymatlarini

_ o o _ o (b-a)
hisoblaymiz (I =1 n). [Xi_l, Xi] gismiy kesmalarning uzunligi ——— kattalik integrallash
n

gadami deyiladi. Bo’linish nugtalaridan Yo, Yq, Yo, ...., Y, ordinatlarni o’tkazamiz. Ordinatlar

oxirlarini to’g’ri chiziglar bilan tutashtirib trapetsiyalar hosil gilamiz.
Aniq integralning taqribiy giymati uchun, hosil bo’lgan trapetsiyalar rozlarining yig’indisini
olamiz. Bu holda

b _ _ _ _
S:jf(x)dXzy0+y1.b a+y1+y2.b a+y2+y3.b a +yn_1+yn.b |
3 2 n 2 n 2 n 2 n
Shunday qilib, natijada
¢ b—a| Yo+ Y
S=[f(x)dx~ . {yozy FY Yy s yn_l} )
a
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formulani olamiz. (1) formulaga trapetsivalar fermulasi deb ataladi. Bu formulada egri chizigli

trapetsiyalarning rozlarini to’g’ri chizigli trapetsiyalar rozlari bilan tagriban almashtirdik. N o’sib borishi

bilan to’g’ri chizigli trapetsiyalarning rozi egri chizigli trapetsiyalar rozlariga cheksiz yaginlashib boradi.
Bu tagribiy hisoblashda yo’l qo’yilgan absolsmt xato .

(b-a)°

M, >

12n

ifodadan katta emasligini ko’rsatish mumkin, bunda M, , ‘ f "(X)‘ ning [a, b] kesmadagi eng katta

giymati.

2. Simpson formulasi. [a, b] kesmani N = 2M ta juft miqdordagi teng gismlarga bo’lamiz.
Uchta (Xg,Yo), (X, Y1), (X5, Y5) nugtalar olib ulardan parabola o’tkazamiz. Bu parabola bilan
y = f(X) funksiyaning [XO,XZ] kesmadagi grafigini almashtiramiz. Xuddi shunga o’xshash

y = f(X) funksiyaning grafigini [X2 , Xy ], [X4 , X6] va boshga kesmalarda ham almashtiramiz.

Shunday qilib, bu usulda berilgan Y = f (X) egri chizig bilan chegaralangan trapetsiyaning

ozini [XO,X2 ], [X2 , X4], [X4,X6 ], ..... kesmalarda parabolalar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyalar rozlarining yig’indisi bilan almashtiriladi. Bunday egri chizigli trapetsiya parabolik
trapetsiya deyiladi.
Parabolik trapetsiyalar rozlarini qo’shib,
b-a
6m

b
S=[f(x)dx= [Vo + Vom +4(Y1 + Y3 + oot Yom_1) + 2(Yp + Yo + oot Yom_2)](2)
a

Bu formula Simpsen (parabelalar) fermulasi deyiladi. Simpson formulasining abselmt xatesi

(b-a)®
M N T
* 2880n*

dan katta bo’Imaydi, bunda M 4 ‘f 5(X)‘ funksiyaning [a,b] kesmadagi eng

katta giymati. Xatolarni baholash ifodalaridan ma’lumki n4 kattalik n2 kattalikka nisbatan tezroq
o’sgani uchun Simpson formulasining xatoligi trapetsiyalar formulasi xatosiga nisbatan ancha tez
kamayadi.

1
2
1-misol. je‘x dx aniq integral trapetsiyalar va Simpson
0

formulalaridan foydalanib taqribiy hisoblansin.

Yechish. [0,1] kesmani

Xg=0, X, =02, X, =04, X3=0.6, X, =0.8, X5 =1 nugtalar yordamida 5 ta teng

2
bo’lakka bo’lamiz. Keyin f (X) —e™* funksiyaning shu nuqgtalardagi giymatlarini hisoblaymiz.
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f(x,)=f(0)=¢e’ =1, f(x,) = f(0.2) ~ 0.96079,
f(x,) = f(0.4) ~0.85214, f(x;) = (0.6) ~ 0.69768,

f(x,) = f(0.8) ~ 0.52729, f (%) = f(2) ~0.36788.

Trapetsiyalar formulasi bo’yicha

1

je'xz dx =~ %[M +0.96079 + 0.85214 + 0.69769 + 0.52729} =0.74805.

0

Simpson formulasi bo’yicha, hisoblash uchun [0,1] kesmani
1 1 3 _ _ _

Xo = 0, X = Z, Xy = E’ Xg = Z, X4 =1 nugtalar orgali 4 ta teng bo’laklarga ajratamiz va

bu nugtalarda funksiyaning giymatlari

Yo=1 y,=(0.25)~0.9394, vy, =(0.5)~0.7788,

y; = (0.75) ~ 0.5698, y, = (1) ~0.3679
bo’ladi.

Simpson formulasiga asosan:

1
fe dx~ %[ﬂ 0.3679 + 4(0.9394 + 0.5698) + 2 - 0.7788] ~ 0.7469
0

bo’ladi.

3. Xosmas integrallar

Aniq integralning ta’rifida integrallash chegaralari chekli va integral ostidagi funksiya [a, b]

oraligda chegaralangan deb olingan edi. Bu shartlardan hech bo’Imaganda birortasi bajarilmasa,

integralning rogoridagi ta’rifi ma’nosini yo’qotadi.

Biroqg nazariy va amaliy mulohazalarga muvofiq aniq integralning ta’rifi bu cheklanishlar
bajarilmaydigan hollar uchun ham umumlashtirilishi mumkin.

Bunday integrallar bizga tanish bo’lgan aniq integrallarga xos bo’Imagan gisgacha xesmas

integrallar deb aytiladi.
Xosmas integrallarning ikki asosiy turini garaymiz:

1). Uzluksiz funksiyalarning cheksiz oraliq bo’yicha integrallari. f (X) funksiya [a,+oo)

oraligda berilgan va uning istalgan gismi [a,+A] da integrallanuvchi, ya'ni istalgan A > @ da

anig integral mavjud bo’lIsin. Bu holda
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A
lim [ f (x)dx = J
A—>w a
limitga f (X) funksiyaning [a, oo) oraligdagi xesmas integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

J = f(x)dx. 1)

D — 8

J limit chekli bo’lsa, xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi. Limit mavjud bo’lmasa, xosmas
integral uzeglashuvchi deyiladi.
f(X) funksiyadan (— OO,a] oralig bo’yicha olingan xosmas integral ham xuddi roqoridagiga

o’xshash aniglanadi:
a a
[ f(x)dx = lim [ f(x)dx. )
e A——© A
f (X) funksiyadan (—oo,+0) oralig bo’yicha olingan xosmas integral qo’yidagicha aniglanadi.:

0 a e 0]

[ £Qdx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx 3)

—0 —00 a

bu erda @ istalgan son. (3) integrallarda o’ng tomondagi ikkala integral ham yaqginlashsa chap
tomondagi integral ham yaginlashuvchi deyiladi. O’ng tomondagi integrallardan agalli bittasi uzoglashsa,

chap tomondagi integral ham uzoglashuvchi bo’ladi.

Xosmas itegrallarni hisoblash uchun Nsroton-Leybnits formulasidan foydalaniladi. F(X)

funksiya [a,+oo) oraligda f (X) uchun boshlang’ich funksiya bo’lsa,

Of f (x)dx = lim f f (x)dx = lim [F(A) - F(a)]= F(+0) - F(a) = F(x)

bo’lib, bu erda: F (+00) = lim F(A) integralning yaginlashishini yoki
A—w0

uzoglashishini aniglaydi.
dx

o0
1-misol. I >

integralning yaqinlashishini tekshiring.
1 (1+X )

o0

J

Yechish: 71+ X

0 . T T V4
=arctgx || = limarctgx —arctgl=——-—="—.
2 9 ‘1 X300 9 9 2 4 4

T
Demak, integral yaginlashuvchi va — ga teng.
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oo A A
2-misol. j—z I j = limInx |=lim(InA-In1) = lim In A = o bo’lib, bu
©1

A—oo A—oo A—oo

integral uzoglashuvchi.

2). CHegaralanmagan funksiyalarning chekli oralig bo’yicha xosmas integrallari. (a, b]

intervalda uzluksiz va X = a da aniglanmagan yoki uzilishga ega bo’lgan f (X) funksiyaning xosmas
integrali quyidagicha belgilanib aniqlanadi:
jf(x)dx = I|m jf(x)dx (4)
¢051

Oxiri limit mavjud bo’lsa, xosmas integral yaginlashuvchi aks holda uzoglashuvchi deyiladi. Bunday

integrallarga 2-tur xosmas integral deyiladi.
Integral ostidagi f (X) funksiya uchun F (X) boshlang’ich funksiya ma’lum bo’lsa, Nstoton

- Leybnits formulasini go’llash mumkin:

T f (x)dx = limF (x) ’ = Iirr(l)[F(b)— F(a+¢)]=F(b)-F(a).

ate
Shunday qilib, X — a da F(X) boshlang’ich funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, xosmas
integral yaginlashuvchi, mavjud bo’Imasa, xosmas integral uzoglashuvchi bo’ladi.
[a, b) intervalda X = D nugtada uzilishga ega bo’lgan  (X) funksiya xosmas integrali ham

shunga o’xshash bo’ladi, ya’ni

T f(x)dx = Iingbrf (x)dx =limF (x) i lim(F (b &) - F (a)] = F(b) - F (a)

bunda F (D), F(X) boshlang’ich funksiyaning X — b dagi limiti.
f(X) funksiya [a,b] kesmaning biror X =C nugtasida uzilishga ega bo’lsa xosmas

integral quyidagicha aniglanadi:

? f(x)dx = T f (x)dx +T f (x)dx (5)

0O’ng tomondagi integrallardan aqgalli bittasi uzoglashuvchi bo’lsa, xosmas integral uzoglashuvchidir.
O’ng tomondagi ikkala integral ham yaginlashuvchi bo’lsa, chap tomondagi xosmas integral

yaginlashuvchi bo’ladi.

integralning yaqinlashuvchiligini tekshiring.

3-misol ?%
.0\/;

Yechish: X > 0 da f(x) = 1 —> 00 demak,

Jx
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—lim[2/4 - 2e]=2.2=4.

&—0

Ilmj—dx_ I|m2J_

g—)O -0
£

integral yaginlashuvchi.

Demak, j \/_

4-misol. integralning yaginlashuvchiligini tekshiring.

fo
1

Yechish: X > 0 da f(X)=— —> +0, X=0 nuqgta [—l, 8]

Jx?

kesmaning ichki nugtasi. (5) formuladan foydalansak,

8dx

Iz

—1

jx 33dx 3\/_ +3\/_ =0+3+6=9

bo’ladi.Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.

Mustagqil bajarish uchun tepshiriglar

1
1. _[deX integralni N =5 bo’lakka bo’lib, trapetsiyalar
0

formulasi bilan hisoblang. Uning aniqg giymati va tagribiy giymati fargini baholang.

2

jl— integralni N =10 teng bo’laklarga bo’lib, trapetsiyalar va Simpson formulalari
+ X
1

yordamida hisoblang ikkala holda ham xatolarni baholang.
3. Quyidagi integrallarning yaginlashuvchiligini tekshiring.

1) d—;(; 2) dX, 3) [e¥dx; 4) jxe‘xz;
0 X 0o X 0 0
o X
5) j 6) [x°e 2dx.
1X +X 0

4. Quyidagi integrallarning yaginlashuvchiligini tekshiring.

dx Z dx
1) |[———= ;3 ——,
) L/(4—x)2 ? J —1)2 ) g%/(x—l)z

T dx 11
4 ; 5 [=dx; 6
)£ 1-x ) gx . )lenx
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Mustahkamlash uchun savollar

1. Qanday hollarda tagribiy hisoblash usullaridan foydalanish

mumkin?

2. Trapetsiyalar formulasi ganday yoziladi ?

3. Simpson fomulasini yozing.

4. CHegaralari cheksiz bo’lgan integral ganday aniglanadi ?

5. Xosmas integrallarning yaqinlashuvligi va uzoglashuvchiligi nimalardan iborat ?

6. Kesmada uzulishga ega bo’lgan funksiyaning integrali ganday aniglanadi?
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