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Kirish 
  

Mavzuning   dolzarbligi.  Panjaradagi  soni  saqlanmaydigan  bir  nechta  

zarrachalar  sistemasi  hamiltoniani  o’rganish  masalasi  statistik  fizika, kvant  

mexanikasi  va  kvant  maydon  nazariyasi  masalalarini  yechish  uchun  muhim  

ahamiyatga  ega . 

 Soni   saqlanmaydigan  zarrachalar  sistemasi  ds −   modeli  misolida  

[6]  va   soni  saqlanadigan   zarrachalar  sistemasi  Hubbard  modeli   misolida  

[8]  o’rganilgan. 

 Dissertatsiyaning   maqsadi va  vazifalari : 

 Soni  ikkidan  oshmaydigan  qisqa  ta’sirlashuvchi  sistema  Hamiltoniani  uchun   

Birman – Schwinger  prinsipini  isbotlash.   

Dissertatsiyaning    ilmiy  yangiligi: 

Soni  ikkidan  oshmaydigan  sistema  Hamiltoniani    muhim  spektrdan  

tashqaridagi  xos  qiymatlari  soni  va   o’z – o’ziga  qo’shma  kompakt   Birman – 

Schwinger  operatorining   xos  qiymatlari   soni  orasida  bog’lanish  o’rnatilgan. 

 Tadqiqotning   predmeti.  Soni  saqlanmaydigan  va  ikkidan  oshmaydigan   

zarrachalar   sistemasi  Hamiltoniani. 

 Tadqiqotning   ob’yekti.  Soni   saqlanmaydigan  va  ikkidan  oshmaydigan  

zarrachalar  sistemasi. 

Tadqiqot  usullari.  

Magistrlik  dissertatsiyasida  erishilgan   natijalarni  olishda  asosan  o’z – 

o’ziga  qo’shma  operatorlar  nazariyasi  va  Minimaks  prinsipidan  foydalanilgan. 

 Dissertatsiyaning   tuzilishi. Magistrlik  dissertatsiyasi  kirish, uchta  

bo’lim, xulosa  va  foydalanilgan   adabiyotlar  ro’yxatidan   iborat. 

 Birinchi   bo’limda   asosiy  natijalarni  bayon  qilishda  qo’llanilgan   asosiy  

tushuncha, ta’rif  va   teoremalar  keltirilgan ,  ya’ni   Hilbert  fazosi, Hilbert  
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fazosida  aniqlangan  o’z – o’ziga   qo’shma  operatorlar, kompakt  operatorlar  va   

ularning  spektral  xossalari  bayon  qilingan. 

 Ikkinchi  bo’limda   dissertatsiyaning   asosiy  natijalari  teorema  va 

lemmalar  shaklida   bayon  qilingan. 

 Uchinchi  bo’limda  ikkinchi  bo’limdagi  asosiy  lemma  va  teoremalarning  

isbotlari  keltirilgan. 

 Dissertatsiya  yakunida  xulosa  va  adabiyotlar  ro’yxati  keltirilgan. 

 Ushbu  magistrlik  dissertatsiyasi  nazariy  ahamiyatga  ega. 
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BO’LIM  1 

 

Hilbert  fazosida  o’z – o’ziga  qo’shma  
operatorlar  nazariyasining  muhim  
tushunchalari. 
 

1.1    Ichki ko’paytmali Vektor fazolar. 
 

Faraz qilamiz, V  to’plamda elementlarni qo’shish va kompleks (haqiqiy) 

songa ko’paytirish amallari  kiritilgan bo’lsin [4]. 

Agar  V  to’plamda kiritilgan qo’shish amali uchun ushbu 

1. Yopiqlik:  Vyx ∈∀ ,   uchun   Vyx ∈+  

2. Kommutativlik:  Vyx ∈∀ ,   uchun   xyyx +=+ , 

3. Assotsiativlik:  Vzyx ∈∀ ,,   uchun  ( ) ( )zyxzyx ++=++  

4. 0  element mavjudligi:  V∈∃∅ : Vx∈∀ , xxx =+∅=∅+  

5. Qarama-qarshi element mavjudligi: Vx∈∀  uchun  Vx∈−∃  : 

( ) ( ) 0=+−=−+ xxxx  va ko’paytirish amali uchun ushbu 

1. Yopiqlik:  ( )RC∈∀α  va  Vx∈∀   uchun  Vx∈α  

2. Assotsiativlik: ( )RC∈∀ βα ,  va  Vx∈∀  uchun  ( ) ( )xx αββα =  

3. Vxxx ∈∀=⋅ ,1  

4.  ( ) ( ) VxRCxxx ∈∀∈∀+=+ ,,, βαβαβα  

5. ( ) ( ) VyxRCyxyx ∈∀∈∀+=+ ,,, αααα  

 

 

 

 

 

BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR 
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munosabatlar bajarilsa, V  to’plam vektor fazo yoki chiziqli fazo deb ataladi. 

Sonlar  maydonining  kompleks  ( )C   yoki haqiqiy  ( )R  bo’lishiga qarab, vektor 

fazolar mos ravishda kompleks yoki haqiqiy vektor fazolar deb yuritiladi. 

 

Misol 1.1.1. Haqiqiy sonlar to’plami ning  n -marta o’z-o’ziga Dekart 

ko’paytmasini kabi  nR   kabi  belgilaymiz, ya’ni 

( ){ }niRxxxxRRRR in
martan

n ,..,2,1,,,...,,... 21 =∈=×××=
−

  . 

nR  da elementlarni qo’shish va haqiqiy songa ko’paytirish amallarini quyidagicha 

kiritamiz: 

1.  ( ) ( ) n
n

n
n CyyyyCxxxx ∈=∈=∀ ,...,,,,...,, 2121   uchun  

( ) ( )nn yxyxyxyx +++=+ ,...,, 2211 ; 

2. C∈∀λ  va   ( ) n
n Cxxxx ∈= ,...,, 21   uchun  

( ).,...,, 21 nxxxx λλλλ =  

 Agar   ( )0,...,0=∅  vektorni  nol  element  va   ( )nxxxx −−−=− ,...,, 21   vektorni 

( )nxxxx ,...,, 21=  ga qarama-qarshi element sifatida aniqlasak, natijada   nR  chiziqli 

fazoga  aylanadi va biz uni n -o’lchamli haqiqiy chiziqli fazo deb ataymiz. 

 

Hilbert fazosida chiziqli operatorlar 
 

1H  fazoning har bir elementiga  2H  fazoning yagona elementini mos 

qo’yuvchi akslantirish operator deyiladi va  21: HHA →   yoki  Axy =   kabi 

belgilanadi. Agar  1H  va  2H  lar chiziqli fazolar bo’lib, istalgan   1Hx∈  va  С∈λ  

uchun  ( ) AxxA λλ =  munosabat bajarilsa, A  operator bir jinsli deyiladi.  

 

 

 

 

BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
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Agar  istalgan  1, Hyx ∈  uchun  ( ) AyAxyxA +=+  munosabat bajarilsa, u  holda A  

operator additiv deyiladi.  

Ta’rif 1.2.1. Bir jinsli additiv operator chiziqli operator deyiladi. Demak 

biror A   operatorni chiziqlilikka tekshirish uchun uni additivlik va bir jinslilikka 

tekshirish lozim. Chiziqli operatorning ta’rifiga ekvivalent quyidagi ta’rifni ham 

keltirib o’tish foydadan xoli bo’lmaydi. 

Ta’rif 1.2.2.  Agar ixtiyoriy  1, Hyx ∈   va  С∈βα ,  lar  uchun  

( ) AyAxyxA βαβα +=+  tenglik bajarilsa, u  holda  A  operator chiziqli deyiladi. 

Chiziqli operator butun fazoda aniqlangan yoki uning aniqlanish sohasi butun 

fazoning biror qismi bo’lishi mumkin.  

 Misol 1.2.3. 
( ),...,...,2,,: 2122 nnxxxAxllA =→  

operatorning aniqlanish sohasi butun fazoga teng emas. Chunki bu operator 

20 ,...1,...,
3
1,

2
1,1 l

n
x ∈






=  

vektorni 

( ),...1,...,1,10 =Ax  

vektorga o’tkazadi va bu vektor 2l  fazoning elementi bo’lmaydi, ya’ni  0x  bu 

operatorning  aniqlanish sohasiga tegishli emas. 

Lekin chiziqli operatorning aniqlanish sohasi chiziqli ko’pxillik bo’lishi 

talab etiladi. Operatorning aniqlanish sohasi  ( )AD   deb belgilanadi. ( )AR  deb esa 

A  operatorning qiymatlar  to’plamini belgilaymiz: 

( ) ( ){ }yAxADxHyAR =∈∃∈= ,:2 . 

 Osongina ko’rsatish mumkinki, chiziqli operatorning qiymatlar sohasi ham chiziqli 

ko’pxillikdir. 21: HHA →  chiziqli operatorning asosiy xossalaridan biri  1H  

fazodagi nol elementni  2H  fazodagi nol elementga o’tkazishidir. Haqiqatan  

 

 
BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
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additivlik xossasidan  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0200000 AAAAA =+=+=  ekani kelib chiqadi. Bundan 

( ) 00 =A .  

Chiziqli operatorlar uchun chegaralanganlik tushunchasi odatdagi 

funksiyaning chegaralanganligi tushunchasidan biroz farq qiladi. 

Faraz qilamiz, 1H , 2H lar  Hilbert fazolari bo’lsin. 

Ta’rif 1.2.4.  Agar  YXA →:  operator X  dagi istalgan chegaralangan 

to’plamni  Y  dagi chegaralangan to’plamga o’tkazsa, u chegaralangan operator 

deyiladi. 

Demak, chegaralanmagan operator  biror chegaralangan  to’plamni 

chegaralanmagan  to’plamga  o’kazadi. Chiziqli operatorlar uchun 

chegaralanganlik  ta’rifini  quyidagicha  ham  berish mumkin: 

Ta’rif 1.2.5.  X  va Y  Hilbert fazolari, YXA →: chiziqli operator bo’lsin. 

Agar biror  0>M  son va istalgan  Xx∈  uchun 

XY
xMAx ≤  

tengsizlik bajarilsa, A  chegaralangan operator deyiladi. Agar istalgan  M  soni 

uchun  shunday  XxM ∈  element mavjud  bo’lib,  

MMYM xMAx >  

 munosabat o’rinli bo’lsa, A  operator chegaralanmagan deyiladi. 

Agar  A  operator chegaralanmagan bo’lsa, uning normasini  ∞  ga teng deb 

qabul qilamiz. 

Ta’rif  1.2.6. X  va Y  Hilbert fazolari va  YXA →:  chiziqli operator 

bo’lsin. Istalgan  Xx∈  uchun 

XY
xMAx ≤  

 munosabat  bajariluvchi  0>M  sonlarning aniq quyi chegarasi  A  operatorning 

normasi deyiladi va  u  A  kabi belgilanadi. 

Amalda operatorning normasini topishda bu ta’rifdan foydalanish ancha 

noqulayliklar tug’diradi. 

 
BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
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Teorema 1.2.6. YXA →: chiziqli operatorning normasi uchun quyidagi 

tengliklar o’rinli: 

1. 
X

Y

x x
Ax

A
0

sup
≠

=  

 2. 
Y

x
AxA

X 1
sup

≤
=  

3. 
Y

x
AxA

X 1
sup

=
=  

Isbot.  
X

Y

x x
Ax

0
sup
≠

=α   bo’lsin. A  operatorning chiziqliligidan 

Y
x

Ax
X 1

sup
=

=α  

U  holda ixtiyoriy  Xx∈  uchun  

α≤
X

Y

x
Ax

 

ya’ni 

XY
xAx α≤  . 

Bu  yerdan  α≤= MA inf . Aniq  yuqori chegaraning  ta’rifiga  ko’ra, istalgan  

0>ε  uchun  shunday  Xx ∈ε  mavjudki, 

X

Y

x
Ax

ε

εεα ≤−  

yoki 

 ( )
XYX

xCAxx εεεεα ≤≤−  

Shuning uchun 

AC =≤− infεα  

ε  ning ixtiyoriyligidan A≤α  kelib chiqadi. Demak  α=A . 

Y
x

A Axc
X 1

sup
≤

=  bo’lsin. U  holda  aniq yuqori chegaraning  xossalariga ko’ra 

AcA ≥ . Boshqa tomondan A  chiziqli ekanligidan   

BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 



 9 

 

A
xxx

cAx
x
xA

x
Ax

A ==≤=
=≤≤ 111

supsupsup  

Demak 

Y
x

Y
x

AxAxA
XX 11

supsup
=≤

==  

Teorema isbotlandi. 

 

Misol 1.2.7. Quyidagi  operatorni  chiziqli  chegaralanganlikka  tekshiring 

va  normasini  toping. 

 

  















 +






 +=→ ,...11,...,

2
11,2,: 2

2

111 n

n

x
n

xxAxllA  

 Yechish. 

  ∑ ∑
∞

=

∞

=≥
⋅=⋅






 +≤






 +=

1 11

11sup11
n n

n

n

n
n

n

xex
n

x
n

Ax  

  eAx ≥ ,  eAx =  

Javob.   eAx =  

Chiziqli operatorning uzliksizligi tushunchasi sonlar o’qi  1R  da aniqlangan 

funksiyalarning uzluksizligi tushunchasi bilan bir xil kiritiladi. 

Teorema 1.2.8. X  va Y  Hilbert fazolari va YXA →: chiziqli operator 

bo’lsin. Quyidagi tasdiqlar ekvivalent: 

(i) A  operator 0  nuqtada uzluksiz. 

(ii) A  operator butun X  fazoda uzluksiz. 

(iii) A  operator chegaralangan. 

Isbot. Biz (i)→  (ii)→  (iii)→  (i) ni ko’rsatamiz. 

Faraz qilamiz, (i) o’rinli. U holda istalgan 0→ny  ketma-ketlik uchun 

( ) 00 =→ AAyn .Endi ixtiyoriy Xx∈ elementni qaraymiz. x  ga intiluvchi ixtiyoriy  

 

BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
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nx ketma-ketlik uchun xxy nn −=  ketma-ketlik 0 nolga intiluvchi ketma-ketlik 

bo’ladi. A  chiziqli ekanligidan  

( ) ( ) ∞→=→=−=− nAAyxxAAxAx nnn ,00  

Demak A  butun fazoda uzluksiz. Demak (i)→ (ii). 

Faraz qilamiz, (ii) o’rinli. Lekin A  chegaralanmagan. U holda Nn∈∀  uchun  

Xxn ∈∃  mavjudki, nn xnAx ≥ . Ushbu 
n

n
n xn

x
y =  ketma-ketlikni quramiz. 

Aniqlanishiga ko’ra  0→ny . Shartga ko’ra A  operator 0  nuqtada uzluksiz va 

demak  0→nAy  bo’lishi kerak.  Biroq 

    111
=≥=










=

xn
xnAx

xnxn
xAAy nnn  

Bu esa  0lim =
∞→ nn

Ay  emasligini bildiradi. Zidlik. Demak A  chegaralangan, ya’ni 

(ii)→ (iii). 

Faraz qilamiz, (iii) o’rinli. U holda ta’rifga asosan 0>∃M  son mavjudki, barcha 

Xx∈  lar  uchun xMAx ≤  tengsizlik o’rinli. Demak 0 ga intiluvchi ixtiyoriy 

Xxn ∈  ketma-ketlik uchun 0→nAx . Bu yerdan A  operator 0  nuqtada uzluksiz, 

ya’ni (iii)→  (i). 

Teorema isbotlandi. 

Teorema 1.2.9. (Banach-Shteynxaus). Faraz qilamiz, F  – X  Hilbert 

fazosini Y  Hilbert fazosiga akslantiruvchi chegaralangan chiziqli operatorlar oilasi 

bo’lsin. Aytaylik, istalgan Xx∈ uchun { }FTTx
Y

∈/  to’plam chegaralangan bo’lsin. 

U holda { }FTT ∈/  to’plam chegaralangan [3]. 

Ushbu teorema ba’zan tekis chegaralanganlik prinsipi ham deyliadi. 

Misol 1.2.10. ( ),...,...,,,: 2122 nnn xxxxPllP =→     operatorlar  ketma – ketligini  

Banah – Shteynxauz  teoremasiga  tekshiramiz. Haqiqatdan ham,  2lX =   va  

2lY = - lar  Hilbert  fazolari. Har  bir  2lx∈   nuqtada  { }xPn   chegaralangan  ekanligi  
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 x
k

n

n

k
nn MxxxxP ==≤= ∑∑

∞

== 1

2

1

2  

Munosabatdan  kelib  chiqadi. Bundan  

 

  1sup
0

≤=
≠ x

xP
P n

x
n  

kelib  chiqadi. 

 Odatda   1H   Hilbert  fazosini  2H   Hilbert  fazosiga  akslantiruvchi  barcha  

chiziqli  chegaralangan  operatorlar  to’plamini  ( )21 , HHL   deb  belgilaymiz. 

Bundan  bo’yon  a’lohida  aytilmagan  bo’lsa,  A  operator  H  Hilbert  fazosida 

aniqlangan  deganda  operatorning  aniqlanish  sohasi  ham, qiymatlar  sohasi  ham  

H  da  ekanligini, ya’ni  ( )HHLA ,∈ . 

Teorema 1.2.11. A  operatorning aniqlanish sohasi butun ( )dZl2  fazoga teng 

bo’lishi uchun ( ) ∞<
∈

x
dZx
εsup  bo’lishi zarur va yetarli [4]. 

Isbot. Zarurligi. Agar ( )( )dZlAD 2=  bo’lsa, ( ) ∞=
∈

x
dZx
εsup  bo’la olmasligini 

ko’rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz, ( ) ∞=
∈

x
dZx
εsup bo’lsin. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ddd ZlfxfxxBfZlZlB 222 ,,: ∈=→ ε  

operatorni kiritamiz. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 222222
xfxxfxxfxxfx εεεε ===  

munosabatga asosan ( ) ( ) ( )dZlADBD 2== . Shuningdek, barcha ( )dZlgf 2, ∈  lar 

uchun  

( ) ( )BgfgAf ,, =  

 

munosabat bajariladi. Biz biroz keyinroq Hellinger-Teplitsning quyidagi 

umumlashgan teoremasini isbotlaymiz. 
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Teorema 1.2.12. A  operator H  Hilbert fazosida aniqlangan va ( ) HAD =  

bo’lsin. Agar H da aniqlangan shunday B operator mavjud bo’lib, ( ) HBD =  va 

Hyx ∈∀ ,  uchun 

( ) ( )ByxyAx ,, =   

 

munosabat bajarilsa, A  operator chegaralangan bo’ladi. 

Bu teoremaga ko’ra A  operator chegaralangan. 

( )xε  chegaralanmagan funksiya ekanligidan ixtiyoriy Nn∈  uchun shunday d
n Zx ∈  

mavjudki, ( ) nxn >ε | bo’ladi. Ushbu ketma-ketlikni quramiz: 

( )




≠
=

=
n

n
x xnagar

xnagar
nf

n ,0
,1       (1) 

Aniqlanishiga ko’ra, ixtiyoriy Nn∈  uchun 1=
nxf  va ( ) nxAf nxn

>= ε . Demak, 

ta’rifga ko’ra A  chegaralanmagan operator. Bu ziddiyat  

( ) ∞<
∈

x
dZx
εsup  

 ekanini ko’rsatadi. 

Yetarliligi. Faraz qilamiz, ( ) Sx
dZx

=
∈

εsup  bo’lsin. U holda istalgan ( )dZlf 2∈  

uchun  

  ( ) ( ) ( )∑ ∑
∈ ∈

=≤=
d dZx Zx

fSxfSxfxAf 222222 ε     (2) 

bajariladi, demak ta’rifga ko’ra A  chegaralangan operator va barcha ( )dZlf 2∈  

funksiyalar uchun aniqlangan, ya’ni ( ) ( )dZlAD 2= . Teorema isbotlandi.  

Misol 1.2.13.  ( )dTL2    fazoda  aniqlangan  ko’paytirish  operatorni  

qaraymiz: 

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) dd TxTLfxfxxAf ∈∈= ,, 2ε  

bunda  ( )xε    dT   da  aniqlangan  biror  o’lchovli  funksiya. Ko’rinib  turibdiki,  A   

operator  chiziqli. Uning  aniqlanish  sohasi 
BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
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  ( ) ( ) ( ) ( )












∞<∈= ∫
dT

d dxxfxTLfAD 2
2 : ε . 

 

Teskari operatorlar. 
 

1H  va 2H  Hilbert fazolari bo’lsin. A  operator  1H  fazoda aniqlanib, 

2H fazoda qiymatlar qabul qilsin, ya’ni 21: HHA → . 

Ta’rif 1.3.1. Agar istalgan ( )ARy∈  uchun  yAx =  tenglama yagona 

yechimga ega bo’lsa, A  operator teskarilanuvchan deyiladi. Agar A  

teskarilanuvchan bo’lsa, har bir  ( )ARy∈   ga yAx =  tenglamaning yagona yechimi 

( )ADx∈  ni  mos  qo’yuvchi  akslantirish  A  operatorning   teskarisi  deyiladi  va  
1−A  kabi belgilanadi. 

Teorema 1.3.2. Agar chiziqli operator teskarilanuvchan bo’lsa, unga teskari 

operator  ham  chiziqlidir. 

Isbot. Ta’kidlab o’tamizki, chiziqli operatorning qiymatlari sohasi ham 

chiziqli ko’pxillik bo’ladi. Faraz qilamiz, ( )ARyy ∈21 ,  elementlar A  operatorning 

qiymatlari sohasidan olingan ixtiyoriy elementlar bo’lsin. U holda shunday 

( )ADxx ∈21 ,  elementlar mavjudki, 11 yAx =  va  22 yAx =  bo’ladi. Teorema shartiga 

asosan 1−A  mavjud. Demak  2
1

21
1

1 , yAxyAx −− == . 

Biz barcha  C∈21 ,αα  lar uchun  

   ( ) 2
1

21
1

12211
1 yAyAyyA −−− +=+ αααα  

ekanini ko’rsatamiz. Haqiqatan ham 

( ) 221122112211 yyAxAxxxA αααααα +=+=+  

ekanligidan 

( ) 2
1

21
1

122112211
1 yAyAxxyyA −−− +=+=+ αααααα  

ekanligi kelib chiqadi. Teorema isbotlandi. 

 
BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
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Teorema 1.3.3. 21: HHA →  operator teskarilanuvchan bo’lishi uchun  

0=Ax  tenglama  yagona   0=x  yechimga ega bo’lishi zarur va yetarli. 

Isbot. Zarurligi. Faraz qilamiz, A  operator teskarilanuvchan. U holda 

bundan va  A  chiziqli  operatorning  0  ni 0  ga o’tkazishidan foydalanib, 0=Ax  

tenglamaning yechimi yagona  0=x   bo’lishini topamiz. 

Yetarligi. Faraz qilamiz, 0=Ax  tenglama yagona  0=x  yechimga ega 

bo’lsin. U holda  istalgan ( )ARy∈   uchun   yAx =  tenglama yagona yechimga ega 

bo’lishini ko’rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz, agar ( )ADxx ∈21 ,   uchun  

yAxyAx == 21 ,  munosabatlar bajarilsa,  A  chiziqli ekanidan 

( ) 02121 =−=−=− yyAxAxxxA  

Agar  021 ≠− xx   bo’lsa, u  holda  0=Ax  tenglama nolmas yechimga ega bo’lib 

qoladi. Bu esa  shartga zid. Demak  21 xx = , ya’ni  A – teskarilanuvchan. 

Teorema isbotlandi. 

Misol 1.3.4. Quyidagi  operatorni  teskarilanuvchanlikka  tekshiring. Agar 

mavjud  bo’lsa   uni  toping ? 

  ,: 33 RRA →  

 ( )31231 2,2,2 xxxxxAx −+=  

0=Ax   shartni  tekshiramiz. 

0
02

02
02

2

31

2

31

=⇒








=−
=

=+
x

xx
x

xx
  00,05

02
02

133
31

31 =⇒==⇒




=−
=+

xxx
xx
xx  

Demak,  00 =⇒= xAx . Demak,  teskarilanuvchan  ekan. 

 yAx =  
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22

331

22

131

2
1

2
2

2
yx

yxx
yx

yxx
=⇒









=−
=

=+
 

31311311

313313
331

131

5
2

5
1

5
2

5
42

5
1

5
2,25

2
2

yyyyyxyx

yyxyyx
yxx
yxx

+=+−=−=

−=−=⇒




=−
=+

 

 

( ) 





 −+=−

31231
1

5
1

5
2,

2
1,

5
2

5
1 yyyyyxA  

 

Qo’shma operatorlar 
 

Ta’rif 1.3.5. H   Hilbert  fazosida  aniqlangan  chegaralangan  T  operator  

uchun 

( ) ( )yTxyTx *,, =       (1) 

tenglikni  qanoatlantiruvchi  *T  operator   T   operatorning  Hilbert  qo’shmasi 

deyiladi. Bundan  bo’yon  operatorning  qo’shmasi  deganda  uning  Hilbert 

qo’shmasini tushunamiz. 

Qo’shma operatorlar haqidagi teoremalar va tasdiqlarni keltirishdan oldin ushbu 

Lemmani  isbotlaymiz. 

Lemma  1.3.6.  HHA →: , HHB →:   operatorlar berilgan bo’lsin. Agar 

barcha  Hyx ∈,  lar  uchun  ( ) ( )yBxyAx ,, =  tenglik  bajarilsa, u  holda  BA =  

bo’ladi. 

Isbot. Haqiqatan ham, ixtiyoriy   Hx∈   uchun  BxAxy −=  desak, unda 
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( ) ( ) ( ) ( ) 2,,,,0 BxAxBxAxBxAxyBxAxyBxyAx −=−−=−=−=  

munosabatdan   BxAx =   kelib  chiqadi. Bundan  BA = . 

 

Tasdiq 1.3.7. A   operatorning  qo’shmasi  ham  chiziqlidir. 

Isbot. Tasdiqni isbotlash uchun  Hzyx ∈∀ ,,  larda 

( ) ( )( ) ( ) 0,,,, *** ≡+−+= yAxAzyxAzyxzF βαβα  

ekanligini ko’rsatish yetarli. Darhaqiqat, qo’shma operatorning ta’rifidan 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )yAzyAzxAzxAz

yAzxAzyAzxAz

yAzxAzyxAzyxzF

,,,,

,,,,

,,,,,
**

**

ββαα

βαβα

βαβα

−+−=

=−−+=

=−−+=

 

Teorema  1.3.8. Quyidagi tasdiqlar o’rinli: 

 a) *: TT →   operator   ( )HL  ni  ( )HL  ga qo’shma izometrik akslantiradi. 

b) ( ) *** TSTS =  

c) ( ) TT =
**  

d) 1−T  mavjud  bo’lsa, u  holda  ( ) 1* −T   mavjud  hamda  ( ) ( )*11* −−
= TT   

e) 2* TTT =  

Isbot. a)  ( ) *TT =φ   akslantirish  qo’shma  chiziqli  va  bir  qiymatli  ekanini 

ko’rsatish  kifoya. Qo’shma  operatorning  aniqlanishidan, ichki  ko’paytmaning 

xossalaridan va  2.5.1  lemmaga   ( ) ** TT αα =   va   ( ) *** BABA +=+  munosabatlar 

kelib chiqadi. Bu yerdan  φ   qo’shma  chiziqli  degan  xulosaga  kelamiz. Qo’shma 

operatorning  ta’rifiga asosan 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )yxTxTyxyTyTxyTx ,,,,, ****** ====  

Bu  tenglikdan  2.5.1  lemmaga  asosan  ( )**TT =  munosabat  kelib  chiqadi. Bunga 

asosan   ( ) ( )( ) ( ) TTTT ===
*** φφφ   ni  hosil  qilamiz.  Demak  φφ =−1   va  bu  

akslantirish  o’zaro  bir  qiymatli. (a) va (c) bandlar isbotlandi. 

(b)  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )yTSxyTSxyxTSyTSx **** ,,,, ===   tenglikka  va  2.5.1  lemmaga  asosan 
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( ) *** TSTS = . 

(d)  1−T  mavjud  bo’lsin. Hyx ∈∀ ,   uchun 

 

( ) ( )IyxyIx ,, =  

munosabat bajariladi, bunda  I – ayniy (birlik operator.) Shuning uchun  *II =  . 

Shuningdek, (c) bandga  asosan, 

( ) ( ) IITTTT === −− **1*1*  

va 

( ) ( ) IITTTT === −− **1**1  

munosabatlarning bajarilishidan  ( )*1−T  operator  *T  ning  teskarisi  degan  

xulosaga  kelamiz. Demak  ( ) ( ) 1**1 −− = TT  . 

(e)  ( ) ( )yTxyTx *,, =  tenglikda  Txy =   bo’lsin. U  holda  Schwartz  tengsizligiga 

asosan 

( ) ( ) 2****2 ,, xTTxTxTxxTTTxTxTx ≤≤==  

Bu yerdan 
*TTT ≤   yoki   *TT ≤  

Xuddi  shunday  ( ) ( )yTxyTx *,, =    tenglikda  yTx *=  olib, *TT ≤   ni  hosil 

qilamiz. 

Demak  *TT = . Shuningdek, 

xTTxTT ** ≤  

munosabatdan   2** TTTTT =≤   va 

( ) ( ) 2****2 ,, xTTxTxTxxTTTxTxTx ≤≤==  
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Munosabatdan   *TT ≤   kelib  chiqadi. Oxirgi  tengsizlikdan  *2 TTT ≤  

ekanini  hosil  qilamiz. Bundan va  *2 TTT =  tenglikdan   *2 TTT ≤   

tengsizlikni hosil qilamiz. 

Teorema to’liq isbot bo’ldi. 

 

Teorema 1.3.9.  HHT →:  operatorning  qo’shmasi  mavjud  bo’lishi  

uchun uning  aniqlanish  sohasi  ( )TD  butun  fazo  H  da  zich  bo’lishi  zarur  va  

yetarli. Agar bu  shart  bajarilsa, *T  operator  quyidagicha  aniqlanadi:  Hy∈  

element  *T  ning aniqlanish sohasiga tegishli bo’lishi  uchun  shunday  Hy ∈*  

mavjud  bo’lib istalgan  ( )TDx∈   uchun 

( ) ( )*,, yxyTx =  

tenglik  bajarilishi  yetarli  va  zarur. Bu  holda  ** yyT =  . 

Misol. Operatorning  qo’shmasini  toping. 

  ( ),...,...,,,: 3200 nxxxTxccT =→  

Yechish.   0,0 ≠= xAx   

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫ ∫∫

=








++⋅=

=++=







++=

1

0

*
1

0

2

1

0

1

0

1

0

2
1

0

2

,1

11,

yAxdsdttyttsx

dttysxttdttydssxttyAx

 

Demak,  ( )( ) ( ) ( )∫ ++=
1

0

2* 1 dttyttsyA  

Teorema 1.3.10. (Hellinger-Teplitz ). HA −  Hilbert  fazosida  aniqlangan 

chiziqli operator  topilib, ( ) HAD =   va  Hyx ∈∀ ,   uchun  ( ) ( )ByxyAx ,, =   tenglik  

bajarilsa, u  holda A   operator  chegaralangan [3]. 

Isbot.  Biz   A   ning grafigi   ( )AГ   ning  yopiqligini ko’rsatamiz. Aytaylik, 

yxAxx nn ,, → . 

( )TГyx ∈,  ,  ya’ni   Axy =   ni  ko’rsatsak  yetarli. Tushunarliki, istalgan  Hz∈  
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uchun 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )AxzxBzxBzAxzyz nnnn

,,,lim,lim, ====
∞→∞→

 

Demak,   Axy =  . 

 

O’z–o’ziga qo’shma operatorlarning xossalari 
 

H – Hilbert fazosi bo’lsin. 

Teorema 1.4.1.  Agar   ( )HLBA ∈, - o’z – o’ziga  qo’shma  operatorlar, βα ,  

- haqiqiy  sonlar  bo’lsin. U  holda  BA βα +   ham  H   dagi   o’z- o’ziga  qo’shma  

operatorlar  bo’ladi. 

Isbot. Darhaqiqat  BA βα +   operatorning  aniqlanishidan, skalyar 

ko’paytmaning  chiziqliligidan, A  va  B  larning o’z-o’ziga qo’shmaligidan 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )yBAxByAyxByxAyx

yBxyAxyBxAxyxBA
βαβαβα

βαβαβα
+=+=+=

=+=+=+
,,,,

,,,,
 

ekanligini  hosil  qilamiz. Demak  BA βα +  ham o’z-o’ziga qo’shma operator. 

Teorema  1.4.2. Agar  *AA =  bo’lsa,  barcha  Hx∈   uchun  ( )xAx,  haqiqiy 

qiymatlar  qabul  qiladi. 

Darhaqiqat, teorema shartiga va ichki ko’paytmaning xossalariga binoan 

  ( ) ( ) ( ) ( )xAxAxxxAxxAx ,,,, * ===  

va  demak,  ( ) RxAx ∈, . 
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Kompakt operatorlar 
 

Faraz  qilamiz, 21 , HH  - Hilbert fazolari, 21: HHA →  chiziqli  chegaralangan 

operator bo’lsin. 

Ta’rif 1.4.3.  Agar A  operator  1H  fazodagi  ixtiyoriy chegaralangan  

to’plamni  2H  fazodagi  nisbiy  kompakt  to’plamga  o’tkazsa,  u  kompakt 

operator deyiladi. 

Boshqacha  aytganda, 1H  fazodagi  ixtiyoriy chegaralangan  to’plamning  operator 

ta’siridagi  aksi  nisbiy  kompakt  bo’lsa, bu operator  kompakt  deyiladi. 

Teorema 1.4.4.  H  Hilbert  fazosi bo’lsin. Agar  A  kompakt, B  

chegaralangan operator  bo’lsa, u  holda  AB  va  BA  operatorlar  kompakt  bo’ladi. 

Isbot.  B  operator chegaralanganligi  uchun  istalgan  M chegaralangan 

to’plamni yana  chegaralangan  ( )MB  to’plamga o’tkazadi. A  kompaktligidan  u 

istalgan  chegaralangan  to’plamni  nisbiy  kompakt  to’plamga  o’tkazadi. Demak, 

( )( )MBA   to’plam  nisbiy  kompakt. U  holda  AB  kompakt  operator. 

Chegaralangan  operator  nisbiy  kompakt  to’plamni  yana  nisbiy  kompakt 

to’plamga o’tkazadi. Haqiqatan  ham  agar  HM ⊂  nisbiy  kompakt  to’plam 

bo’lsa, u  holda  istalgan  { } Mxn ⊂  ketma-ketlikdan  H  da  yaqinlashuvchi  

{ } Mx
kn ⊂  qismiy  ketlik  ajratish  mumkin va  bu  ketma-ketlik  uchun  yetarlicha 

katta  mn,  larda  0lim =−
∞→ mnn

xx  shart  bajariladi. U  holda  
knBx ketma-ketlikni 

olsak   

( )
lklklk nnnnnn xxBxxBBxBx −≤−=−  

ekanidan  
knBx fundamental, H  to’la ekanidan u  yaqinlashuvchi hamdir. 

A   kompaktligidan  u  istalgan  chegaralangan  M  to’plamni  nisbiy 

kompakt  to’plamga  o’tkazadi. Demak  ( )( )MAB  to’plam  nisbiy  kompakt. 

 U  holda  BA  kompakt  operator. 
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Bu  teorema   A  va  B  operatorlar  har  xil  fazolarda  aniqlanib, AB  yoki 

BA  mavjud bo’lgan  holda  ham  o’rinlidir. 

Natija 1.4.5. Cheksiz  o’lchamli  fazolarda  har  qanday  chegaralangan  

kompakt  operator  chegaralangan  teskariga  ega  bo’la  olmaydi. 

Darhaqiqat, aks  holda  oldingi  teoremaga  binoan  1−= AAI  kompakt  bo’lib 

qolar  edi. 

Teorema 1.4.6.  A  chegaralangan chiziqli  operator  kompakt  bo’lishi  

uchun AA*   operatorning  kompakt  bo’lishi  yetarli  va  zarur. 

Isbot. Yetarliligi. *AA  kompakt  bo’lsin. Demak, ixtiyoriy  { } Hy
nnk

⊂∞

=1
 

chegaralangan  ketma - ketlikning  shunday  { } Hy
kn ⊂  qismiy  ketma- ketligi  

mavjudki, { } HAyA
kn ⊂*  ketma-ketlik  H  da  yaqinlashadi, ya’ni  fundamental. Biz 

{ }
knAy  ketma-ketlikning  fundamental ekanligini  ko’rsatsak  A  operatorning 

kompaktligini  isbot  qilgan  bo’lamiz. Darhaqiqat, 

( ) ( )
,0

,,
**

**2

→−−≤

≤−−=−−=−

mkmk

mkmkmkmkmk

nnnn

nnnnnnnnnn

AyAAyAyy

AyAAyAyyAyAyAyAyAyAy
  

agar   ∞→mk,  

chunki, { }
kny   chegaralangan  va  { }

knAyA*  nisbiy  kompakt. Demak  A – kompakt 

operator. 

Zarurligi.  A  operator  chegaralangan, shu  sababli  *A  ham chegaralangan 

va   19- teoremaga  ko’ra  *AA  kompakt operator. 

Natija 1.4.7.  A  chiziqli, chegaralangan  operator  bo’lsin. Agar  *AA  

kompakt bo’lsa, u  holda  *AA  ham  kompaktdir. 

Isbot. *AA  kompaktligidan va  18- teoremaga  asosan  A  kompakt. A  ning 

chegaralanganligidan  esa  17-teoremaga  asosan  *AA  ham  kompakt  operator 

bo’ladi. 

Yuqoridagi teoremadan quyidagi natijani olamiz: 
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Natija 1.4.8. Musbat  kompakt operatorning  kvadrat  ildizi  ham  

kompaktdir. 

Teorema 1.4.9.  A  chiziqli  chegaralangan  operator  bo’lsin. A  operator 

kompakt  bo’lishi  uchun  A  operatorning  kompakt  bo’lishi  yetarli  va  zarur. 

Isbot. A – kompakt  operator  bo’lsin. U  holda  … natijaga  asosan  *AA  

operator kompakt. 

( ) **** AAAA =  ekanidan  …. teoremaga  binoan  *A  kompakt. Teoremaning 

ikkinchi  tasdig’ini  isbotlash  uchun  birinchi  tasdiqda  A  ni  *A  ga  almashtirish 

kifoya. 
 

Operatorning spektri 
 

H  - Hilbert fazosi, HHA →:  biror  chiziqli  chegaralangan  operator 

bo’lsin. 

Ta’rif 1.7.1.  Biror  Cz∈  uchun   zxAx =  tenglama  noldan  farqli  Hx∈  

yechimga  ega  bo’lsa, z  soni  A  operatorning  xos  qiymati  deyiladi, unga mos  

nolmas  yechim  xos  vektor  deyiladi. 

Ta’rif 1.7.2.  Agar  Cz∈   son  uchun  zIA −  operatorning  teskarisi  mavjud  

bo’lib, H  ning  hamma  yerida  aniqlangan  bo’lsa, z   soni  A   operatorning 

regulyar  nuqtasi  deyiladi,  

( ) ( ) 1−−= zIAARz  

 operator esa  A   operatorning  z  nuqtadagi  rezolventasi  deyiladi. Barcha  

regulyar  nuqtalar  to’plami  ( )Aρ  orqali  belgilanadi. 
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Spektr  qanday  nuqtalardan  iborat  bo’lishi  mumkin? 

 

1. zIA −  operator  umuman  teskarilanuvchan  emas.  Demak  ( ) 0=− xzIA  

tenglama  nolmas  yechimga  ega. Bu  holda  z  soni  A  operatorning  xos  qiymati, 

nolmas x   esa  xos  vektori deyiladi. 

2. zIA −  operatorning  teskarisi  mavjud, lekin  chegaralanmagan. Bu  holda  

z  soni  A  operatorning  uzluksiz  spektriga  tegishli  deyiladi. 

3. zIA −  operatorning  teskarisi  mavjud, chegaralangan, lekin  zIA −  ning 

qiymatlar  sohasi  butun  fazoga  teng emas. Bu  holda  z  soni  qoldiq  spektrga 

tegishli  deyiladi. 

A   operatorning  z  xos  qiymatiga  mos  keluvchi  xos  vektorlaridan  hosil 

qilingan  fazoning  o’lchami  z  xos qiymatning  karraliligi deyiladi. Agar  z  ning 

karraliligi 1 ga  teng  bo’lsa, u  oddiy  xos  qiymat, aks  holda  karrali  xos  qiymat  

deb  ataladi.  A  operatorning  chekli  karrali  xos  qiymatlari  to’plamini  diskret 

spektr  deb  ataymiz  va  ( )Adiscσ  deb  belgilaymiz. 

A  operatorning  uzluksiz  spektrini  ( )Aessσ  deb, qoldiq  spektrini  esa  

( )Aresσ   deb belgilaymiz. 

Odatda  operatorning  uzluksiz  spektri  va cheksiz  karrali  xos  qiymatlari 

to’plami muhim  spektr  deb ataladi va  ( )Aessσ   kabi  belgilanadi. 

 

 O’z-o’ziga qo’shma operatorning spektri 

 
H   Hilbert  fazosi, ( )HLA∈  o’z-o’ziga  qo’shma  operator  bo’lsin.  

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

( ) ( )xAxmxAxM
xx

,inf,,sup
11 ==

==  

M  va  m  sonlari  mos  ravishda  A  operatorning  yuqori  va  quyi  chegarasi 

deyiladi. 
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Teorema 1.8.1.  { }MmA ,max= . 

Bu  teoremaning  isboti  yuqorida  keltirib  o’tilgani  uchun  ham  uni  isbotlab 

o’tirmaymiz. 

Teorema 1.8.2.  ( ) [ ]MmA ,⊂σ . Shuningdek, ( )AMm σ∈, . 

Teorema 1.8.3. HA −  Hilbert  fazosidagi  o’z-o’ziga  qo’shma  operator 

bo’lsin. U holda  

a) A  qoldiq  spektrga  ega  emas; 

b) ( ) RA ⊂σ ; 

s) A   operatorning  har  xil  xos  qiymatlariga  mos  keluvchi  xos  vektorlari  

orotogonal.  

Misol 1.8.4.   ( )








∞<== ∑
∞

=1

2
212 :,...,...,,

k
kn xxxxxl   kompleks  Hilbert  

fazosida 

 ( ) ,1+= nn xTx  ya’ni  ( ) ( ),...,...,,,...,...,, 13221 +== nn xxxxxxTTx  

operator   berilgan  bo’lsin. *T   operatorni  toping. 

 Yechish. 2l   fazo  quyidagi  ( ) ∑
∞

=

=
1

,
k

kk yxyx   skalyar  ko’paytmaga  nisbatan  

Hilbert  ma’nosidagi  qo’shma  operator  ta’rifiga  ko’ra 

 ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑ ∑
∞

=

∞

=
−

∞

=

∞

=
+ =====

1

**

2
1

1 1
1 ,,

k
kk

k
kk

k k
kkkk yTxyTxyxyxyTxyTx . 

 

Oxirgi  tenglik  hamma   2lx∈    lar  uchun  o’rinli. Bundan  esa  *T  operatorning 

  ( ) ( ) ,...3,2,,0 1
*

1
* === − kyyTyT kk  

yoki 

  ( ) ( ),...,...,,0,...,...,, 121
**

nn yyyyyTyT ==  

Formula  bilan  aniqlanishini  ko’ramiz. 
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 BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
 

 ( ) ( ) ,...3,2,1,*
11 ==== −+ nxTxxTx nnnn  

tenglik   2l  fazoning  faqat  nol  vektori  uchun  bajariladi.  Shu  sababli  T  operator  

o’z – o’ziga  qo’shma  operator  bo’la  olmaydi. 
 

Kompakt operatorning spektri. 
 

( )HLA∈   o’z-o’ziga  qo’shma  operator  bo’lsin. 

Teorema 1.9.1. Kompakt  operatorning  nolmas  z  xos  qiymatiga  mos 

keluvchi  zL   xos  fazosi  chekli  o’lchamli. 

Teorema 1.9.2. A   kompakt   operator  va  ixtiyoriy  0>δ   son  berilgan   

bo’lsin.  A   operatorning  absolyut  qiymati  δ   dan  katta  bo’lgan  xos 

qiymatlariga   mos  keluvchi  chiziqli  erkli   xos  vektorlarning  soni  cheklidir. 

Natija 1.9.3. Kompakt  operatorning  xos  qiymatlari  to’plami  noldan farqli 

limitik  nuqtaga ega emas. 

Teorema 1.9.4 (Phillips).  Agar  Cz∈  soni  A  kompakt  operatorning  xos 

qiymati  bo’lsa,  Cz∈   soni  *A  ning  xos  qiymati  bo’ladi [3]. 

Teorema 1.9.5.  A  va  *A   kompakt  operatorlarning  z  va  z  xos  

qiymatlariga  mos  keluvchi  xos  qism  fazolarining  o’lchamlari  teng. 

Teorema 1.9.6.  A  kompakt  operator  bo’lsin. U  holda 

1. A   operatorning  spektridagi  noldan  farqli  ixtiyoriy  nuqta  xos  

qiymatdir; 

 

2. Agar  H  – cheksiz  o’lchamli  bo’lsa,  0 soni  operatorning  spektriga  

tegishli. 

Teorema 1.9.7. Agar  A   o’z -o’ziga  qo’shma  va   0≠A   bo’lsa, u  holda  

uning  hech   bo’lmaganda  bitta  nolmas  xos  qiymati  b--or. 
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BO’LIM 1. DASTLABKI  TUSHUNCHALAR  VA  TASDIQLAR. 
 

Isbot.  A  – chegaralangan. Demak, uning  spektri  [ ]Mm,  segmentda  yotadi, 

bu  yerda  m  va  M  – operatorning  quyi  va  yuqori  chegaralari. Shuningdek, m  

va  M – operatorning  spektrida  yotadi. A   nolmasligidan,  yoki  0≠m , yoki  

0≠M . A   kompaktligi  uchun  bu  son  xos  qiymat  bo’ladi. 

Teorema 1.9.8.(Hilbert-Shmidt).  H   Hilbert  fazosidagi  har  qanday   

o’z-o’ziga  qo’shma,  kompakt   operator  berilgan  bo’lib, { }nλ  uning  barcha 

nolmas  xos  qiymatlari  bo’lsin. H   fazoda  shu  xos  qiymatlarga  mos  keluvchi  

xos  vektorlardan  iborat  shunday  { }nφ  ONS  mavjudki, har  bir  Hx∈  elementga  

yagona  usulda 

∑ +=
k

k
kk xcx φ  

ko’rinishda  yoziladi, bu  yerda  'x   vektor  0'=Ax   shartni  qanoatlantiradi. Bu  

holda 

∑=
k

kkk cAx φλ  

Agar  xos  qiymatlar  cheksiz  bo’lsa,  0lim =
∞→ kk
λ  [5]. 
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Bo’lim  2 

Soni  saqlanmaydigan  zarrachalar  sistemasiga  

mos  model  operatorning  xos  qiymatlari  soni. 

 

2.1.1.  Ikki zarrachali Hamiltonianning koordinata tasviri 

2Z - ikki o’lchamli butun sonli panjara, ( )( ) ( )( ) 222222
2 ZZZZl ×=−  da 

aniqlangan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalarning Hilbert fazosi, 

( )( ) ( )( )22
2

22
2 ZlZl s ⊂ - simmetrik funksiyalar qism fazosi bo’lsin. 

Koordinata tasvirida ikki bozonli sistemaga mos Hamiltonian ( )( )22
2 Zl s  

Hilbert fazosida quyidagi formula bilan aniqlanadi: [1], [ 2] 

µλµλ vhh ˆˆˆ
0 −= , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )∑
∈

∈+++=
dZs

s Zlsxxxsxsxxh 22
22121210 ˆ,,ˆ,ˆˆ,ˆˆ ϕϕϕεϕ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22
2212121 ˆ,,ˆˆ,ˆˆ Zlxxxxvxxv s∈−= ϕϕϕ µλµλ . 

( )sε̂  va ( )svµλˆ  funksiyalar 2Z  da quyidagicha aniqlanadi: 

 ( )










>

=−

=

=

1,0

1,
2
1

0,2

ˆ

sagar

sagar

sagar

sε ,  va  ( )










>

=

=

=

1,0

1,
2

0,

ˆ

sagar

sagar

sagar

sv λ
µ

µλ   

bunda  ( ) ( )( ) ( ) ( ) 00,,, 21221 ≥≥+=∈= λµ vasssZsss   bir vaqtda nolga teng 

bo’lmagan sonlar. 

 Ta’kidlab o’tamizki, ikki zarrachali Hamiltonian ( )( )22
2,ˆ Zlh s

µλ  Hilbert 

fazosida chegaralangan o’z – o’ziga qo’shma operator bo’ladi. 
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BO’LIM 2. SONI SAQLAMAYDIGAN ZARRACHALAR SISTEMASIGA MOS MODEL 

OPERATORNING XOS QIYMATLARI SONI 

 

2.2.2. Ikki zarrachali Hamiltonianning impuls tasviri  
( ]ππ ,1 −=T  bo’lsin. 1T  da qo’shish va songa ko’paytirish amallarini haqiqiy 

sonlarni π2  modul bo’yicha qo’shish va songa ko’paytirish sifatida kiritamiz, 

Masalan 

    ( )πππππ 2mod
22

3
2

−==+  

    ( )πππππ 2mod
5

4
5

42
2

6 −=−=⋅  

Ushbu to’plam bir o’lchamli tor deb ataladi. dT  orqali d - o’lchamli tor, ya’ni 

       
martad

d TTTT 111 ×××=  

ni belgilaymiz. 

 d - o’lchamli tor dT  da aniqlangan, Haar ma’nosida o’lchovga ega va 

    ( )∫ ∞<
dT

p dqqf  

shartni qanoatlantiruvchi barcha CTf d →:  funksiyalar to’plamini qaraymiz, 

bunda integral o’lchov Haar ma’nosida olinadi va p - tayinlangan musbat son. Bu 

to’plamda elementlarni qo’shish va songa ko’paytirish kabi kiritiladi. Hosil 

bo’lgan to’plam ( )dTL2  kabi belgilanadi. Bu to’plamning elementlari dR  da 

aniqlangan va har bir o’zgaruvchisi bo’yicha π2  davrga ega bo’lgan 

funksiyalardir. 

 1
0 CH =   bir  o’lchamli  kompleks  Gilbert  fazosi, ( ) ( ]ddde TTLH ππ ;21 −==   

da  modulining  kvadrati  bilan integrallanuvchi  juft   funksiyalarning   Gilbert  

fazosi  bo’lsin. 

 10 HHH ⊕=   Gilbert  fazosi  0H   va   1H   Gilbert  fazolarining  to’g’ri  

yig’indisidan  iborat. 

 −H  Gilbert  fazosining  elementlari    ( )10 ,, fffHf =∈   ko’rinishida   

bo’lib,  bunda   00 Hf ∈   va   11 Hf ∈ . 
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BO’LIM 2. SONI SAQLAMAYDIGAN ZARRACHALAR SISTEMASIGA MOS MODEL 

OPERATORNING XOS QIYMATLARI SONI 

  

−H   fazoda   skalyar  ko’paytma  quyidagicha  aniqlanadi: [7] 

 

  ( ) Hfff ∈= 10 ,     va      ( ) Hggg ∈= 10 ,  . 

  
10

1100 ,,,
HH

gfgfgf += . 

 ( ) dTkkE ∈,    operator   0H  -  Gilbert   fazosidagi skalyar operator bo’lib, 

quyidagi  ko’rinishga  ega: 

  ( ) ( ) ( )∑
=

∈−==
d

i
i HffkfkfkE

1
00000 ,cos1ε  

va   ( ) dTkkH ∈,µ    operator  1H    fazoda   aniqlangan  ikki  zarrachali  Diskret  

Shroedinger   operatori  bo’lib,   quyidagi  ko’rinishga  ega: 

  ( ) ( ) 0,0 ≥−= µµµ VkHkH  

bunda,  ( )kH 0    operator   ( )⋅kε    funksiyaga   ko’paytirish  operatori  bo’lib,      

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,, 1110 HfqfqqfkH k ∈= ε  

( ) ∑∑
==







 −=














 ++






 −=

d

i
i

i
d

i
i

i
i

i
k q

k
q

k
q

k
q

11
cos

2
cos12

22
εεε  

ko’rinishga  ega. 

 −µV  integral  operator  quyidagi  formula  yordamida   aniqlanadi: 

  ( ) ( )
( )

( ) ( )∫ −=
dT

d dssfsqvqfV .
2 11 π
µ

µ  

( ) 0,,, ≥∈ µγγµ
dTkkH   operatorlar  oilasini   −H   Gilbert   fazosida   quyidagi  

formula  bo’yicha   aniqlaymiz: [7] 

      

( ) ( )
( )

( ) ( )










+

+
=







 ∗

qfkHfC
fCfkE

qf
f

kH
10

10

1

0

µγ

γ
γµ  

bunda    ( )
1011 , HffС αγγ =∗     va    ( )

0000 , HffC αγγ =   mos   ravishda  paydo  qiluvchi  

va   yo’qotuvchi  operatorlar. 
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BO’LIM 2. SONI SAQLAMAYDIGAN ZARRACHALAR SISTEMASIGA MOS MODEL 

OPERATORNING XOS QIYMATLARI SONI 

 

2.2.3. ( ) dTkkH ∈,γµ  operatorning chiziqli chegaralanganligi 

va o’z – o’ziga qo’shmaligi. 
 

 Lemma .  0, ≥∀ γµ   da   ( ) dTkkH ∈,γµ    operator  chegaralangan  va   o’z – 

o’ziga   qo’shma. 

 

 ( ),...1,0,1...,1 −=Z   buutun   sonli  panjara.  dZ   orqali   1Z   larning   d   tasini   

dekart  ko’paytmasini     
tad

d ZZZZ 111 ...×××=   belgilaymiz. 

 ( )dZl2   bilan dZ   to’rdagi   modulining   kvadrati  bilan   jamlanuvchi  

funksiyalarning  Gilbert  fazosini  belgilaymiz, ya’ni: 

 

 ( ) ( )








∞<∈= ∑
∈ dZs

dd sfZfZl 2
2 :  

Misol  2.2.4 

 ( )


 =

=
holdaaks

s
sf

,0
1,1  

 ( )∑ ∑
∈ =

∞<==
dZs s

dsf
1

22 21  

....
1

21 ∑
=

=+++=
d

i
id sssss  

 

2.2.5. µγV  operatorning musbatligi. 

 
 Lemma 2.2.6. a)  V -   kompakt   operator. 

    b)  0, >∈∀ µdTk   uchun V -  nomanfiy   operator. 
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BO’LIM 2. SONI SAQLAMAYDIGAN ZARRACHALAR SISTEMASIGA MOS MODEL 

OPERATORNING XOS QIYMATLARI SONI 

 

Isbot. Bu operatorning musbatligini isbotlash uchun Reed- Saymondagi 

Hilbert- Shmid teoremasidan foydalanamiz.  

b) V - operatorning   musbatligini  ta’rif     yordamida  ko’rsatamiz, ya’ni: 

  Hf ∈∀   uchun  ( ) 0, ≥fVf   ligini   ko’rsatish  yetarli. 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ≥====
x

xfxvffVfVf 0ˆˆ,ˆˆ, 2 . 

Endi,  ( ) dTkkH ∈,0µ   operator    ( )kE   va   ( )kH µ   operatorlarning   to’g’ri  

yig’indisidan   iborat,  H  da   quyidagicha   aniqlangan: 

   ( ) ( )
( )

( )( )( )






=








qfkH

fk
qf

f
kH

1

0

1

0
0

µ
µ

ε
 

 Ma’lumki,  ( ) dTkkH ∈,0µ   operator     ( ) ( )[ ]kk maxmin , εε   muhim   spektrga  

ega  va  unda   yotuvchi   ( ) ( ) ( )[ ]kkk maxmin , εεε ∈   xos   qiymatga  ega. 

 ( ) ( ) ∑
=∈







 −==

d

i

i
k

Tq

k
qk

d
1

min 2
cos12minεε  

 ( ) ( ) ∑
=∈







 +==

d

i

i
k

Tq

k
qk

d
1

max 2
cos12maxεε  

 

 Eslatma.  ( ) ( ]ddd TTkk ππε ;;, −=∈   da   juft  funksiya,  ( )ddd TTk π;0; =∈   

da    kvaziimpuls   bo’yicha   almashinuvchi bo’lib, avval  0  qiymatidan     

( ) ( )kk
dTk

maxmax εε <
∈

  gacha o’sadi, keyin  yana nolgacha kamayadi. 

 Bu  o’zgarish  qo’zg’atuvchi   ( ) dTkkH ∈,µ   operatorning muhim    

spektridan  chapdagi   xos   qiymatlari   soni   o’zgarishiga   ta’sir   qiladi [7] . 

 Agar ,  dTk ∈    da   0    va  π   dan   farqli  bo’lsa,  quyidagi   munosabat   

o’rinli: 

  ( ) ( ) ( )kkk maxmin εεε << . 
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BO’LIM 2. SONI SAQLAMAYDIGAN ZARRACHALAR SISTEMASIGA MOS MODEL 

OPERATORNING XOS QIYMATLARI SONI 

 

2.2.7. ( )kH γµ  operatorning muhim spektri 

 
( )kH γµ   va   ( )kH µ0    operatorlarning   ayirmasi  kompakt  operator   

bo’lganligi  uchun,  muhim  spektr   turg’unligi  haqidagi  Veyl   teoremasiga  

ko’ra ( ) dTkkH ∈,γµ   operatorning    muhim   spektri  ( ) dTkkH ∈,0µ   operatorning   

muhim   spektri    ( )( )kHess µσ 0     bilan   ustma-ust  tushadi [5]: 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]kkkhkhkHkH essessess maxmin00 , εεσσσσ µµγµ ==== . 

Ixtiyoriy   fiksirlangan   0, ≥µγ   va   ( )( )kz min; ε∞−∈    larda  integral   

Birman – Shvinger   operatori   ( ) 1,, HzkBγµ    fazoda   quyidagicha   aniqlanadi 

[7]: 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zKVzKrzkVqfzkB ,,,, 2/1
0

2/1
1 γµγµγµ =  

bunda   ( ) ( )Khzkr 00 , −    operatorning    rezolventasi  va   

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )dssfnsnqv

zk
qfzkV

nT
d

d
1

1

2/1
2/12

1
2/1 coscosˆ

2
1,












+








+

−
= ∑∫

∞

=

µ
ε
γ

πγµ  - 

 ( )
( ) ( ) ( )dssfnsnpvv

zk
zkV

dT n
nd 1

1
0

2

coscosˆˆ
2

1, ∫ ∑ 







⋅+








+

−
=

∞

=

µ
ε
γ

πγµ    operatorning   

kvadrat  ildizi. 

 ( )zkV ,γµ   operator    ( )−de TL2 Gilbert  fazosida   quyidagi  formula  orqali  

aniqlanadi: 

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∫ 








−+

−
=

dT
d dssfspv

zk
qfzkV 1

2

1 2
1,

ε
γ

πγµ  

( )⋅v   funksiya  juft  bo’lganligi   uchun  faqat   kosinuslar  yordamida  Fure  

qatoriga  yoyiladi. 
 



 33 

 

BO’LIM 2. SONI SAQLAMAYDIGAN ZARRACHALAR SISTEMASIGA MOS MODEL 

OPERATORNING XOS QIYMATLARI SONI 

    

    ( ) ∑
∞

=

+=
1

0 cos)(ˆ
2
ˆ

n
nxnv

v
xv  

 ( )spv −   funksiya  esa 

   ( ) ( )∑
∞

=

−⋅+=−
1

0 cos)(ˆ
2
ˆ

i
spnnv

v
spv                                               ( )∗  

ko’rinishda  yoyiladi. 

 ( )∗   ni  hisobga  olsak,  ( )zkV ,γµ   operatorni  −1H   Gilbert  fazosida  

quyidagicha  ifodalaymiz: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )dssfnsnpvv
zk

dssfspnvv
zk

qfzkV

d

d

T i
nd

n
n

T
d

∫ ∑

∑∫









+








+

−
=

=











−+








+

−
=

∞

=

∞

=

1
0

2

1
1

0

2

1

coscosˆˆ
2

1

cosˆˆ
2

1,

µ
ε
γ

π

µ
ε
γ

πγµ

 

−V   operator   ( )( )kz min;,0, εµγ ∞−∈≥   musbat   bo’lganligi  uchun,   

( )zkV ,γµ    operator   musbat   bo’ladi. 
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B O’ L I M  3 

Asosiy natijalar va ularning isboti 

 

3.1.1 Asosiy natijalar 
 Ushbu magistrlik dissertatsiyasining asosiy natijalari quyidagilardan 

iboratdir. 

Teorema 3.1.1.    ( ) ( )[ ]kkCz maxmin ,/ εε∈    son    

( ) ( ) ( )zkVkhzkH ,, 0 γµγµ −=  

operatorning  xos  qiymati  bo’lishi uchun   “1”  soni   ( )zkB ,γµ   operatorning   xos   

qiymati   bo’lishi yetarli  va zarur. 

Teorema 3.1.2.  (Birman – Schwinger  prinsipi). 

 a)  ( ) ( )[ ] ( )kHkkCz γµεε ,,/ maxmin∈    operatorning   xos  qiymati  bo’ladi, faqat  

va  faqat   “1”   ( )zkB ,γµ   operatorning   xos  qiymati  bo’lsa; 

 b)  ( )kH γµ   operatorning   ( )kz minε<   chapda  joylashgan  xos  qiymatlari, 
( )zkB ,γµ   operatorning   “1”  dan  o’ngda  joylashgan  xos  qiymatlari  soni  bilan  

ustma – ust  tushadi. 
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BO’LIM 3. ASOSIY NATIJALAR VA ULARNING ISBOTLARI 

 

3.2.3  3.1.1  teoremaning isboti 
  Yetarliligi. Faraz qilamiz, 1 soni  ( )zkB ,γµ   operatorning   xos  qiymati,  1H∈ϕ   

esa  unga mos  xos   funksiya  bo’lsin, u  holda 

( ) ( ) ( )( )ϕϕ γµγµ zkVzkrzkV ,,, 2/1
0

2/1=  

tenglama 10 H∈≠ ϕ yechimga  ega  bo’ladi. Endi ushbu 

( ) ( )ϕγµ zKVzKrf ,, 2/1
01 =  

belgilashni   olamiz, Tushunarliki,  01 ≠f .  Bu  yerdan    

( )( ) ( ) ,, 110 fzkVfzkh γµ=−  

tenglikka ega bo’’lamiz.  Bu esa 11 Hf ∈  funksiya ( ) ( )[ ]kkCz maxmin ,/ εε∈  xos  

qiymatga  mos ( )zkH ,γµ   operatorning   xos  funksiyasi demakdir.   

Zarurligi.   ( ) ( )[ ]kkCz maxmin ,/ εε∈  soni ( )zkH ,µγ  operatorning xos qiymati 

bo’lsin va 11 Hf ∈  esa xos qiymatga mos xos funksiyasi bo’lsin, f   

   ( )( ) ( ) 11000 , fzkVfzkH µγ=−  

tenglamaning nolmas yechimi bo’lsin. Bu yerdan ( ) ( ) 101 ,, fzkVzkrf µγ= . 

Aniqki,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
2
1

1
2
1

2
1

0
2
1

1
2
1

,,,,,,, fzkVzkBfzkVzkVzkrzkVfzkV γµγµγµµγµγµγ =







= . 

Bundan ko’rinadiki 1 soni ( )zkB ,γµ  operatorning xos qiymati bo’ladi, ( ) 1
2
1

, fzkVγµϕ =  

esa xos qiymatga mos xos funksiya bo’ladi. 

Teorema isbotlandi. ∆  

 

3.2.4    3.1.2  teoremaning isboti. 

Teoremani isbot qilishdan oldin bir nechta yordamchi shartlar keltiramiz. 

 Faraz qilaylik quyidagi shartlar bajarilsin: 

  a)  ( )−pv   uzluksiz    differensiallanuvchi  juft   funksiya. 
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BO’LIM 3. ASOSIY NATIJALAR VA ULARNING ISBOTLARI 

 
dZyyv ∈),(ˆ lar esa  ( )pv   funksiyaning  ( )−dZl2  fazodagi   Fur’ye   

koeffitsentlari. 

 b)  Barcha dZx∈  uchun  ( ) 0ˆ ≥xv ,    

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )∫ −===
dT

ipx dppVfexfxfV ....ˆ....ˆˆ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ =









−==== −−

d dd T T

ipx

T

ipx dpdqqfqpvedppVfexfV ...ˆˆ  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∑∫ ∫∑ =









=










= −−−−−

d dd d T T

yqpi

y

ipx

T T y

yqpiipx dpdqqfeyvedpdqqfeyve )()( ˆˆ  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )∑∫∫ ∑ ∫∫ =⋅⋅=⋅⋅⋅= −−−−−

y T y T

iqy

T

xyipiqyxyip

d dd

dyqfedpeyvdpdqqfeeyv )()( ˆˆ  

 ( ) ( ) ( )xfxv d ˆ2ˆ ⋅⋅= π . 
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