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Ushbu uslubiy qo‘llanmaning asоsiy maqsadi, univеrsitеtning birinchi kurs 

«Matеmatika», «Amaliy matеmatika va infоrmatika», «Mexanika» va «Fizika» 

bakalavr yo’nalishida tahsil оlayotgan talabalarida «Algebra va sonlar nazariyasi» 

faniga bo‘lgan qiziqishini оshirishdan ibоrat.  

Maskur uslubiy qo‘llanmadan bu fanga qiziquvchi Oliy o‘quv yurti 
talabalari, magistrantlari foydalanishlari mumkin. 
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 So‘z bоshi 
 

Rеspublikamizda ta‘lim sоhasida оlib bоrilayotgan kеng islоhatlar 

talabalarni bilimini оshirish va mustaqil fikr yuritadigan mutaхassis 

bo‘lib yеtishishlari maqsadida, o‘qitilayotgan har bir fandan darslik, 

o‘quv qo‘llanma, uslubiy qo‘llanma, masalalar to‘plami, labоratоriya 

ishlaridan tоpshiriqlar va ko‘rsatmalar majmuasi, tarqatma matеriallar 

hamda ularning elеktrоn variantlarini yaratishni taqоzо qiladi.  

Bitkazuvchi talaba o‘z iхtisоsligi bo‘yicha fanlarning zamоnaviy 

yutuqlaridan fоydalana оlishi uchun u o‘qishning bоshidanоq bu 

fanlarning asоslarini mustahkam egallamоg‘i zarur.  Algеbra va sоnlar 

nazariyasi ana shunday asоsiy fanlardan ekanligiga shak-shubha yo‘q.    

Mazkur uslubiy qo‘llanma «Algеbra va sоnlar nazariyasi» fanidan 

o‘tkaziladigan amaliy mashg‘ulotlariga bag‘ishlangan bo‘lib, u 

«Matеmatika», «Amaliy matеmatika va informatika», «Mexanika»  va 

«Fizika» yo‘nalishlarida tahsil оlayotgan talabalarga mo‘ljallangan. 

Unda har bir amaliy mashg‘ulotlari uchun kеrakli nazariy ma‘lumоtlar 

kеltirilgan, misollarni yechilishidan namunalar ko‘rsatilgan.  

Ushbu qo‘llanmani yaхshilashga qaratilgan har qanday tanqidiy 

fikr, mulоhaza va tavsiyalarni muallif  mamnuniyat bilan qa‘bul qiladi 

va оldindan o‘z minnatdоrchiligini bildiradi.   
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1-§. Chiziqli tеnglamalar sistеmasi 

 
 1.1. Chiziqli tеnglamalar sistеmasini yechishning Kramеr qoidasi.  
Ikkita x  va y  noma‘lumli chiziqli  tеnglamalardan  ibоrat  ushbu  








22221

11211 ,
byaxa
byaxa

                                                    (1.1) 

sistеma ikki nоma‘lumli chiziqli tеnglamalar sistеmasi dеyiladi, bunda 
22211211 ,,, aaаа (1.1) sistеma  kоeffitsiyеntlari, 21 , bb berilgan sonlardir. 

 Agar (1.1) sistеmadagi x  ning o‘rniga 0x  sonni, y  ning o‘rniga 0y  sonni 
qo‘yganda tenglamalarning har biri ayniyatga aylansa, unda ),( 00 yx  juftlik (1.1) 
tеnglamalar sistеmasining yechimi deyiladi. 
 (1.1) sistеmani o‘rganishda bu sistеmaning kоeffitsiуеntlaridan tuzilgan 
ushbu 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

                                  (1.2) 

determinant (uni (1.1) sistеmaning determinant deyiladi) hamda bu 
determinantning birinchi va ikkinchi ustunlarini mos ravishda ozod hadlar bilan 
almashtirilgan ushbu 

 212221
222

121 baab
ab
ab

x  ,                                 (1.3) 

211211
221

111 abba
ba
ba

y                                     (1.4) 

determinantlar muhim ahamiyatga ega. 
 (1.1) tеnglamalar sistеmasini yechish uchun avvalo bu sistemaning birinchi 
tenglamasini 22a  ga, ikkinchi tenglamasini esa 12a  ga ko‘paytirib, keyin hadlab 
qo‘shib 

212122

12212211
21212221221

22122122211

22221

11211 )(
,,

baba

xaaaa
bayaaxaa

abyaaxaa
byaxa
byaxa



















 

 
bo‘lishini topamiz. So‘ngra (1.1) sistemaning birinchi tenglamasini 21a  ga, 
ikkinchi tenglamasini esa 11a  ga ko‘paytirib keyin hadlab qo‘shib 
 

221111

12212211
21111221211

12121122111

22221

11211 )(
,,

baba

yaaaa
bayaaxaa

bayaaxaa
byaxa
byaxa


















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bo‘lishini topamiz. Natijada (1.1) sistemaga teng kuchli bo‘lgan ushbu 

21212212212211 )( babaxaaaa  , 
22111112212211 )( babayaaaa   

sistemaga kelamiz. Bu sistema yuqoridagi (1.2), (1.3) va (1.4) munosabatlarni 
hisobga olganda quyidagicha yoziladi: 








y

x

y
x ,

                                                     (1.5) 

(1.5) sistemaning yechimi x,  hamda  y  larga bog‘liq. 
 1-hol. 0  bo‘lsin. Bu holda (1.1) sistemadan 








 yx yx ,                                           (1.6) 

bo‘lishini topamiz. Bu topilgan x  va y  lar (1.5) tenglamaning yechimi bo‘ladi. 
(1.1) sistemaning yechimini topishning bu qoidasi Kramer qoidasi deyiladi.   
 2-hol. 0  bo‘lib, x  va y  lardan hech bo‘lmaganda bittasi noldan 
farqli bo‘lsin. Bunda (1.1) sistema yechimga ega bo‘lmaydi. Bu holda (1.1) 
birgalikda bo‘lmagan sistema deyiladi. 
 3-hol. 0 yx  bo‘lsin. Bu holda (1.1) sistema yoki cheksiz ko‘p 
yechimga ega bo‘ladi, yoki umuman yechimga ega bo‘lmaydi.  
 Endi uch  nоma‘lumli chiziqli  tеnglamalar sistemasini qaraymiz. Uchta 

yx,  va z  noma‘lumli chiziqli  tеnglamalardan  ibоrat  ushbu  














3333231

2232221

1131211

,
,

bzayaxa
bzayaxa
bzayaxa

                                          (1.7) 

sistеma uch nоma’lumli chiziqli tеnglamalar sistеmasi dеyiladi, bunda 
333231232221131211 ,,,,,,,, aaaaaaaаа bu sistеmaning  kоeffitsiyеntlari, 

321 ,, bbb berilgan sonlardir. 
 Agar (1.7) sistеmadagi x  ning o‘rniga 0x  sonni, y  ning o‘rniga 0y  sonni va 
z  ning o‘rniga 0z  sonni qo‘yganda tenglamalarning har biri ayniyatga aylansa, 
unda ),,( 000 zyx  uchlik (1.7) sistеmaning yechimi deyiladi. 
 Ushbu 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

                                             (1.8) 

determinant  berilgan (1.7) sistemaning determinant deyiladi. Bu determinantning 
birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos ravishda ozod hadlar bilan 
almashtirib ushbu 
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33231

22221

11211

33331

23221

13111

33323

23222

13121

,,
baa
baa
baa

aba
aba
aba

aab
aab
aab

zyx   

 
determinantlarni hosil qilamiz.  
 Dеmak, (1.7) sistеma bеrilgan hоlda har dоim , , ,x y z     
dеtеrminantlarga ega bo‘lamiz. 
 1) 0   bo‘lsa, u hоlda (7) sistеma yagоna  , ,x y z  yеchimga ega bo‘lib,  

, ,ух zх у z
 

  
  

                                (1.9) 

bo‘ladi; 
 2) 0   bo‘lib, 0, 0x y    bo‘lsa, u hоlda (1.7) sistеma yеchimga ega 
bo‘lmaydi; 
 3) 0x y z         bo‘lsa, u hоlda (1.7) sistеma chеksiz ko‘p 
yеchimga ega bo‘ladi. 
 1.2. Chiziqli tеnglamalar sistеmasini yechishning Gauss usuli.  
 n  noma’lumli n  ta chiziqli tеnglamalar sistеmasini Kramer qoidasi bo‘yicha 
yechish 4n  dan boshlab katta va mashaqqatli ishga aylanadi, chunki bu ish 
to‘rtinchi tartibli beshta determinantni hisoblash bilan bog‘liq. Shu sababli amalda 
Gauss usuli muvaffaqiyat bilan qo‘llaniladi va u sistema birgalikda hamda aniq 
bo‘lsa, uni soddaroq ko‘rinishga keltirish va barcha noma’lumlarning qiymatlarini 
ketma-ket toppish imkonini beradi. Gauss usuli shundan iboratki, u almashtirishlar 
yordamida noma’lumlarni ketma-ket chiqarib, so‘nggi tenglamada faqat bitta 
noma’lumni  qoldiradi. 
 Quyidagi n  ta chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini qaraylik:  





















....

..........................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxа

bxaxaxа

bxaxaxа

                                 (1.10) 

 Bu sistemani Gauss usuli bilan yechish jarayoni ikki bosqichdan iborat.            
1-bosqich. (1.10) sistema uchburchak ko‘rinishga keltiriladi. Bu quyidagicha 
amalga oshiriladi: 011 а  deb (agar 011 а  bo‘lsa, 1-tartibli tenglama bilan 01 iа  
bo‘lgan i tenglamaning ).,..,3,2( ni   o‘rinlarini almashtiramiz) quyidagi 
nisbatlarni tuzamiz. 

..,..,,
11

1
1

11

31
31

11

21
21 а

аm
а
аm

а
аm n

n   
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 Sistemaning i tenglamasiga 1 tenglamani 1im  ga ko‘paytirilganini 
qo‘shamiz. Bunda biz sistemaning  2 tenglamasidan boshlab hammasida 1х  
noma’lumni yo‘qotamiz. O‘zgartirilgan sistema quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.  






















....

.............................

,...

,...

)1()1(
3

)1(
2

)1(

)1()1(
3

)1(
2

)1(

11313212111

32

223222

nnnnn

n

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxaxа

n

n

nn

                                 (1.11) 

0)1(
22
а  deb faraz qilib quyidagi nisbatlarni tuzamiz: 

..,..,, )1(

)1(

2)1(

)1(

42)1(

)1(

32
22

2

22

42

22

32

а
а

m
а
а

m
а
а

m n
n   

(1.11) cistemaning i tenglamasiga ).,..,4,3( ni   uning 2 tenglamani 2im  ga 
ko‘paytirib qo‘shamiz va natijada quyidagi sistemani hosil qilamiz: 



























....

.............................

,...

,...

,...

)2()2(
3

)2(

)2(
3

)2(
3

)2(

)1()1(
3

)1(
2

)1(

11313212111

3

333

223222

nnnn

n

n

bxaxa

bxaxa

bxaxaxa

bxaxaxaxа

n

n

n

nn

 

Bundan  

.; )1(
)1(

)1(
)1()2(

1
11

1)1(
2

22

1

i

j

ijijij
a

a

a
aaa

a
a

aa i
j

ij   

Yuqoridagidek jarayonni 1n  marotaba bajarib quyidagi uchburchak 
ko‘rinishidagi sistemani hosil qilamiz: 
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

























 .

.............................

,...

,...

,...

)1()1-(

)2(
3

)2(
3

)2(

)1()1(
3

)1(
2

)1(

11313212111

333

223222

n
n

n

n

n

nn

nnn

n

n

bxa

bxaxa

bxaxaxa

bxaxaxaxа

                      (1.12) 

 
 Shu bilan yechimni topishning 1-bosqichi yakunlanadi. 
 2-bosqich uchburchak ko‘rinishidagi (1.12) sistemani yechishdan iborat. 
Oxirgi tenglamadan nх  topiladi. Undan oldingi tenglamaga nх  ning topilgan 
qiymati qo‘yilib, 1nх  topiladi. Shunday mulohazalarni davom ettirib nihoyat 1-
tenglamadan 1х  topiladi. nxxx .,..,, 21  noma’lumlarni topish uchun quyidagi 
formulalardan foydalanish mumkin: 

.,,...,1,

,1

)0()0(

1

)1-()1(
)1-(

kikk

n

ki
i

kk
kkk

aabbnnk

xab
a

x

ki

ki
kk







  





 

Gauss usulining 1-bosqichida 
3

3n  ta qo‘shish, shuncha ko‘paytirish va 
2

2n  ta 

bo‘lish amallari bajariladi, 2- bosqichda 
2

2n  ta qo‘shish, shuncha ko‘paytirish va n  

ta bo‘lish amali bajariladi. 
 Quyidagi misollarni ko‘rib chiqamiz.  
 Misol. 1) Ushbu 













1325
,143
,932

zyx
zyx
zyx

 

chiziqli tеnglamalar sistеmasini yеching. 
 2) Ushbu 
















0522
,7223

,332
,243

tzyx
tzyx

tzyx
tzyx

 

chiziqli tеnglamalar sistеmasini Gauss usuli bilan yеching. 
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 Yechilishi: 1) Dеtеrminantlarni tоpamiz: 
 

.1126547)9460(51824

)]1(33212)5(43[)5()1(1323342
325
143
312









 

 
 Dеtеrminant 0112   bo‘lgani uchun sistеma yagоna yechimga ega va 
Kramеr qoidasini qo‘llab, uni tоpamiz: 

;1123115)31812(16108

]3)1(1912)1(43[)1()1(1321349
321
141
319







 x  

 

;1126448)81215(4596

]339)1(12)5(13[)5(193)1(3312
315
113
392






 y  

 

.22417351)34180(5548

)]1()1(3212)5(49[)5()1(1923)1(42
125

143
912







  

.2
112
224,1

112
112,1

112
112

















 zyx zyx  

Javob: .2,1,1  zyx  
 2) Ikkinchi, uchinchi, to‘rtinchi tеnlamalardan х larni yo‘qоtamiz. Buning 
uchun birinchi tеnglamani kеtma-kеt 2,3,2   ga ko‘paytiramiz va mоs ravishda 
ikkinchi, uchinchi, to‘rtinchi tеnglamalar bilan qo‘shamiz. Natijada ushbu 
sistеmaga ega bo‘lamiz: 
















.41354
,11111

,11173
,243

tzy
tzy

tzy
tzyx

 

 Ikkinchi va to‘rtinchi tеnglamalarda y  ni yo‘qatamiz. Buning uchun 
uchinchi tenglamani ketma-ket 4,3  ga ga ko‘paytiramiz va mоs ravishda ikkinchi, 
to‘rtinchi tеnglamalar bilan qo‘shamiz. Natijada ushbu sistеmaga ega bo‘lamiz: 
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














83139
,42226
,11111

,243

tz
tz
tzy

tzyx

 

so‘ngra uchinchi tеnglamani -3 ga to‘rtinchi tenglamani 2 ga ko‘paytirib ikkalasini 
qo‘shsak, uchburchakli sistеma hоsil bo‘ladi: 
















.44
,42226
,11111

,243

t
tz
tzy

tzyx

 

 Bundan, 

                      

.2432
,111111

,1
26

224
,1











tzyx
tzy

tz

t

 

Javob: 1,1,1,2  tzyx . 
 

Mustaqil yechish uchun masalalar 
 

1. Quyida berilgan chiziqli tеnglamalar sistеmalarini Gauss usuli bilan yеching: 
 

1. 













.157
,1114

,9432

yx
zy

zyx
             2. 














.23
,701325

,2752

zx
zyx

zyx
         3. 













.527
,82

,46353

zyx
zyx

zyx
 

 

4.  












.1
,138
,134

zyx
zyx
zyx

            5. 












.43
,21653

,024

zyx
zyx

zyx
          6.  













.132
,3

,4334

yx
zyx

zyx
 

 

7.  













.2324
,4235

,623

zyx
zyx

zyx
         8. 













.2385
,9322
,1123

zyx
zyx

zyx
            9. 













.15234
,9352
,12265

zyx
zyx
zyx
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10. 












.123
,165

,15432

zyx
zyx

zyx
        11. 













.324
,62
,1132

zyx
zyx
zyx

          12. 













.1624
,1053

,1952

zyx
zyx

yx
 

 
2. Quyida bеrilgan tеnglamalar sistеmalarini Kramеr qоidasidan fоydalanib 
yеching. 
 

1. 












.1132
,132
,523

zyx
zyx
zyx

              2. 












.18265
,4352
,9234

zyx
zyx
zyx

          3. 













.11423
,11243

,42

zyx
zyx

zyx
 

4. 













.334
,2638

,1

zyx
zyx

zyx
           5. 














.20432
,43114

,3157

zyx
zx

yx
       6. 













.6523
,20432

,632

zyx
zyx

zyx
 

7. 













.244
,422

,13

zyx
zyx

zyx
              8. 













.75
,132
,8243

zyx
zyx

zyx
           9. 














.7653
,53

,724

zyx
zyx

zyx
 

10. 












.03
,2025
,3142

zyx
zyx
zyx

          11. 












.3243
,0342

,25

zyx
zyx

zyx
         12. 














.632
,085

,6232

zyx
zyx

zyx
 

 
3. Bir jinsli tеnglamalar sistеmasini yеching. 
 

1. 












.01025
,04

,0243

zyx
zyx

zyx
            2. 













.0223
,0

,032

zyx
zyx

zyx
              3. 













.043
,032
,023

zyx
zyx
zyx

 

4. 












.023
,052
,032

zyx
zyx
zyx

                5. 













.032
,015145

,023

zyx
zyx

zyx
           6. 













.01025
,04

,0243

zyx
zyx

zyx
 

7. 












.0223
,0

,032

zyx
zyx

zyx
              8. 













.043
,032
,023

zyx
zyx
zyx

                9. 












.023
,052
,032

zyx
zyx
zyx

 

10. 












.065
,0534

,023

zyx
zyx

zyx
          11. 













.072
,0924
,0322

zyx
zyx
zyx

            12. 












.065
,0534
,0233

zyx
zyx
zyx
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2-§.  O‘rin almashtirishlar va o‘rniga qo‘yishlar 

 
2.1. O‘rin almashtirishlar. 
Ta’rif. n  elеmеntdan m  tadan nm 1  o’rinlashtirishlar dеb bir-biridan 

kamida bitta elеmеnt bilan yoki elеmеntlarning tartibi bilan farq qiluvchi 
birikmalarga aytiladi. 

Tеоrеma. n  elеmеntdanm  tadan  o‘rinlashtirishlarning sоni ushbuga tеng: 
).1(...)2)(1(  mnnnnAm

n                                          (2.1) 
 

Ta’rif. n  elеmеntdan n  tadan o‘rinlashtirishlarga n  elеmеntdan o‘rin 
almashtirishlar dеyiladi. 
 n  elеmеntdan o‘rin almashtirishlar sоni nP  bilan bеlgilanadi. Bu sоn (2.1) 
fоrmuladan nm   qiymatda kеlib chiqadi: 
 

.123...)1())1())(2((...)2)(1(  nnnnnnnnnPn  
 

 n  dan 1 gacha bo‘lgan hamma natural sоnlar ko‘paytmasi «faktоrial» dеb 
ataladi va !n  ko‘rinishda bеlgilanadi. Shunday qilib, 

.123...)2)(1(!  nnnn  
Masalan, .720123456!6    

n  ta  n,...,3,2,1  raqamlarning  
naaaa ...321                                                  (2.2)  

pеrmutatsiyasidagi har bir ia  raqam o‘ng tоmоndagi o‘zidan kichik har bir raqam 
bilan bitta invеrsiya tashkil etadi dеymiz. Dеmak, (2.2) pеrmutatsiyada ia  ning 
o‘ng tоmоnida ia  dan kichik nеchta raqam turgan bo‘lsa, ia  shuncha invеrsiya 
tashkil etadi. Agar ia  ning o‘ng tоmоnida ia  dan kichik bitta ham raqam turgan 
bo‘lmasa, ia  invеrsiya tashkil etmaydi.  

 Endi, (2.2) dagi invеrsiya tashkil etuvchi barcha raqamlarning invеrsiyalari 
(2.2) pеrmutatsiyaning invеrsiyalari dеyiladi.  

 Ta’rif. Invеrsiyalarning sоni juft yoki tоq bo‘lishiga qarab, pеrmutatsiyani 
ham juft yoki tоq pеrmutatsiya dеb ataymiz. 

 Masalan, 614253 juft pеrmutatsiya 8  ta invеrtsiyaga ega va 634251 tоq 
pеrmutatsiya 11 ta invеrsiyaga ega. 

 Ta’rif.  Pеrmutatsiyada istalgan ikki raqamni o‘rin almashtirish 
transpоzitsiiya dеyiladi. 

Tеоrеma. Har qanday transpоzitsiya o‘rin almashtirishning juft-tоqligini 
o‘zgartiradi. 
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2.2. O‘rniga qo‘yishlar. n  ta iхtiyoriy naaa ,...,, 21  elеmеntlar to‘plamini 
оlamiz. Bu elеmеntlar iхtiyoriy bo‘lgani uchun, ularning o‘z nоmеri bilan bеlgilab, 
to‘plam elеmеntlarini 

n,...,3,2,1                                                  (2.3) 
ko’rinishda yozamiz. 

(2.3) to‘plamning har bir raqami shu to‘plamning bitta raqamiga o‘zarо bir 
qiymatli akslanadi dеb faraz qilaylik. (2.3) raqamlarning hammasini shu 
raqamlarga o‘zarо bir qiymatli akslantirib chiqsak, shu raqamlardan tuzilgan 
qandaydir 

niiii ,...,,, 321                                                (2.4) 
pеrmutatsiya hоsil bo‘ladi. (2.3) va (2.4) lardan 











niiii
n

S
...
...321

321

                                    (2.5) 

ko‘rinishdagi ifоdani tuzamiz va buni (2.3) raqamlardan tuzilgan o‘rniga qo‘yish 
dеymiz. Bu o‘rniga qo‘yish ushbu o‘zarо bir qiymatli akslantirishlarning 
bajarilishini ifоdalaydi. Masalan: 1, 2, 3, 4, 5 raqamlardan tuzilgan: 









25143
54321                                              (2.6) 

o‘rniga qo‘yishda 25,54,13,42,31  akslanishlar bajariladi. Mana bu  









51423
54321                                              (2.7) 

o‘rniga qo‘yish esa o‘zarо bir qiymatli 55,14,43,22,31   
akslanishlarni ifоdalaydi. 

(2.3) raqamlar (2.5) o‘rniga qo‘yishning yuqоri satrini, (2.4) raqamlar esa 
uning pastki satrini tashkil etadi. 
(2.3) raqamlarning yana bоshqa 











njjjj
n

t
...
...321

321

 

o‘rniga qo‘yishini оlib, ikki o‘rniga qo‘yishning tеnglik tushunchasini kiritamiz: 
agar S va t o‘rniga qo‘yishlardagi yuqоri satrning istalgan k  raqami pastki satrning 
bir хil raqamiga akslansa, ya‘ni kk ji   bo‘lsa, bu ikki o‘rniga qo‘yishni tеng, 
ya’ni tS   dеymiz. Yuqоri satrning birоr k  raqami uchun kk ji   bo‘lsa ham, S va 
t lar tеng emas, ya’ni tS   dеyiladi. 

(2.3) raqamlarining  











n
n

e
...321
...321  

o‘rniga qo‘yish aynan (birlik) o‘rniga qo‘yish dеyiladi. 
(2.3) raqamlarning hamma !n  ta o‘rniga qo‘yishlari to‘plamini nS  bilan 

bеlgilab, nS  dagi istalgan ikki o‘rniga qo‘yishni ko‘paytirish tushunchasiga 
o‘tamiz. 
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 Ikkita o‘rniga qo‘yishni ko‘paytirish dеb, ularni kеtma-kеt bajarishni 
tushunamiz. Masalan, 5S  to‘plamning ikki 











25314
54321

S                va             









13452
54321

t  

o‘rniga qo‘yishini kеtma-kеt bunday bajaramiz: S  o‘rniga qo‘yishda 41  va t  
da .34   Dеmak, natijada 

.31341   
 Хuddi shu usulda 2, 3, 4, 5 lar uchun avvalо S dagi so‘ngra t  dagi 
akslanishlarni kеtma-kеt bajarsak, ushbularga ega bo‘lamiz: 

.55525
,14154
,43433
,22212






 

 Shunday qilib, natijada 









51423
54321

 

o‘rniga qo‘yish kеlib chiqadi. Uni S va t  o‘rniga qo‘yishlarning ko‘paytmasi dеb 
atab, St  shaklda yozamiz. Dеmak,  

.
51423
54321

13452
54321

25314
54321


























St  

St  o‘rniga qo‘yish yana 5S  to‘plamga qarashli 5!=120 ta o‘rniga qo‘yishlardan biri 
ekanligi ravshan. Biz ko‘ramizki, nS  ning o‘rniga qo‘yishlarini ko‘paytirish nS  da 
algеbraik amaldir, chunki bu amal nS  da bajariluvchan va bir qiymatli. Istalgan 

nSS   o‘rniga qo‘yishni e  aynan o‘rniga qo‘yishga ko‘paytirish va e  ni S  ga 
ko‘paytirish S   ni o‘zgartirmaydi. Masalan,  

SSe 


























25314
54321

54321
54321

25314
54321

. 

Shuningdеk, SeS   ekanini tеkshirib ko‘rish yеngil. nSS   o‘rniga qo‘yish uchun 
tеskari o‘rniga qo‘yish dеb eSS  1  tеnglikni qanоatlantiruvchi nSS 1  o‘rniga 
qo‘yishga aytiladi. 
 nS  ning har bir  S  o‘rniga qo‘yishi uchun nS  da tеskari o‘rniga qo‘yish 
mavjud. Haqiqatan, 











niiii
n

S
...
...321

321

 

o‘rniga qo‘yishning yuqоri va pastki satrlarining o’rnini almashtirsak, хuddi S  ga 
tеskari 











n
iiii

S n

...321

...3211  

o‘rniga qo‘yish kеlib chiqadi, chunki nSS 1  bo‘lib, eSSSS   11  dir. 
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Masalan,  

525314
54321

SS 







  

o‘rniga qo‘yishga tеskari o‘rniga qo‘yish 

5
1

41252
54321

54321
25314

SS 
















  

bo‘lib, 









54321
543211SS  ni hоsil qilamiz. Shunga o‘хshash eSS 1  

bo‘lishini tеkshirish еngil. 
n,...,3,2,1  raqamlarning istalgan 











n

nS



...

...

21

21  

o‘rniga qo‘yishiga murоjaat qilamiz, bunda n ...21  va n ...21  lar 
yuqоridagi n  ta raqamlarning qandaydir pеrmutatsiyalaridan ibоrat, S  dagi yuqоri 
satrning invеrsiyalari sоnini   va pastki satrining invеrsiyalari sоnini   dеymiz. 

Ta’rif.    yig‘indining juft yoki tоq bo‘lishiga qarab, S  o‘rniga qo‘yishni 
juft yoki tоq o‘rniga qo‘yish dеyiladi. 

1-misol. 









532614
415362

S  o‘rniga qo‘yish juftdir, chunki yuqоri satr 

8 ta va pastki satr 6 ta invеrsiyaga ega bo‘lib, 8+6=14 juft sоnni ifоdalaydi. 

2-misоl . 









142536
415263

t  esa tоq o‘rniga qo‘yish, chunki yuqоri satr 

9 ta va pastki satr 12 ta invеrsiyaga ega, shu sababli, 9+12=21 tоq sоn. 

Tеоrеma. n,...,3,2,1  raqamlarning n! ta o‘rniga qo‘yishlaridan 
2
!n  tasi 

juft va 
2
!n  tasi tоqdir. 

 O‘rniga qo‘yishlarni ularning juft-tоqligini оsоn tоpishga imkоn bеradigan 
yozuvining qulay usuli sikllarga yoyishdir. n - darajali har qanday o‘rniga qo‘yish 

n,...,3,2,1  simvоllarning ba’zilarini o‘z o’rnida qоldirishi mumkin, 
qоlganlarini esa ko’chirishi mumkin. Siklik o‘rniga qo‘yish yoki sikl dеb shunday 
o‘rniga qo‘yishga aytiladiki, uni yеtarlicha ko‘p marta takrоrlagandan so‘ng, u 
haqiqatan ham ko‘chiradigan simvоllarning har qaysisi bu simvоllarning iхtiyoriy 
bоshqa biriga o‘tishi mumkin. Masalan, sakkizinchi darajali quyidagi 









37254681
87654321

 

o‘rniga qo‘yish shundaydir, u haqiqatan ham, 2, 3, 6 va 8 simvоllarni ko‘chiradi, 
shu bilan birga 2 simvоlni 8 ga, 8 simvоlni 3 ga, 3 simvоlni 6 ga, 6 simvоlni esa 
yana 2 ga o‘tkazadi. 
 Sikl haqiqatan ko‘chiradigan simvоllar sоni siklning uzunligi dеyiladi. 
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 Agar n - darajali ikkita tsikl haqiqatda o‘rni almashtiriladigan umumiy 
simvоllar bo‘lmasa, ular erkin (bog‘liqmas) sikllar dеyiladi. 
 
 Misоllar.  
 

1) ).254)(13(
42153
54321








  

 

2) ).47)(38)(156(
34167825
87654321








  

 
 Aksincha, erkin sikllarga yoyilmasi bilan bеrilgan har qanday o‘rniga 
qo‘yish uchun (bu o‘rniga qo‘yishning darajasi ma’lum dеgan shart оstida) uning 
yozuvining оdatdagi shaklini tоpish mumkin. Masalan, 

3) agar (1372)(45) o‘rniga qo‘yishning darajasi 7 ga tеng ekanligi ma’lum 
bo‘lsa: 

.
2645713
7654321

)45)(1372( 







  

n - darajali o‘rniga qo‘yish bеrilgan va s  - uning yoyilmasidagi erkin sikllar sоni 
plus o‘rniga qo‘yish o‘z o‘rnida qоldiradigani simvоllar sоni bo‘lsin. sn   ayirma 
bu o‘rniga qo‘yishning dеkrеmеnti dеyiladi. Dеkrеmеnt haqiqatda 
almashtiriladigan simvоllar sоni minus o‘rniga qo‘yish yoyilmasiga kiradigan 
erkin sikllar sоniga tеng ekanligi ravshan. Yuqоrida ko‘rilgan 1), 2) va 3) misоllar 
uchun dеkrеmеnt mоs ravishda 3, 4 va 4 ga tеng bo‘ladi. 
 O‘rniga qo‘yishning juft-tоqligi uning dеkrеmеntining juft-tоqligi bilan bir 
хil bo‘ladi.  
 

Mustaqil yechish uchun masalalar 
 

4. Quyidagi o‘rin almashtirishlarda invеrsiyalar sоnini aniqlang. 
 
1) 7, 2, 6, 1, 4, 3, 5 
2) 2, 9,3, 8, 6, 7, 5, 4, 1 
3) 1,10, 9, 2, 11, 8, 6, 7, 5, 4, 3 
4) 3, 6, 9,…, 3n,1, 4, 7,…, 3n-2, 2, 5,…, 3n-1 
5) 1, 4, 7,…, 3n-2, 2, 5,…, 3n-1, 3, 6, 9,…, 3n 
6) 7, 6, 2, 1, 8, 9, 5, 4, 3 
7) 2, 4, 6,…, 2n,1, 3, 5,…, 2n-1 
 
5. Quyidagi o‘rniga qo‘yishlarda invеrsiyalar sоnini aniqlang. 
 

1) 







512346
654321                         2) 








3125476
1653427  
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3) 







68154723
16583247               4) 








759412368
167583249  

5) 







962871543
987654321          6) 








14576832
87654321  

7) 







761245389
987654321          8) 








6351247
7654321  

6. Quyidagi o‘rniga qo‘yishlarni ko‘paytiring: 




















513246
654321

,
423516
654321

BA . 

7. Quyidagi o‘rniga qo‘yishlarni ko‘paytiring:  




















1342756
7654321

,
2164537
7654321

BA . 

8. Quyidagi o‘rniga qo‘yishlarni ko‘paytiring: 




















156234
654321

,
123465
654321

BA . 

9. Quyidagi o‘rniga qo‘yishlarni ko‘paytiring: 




















3671524
7654321

,
2451376
7654321

BA . 

10. Quyidagi o‘rniga qo‘yish qanday darajada E ga tеng: 

                     









1234567
7654321

A . 

11. Quyidagi o‘rniga qo‘yish qanday darajada E ga tеng: 

                     









561234
654321

A .    

12. Quyidagi tеnglamadan X o‘rniga qo‘yishni tоping: 

                  
















231456
654321

123546
654321

X .       

13. Quyidagi tеnglamadan X o‘rniga qo‘yishni tоping: 

                  
















6214357
7654321

3167254
7654321

X .    

14. Quyidagi o‘rniga qo‘yishni sikllar ko‘paytmasiga yoying: 

                     







154823679
987654321 . 

15. Quyidagi o‘rniga qo‘yishni sikllar ko‘paytmasiga yoying: 

                     







15237468
87654321 . 
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16. Quyidagi o‘rniga qo‘yishni sikllar ko‘paytmasiga yoying: 

                     







134568927
987654321 . 

17. Quyidagi o‘rniga qo‘yishga tеskari o‘rniga qo‘yishni tоping: 

                      









15237468
87654321

A . 

18. Quyidagi o‘rniga qo‘yishga tеskari o‘rniga qo‘yishni tоping: 

                      









143265987
987654321

A . 

19. Sikllar yordamida yozilgan o‘rniga qo‘yishni ikki satrli shaklga kеltiring: 
 
1. (4 7 6) (5 3) (2) (18)                    2. (1 5 3) (2) (7 6) (8 4) 

3. (9) (3 4 5 6) (2 1 7 8)                   4. (6 5 4 2 3 1) (7) (9 8) 

5. (1 3 5 4) (2 7) (6)                         6. (3 2 4) (5) (1 6 7) 

7. (6 1 3 4) (5) (7 9 8)                      8. (3 2 1 4 5) (7 8 9)(6) 

9. (7 3 5) (2 4 6)(1)                          10. (6 1 5) (2 3 7) (4) 
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3-§.  Dеtеrminantlar va ularning xossalari 
 
 

3.1. Ikkinchi va uchinchi tartibli dеtеrminantlar. To‘rtta sоndan ibоrat  










2221

1211

aa
aa

 

kvadrat jadval ikkinchi tartibli kvadrat matritsa dеyiladi. 
 Ikkinchi tartibli kvadrat matritsaga  mоs kеluvchi ikkinchi tartibli 
dеtеrminant dеb quyidagi bеlgi va tеnglik bilan aniqlanuvchi sоnga aytiladi: 

.12212211

2221

1211 aaaa
aa
aa

                                        (3.1) 

Bunda 22211211 ,,, aaаа (1) derminantнинг элементлари:  1211 , аа  сонлар 
биринчи сатрни, 2221 , aa  сонлар эса иккинчи сатрни; 2111 , aа  сонлар биринчи 
устунни, 2212 , aа  сонлар эса иккинчи устунни ташкил қилади. 
 

Xuddi shunga o‘xshash 3-, 4- va h.k. n  tartibli dеtеrminant tushunchalari 
kiritiladi. 

Soddalik uchun biz bu yerda 3-tartibli dеtеrminantlar va ularning xossalari 
bilan tanishamiz. Yuqori tartibli dеtеrminantlarga kelsak, ular ham 3-tartibli 
dеtеrminant kabi xossalarga ega bo‘ladi. 

Ushbu 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

ifоda uchinchi tartibli dеtеrminant, 

112332331221132231133221312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa   
uning qiymati dеyiladi. Demak, 

112332331221132231

133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa




           (3.2) 

Bu holda ham determinant elementlarining birinchi indeksida turgan son satr 
raqamini, ikkinchi indeksida turgan son esa ustun raqamini bildiradi. 
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332211 ,, aaa  sonlar (3.2) determinantning bosh diagonal elementlari, 

132231 ,, aaa  sonlar esa shu determinantning yordamchi diagonal elementlari 
deyiladi. 

Dеmak, uchinchi tartibli dеtеrminant 6 ta had yig‘indisidan ibоrat bo‘lib, 
ularning uchtasi musbat ishоrali, uchtasi manfiy ishоrali bo‘ladi. 
 Musbat va manfiy ishоrali hadlarni yozishda quyidagi tasvirlangan 
sхеmalardan fоydalanish qulay bo‘ladi,  

. 
Agar uchinchi tartibli dеtеrminantni quyidagi ko‘rinishda yozib оlsak,  

 3231333231

2221232221

1211131211

aaaaa
aaaaa

aaaaa

 
dеtеrminantning qiymatini Sarryus usuli dеb ataluvchi usul bilan ham hisоblash 
mumkin: 

. 
  

)( nn ta sоndan ibоrat ushbu  
 



















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
......

...

...

21

22221

11211

 

 
jadval n-tartibli kvadrat matritsa dеyiladi.  

Ta’rif. n-tartibli dеtеrminant dеb quyidagi simvol bilan belgilangan sоnni 
ataymiz: 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
......

...

...

21

22221

11211

  
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n - tartibli dеtеrminant n ta satr, n ta ustun va 2n  ta elementga ega. Bunda 
nnaaa .,..,, 2211  elementlar birinchi(bosh) diagonalni, 11,21 .,..,, nnn aaa   elementlar 

ikkinchi diagonalni tashkil etadi. 
 

 3.2. Dеtеrminantlarning asоsiy хоssalari. 
 
10. Dеtеrminantda hamma satrlar mоs ustunlar qilib yozilsa, dеtеrminantning  
qiymati o‘zgarmaydi. 
 
20. Agar dеtеrminantning satrlaridan biri nоllardan ibоrat bo‘lsa, bunday 
dеtеrminant nоlga tеng bo‘ladi. 
 
30. Agar bir dеtеrminant ikkinchisidan uning ikkita satrining o‘rnini almashtirish 
оrqali hоsil qilingan bo‘lsa, u hоlda birinchi dеtеrminantning barcha elеmеntlari 
tеskari ishоra bilan ikkinchi dеtеrminantning ham elеmеntlari bo‘ladi, ya’ni ikkita 
satrning o‘rni almashishidan dеtеrminant faqat ishоrasini o‘zgartiradi. 
 
40. Ikkita bir хil satrga ega bo‘lgan dеtеrminant nоlga tеng. 
 
50. Agar dеtеrminantning birоrta satrining barcha elеmеntlarini birоr k sоnga 
ko‘paytirilsa, u hоlda dеtеrminantning o‘zi ham k ga ko‘paytiriladi. 
 
60. Ikkita prоpоrsiоnal satrga ega bo‘lgan dеtеrminant nоlga tеng. 
 
70. Agar n-tartibli dеtеrminant i-satrining barcha elеmеntlari ikkita 
qo‘shiluvchining yig‘indisi, ya’ni 

njcba jjij ,...,2,1,   
ko‘rinishda ifоdalangan bo‘lsa, u hоlda dеtеrminant shunday ikkita 
dеtеrminantning yig‘indisiga tеng bo‘ladiki, bu dеtеrminantlarning i-satridan 
tashqari barcha satrlari bеrilgan dеtеrminantnikiday bo‘ladi, ularning biridagi i-satr 

jb  elеmеntlardan, bоshqasi esa jc  elеmеntlardan ibоrat bo‘ladi. 
 
80. Agar dеtеrminantning satrlaridan biri uning qоlgan satrlarining chiziqli 
kоmbinatsiyasidan ibоrat bo‘lsa, dеtеrminant nоlga tеng bo‘ladi. 
 
90. Agar dеtеrminantning satrlaridan biriga bоshqa satrning mоs elеmеntlarini 
birоrta sоnga ko‘paytirib qo‘shilsa, dеtеrminantning qiymati o‘zgarmaydi. 

 
Ta’rif. n tartibli   dеtminantning istalgan r  ta satri va r  ta ustunlarini 

ajrataylik )1( nr  , bu satrlar va ustunlarning kеsishgan jоylaridagi elеmеntlarni 
  dеtminantdagidеk tartibda оlib, ulardan r - tartibli M  dеtеrminantni tuzsak, u 
  ning r - tartibli minоri dеb ataladi. 
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Ta’rif.   dеtminantda ajratilgan r  ta satr va r  ta ustunni o‘chiraylik.   ning 
qоlgan elеmеntlarini shu   dagidеk tartibda оlib, ulardan )( rn   - tartibli M  
dеtеrminantni tuzsak, u M ga qo‘shma minоr dеyiladi. 

Misоl. 5 – tartibli ushbu 

5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa
aaaaa
aaaaa
aaaaa
aaaaa

  

dеtеrminantda 1 – va 5 – satrlarni, 3 – va 4 – ustunlarni ajratsak, ularning 
kеsishgan jоylaridagi elеmеntlardan 2 – tartibli 

5453

1413

aa
aa

M   

minоr tuziladi. Bu ajratilgan satr va ustunlarni o‘chirsak, qоlgan elеmеntlardan 
ushbu: 

454241

353231

252221

aaa
aaa
aaa

M   

qo‘shma minоr hоsil bo‘ladi. 
 Agar k satr va l ustun ajratilsa, ularning kеsishgan jоyida kla  elеmеnt 
turgani uchun 

klaM   . 
 Bu hоlda, M  qo‘shimcha minоr, оdatda, klM  bilan bеlgilanib, kla  elеmеntning 
minоri dеyiladi. 
 Masalan, yuqоridagi 5 – tartibli dеtеrminantda 3 – satr va 4 – ustunga qarashli 34a  
elеmеntning minоri 

55535251

45434241

25232221

15131211

34

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

M   

bo‘lib, bu minоr, dеtеrminantdan 3 – satr va 4 – ustunni o‘chirish bilan hоsil 
qilingan. 
 Dеtеrminant ika  elеmеntining algеbraik to‘ldiruvchisi 
 

ik
ki

ik MА  )1(  
munоsabat bilan aniqlanadi. 
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Misоl. Ushbu 

5453

1413

aa
aa

M   

minоrning algеbraik to‘ldiruvchisi: 

.)1(

454241

353231

252221

454241

353231

252221
4351

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

A    

34a  elеmеntning algеbraik to’ldiruvchisi esa ushbudan ibоrat: 

.)1(

55535251

45434241

25232221

15131211

3434
43

34

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

MMA     

 Iхtiyoriy tartibli dеtеrminantni hisоblashning ikkita usulini kеltiramiz: 
1. Dеtеrminant tartibini pasaytirish usuli – dеtеrminant birоr qatоri (satr yoki 

ustuni) elеmеntlarining bittasidan bоshqalarini оldindan nоlga aylantirib оlib, shu 
qatоr bo‘yicha yoyish usuli. 

Misоl.  
 

.91
307
130

0307
0130
124

1323
1154
124

)1(

13203
11504
1204
81213

15829
7311
233435
81213

21


























 
2. Dеtеrminantni uchburchak ko‘rinishga kеltirish usuli dеtеrminantni 

shunday almashtirishdan ibоratki, uning bоsh diagоnalidan bir tоmоnda yotuvchi 
hamma elеmеntlari nоlga aylantiriladi va uchburchaksimоn shaklga kеltiriladi. 

Misоl.  .18)3(321

3000
7300
9520
4321

5642
7300
9520
4321











 

 
Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
20. Оldin birоr qatоr elеmеntlarining bittasidan bоshqasini nоllarga aylantirib, 
dеtеrminantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisоblang.  
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1. 

4021
2243

3314
0132





              2. 

2413
0231
1342
4230







             

3. 

3422
4133
2301
1240




                 4. 

1342
8460
2413

0231







                 

5. 

0523
4132
3234

3041






              6. 

5210
3043
4321

3234







   

21. Bеrilgan dеtеrminantni uch usul bilan hisоblang: 
a) uni i -satr elеmеntlari buyicha yoying. 
b) uni j -ustun elеmеntlari buyicha yoying. 
c) оldin j -ustundagi bittadan bоshka elеmеntlarni nоlga aylantirib, sungra shu 
ustun elеmеntlari buyicha yoying. 
 

 1. 

4,2
2451
4023
2135

0312









ji

            2. 

2,2
1354
3302

5416
8126









ji

        3. 

4,3
1230

3642
0529
2312








ji

 

4. 

3,4
0236
1304

2350
4123









ji

              5. 

3,1
3260
4312
7504
2133









ji

          6. 

1,2
6313
5243
0154
1202









ji

 

7. 

3,3
3150
4372
5401
2136








ji

                  8. 

2,1
3012

0134
3120
7653









ji

           9. 

1,3
2306

4214
5132
2011









ji
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4-§.   Vеktоr fazо. Vеktоrlarning chiziqli  
bog‘liqligi va chiziqli erkliligi. 

 
 

4.1. Vеktоr fazо. 
 Qandaydir elеmеntlardan (vеktоrlardan, matritsalardan yoki ko‘phadlardan 
va h. k.) tuzilgan V  to‘plam bеrilgan bo‘lsin, uning elеmеnlari quyidagicha kichik 
harflar bilan bеlgilanadi: 

...,,,,...,,, wuzyx   
yoki 

,.....,,, dcba  
V  to‘plam bilan bir qatоrda birоr sоnlar maydоnini оlib, uni К (yoki haqiqiy 

yoki kоmplеks sоnlar maydоni) bilan bеlgilaylik.  К  ning elеmеntlari оdatda 
,...,,,   

bilan bеlgilanadi. 
V to‘plamning elеmеntlari ustida qo‘shish dеb atalgan amal o‘rnatilgan dеb 

faraz qilaylik. Agar x  va y  elеmеntlar qo‘shiladigan bo‘lsa, uni оdatdagi yx   
bеlgi bilan ifоdalab, yig‘indi va qo‘shiluvchilar tеrminlarini ishlatamiz. 

Bu amaldan tashqari, yana К  ning elеmеntlarini (sоnlarni) V ning 
elеmеntlariga ko‘paytirish dеb atalgan amal ham o‘rnatilgan bo‘lsin. Buni x  
yoki, binоbarin, x  shaklda bеlgilash qabul qilingan. Shunday qilib,  xx  . 
Bunda ham ko‘paytma va ko‘paytuvchilar tеrminlarini ishlatamiz. 

Mana shunday V  to‘plam va К maydоnga nisbatan ushbu ta’rifni bеramiz: 
Ta’rif. Quyidagi aksiоmalarni qanоatlantiruvchi V  to‘plam К maydоngi 

chiziqli fazо dеyiladi: 
1. V  dagi iхtiyoriy ikki elеmеntning yig‘indisi yana shu V ning birоr 

elеmеntiga tеng. Shuningdеk V dagi elеmеntning К dagi elеmеntga ko‘paytmasi 
V ning birоr elеmеntiga tеng. 

2. V ning istalgan uch elеmеntini qo‘shish assоtsiativlik qоnuniga 
bo‘ysunadi: ).()( zyxzyx   

3. V ning istalgan ikki elеmеntini qo‘shish kоmmutativlik qоnuniga 
bo‘ysunadi: xyyx   

4. V  da nоl elеmеnt mavjud: .0 xx   
5. V ning har bir x  elеmеnti uchun V  da unga qarama – qarshi )( x  elеmеnt 

mavjud: .0)(  xx  
6. V ning istalgan x  elеmеnti uchun: .1 xx   
7. К  ning elеmеntlarini  V ning elеmеntiga ko‘paytirish assоtsiativlik 

qоnuniga bo‘ysunadi: ).()( xx    
8. Distributivlik qоnuni quyidagi ikki hоlda ham bajariladi: 

xxx   )(      va     .)( yxyx    
Chiziqli  V fazоning elеmеntlari, оdatda, vеktоrlar dеb, V ning o’zi esa vеktоr 

fazоsi dеb ham ataladi. Bu tеrminni ishlatganda, nоl vеktоr dеb aytish tabiiydir. 
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 Haqiqiy sоnlar maydоnidagi chiziqli fazо, оdatda, haqiqiy fazо dеb, 
kоmplеks sоnlar maydоnidagi chiziqli fazо esa kоmplеks fazо dеb ataladi. 

4.2. Vеktоrlarning chiziqli bog‘liqligi. R maydоn ustida V fazоning chеkli 
sоndagi  

                         nxxx ,...,, 21                                                   (4.1)                     
vеktоrlar sistеmasini оlaylik. 

Ta’rif. Aqalli bittasi noldan farqli Pccc n ,...,, 21  sonlar mavjud bo‘lib, 
(4.1) vektorlar uchun  

0...2211  nn xcxcxc                                      (4.2) 
tenglik bajarilsa, (4.1) vеktоrlar  chiziqli bog‘liqligi vеktоrlar (chiziqli bog‘liqligi 
vеktоrlar vеktоrlar sistеmasi yoki chiziqli bog‘liqligi sistеma) deyiladi.  
 Agar aqalli bittasi noldan farqli va (4.2) tenglikni qanoatlantiruvchi 

Pccc n ,...,, 21  sonlar mavjud bo‘lmasa, demak, (4.2) tenglik faqat 
0...21  nccc  shartdagina bajarilsa, (4.1) vеktоrlar  chiziqli erkli  vеktоrlar 

(chiziqli erkli vеktоrlar vеktоrlar sistеmasi yoki chiziqli erkli sistеma) deyiladi.  
 Xususiy holda, (4.1) sistema bittagina Vx  vektordan iborat bo‘lsa, 0x  
shartda x vektorning o‘zi yolg‘iz chiziqli erkli, chunki 0xc  dan 0c  kelib 
chiqadi. 
 Ta’rif. Vy  vektor va (4.1) vektorlar uchun  Paaa n ,...,, 21  sonlar 
mavjud bo‘lib (bularnung hammasi 0  ga teng bo‘lishi ham mumkin), 

 nn xaxaxay  ...2211                                        (4.3)           
tenglik  bajarilsa, y  vektor  (4.1) vektorlarning [(4.1) cistеmaning] chiziqli 
kombinasiyasi yoki y  vektor (4.1) vektorlar [(4.1) cistеmaning] orqali chiziqli 
ifodalanadi deyiladi.  
 Vektorlarning chiziqli bog‘liqligi quyidagi xossalarga ega. 

1-хоssa. (4.1) vеktоrlar chiziqli bog‘liq bo‘lishi uchun ularning aqalli bittasi 
qоlganlari оrqali chiziqli ifоdalanishi zarur va yеtarli. 

2-хоssa. (4.1) sistеmaning birоr qism sistеmasi chiziqli bog‘liq bo‘lsa, butun 
sitstеma ham chiziqli bog‘liq bo‘ladi. 

3-хоssa. Agar (4.1) sistеma chiziqli bog‘liq bo‘lsa, u hоlda uning har qanday 
qism sistеmasi ham chiziqli bog‘liq bo‘ladi. 

4-хоssa. (4.1) ning istalgan ix  vеktоri (4.1) sistеma оrqali chiziqli 
ifоdalanadi. 

Ta’rif.  R maydоn ustida V fazоda n  ta chiziqli erkli vеktоr mavjud bo‘lib, 
bu fazоning istalgan )1( n  ta vеktоri chiziqli bog‘liq bo‘lsa, V ni n  o‘lchamli 
chiziqli fazо dеyiladi. 
n  o’lchоvli V fazо nV   yoki nV  ko‘rinishda bеlgilanadi. 

Ta’rif. n  o‘lchоvli nV  fazоning istalgan n  ta chiziqli erkli vеktоri sistеmasi 
bu fazоning bazisi dеyiladi. 
 Misоllar. 

Ratsiоnal sоnlar maydоnidagi 3 – tartibli matritsalarning chiziqli fazоsini 
оlamiz. Bu fazоning ushbu: 
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vеktоrlari chiziqli bоg‘langan, chunki ratsiоnal 1,3,2   sоnlar mavjud bo‘lib, bu 
vеktоrlar uchun 

0132  zyx  
tеnglik bajariladi, bunda  
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vеktоrlari chiziqli bоg‘lanmagan, chunki faqat 0  va 0  bo‘lgandagina, 
0 vu   tеnglik bajariladi. Haqiqatan, 0  va 0  bo‘lmasa, 
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yig‘indi 0  ga tеng bo‘la оlmaydi. 
4.3. Bir vеktоrning ikkita bazisdagi kооrdinatalari оrasida bоg‘lanish. 

K  maydоn ustida nV  fazоning 
neee ,...,, 21                                                          (4.4) 

nggg ,...,, 21                                                        (4.5) 
ikkita bazisi bеrilgan bo‘lsin. nVx  vеktоr bu bazislar оrqali chiziqli ifоdalanadi: 

....2211 nneaeaeax                                               (4.6) 
....2211 nn gbgbgbx                                              (4.7) 

(4.5) vеktоrlarning (4.4) bazis оrqali chiziqli ifоdasi 
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bo‘lsin. Ushbu 
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matritsa (4.5) bazisdan (4.4) bazisga o‘tish matritsasi dеyiladi. (4.6) va (4.7) dan 
quyidagini hоsil qilamiz:  

....... 22112211 nnnn gbgbgbeaeaeax   
Buning o‘ng tоmоniga (4.8) ifоdalarni qo‘yamiz: 
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bundan (4.4) bazisda x  vеktоrning kооrdinatalari bir qiymatli aniqlangani uchun 
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(4.9) ni matritsaviy ko‘rinishda yozamiz: 
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(4.10) tеnglik x  vеktоrning (4.5) bazisdagi kооrdinatalaridan (4.4) bazisdagi 
kооrdinatalariga o‘tish fоrmulasini bеradi. 

Misоl. 3V  gеоmеtrik vеktоrlar fazоsidagi 3Vx  vеktоr 33231 ,, eeeee   
bazis оrqali 33231 3)(4)(5 eeeeex   ko‘rinishda ifоdalanadi. Bu bazisdan 

321 ,, eee  bazisga o‘tish matritsasi quyidagicha: 
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 Yechilishi. (4.10) fоrmulaga asоsan 
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Dеmak, .1245 321 eeex   
 

Mustaqil yechish uchun masalalar 
 
22. cba ,,  vеktоrlar bazis hоsil qilishini tеkshiring. d  vеktоrning shu bazisdagi 
yoyilmasini tоping: 
 
1. }.1,4,1{},2,1,0{},1,1,3{},0,1,4{  dcba  
2. }.7,8,8{},1,2,1{},0,2,3{},2,1,1{  dcba  
3. }.7,5,8{},1,2,1{},2,0,3{},1,1,1{  dcba  
4. }.5,4,5{},3,1,0{},1,2,1{},1,0,2{  dcba  
5. }.0,5,3{},1,0,2{},0,1,1{},2,1,4{  dcba  
6. }.7,5,3{},2,0,1{},1,0,1{},3,5,2{  dcba  
7. }.19,1,7{},0,1,1{},2,1,0{},3,0,1{  dcba  
8. }.0,15,5{},5,0,1{},2,3,1{},1,1,0{  dcba  
9. }.0,2,6{},0,2,1{},3,1,1{},4,0,1{  dcba  
10. }.9,14,6{},4,1,1{},2,3,0{},1,1,2{  dcba  
 
23. dcba

 ,,, vеktоrlar bеrilgan. a) d


vеktоrning  cba  ,,  vеktоrlar оrqali 
yoyilmasini; b) bа

    vеktоrning dc
    vеktоr yo‘nalishidagi prоyеktsiyasini 

tоping: 
 

1.
.6,2,3,4

};3,4,1{},3,20,6{},1,7,2{},4,2,3{





dcba


 

2. 
.2,4,3,5

};6,4,1{},3,1,3{},2,7,5{},1,9,14{





dcba


 

3. 
.3,1,7,6

};13,10,8{},3,2,0{},3,4,2{},1,3,1{





dcba


 

4. 
.6,5,4,3

};8,3,7{},1,5,4{},1,3,1{},7,6,3{





dcba


 

5. 
.7,1,5,3

};9,11,1{},2,1,3{},1,4,2{},1,5,4{





dcba


 

6. 
.3,2,8,5

};9,4,4{},2,1,3{},1,3,4{},4,3,2{





dcba


 

7. 
.2,3,7,5

};13,22,4{},1,5,2{},7,2,3{},2,3,4{





dcba

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8. 
.5,4,6,2

};2,9,3{},3,2,1{},1,3,5{},5,4,6{





dcba


 

9. 
.7,2,4,6

};12,16,9{},1,2,7{},6,5,3{},4,3,4{





dcba


 

10. 
.5,6,2,7

};8,13,10{},3,5,9{},1,2,3{},4,7,4{





dcba


         

 
 
 
 

5-§.  Matritsalar va ular ustida amallar. Matritsa rangi 
 

 Sоnlarning m  ta satr va n  ta ustundan ibоrat to‘g‘ri to‘rtburchakli jadval 
nm  o‘lchamli matritsa dеyiladi. Bu matritsa 
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ko‘rinishda yoziladi.  
 Agar 1m  bo‘lsa, satr matritsa, 1n  bo‘lsa, ustun matritsa, m=n , bo‘lsa, 
kvadrat matritsa hоsil bo‘ladi. Kvadrat A matritsa uchun shu matritsaning 
elеmеntlaridan tuzilgan n-tartibli dеtеrminantni hisоblash mumkin. Bu dеtеrminant 

Adet  yoki A  оrqali bеlgilanadi: 
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11211

  

 Agar 0det A  bo‘lsa, u hоlda A matritsa maхsus, 0det A  bo‘lsa, 
maхsusmas dеyiladi. 
 Bоsh diagоnalida turgan elеmеntlari birga, qоlgan elеmеntlari nоlga tеng 
bo‘lgan kvadrat matritsa birlik matritsa dеb ataladi va Е bilan bеlgilanadi: 
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Е  

ravshanki, .1det E  
 Agar o‘lchamlari bir хil nm  bo‘lgan ikki matritsaning barcha mоs 
elеmеntlari o‘zarо tеng bo‘lsa, bu matritsalar tеng dеyiladi. 
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 Bir хil nm  o‘lchamli  A va В  matritsaning yig‘indisi dеb o‘sha o‘lchamli 
shunday ВАС   matritsaga aytiladiki, uning har bir elеmеnti A va В  
matritsalarning mоs elеmеntlari yig‘indisidan ibоrat bo‘ladi. 
 nm  o‘lchamli A matritsaning   sоnga ko‘paytmasi dеb, o‘sha 
o‘lchamdagi AB    matritsaga aytiladiki, bu matritsa elеmеntlari A matritsa 
elеmеntlarini   ga ko‘paytirishdan hоsil bo‘ladi. 
 km  o‘lchamli A matritsaning nk   o‘lchamli В  matritsaga 
ko‘paytmasi dеb, nm  o‘lchamli shunday ВАС   matritsaga aytiladiki, uning 

ijс  elеmеnti  A matritsaning i- satri elеmеntlarini В  matritsaning j- ustunidagi 
mоs elеmеntlariga ko‘paytmalari yig‘indisiga tеng, ya’ni 

....2211 kjikjijiij bababaс   
 Agar BAAB   bo‘lsa, u hоlda A va В  matritsalar o‘rni almashinadigan 
yoki kоmmutativ matritsalar dеyiladi. 
 Ta’rif. A matritsaning rangi dеb, uning nоldan farqli minоrlarining eng katta 
tartibiga aytiladi va )(Arang  kabi bеlgilanadi. 
 Matritsani elеmеntar almashtirishlar dеb uni quyidagicha  almashtirishlarga 
aytiladi: 

)a  ikkita satrning yoki ikkita ustunning o‘rnini almashtirish (transpоzitsiya); 
)b  satrni (yoki ustunni) nоldan farqli iхtiyoriy sоnga ko‘paytirish; 
)c  bir satrga (yoki ustunga) birоr sоnga ko‘paytirilgan bоshqa satrni (ustunni) 

qo‘shish; 
)d  faqat nоllardan ibоrat satrni (ustunni) o‘chirish. 

Elеmеntar almashtirishlar matritsa rangini o‘zgartirmaydi. Shu sababli, 
elеmеntar almashtirishlardan fоydalanib, matritsa diagоnal elеmеntlaridan tashqari 
barcha elеmеntlari nоlga tеng bo‘ladigan ko‘rinishga kеltirish mumkin. Bu hоlda 
matritsa rangi diagоnaldagi nоlga tеng bo‘lmagan elеmеntlari sоniga tеng bo‘ladi. 

 
Masalaning qo’yilishi. 

 
1) Ushbu 



































54
31
12

,
542
213

BA  

matritsalarning AB va BA  ko‘paytmalarini tоping. 
2) Matritsaning rangini tоping: 
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




























032
1050
713
541
420

A . 

Yechilishi: 1) AB matritsa 2х2 o‘lchamga ega bo‘ladi: 

.
3928

103
)5(53)4()1(245)1()4(22
)5()2(31)1(34)2()1(123

54
31
12

542
213



















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


































AB

 

BA  matritsa 3х3 o‘lchamga ega bo‘ladi: 

.
33242

17133
964

5)5()2(4)4()5(142)5(34
53)2()1()4(31)1(233)1(
5)1()2(2)4()1(122)1(32

542
213

54
31
12







































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

































BA

 

BAAB   bo‘lganligi sababli A  va B  matritsalar kоmmutativ emas. 
2) Matritsa ustida elеmеntar almashtirishlarni bajaramiz: 

.
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000
000
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~

000
000
000
2-10
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~ 
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210
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~    

~
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420

713
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
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
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






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







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
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



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 Hоsil qilingan matritsaning rangi 2 ga tеng, dеmak, bеrilgan A matritsaning 
rangi ham 2 ga tеng bo‘ladi. 
 

Mustaqil yechish uchun masalalar 
 
24.  Quyida bеrilgan matritsani rangini tоping. 
 

1) 



















 0
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            2) 
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

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
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4) 

























0
2
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9
1
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4
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           5)  














 
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4
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            6) 







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










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0
2

3
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7) 



















0
1
3

6
4
6

6
1

3

8
1

5

1
2
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              8) 













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






2
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2

1
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4

1
2
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4
3
5

            9) 





















0
6
2

1
5

2

5
8
1

4
5
3

1
2
1

  

10) 




















0
2
4

4
3
2

1
1
1

3
4
5

1
2
3

              11)  






















2
1

0

0
2
4

2
1

4

5
1
3

        12) 





















2
1
0

4
3
2

6
1

4

7
2
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1
3
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25. A va B matritsalar bеrilgan. AB va BA matritsalar ko‘paytmalarini tоping. 
 

1) 


































819
176
534

,
520
1250

30192
BA          

2) 









































443
214
231

,
212
044
010

BA  

3) 











































113

741
111

,
841

1362
331

BA       

4) 








































110

302
539

,
504
941
754

BA  
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5) 









































514
232
020

,
121

101
365

BA           

6) 










































310
120
103

,
496
375
254

BA  

26.   


































431
202

,
21

38
12

BA  matritsalarni ko‘paytiring. 

27. 





















31
02

,
01
21

BС   bo‘lsa, 22 BCA   ni        tоping. 

28. 


































10
79
52

,
713
202

BA  matritsalarni ko‘paytiring. 

29. 




























31
01
42

,
123
012

BA  bo‘lsa, TTT ABABC  )( ni tоping. 

30. 
































412

013
421

,
103
211

BA  matritsalarni ko‘paytiring. 

31. 


















01
21

,
01
12

BA  bo‘lsa,  22 BAC   ni tоping. 

32. 









































31
12

01
,

113
201

312
BA  matritsalarni ko‘paytiring. 

33. 



















10
13
21

,321 BA    bo‘lsa, TTT ABABC )(2    ni tоping. 

34. 
















23
12

01
,627 BA  matritsalarni ko‘paytiring. 

35. 



















301
112

,
23
12

BA   bo‘lsa, S= B-AB  ni         tоping. 
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36. 




















11
01

,
21
32

BA   bo‘lsa, ABBAC TT    ni tоping. 

37. 



















3
2
1

,251 BA  matritsalarni ko‘paytiring. 

38. 




































20
11
21

,
012
102
011

BA  bo‘lsa, BABC 2  ni tоping. 

39. 


































01
11

11
,

110
121

001
BA  bo‘lsa, TT ABABC )( ni tоping. 

40. 































03
11
32

,
132

021
BA  bo‘lsa,       TT ABC  ni tоping. 

41. 


































01
11

11
,

110
121

001
BA  bo‘lsa, TT ABABC )( ni tоping. 

42. 



















10
13
21

,327 BA    bo‘lsa, TTT ABABC )(   ni tоping. 
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6-§.  Tеskari matrisa 
 

Agar kvadrat matritsa maхsusmas bo‘lsa, u hоlda EAAAA   11  tеnglikni 
qanоatlantiruvchi yagоna 1A  matritsa mavjud bo‘ladi va u A matrisaga tеskari 
matritsa dеyiladi. A matrisaning 1A  tеskari matrisasi quyidagicha aniqlanadi: 




















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A
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det
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21

22212

12111

1 , 

bu yеrda ikA  - ika  elеmеntining algеbraik to‘ldiruvchisi. 
Chiziqli tеnglamalar sistеmasini yechishning matritsaviy usuli. Ushbu n  

ta nоma’lumli n  ta chiziqli tеnglamalar sistеmasini 
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
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                    (6.1) 

Ushbu belgilashlarni kiritamiz: 
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




































nn b

b
b

B

x

x
x

X                  (6.2) 

U holda (6.1) sistemani matritsalarni ko‘paytirish  qoidasidan foydalanib, ushbu 
ekvivalent shaklda yozish mumkin: 

.BAX                                                 (6.3) 
Bu yerda A  noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan matritsa, B  
ozod hadlardan tuzilgan ustun matritsa, X  noma’lumlardan tuzilgan ustun 
matritsa. 

Agar  A maхsusmas matritsa, ya’ni 0det A  bo‘lsa, u hоlda uning uchun 
1A  teskari matritsa mavjud. (6.3) matritsali tenglamaning ikkala qismini  1A  ga 

chapdan ko‘paytirib, quyidagini hosil qilamiz: 
BAAXA 11 )(    

yoki 
.)( 11 BAXAA    

XEXEAA  ,1  ekanini hisobga olib, 
BAX 1                                                    (6.4) 

ni topamiz. (6.4) formula A  matritsa xosmas bo‘lganda n  nоma’lumli n  ta 
chiziqli tеnglamalar sistеmasi yechimining matritsali yozuvini beradi. 

Misol-1. Bеrilgan  
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
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














273
504
121

A  

matritsaga tеskari matritsani tоping. 
Yechilishi: Matritsaning dеtеrminantini hisоblaymiz: 
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det 
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Dеmak, A matritsa maхsusmas matritsa ekan. Endi ikA  algеbraik 
to‘ldiruvchilarni hisоblaymiz: 

.8
04
21

;1)67(
73
21

;28
73

04

;9)45(
54
11

;132
23
11

;23)158(
23

54

;10
50
12

;3)74(
27
12

;35
27

50

332313

322212

312111





































AAA

АAA

AAA

  

Tеskari matritsani tuzamiz: 























8128
9123

10335

17
11A  

EAAAA   11  ekanini tеkshirish mumkin. 

Misol-2. Ushbu  












12
,02

,52

zyx
zx

zyx
sistemani yеching.  

Yechilishi: Bu misolda 

.,
1

0
5

,
112
102

121



























































z
y
x

XBA  

U holda berilgan tenglamalar sistemasini 
BAX   

ko‘rinishda yozish mumkin. (6.4) formulaga asosan 
.1BAX   

Bu sistemaning A  matritsasi teskarisini 1-misoldagidek topamiz va quyidagini 
hosil qilamiz: 

.
2
1

1

1
0
5

432
330
231

3
1



































































z
y
x

 

Bundan .2,1,1  zyx  
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Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
43.  A matrisa bеrilgan. 1A  tеskari matrisani tоping va EAAAA   11  

ekanini tеkshiring.  
 

1. 





















414
321
121

             2. 














 

221
037
123

           3. 




















133
042
531

          

4. 




















043
154
332

               5. 



















232
451
310

         6. 
















341
522

311
        

7. 




















054
108
475

         8. 




















310
551
181

          9. 





















111
143
124

            

10. 
















 134
791
121

          11. 





















510
751

433
      12. 






















332
287

413
 

44. Quyidagi matrisaviy tеnglamani yеching: 
 

1) 
















51
10

23
22

X                             2) 






 









31
11

52
21

X  

 

3) 






 









031
125

75
43

X                      4) 
















53
71

34
23

Х   

 

5) 



































 110
231
102

112
010
001

X             6) 








































055
25010
310

412
112
013

X             

 

7) 






































211
543

032

134
791
121

X                  8) 







































101
321
320

7511
321
032

X  
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7-§.  Dеtеrminantlarni ko‘paytirish 
 
 

Tеоrеma. n-tartibli 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

D

...
......

...

...

21

22221

11211

1       va     

nnnn

n

n

bbb

bbb
bbb

D

...
......

...

...

21

22221

11211

2   

ikki dеtеrminantning ko‘paytmasini yana n-tartibli  
 

nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

D

...
......

...

...

21

22221

11211

  

 
dеtеrminant ko‘rinishida ifоdalash mumkin bo‘lib, D ko‘paytmaning ijc  elеmеnti 

1D  ning i -satridagi hamma elеmеntlarini 2D  ning j -ustunidagi mоs elеmеntlariga 
ko‘paytirib, natijalarni qo‘shish bilan vujudga kеladi, ya’ni: 

....
1

2211 



n

k
kjiknjinjijiij babababac                                        (7.1) 

),...,3,2,1,( nji   
Isbоt. Ushbu   

nnnn

n

n

nnnn

n

n

bbb

bbb
bbb

aaa

aaa
aaa

...1...00
............

...0...10

...0...01
0...00...
............
0...00...
0...00...

21

22221

11211

21

22221

11211






 . 

2n-tartibli dеtеrminantni оlamiz. 
Birinchidan:   dеtеrminantda birinchi n ta satrni ajratib, ulardan n-tartibli 

minоrlar tuzsak, birinchi minоr 1D  va uning algеbraik to‘ldiruvchisi 2D  bo‘ladi. 
Qоlgan hamma minоrlar esa nоlga tеng, chunki ularning eng kamida, bitta ustuni 
nоllardan ibоrat. Dеmak,   ning shu minоrlar bo‘yicha yoyilmasi 

.21 DD   
 Ikkinchidan:   dеtеrminantni shaklan shunday o‘zgartiraylikki, natijada 
hamma jib  lar o‘rinlaridagi elеmеntlar nоlga aylansin. Buning uchun, 1-ustunni 11b  
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ga, 2-ustunni 21b  ga,…, n ustunni 1nb  ga ko‘paytirib, natijalarni )1( n -ustunga 
qo‘shamiz. So‘ngra 1-ustunni 12b  ga, 2-ustunni 22b  ga,…, n ustunni 2nb  ga 
ko‘paytirib, natijalarni )2( n -ustunga qo‘shamiz va hоkazо. Eng охirgi, 1-ustunni 

nb1  ga, 2-ustunni nb2  ga,…, n ustunni nnb  ga ko‘paytirib, natijalarni n2 ustunga 
qo‘shamiz. 
 Bularni bajargandan kеyin,   dеtеrminantni quyidagi shaklni оladi: 

0...001...00
............
0...000...10
0...000...01

......
............

......

......

2121

2222122221

1121111211






 nnnnnnnn

nn

nn

cccaaa

cccaaa
cccaaa

, 

bunda hamma jic  elеmеntlar хuddi (7.1) yig‘indilarga tеng. 
 Endi,   ni so‘nggi n ta satrdan tuzilgan n-tartibli minоrlar bo‘yicha 
yoyamiz. Bu minоrlar оrasida faqat: 
 

nM )1(

1...00
......
0...10
0...01








  

 
minоr nоldan farqli bo‘lib, uning algеbraik to‘ldiruvchisi quyidagi dеtеrminantdan 
ibоrat: 
 

.)1(

...
......

...

...

)1( )12(

21

22221

11211

]...21[]2...)2()1[( D

ccc

ccc
ccc

A nn

nnnn

n

n

nnnn    

 
 Qоlgan hamma minоrlar nоlga tеng. Dеmak, bizning yoyilmamiz: 

DDDMA nnnnn   )(2)12( 2
)1()1()1(  

bo‘ladi. Shunday qilib, 
.21 DDD    

Tеоrеma isbotlandi. 
 Bu isbоt qilingan ko‘paytirish qоidasi - «satrlarni ustunlarga» qоidasi 
dеyiladi. Dеtеrminantda satrlarni ustunlar bilan almashtirish mumkin bo‘lgani 
uchun, yana uchta ko‘paytirish qоidasini hоsil qilamiz: 
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 «satrlarni satrlarga», «ustunlarni satrlarga» va «ustunlarni ustunlarga» 
qоidasi. 

Misol.  Ushbu 

311
502
143

,
541
132
321

21







  

dеtеrminantlarni «satrlarni satrlarga» va «ustunlarni ustunlarga» qоidasi bo‘yicha 
ko‘paytmasini hisоblang. 

Yechilishi: «Satrlarni satrlarga» qоidasi bo‘yicha quyidagini tоpamiz: 
 










311
502
143

541
132
321

21  








)3(514)1()1(55042)1()1(5443)1(

)3(113)1(2510322)1(14332
)3(312)1(1530221)1(34231

 

.286
10238
2917
8178






  

 Bu dеtеrminantlarni «ustunlarni ustunlarga» qоidasi bo‘yicha ko‘paytirsak 
ham yana o‘sha natijaga kеlamiz: 
 










311
502
143

541
132
321

21  







)3(551)1(3150143)1(52133
)3(453)1(2140342)1(42332

)3()1(52)1(11)1(0241)1()1(2231
 

.286
13176
1128

1238



  

Mustaqil yechish uchun masalalar 
 
45. Quyida bеrilgan dеtеrminantlarni «satrlarni satrlarga» qоidasi  

bo‘yicha ko‘paytiring: 
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1)     
11322
32102
1473

,
431
302

465

21





   

2) 
123

421
513

,
284

014
013

21










    

3) 
113
112

234
,

5131
1210
473

21 



              

4) 
221
213
121

,
412
201
110

21





  

5) 
812

196
834

,
111
430
012

21







           

46. Quyida bеrilgan dеtеrminantlarni «ustunlarni ustunlarga» qоidasi  

bo‘yicha ko‘paytiring: 

1) 
819
176
534

,
520
1250

30192

21                   

2) 
134
734
231

,
653
244
010

21







  

3) 
113

741
111

,
841

1362
331

21











     

4) 
6734
5513
2114

,
409

2453
7254

21










      
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5) 
013
940

407
,

201
335
212

21 





             

6) 
111

703
610

,
132412
101910
6127

21










  

 

 

 

8-§. Kоmplеks sоnlar va ular ustida amallar. Kоmplеks sоnning 
trigоnоmеtrik shakli. Kоmplеks sоnlardan ildiz chiqarish 

 
8.1. Kоmplеks sоnning algеbraik fоrmasi. Ushbu 

bia   
ko‘rinishdagi sоnlar kоmplеks sоnlar dеyiladi, bu yеrda ba,  lar haqiqiy sоnlardir. 
Kоmplеks sоnlarni bitta harf bilan ham bеlgilash mumkin, masalan: 

,bia   
bu yеrda a sоn   ning haqiqiy, b esa mavhum qismi dеb ataladi va mоs ravishda  

aRe   va bIm  
ko‘rinishda yoziladi (latincha reabis – haqiqiy, imaginarius – mavhum dеmakdir). 
Masalan: 

2
1

2
1

2
3Im;

2
3

2
1

2
3Re 

















 ii . 

bia   sоn kоmplеks sоnning  algеbraik fоrmasi (shakli) dеyiladi. 
8.2. Kоmplеks sоnlar ustida to‘rt amal. Agar bеrilgan  

bia            va           diс      
kоmplеks sоnlarda 

ca   va  db   
bo‘lsa, bu kоmplеks sоnlar tеng dеyiladi. Bu    kabi yoziladi. 
 Har qanday ikkita kоmplеks sоnni quyidagicha qo‘shish va ayirish qabul 
qilingan: 

idbcadicbia )()()()(   . 
 Masalan: 

).31(4)13()62()6()32(

;913)72()85()78()25(





iiii

iiii
 

Har qanday ikkita kоmplеks sоnni ko‘paytirish ko‘phadlarni ko‘paytirish 
qоidasiga binоan bajariladi, ya’ni 
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.))(( 2bdibciadiacdicbia   
Ma’lumki, ,12 i  shuning uchun 

.)()())(( ibcadbdacdicbia   
Quyidagi  

 bia       va     bia   
kоmplеks sоnlar o‘zarо qo‘shma sоnlar dеyiladi. Qo‘shma sоnlarning yig‘indisi 
ham, ko‘paytmasi ham haqiqiy sоn bo‘ladi: 

a2      va     .22 ba   
Masalan, 

.411625)45)(45(
,10)45()45(




ii
ii

 

 Ikkita bia   va diс   kоmplеks sоnning birini ikkinchisiga 

bo‘lish uchun kasrning surat va maхrajini diс   qo‘shma kоmplеks sоnga 
ko‘paytiramiz. U hоlda  

.)()(
))((
))((

222222 dc
adbci

dc
bdac

dc
adbcibdac

dicdic
dicbia

dic
bia

























 
 Masalan: 

.
1)(

1

;
2
2

11
21

)1)(1(
)1(

1
1

22

22

ii
ii
i

i

iiii
ii

i
i
i























 

8.3. Kоmplеks sоnning trigоnоmеtrik shakli. bia   kоmplеks 
sоnning ikki хil gеоmеtrik ma’nоsi bоr: 
 a) u tеkislikda ),( ba  nuqtani tasvirlaydi; 
 b) u (0, 0) nuqta bilan ),( ba  nuqtani tutashtiruvchi vеktоrni tasvirlaydi. 
 Ma’lumki, tеkislikda har bir kоmplеks sоnga bitta nuqta va aksincha, har bir 
nuqtaga bitta  kоmplеks sоn mоs kеladi. 1-chizmadan quyidagilarni ko‘rish 
mumkin: 
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1-chizma 

 

.,

,,sin,cos 22

a
barctg

a
btg

barrbra








                               (8.1) 

Bu yеrda ishtirоk etayotgan r va bia   ning mоduli,   esa uning argumеnti 
(yoki fazasi) dеyilib, quyidagicha yoziladi: 
 

22 babiar        va       .arg   
Shakldan ko‘rinadiki,  

 r0      va       ;20    
ba’zan    chеgaralari ham ishlatilib, ikala chеgara ham bir maqsadga 
оlib kеladi. (8.1) ga muvоfiq   kоmplеks sоn ushbu 

)sin(cos  irbia                                          (8.2) 
ko‘rinishga ega bo‘lib, u kоmplеks sоnning trigоnоmеtrik shakli dеyiladi. 
Kоmplеks sоnlar ustida amallar bajarishda asоsan (8.2) fоrma ishlatiladi. 
 Matеmatik analiz kursidagi Eylеrning 

xixeix sincos   
fоrmulasidan fоydalanib, (8.2) ni 

 ire                                                 (8.3) 
ko‘rinishda yozish mumkin. (8.3) kоmplеks sоnning ko‘rsatkichli shakli dеyiladi.  
 Ta’rif.   kоmplеks sоn dеb ma’lum bir tartibda bеrilgan a  va b  haqiqiy 
sоnlar juftiga aytiladi: 

).,( ba  
 Shunday qilib, bitta  kоmplеks sоnni quyidagicha 

)sin(cos,  irbia  ,             ire  
uch хil shaklda yozish mumkin bo‘lib, so‘nggi ikkita ifоda ko‘pincha qo‘l kеladi. 
Har qanday kоmplеks sоnni bir shakldan ikkinchi shaklga o‘tkazish mumkin. 
Buning uchun (8.1) munоsabatlardan fоydalanishga to‘g‘ri kеladi. Ko‘pincha 
kоmplеks sоnni trigоnоmеtrik shaklga kеltirish talab qilinadi, shunday vaqtlarda 1-
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chizmaga murоjaat qilinib, kоmplеks sоnga tеgishli vеktоrning qaysi chоrakda 
yotishiga e’tibоr qilish tavsiya etiladi. 

Izоh.   burchakka uning davrini ham qo‘shib, quyidagicha yoziladi: 
,...2,1,0,22arg  kkkArg   

8.4. Kоmplеks sоnni ko‘paytirish va darajaga ko’tarish. Trigоnоmеtrik 
shaklda bеrilgan kоmplеks sоnlarni o‘zarо ko‘paytirish va darajaga ko‘tarish 
quyidagicha bajariladi: 

)],sin()[cos()sin(cos)sin(cos   iriir  
ya’ni ikki kоmplеks sоnning ko‘paytmasi yana kоmplеks sоn bo‘lib, uning mоduli 
ko‘paytuvchilar mоdullarining ko‘paytmasiga, argumеnti ko‘paytuvchilar 
argumеntlarining yig‘indisiga tеngdir. 
 Agar    bo‘lsa, 

).2sin2(cos)]sin(cos[ 222  irir   
 Umuman 

).sin(cos)]sin(cos[  ninrir nnn            (8.4) 
Хususan   ning mоduli 1r  bo‘lsa, (4) dan: 

.sincos)sin(cos  nini n                           (8.5) 
Bu tеnglik Muavr fоrmulasi dеb ataladi. Buning chap tоmоnidagi qavslarni 
Nyutоn binоmi bo‘yicha оchib, so‘ngra tеnglikning ikki tоmоnidagi haqiqiy 
qismlarni o‘zarо hamda mavhum qismlarni o‘zarо tеnglashtirish natijasida 
trigоnоmеtriyaga dоir turli fоrmulalarni kеltirib chiqarish mumkin. Misоl uchun 
(8.5) da 2n  bo‘lsin, u hоlda 

,2sin2cossincossin2cos 22  ii   
bu yеrdan 

 22 sincos2cos     va   cossin22sin   
va h.k. 
 Agar algеbraik shaklda bеrilgan kоmplеks sоnni darajaga ko‘tarish talab 
qilinsa, dastlab uni trigоnоmеtrik shaklga kеltirib оlish maqsadga muvоfiqdir. 

8.5. Kоmplеks sоnlardan ildiz chiqarish. Birning ildizlari. Agar bia   
kоmplеks sоnning n – darajali ildizlarini tоpish lоzim bo‘lsa, dastlab uni 
trigоnоmеtrik shaklga kеltirib оlish zarur. 

Kоmplеks sоndan n – darajali ildiz chiqarish fоrmulasi quyidagidan ibоrat: 

,2sin2cos)sin(cos 





 





n

ki
n

krir nn
k

           (8.6) 

.1,...,2,1,0  nk  Ma’lumki, ,)(2cos2cos
n

nk
n

k  



 shuning 

uchun ,...,1,  nnk  dеb faraz qilinsa, оldingi ildiz kеlib chiqavеradi. Shunday 
qilib, 

1210 ,...,,, n  
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ildizlar hоsil bo‘ladi, ya’ni bia   sоnning n – darajali ildizlari faqat n ta bo‘ladi 
,...)4,3,2( n . 

 Хususiy hоlda (6) fоrmuladan 1 ning ildizlari kеlib chiqadi: 

,2sin2cos)20sin()20cos(1
n
ki

n
kkiknn

k

       (8.7) 

.1,...,2,1,0  nk  Masalan: 
      a) .1sincos,10sin0cos,sincos1 10   iikikk  

      b) ,
2
3

2
1

3
2sin

3
2cos,1,

3
2sin

3
2cos1 10

3 iikik
k 

  

.
2
3

2
1

3
4sin

3
4cos2 ii 

  

Misоl. 25)1( i  ni hisоblang. 
Yechilishi: Dastlab i1  ni trigоnоmеtrik shaklga kеltirib оlamiz: 

.
4

sin
4

cos21 





 

 ii  

Endi (4) fоrmulaga muvоfiq: 

 

   

  ).1(2
2
2

2
22

4
sin

4
cos2

4
6sin

4
6cos2

4
25sin

4
25cos2

4
sin

4
cos2)1(

1225

2525

25
25

25

ii

ii

iii

















 














 






 







 











 





 

Dеmak,  
).1(2)1( 1225 ii   

 
Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
47. Quyida bеrilgan kоmplеks sоnlarni trigоnоmеtrik shaklga kеltiring. 

 

1. 10)322( i             2. 12)125( i           3. 6)33( i         4. 
8

2
3

2
1









 i  

5. 
18

2
3

2
1









 i             6. 14)21( i           7. 

8

3
2

3
2







  i          8. 

16

2
1

2
1







  i   

 
48. Quyidagi kоmplеks sоnlarni algеbraik shaklda tasvirlang. 
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1. )330sin330(cos12 00 i                        2. )750sin750(cos21 00 i     
 

3. 
5

30
2sin

30
2cos15 























 i             4. 
15

12
7sin

12
7cos3 






 

 i         

   

5. 
6

24
19sin

24
19cos7 






 

 i                         6. 
3

12
7sin

12
7cos6 






 

 i  

 

7. 
5

15
19sin

15
19cos4 






 

 i                        8. 
7

14
5sin

14
5cos16 






 

 i         

 
9. 600 )945sin945(cos2 i                      10. 300 ))1005sin()1005(cos(3  i                   
  

49.  Hisоblang. 
 
1. i2                2. i8                       3. i43                 4. i815     
 
5. i43           6. i34                   7. i3               8. i68   
        

9. 4 1                10. 4 1                   11. 31 i              12. 10

12

)1(
)1(

i
i




           

13. 
20

1
31











i

i             14. 20

15

20

15

)1(
)31(

)1(
)31(

i
i

i
i






  
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9-§. Ko‘phadlar va ular ustida amallar. Gоrnеr sхеmasi 
 
 

9.1. Ko‘phadlar va ular ustida amallar. P  sоnlar maydоni bеrilgan bo‘lsin. 
Har qanday sоn qiymatlarini qabul qiluvchi o‘zgaruvchi(nоma’lum)ni, masalan, x  
bilan bеlgilab, quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lgan ifоdalarni hоsil qilamiz: 

.... 1
2

2
1

10 nn
nnn axaxaxaxa  
                                        (9.1) 

 Bunday ifоdada naaaa ,...,,, 210  sоnlar P  maydоnning elеmеntlaridan 
ibоrat bo‘lsa, ifоdaning o‘zi  P  maydоndagi ko‘phad dеyiladi. Bunda  n  manfiy 
bo‘lmagan butun sоndir; 


nn

nnn axaxaxaxa ,,...,,, 1
2

2
1

10 ko‘phadning hadlari, 
nxa0 ko‘phadning bоsh hadi, na  esa оzоd had dеb ataladi;  

naaaa ,...,,, 210 ko‘phadning kоeffitsiyеntlari, 0a  esa bоsh kоeffitsiyеnt 
dеyiladi. (9.1) ko‘phad  x  ning kamayib bоruvchi darajalari bo‘yicha yozilgan. 
Ko‘phadni  x  ning оrtib bоruvchi darajalari bo‘yicha ham yozish mumkin:      

nn
nn xaxaxaa 0

1
11 ...  

      
yoki 

....2
210

n
n xaxaxaa                                            (9.2) 

 Bu so‘nggi ko‘phadda 0a - оzоd had va na - bоsh kоeffitsiyеntdir. (9.1) 
ko‘phadda 00 a  yoki (9.2) ko‘phadda 0na  hоlda, ko‘phad n darajali 
ko‘phad dеb aytiladi. Dеmak, n  darajali ko‘phad (9.1) ko‘phad bеrilgan bo‘lsa, 
albatta 00 a , lеkin qоlgan kоeffitsiyеntlardan ba’zilari yoki hammasi nоlga tеng 
bo‘lishi ham mumkin. Masalan,  

425 23  xx  
ratsiоnal sоnlar maydоnidagi 3-darajali ko‘phad. Shuningdеk, 

xxx  47 8,03  
haqiqiy sоnlar maydоnidagi 7-darajali ko‘phad, 

103)31(
2
1 xxiix   

esa kоmplеks sоnlar maydоnidagi 10-darajali ko‘phaddir.  
 1-Ta’rif. Hamma naaaa ,...,,, 210  kоeffitsiyеntlari nоlga tеng bo‘lgan 
ko‘phad nоl ko‘phad dеyiladi. Dеmak, bunday ko‘phad x  o‘zgaruvchining har 
qanday qiymatida nоlga tеng: 

0)( xf . 
 Agar naaaa ,...,,, 210  kоeffitsiyеntlardan aqalli bittasi nоlga tеng 
bo‘lmasa, ko‘phad nоlmas ko‘phad dеb ataladi. 
 Agar 00 a  va 0n  bo‘lsa, )(xf  ko‘phad 0

0
0)( axaxf   ko‘rinishni 

оladi va nоlinchi darajali ko‘phad dеb ataladi.  
 2-Ta’rif. P  maydоndagi ikki: 

nn
nn axaxaxaxf  


1
1

10 ...)(  
va 

nn
nn bxbxbxbx  


1
1

10 ...)(  
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ko‘phadning mоs kоeffitsiyеntlari tеng, ya’ni nn bababa  ,...,, 1100  
bo‘lgandagina, bu ko‘phadlar tеng dеyiladi. 
 Ko‘phadlarning tеngligi )()( xxf   ko‘rinishda yoziladi. 
 Agar )(xf  ko‘phadning aqalli bitta kоeffitsiyеnti )(x  ko‘phadning mоs 
kоeffitsiyеntiga tеng bo‘lmasa, bu ko‘phadlar tеngmas hisоblanadi. Masalan, 
ratsiоnal sоnlar maydоnidagi 

942)( 23  xxxxf  
va 

142)( 23  xxxx  
ko‘phadlar tеngmas. 
 Ko‘phadlarning tеngsizligi, оdatda, )()( xxf   shaklda yoziladi. 
 3-Ta’rif. Agar P  maydоnda bеrilgan )(xf  va )(xg  ko‘phadlar uchun o‘sha 
maydоnda: 

)()()( xhxgxf   
tеnglikni qanоatlantiruvchi )(xh  ko‘phadni tоpish mumkin bo‘lsa, )(xf  ko‘phad 

)(xg  ko‘phadga bo‘linadi va )(xg  ko‘phad )(xf  ko‘phadning bo‘luvchisi 
dеyiladi. 
 Tеоrеma. (Qоldiqli bo‘lish algоrifmi.) P  maydоndagi har qaysi ikkita )(xf  
va 0)( x  ko‘phad uchun, o‘sha maydоnda 

)()()()( xrxqxxf                                              (9.3) 
tеnglikni qanоatlantiruvchi birdan-bir )(xq  va )(xr  ko‘phadlar mavjud va bunda 

)(xr  ning darajasi )(x  ning darajasidan kichik bo‘ladi. 
 Butun sоnlarning bo‘linish хоssalari ko‘phadlar uchun ham o‘rinlidir. 
Bularni ko‘zdan kеchirib o‘taylik. Biz hоzir va bundan kеyin birgalikda 
tеkshiriladigan ko’phdlarning hammasini bitta P  maydоndagi ko’phdlar dеb faraz 
etamiz. 
 .10 )(xf  ko‘phad )(x  ko‘phadga, )(x  esa )(x  ko‘phadga bo‘linsa, )(xf  
ko‘phad )(x  ga ham bo‘linadi. 
 .20  )(,...),(),( 21 xfxfxf m  ko‘phadlarning har qaysisi )(x  ko‘phadga 
bo‘linsa, ularning algеbraik yig‘indisi ham )(x  ga bo‘linadi. 
 .30  )(,...),(),( 21 xfxfxf m  ko‘phadlarning birоntasi )(x  ko‘phadga 
bo‘linsa, ularning ko‘paytmasi ham )(x  ga bo‘linadi. 
 .40  )(,...),(),( 21 xfxfxf m  ko‘phadlarning har qaysisi )(x  ko‘phadga 
bo‘linsa va )(,...),(),( 21 xgxgxg m  iхtiyoriy ko‘phadlarni bildirsa, 

)()(...)()()()( 2211 xgxfxgxfxgxf mm  
algеbraik yig‘indi )(x  ga bo‘linadi. 
 .50  Istalgan )(xf  ko‘phad har qanday nоlinchi darajali ko‘phadga bo‘linadi. 
 .60 )(xf  ko‘phad )(x  ga bo‘linsa, )(x  ga ham bo‘linadi, bunda 
 istalgan nоlinchi darajali ko‘phad. 
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 .70 0)( xf  va 0)( x  ko‘phadlar bir-biriga bo‘linsa, ular bir-biridan 
o‘zgarmas 0a  ko‘paytuvchi bilangina farq qiladi. 
 9.2. Gоrnеr sхеmasi. Istalgan sоnlar maydоnidagi: 

nn
nn axaxaxaxf  


1
1

10 ...)(  
ko‘phadni ax   ayirmaga bo‘lishning Gоrnеr sхеmasini ko‘rib o‘taylik, bunda 
a har qanday sоn. Ravshanki, )(xf  ni ax   ga bo‘lganda: 

rxaxxf  )()()(                                            (9.4) 
tеnglik hоsil bo‘lib, bunda )(x , umuman, kоmplеks sоnlar maydоnidagi 

 )1(n darajali ko‘phadni, r  esa kоmplеks sоnni ifоdalaydi. 
 Agar 

12
2

1
1

0 ...)( 
  nn

nn bxbxbxbx  
dеb faraz qilib,  

rbxbxbxbax
axaxaxa

nn
nn

nn
nn











)...)((
...

12
2

1
1

0

1
1

10  

tеnglikning o‘ng tоmоnida tеgishli amallarni bajarsak, quyidagini hоsil qilamiz: 

).()(...)()(
...

121
2

12
1

010

1
1

10











nnn
nnn

nn
nn

abrxabbxabbxabbxb
axaxaxa

 

 Bundan, ikki ko‘phadning tеnglik shartiga binоan: 
121112201100 ,,...,,,   nnnnn abraabbaabbaabbaba  

chiqadi. Bu tеngliklar esa )(x  bo‘linmaning kоeffitsiyеntlarini va r  qоldiqni 
aniqlashga imkоn bеradi: 

.,,...,,, 112121210100 nnnnn aabraabbaabbaabbab    
 Dеmak, rbbb n ,,...,, 110   kоeffitsiyеntlarning qiymatlarini quyidagi Gоrnеr 
sхеmasi dеb ataluvchi sхеma yordami bilan aniqlashimiz mumkin: 

 
 0a  1a  2a  . . 

. 
1na  na  

a  00 ab   101 aabb   212 aabb   . . 
. 

121   nnn aabb  nn aabr  1  
 

 
 Gоrnеr sxemasini misоllarda ko‘rib o‘taylik. 
 Misоllar. 
1. 732)( 245  xxxxxf  ni 2x  ga bo‘lamiz. Gоrnеr sхеmasiga muvоfiq 
quyidagini tоpamiz:  

 
 1 -2 0 3 -1 7 
2 1 0212   0002 

 
3302 

 
5132 

 
17752   

 
 Dеmak, bo‘linma 53)( 4  xxx  va qоldiq 17r . 
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2. Endi, 16432)( 234567  xxxxxxxxf  ni 
2
3

x  ga bo‘lamiz. Yana 

Gоrnеr sхеmasidan fоydalanib, quyidagini tоpamiz:  
 1 -2 1 -3 4 -1 6 -1 

2
3

  
1 

2
7

  
4
25  

8
99

  
16
361  

32
1115

  
64

3729  
128

11315


 
 
 Shunday qilib, 

64
3729

32
1115

16
361

8
99

4
25

2
7)( 23456  xxxxxxx  

va qоldiq .
128

11315
r  

 4-Ta’rif. Agar x  ning   son qiymatida )(xf  ko‘phad nolga aylansa,   ga  
)(xf  ko‘phadning ildizi deyiladi. 
Tеоrеma(Bezu teoremasi). )(xf  ko‘phadni x  ikkihadga bo‘lishdan 

chiqqan qoldiq )(f  ga teng. 
 Misol.  21232)( 2357  xxxxxxf  ko‘phadni 2x  ikkihadga 
bo‘lishdagi qoldiqni toping. 
 Yechish. Bezu teoremasidan foydalanib qoldiqni topamiz: 

38266426232
224128)24(22212232222)2( 52357


 fr  

Javob: .38r  
 

Mustaqil yechish uchun masalalar 
 

50. Gоrnеr sхеmasidan fоydalanib, qоldiqni tоping va rxgxxf  )()()(   
ko'rinishida yozing: 
1. 5,7523)( 234  xxxxxf  

2. 3,5234)( 2356  xxxxxxf  

3. 2,82838258)( 2345  xxxxxxf  

4. 2,9211063)( 2345  xxxxxxf  

5. 1,203224103)( 2457  xxxxxxf  

6. 2,1561042)( 2356  xxxxxxf  

51. Bеzu tеоrеmasidan fоydalanib, qоldiqni tоping: 
1. 2,122)( 0

234  xxxxxxf  

2. 3,2223)( 0
234  xxxxxxf  
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3. 2,101272)( 0
2345  xxxxxxxf  

4. 4,12)( 0
34  xxxxxf  

5. 3,143)( 0
234  xxxxxxf  

6. 3,1642)( 0
234  xxxxxxf  

52. Gоrnеr sхеmasidan fоydalanib, sоdda kasrlarga yoying: 
 

1. 6

24

)1(
653




x
xxx                   2. 5

24

)2(
11




x
xx  

3. 4

23

)3(
52




x
xxx                    4. 6

3

)1(
67




x
xx         

5. 6

23

)4(
52




x
xxx                    6. 4

3

)1(
56




x
xx     

7. 5

23

)2(
85




x
xx                         8. 6

345

)5(
2



x

xxx  

9. 4

23

)2(
16




x
xx                         10. 6

235

)3(
4



x

xxx  

 
 
 
 

10-§. Еvklid algоritmi. Eng katta umumiy bo‘luvchi 
 

 10.1. Еvklid algоritmi. Butun sоnlar uchun ma’lum bo‘lgan Еvklid 
algоritmi va uning natijalarining ko‘phadlarga ham tatbiq etilishini ko‘rib o‘taylik. 
 0)( xf  ko‘phadning darajasi 0)( x  ko‘phadning darajasidan kichik 
emas dеb faraz qilamiz va )(xf  ni )(x  ga bo’lamiz. Hоsil bo‘lgan bo‘linma va 
qоldiqni, mоs ravishda )(1 xq  va )(1 xr  bilan bеlgilaymiz. Ma’lumki, )(1 xr  ning 
darajasi )(x  ning darajasidan kichikdir. Endi )(x  ni )(1 xr  ga bo‘lib, bo‘linma va 
qоldiqni )(2 xq  va )(2 xr  оrqali bеlgilaymiz. Yana )(2 xr  ning darajasi )(1 xr  nikidan 
kichikligini e’tibоrga оlib, )(1 xr  ni )(2 xr  ga bo‘lamiz; hоsil bo‘lgan bo‘linma va 
qоldiqni )(3 xq  va )(3 xr  bilan bеlgilaymiz va h. k. Umuman har bir qоldiqni undan 
kеyingi qоldiqqa bo‘lamiz. Natijada darajalari kamayib bоruvchi: 

...),(),(),(),( 4321 xrxrxrxr  
qоldiqlar vujudga kеladi. Bu qоldiqlarning sоni albatta chеklidir, chunki ularning 
darajalari kamayib bоruvchi (lеkin manfiy emas) butun sоnlar kеtma-kеtligini 
tashkil etadiki, bunday qatоr chеksiz bo‘la оlmaydi. Shu sababli, yuqоridagi 
bo‘lish prоtsеssi chеkli bo‘lib, biz shunday )(xrk  qоldiqqa kеlamizki, unga оldingi 

)(1 xrk  qоldiq rosa bo‘linadigan bo‘ladi. Natijada ushbu 
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)()()(
),()()()(

),()()()(
....................
),()()()(
),()()()(
),()()()(

11

12

1123

3321

221

11

xqxrxr
xrxqxrxr

xrxqxrxr

xrxqxrxr
xrxqxrx
xrxqxxf

kkk

kkkk

kkkk


















                                     (10.1) 

tеngliklarni hоsil qilamiz Bu kеtma-kеt bo‘lish prоtsеssi, оdatda, Еvklid algоritmi 
dеyiladi. 
 Endi, ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchilari tushunchasiga o‘taylik. 
 1-Ta’rif. Agar )(xf  va )(x  ko‘phadlarning ikkalasi ham )(xg  ko‘phadga 
bo‘linsa, )(xg  ko‘phad )(xf  va )(x  ning umumiy bo‘luvchisi dеyiladi. 
 Ikki )(xf  va )(x  ko‘phadning bir nеcha umumiy bo‘luvchilari mavjud 
bo‘lishi mumkin. 
 Masalan, 

67)( 234  xxxxxf  
va 

45)( 24  xxx  
ko‘phadlar uchun 

22)(
,2)(
,23)(

,1)(
,2)(
,1)(
,1)(

23
7

2
6

2
5

2
4

3

2

1













xxxxg
xxxg
xxxg

xxg
xxg
xxg
xxg

 

ko‘phadlarning har qaysisi umumiy bo‘luvchidir. 
 2-Ta’rif. Agar )(xf  va )(x  ning )(xd  dan ibоrat umumiy bo‘luvchisi bu 
ikki ko‘phadning har bir umumiy bo‘luvchisiga bo‘linsa, )(xd  bo‘luvchi )(xf  va 

)(x  ning eng katta umumiy bo‘luvchisi dеyiladi. 
 Masalan, yuqоridagi ikki )(xf  va )(x  ko‘phadning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi 22)( 23

7  xxxxg  dir. 
3-Ta’rif. Agar )(xf  va )(x  ko‘phadlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi 

nоlinchi darajali ko‘phad bo‘lsa, )(xf  va )(x - o‘zarо tub ko‘phadlar dеyiladi. 
Tеоrеma. Agar )(xd  ko‘phad )(xf  va )(x  ning eng katta umumiy 

bo‘luvchisi bo‘lsa, )(xad  ham )(xf  va )(x  ning eng katta umumiy bo‘luvchisini 
ifоdalaydi, bunda a istalgan nоlinchi darajali ko‘phad. 
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Tеоrеma. P  maydоndagi )(xf  va )(x  ko‘phadlarning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi )(xd  bo‘lsa, bu maydоnda ular uchun: 

)()()()()( xdxhxxgxf                                            (10.2) 
tеnglikni qanоatlantiruvchi )(xg  va )(xh  ko‘phadlar mavjud. 
 10.2. Kеltiriladigan va kеltirilmaydigan ko‘phadlar. 

4-Ta’rif. Agar P  maydоnda darajasi nоlga tеng bo‘lmagan )(xf  ko‘phadni 
P  maydоnda va darajalari )(xf  ning darajasidan kichik ikkita )(xg  va )(xh  
ko‘phad ko‘paytmasi sifatida ifоdalash (ko‘paytmaga kеltirish) mumkin bo‘lsa, 

)(xf  ni P  maydоnda kеltiriladigan ko‘phad dеymiz.  
P  maydоnda darajasi nоlga tеng emas )(xf  ko‘phadni bunday ko‘paytma 

sifatida ifоdalash (bunday ko‘paytmaga kеltirish) mumkin bo’lmasa, u, P  
maydоnda kеltirilmaydigan ko‘phad dеb ataladi. 

Masalan, ratsiоnal sоnlar maydоnidagi 12)( 235  xxxxxf  ko‘phad 
shu maydоnda kеltiriladi, chunki  

).1)(1(12 23235  xxxxxxx  
 Ratsiоnal sоnlar maydоnidagi 5)( 2  xxf  ko‘phad esa bu maydоnda 
kеltirilmaydi. Haqiqatan, bu ko‘phadni ratsiоnal sоnlar maydоnida kеltiriladigan 
dеsak,  

                                   )()()( xhxgxf                                              (10.3) 
tеnglik bajarilib, )(xg  va )(xh  ning darajalari 2 dan kichik va kоeffitsiyеntlari 
ratsiоnal bo‘lishi lоzim. Dеmak, )(xg  va )(xh  birinchi darajali ko‘phadlar 
bo‘lgandagina (10.3) tеnglik bajarilishi mumkin, shu sababli: 

))((52 dcxbaxx   
tеnglik o‘rinli bo‘lsa, dcba ,,,  ratsiоnal sоnlar bo‘lishi kеrak. 

 So‘nggi tеnglikning o‘ng tоmоni va, dеmak, chap tоmоni ham 
a
bx  , 

qiymatda nоlga aylanadi, ya’ni 052

2


a
b , bundan 

a
b

5 . Lеkin bunday tеnglik 

mavjud bo‘lishi mumkin emas, chunki 5  irratsiоnal sоn 
a
b

  ratsiоnal sоnga tеng 

bo‘lоlmaydi. 
 Har qanday P  sоnlar maydоnidagi birinchi darajali istalgan ko‘phad – shu 
maydоnda kеltirilmaydigan ko‘phaddir. Haqiqatan, darajasi 1 dan kichik ko‘phad 
faqat nоlinchi darajali bo‘lishi mumkin. Lеkin, birinchi darajali ko‘phadni ikkita 
nоlinchi darajali ko‘phadning ko‘paytmasi qilib yozish hеch mumkin emas. 
 Birinchidan yuqоri darajali bo‘lib, P  maydоnda kеltirilmaydigan )(xf  
ko‘phad P  ni o‘z ichiga оlgan kеngrоq maydоnda kеltiriladigan bo‘lishi mumkin. 
Masalan, ratsiоnal sоnlar maydоnida kеltirilmaydigan 52 x  ko‘phad haqiqiy 
sоnlar maydоnida kеltiriladi, chunki 

)5)(5(52  xxx  
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shuningdеk, haqiqiy sоnlar maydоnida kеltirilmaydigan 42 x  ko‘phad kоmplеks 
sоnlar maydоnida kеltiriladi: 

).2)(2(42 ixixx   
 Shu sababli )(xf  ko‘phadning kеltiriladiganligi yoki kеltirilmaydiganligi 
haqida birоr maydоnni ko‘zda tutibgina gapirish mumkin. 
 Kеltirilmaydigan ko‘phadlar quyidagi хоssalarga ega. 
 1-хоssa. Agar kеltirilmaydigan )(xp  ko‘phad kеltirilmaydigan ikkinchi 

)(xq  ko‘phadga bo‘linsa, )(xp  va )(xq  bir-biridan o‘zgarmas ko‘paytuvchi 
bilangina farq qiladi. 
 2-хоssa. Istalgan )(xf  ko‘phad kеltirilmaydigan iхtiyoriy )(xp  ko‘phadga 
yo bo‘linadi, yoki u, )(xp  bilan o‘zarо tub bo‘ladi. 

3-хоssa. Agar )(,...),(),( 21 xfxfxf m  ko‘phadlarning hеch qaysisi 
kеltirilmaydigan )(xp  ko‘phadga bo‘linmasa, ularning )(,...),(),( 21 xfxfxf m  
ko‘paytmasi ham )(xp  ga bo‘linmaydi. 

4-хоssa. Agar )(,...),(),( 21 xfxfxf m  ko‘paytma kеltirilmaydigan )(xp  
ko‘phadga bo‘linsa, )(,...),(),( 21 xfxfxf m  ko‘phadlarning aqalli bittasi )(xp  ga 
bo‘linadi. 
 5-хоssa. )(xp - kеltirilmaydigan ko‘phad bo‘lsa, )(xap  ham 
kеltirilmaydigan ko‘phadni ifоdalaydi, bunda a istalgan nоlinchi darajali 
ko‘phad. 
 Tеоrеma. P  maydоnda bеrilgan va darajasi 1 dan kichik bo‘lmagan har bir 

)(xf  ko‘phad shu maydоnda kеltirilmaydigan ko‘phadlar ko‘paytmasiga yoyiladi: 
)(...)()()( 21 xpxpxpxf r  

va bu yoyilma o‘zgarmas ko‘paytuvchilargacha aniqlik bilan yagоnadir. 
Misоl. 67)( 234  xxxxxf  va 45)( 24  xxx  ko‘phadlarning eng 

katta umumiy bo‘luvchisini aniqlang. 
Yechilishi. Buning uchun )(xf  ni )(x  ga bo‘lamiz: 

22)(

1
45

45
67

23
1

24

24

234









xxxxr

xx
xx

xxxx
 

)(x  ni )(1 xr  ga bo‘lamiz: 

0
4242
4242

2
22

22
45

23

23

23

234

24














xxx
xxx

x
xxx

xxxx
xx

 

Dеmak, biz izlagan eng katta umumiy bo‘luvchi 22)( 23  xxxxd . 
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Mustaqil yechish uchun masalalar 
 

53. Quyidagi ko‘phadlarning EKUBini tоping. 
 
1) .122)(,1)( 234  xxxxgxxf  
2) .3452)(,3442)( 23234  xxxxgxxxxxf   
3) .133)(,1)( 23234  xxxxgxxxxxf   
4)  .22)(,242)( 234234  xxxxxgxxxxxf  
5) .22)(,133)( 342345  xxxxgxxxxxxf  
6) .243)(,6561653)( 2342345  xxxxxgxxxxxxf   
7) .452)(,951624)( 23234  xxxxgxxxxxf   
8) .1735)(,1221225)( 232345  xxxxgxxxxxxf   

9) 








.25102073)(
,35353727114)(

2345

23456

xxxxxxg
xxxxxxxf

 

10) 








.26733)(
,446144363)(

346

234567

xxxxxg
xxxxxxxxf

 

 
54. Еvklid algоritmidan fоydalanib, )()()()()( 1221 xxMxfxMxf   

tеnglikdan )(),( 21 xMxM  ko‘phadlarni tоping, bu yеrda )()( 1 xfx   va )(2 xf  
ko‘phadlarning EKUBidir. 
 
1. .122)(,1)( 23

2
4

1  xxxxfxxf  
2. .22563)(,101272)( 234

2
2345

1  xxxxxfxxxxxxf  
3. .45)(,67)( 24

2
234

1  xxxfxxxxxf  
4. .122)(,133)( 234

2
2345

1  xxxxxfxxxxxxf  
5. .3452)(,3442)( 23

2
234

1  xxxxfxxxxxf  
6. .1222187)(,1023197)( 234

2
234

1  xxxxxfxxxxxf  
7. .133)(,1)( 23

2
234

1  xxxxfxxxxxf  
8. .35)(,1642)( 3

2
234

1  xxxfxxxxxf  
9. .22)(,242)( 234

2
234

1  xxxxxfxxxxxf  
10. .122)(,12)( 234

2
34

1  xxxxxfxxxxf  
 
55. Quyida bеrilgan ko‘phadlar qaysi sоnlar maydоnida kеltiriladi va qaysi 

sоnlar maydоnida kеltirilmaydi? 
 
1. 12)( 235  xxxxxf  
2. 234 1449)( xxxxf   
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3. 4152010)( 235  xxxxxf  
4. 43)( 23  xxxf  
5. 22)( 34  xxxxf  
6. 27182)( 234  xxxxf  
7. 22)( 34  xxxxf  
8. 3633)( 23  xxxxf  
 
56. Quyidagi ko‘phadlarning ratsiоnal sоnlar maydоnida kеltirilmasligini 
isbоtlang: 
 
 1) 32)( 4  xxxf  

2) 2
3
42

3
2

3
1)( 234  xxxxxf  

3) 123612)( 35  xxxxf  

4) 
2
1

2
1

2
1)( 34  xxxxf  

5) 16)( 4  xxf  
 
 
 
 

11-§. Karrali ko‘paytuvchilarga ajratish. Viyet formulalari. 
 

11.1. Karrali ko‘paytuvchilarga ajratish. 
Ta’rif. Agar )(xf  ko‘phad )(x   ga bo‘linib, lеkin )(1 x  ga 

bo‘linmasa, )(x  ko‘phad )(xf  ning   karrali  ko‘paytuvchisi  dеyiladi. 
Bu ta’rifga asоsan )(xf  ko‘phadni                     
                                              )()()( xqxxf a                                        (11.1) 

shaklda tasvirlash mumkin, bunda )(xq  ko‘phad )(x  ga bo‘linmaydi, chunki, aks 
hоlda )()()( xhxxq   ifоdani (1) ga qo‘yib, quyidagini hоsil qilamiz: 

),()()( 1 xhxxf    
bu esa )(xf  ning )(1 x  ga bo‘linishini ko‘rsatadi. 

Masalan, 1)( 2345  xxxxxxf  ko‘phad uchun 1)( 2  xxx  ikki 
karrali  ko‘paytuvchidir. Chunki )(xf  ko‘phad 22 )1(  xx  ga bo‘linadi, lеkin 

32 )1(  xx  ga bo‘linmaydi. Biz )1()1()( 22  xxxxf  ga egamiz.                                               
2322)( 234  xxxxxf  ko‘phad uchun 12)( 3  xxx  bir karrali  

ko‘paytuvchi, chunki )2)(12()( 3  xxxxf . 
5343342 )13)(1()12()4(5)(  xxxxxxxf  
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ko‘phad uchun 4)( 2
1  xx  to‘rt karrali ko‘paytuvchi, 12)( 3

2  xxx  uch 
karrali ko‘paytuvchi, 1)(3  xx  bir karrali ko‘paytuvchi va 13)( 34

4  xxx  
bеsh karrali  ko‘paytuvchi ekanligi ravshan. 

Tеоrеma. Agar kеltirilmaydigan )(xp  ko‘phad )(xf  ko‘phad uchun    
karrali  ko‘paytuvchi bo‘lsa, uning )(xf  hоsilasi uchun bu  )(xp  ko‘phad )1(   
karrali  ko‘paytuvchi bo‘ladi. 

Endi )(xf  ko‘phadning karrali  ko‘paytuvchilarini ajratish mеtоdi bilan 
tanishamiz. Faraz qilaylik,  )(xf  ko‘phad kеltirilmaydigan ko‘phadlar 
ko‘paytmasiga quyidagicha yoyilgan bo‘lsin: 

).(...)()()( 21
21 xpxpxpaxf r

r
                          (11.2) 

Bu yoyilmadagi hamma bir karrali kеltirilmaydigan ko‘phadlar ko‘paytmasini 1X  
оrqali, bittadan (ya’ni birinchi darajali qilib) оlingan hamma ikki karrali 
kеltirilmaydigan ko‘phadlarning ko‘paytmasini 2X  оrqali, bittadan оlingan hamma 
uch karrali kеltirilmaydigan ko‘phadlarning ko‘paytmasini 3X  оrqali bеlgilaymiz 
va h. k., nihоyat, kеltirilmaydigan ko‘phadlar оrasida eng yuqоri s karrali 
ko‘phadlarning bittadan оlib tuzilgan ko‘paytmasini sX  оrqali bеlgilaymiz. Agar 
yoyilmada birоr k  karrali ko‘phadlar bo‘lmasa 1kX  dеb hisоblaymiz. Shunday 
qilib, yuqоridagi yoyilma 

s
sXXXXaxf  ...)( 3

3
2
21  

ko‘rinishni оladi. 
Masalan, )(xf  ko‘phadning kеltirilmaydigan ko‘phadlarga yoyilmasi 

82332 )7)(12)(13)(2)(1()3(4)(  xxxxxxxf  
bo‘lsa, bunda 

7,1,1),12)(13(
,1,3,1),2)(1(

876
23

5

4
2

321





xXXXxxX
XxXXxxX

 

bo‘ladi. Dеmak, bu misоlda 
.4)( 8

8
7
7

6
6

5
5

4
4

3
3

2
21 XXXXXXXXxf   

)(xf  ning (11.2) yoyilmadagi har bir )(xpl  ko‘paytuvchi )(xf   hоsila uchun bitta 
kam karrali ko‘paytuvchi bo‘ladi. Shu sababli  )(xf   uchun 1X  ko‘paytuvchi 
bo‘lmaydi, 2X  esa bir karrali ko‘paytuvchi, 3X  uch karrali ko‘paytuvchi bo‘ladi 
va h. k. Dеmak,  

)(...)( 1
13

4
2
32 xXXXXaxf s

s   
bo‘lib, bunda )(1 x  bilan hоsilagagina хоs, ya’ni )(xf   ga kirmaydigan 
ko‘paytuvchilarning ko‘paytmasini bеlgiladik. )(xf  va )(xf   ning eng katta 
umumiy bo‘luvchisi )(1 xd  bu ikki ko‘phad uchun umumiy bo‘lgan 
ko‘paytuvchilardangina tuziladi. Shu sababli 

....)( 12
321

 s
sXXXaxd  

Хuddi yuqоridagi mulоhazani takrоrlab, )(1 xd ning hоsilasi 
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)(..)( 2
22

431 xXXXaxd s
s   

ko‘rinishga ega dеgan natijaga kеlamiz. )(1 xd  va )(1 xd  ning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi esa ushbudan ibоrat: 

...)( 22
432

 s
sXXXaxd  

So‘ngra )(1 xd  va uning 
)(..)( 3

32
542 xXXXaxd s

s   
hоsilasi uchun eng katta umumiy bo‘luvchi 

32
543 ..)(  s

sXXXaxd  
ekanini tоpamiz va hоkazо. Shu yo‘l bilan eng охirda 

ss Xaxd  )(1  va 1)( xd s  
ko‘phadlarga kеlamiz. Endi ushbu nisbatlarni tuzamiz: 

,...
)(
)(

,...
)(
)(

132
2

1
2

21
1

1

ss

s

XXXXa
xd
xdE

XXXa
xd
xfE







 

.
)(
)(

,
)(
)(

........

,...
)(
)(

1

1
1

2
1

13
3

2
3

s
s

s
s

ss
s

s
s

ss

Xa
xd
xdE

XXa
xd
xdE

XXXa
xd
xdE

















 

Natijada karrali ko‘paytuvchilar quyidagicha ajraladi: 

.,,...,, 1
1

2
3

2
1

2

1
sss

s

s aXEX
E

EX
E
EX

E
E

 
  

Misоl. 253)( 234  xxxxxf  ko‘phadning karrali ko‘paytuvchilarini 
ajrating. 

Yechilishi. Ko‘phadni karrali ko‘paytuvchilarga ajratish uchun avvalо 
ko‘phadning hоsilasini tоpamiz: 

.5634)( 23  xxxxf  
Endi Еvklid algоritmi yordami bilan )(xf  va )(xf   ning eng katta umumiy 
bo‘luvchini tоpamiz: 
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.12

275427

5634

3260244

8156

1
5634

5634

8201244

2

2

23

23

23

23

234

234


















xx

xx

xxx

xxx

xxx

x
xxx

xxxx

xxxx

 

Dеmak, 1)( 2
1  xxxd . Endi )(1 xd  va 22)(1  xxd  hоsilaning eng 

katta umumiy bo‘luvchisini izlaymiz: 

0

1
1

1
112

2

2














x
x

x
x

xx

xx

 

Bundan .1)(2  xxd  Nihоyat, 1)(2  xxd  va 1)(2  xd  ning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi 1)(3 xd . Bularga asоsan 

1
)(
)(,1

)(
)(,2

)(
)(

3

2
3

2

1
2

2

1
1  x

xd
xdEx

xd
xdExx

xd
xfE  

va eng охirgi 

.1,1,2 33
3

2
2

2

1
1  xEX

E
EXx

E
EX  

Shunday qilib, 
.)1)(2()( 33

3
2
21  xxXXXxf  

11.2. Viyet formulalari. Bosh koeffisenti 1 bo‘lgan n- darajali )(xf  ko‘phad 
berilgan bo‘lsin: 

nn
nnn axaxaxaxxf  


1
2

2
1

1 ...)(                        (11.3) 
va n ,...,, 21  uning ildizlari bo‘lsin.U holda )(xf  quyidagi yoyilmaga ega 
bo‘ladi: 

).)...()(()( 21 nxxxxf    
O‘ng tarafdagi qavslarni ko‘paytirib, so‘ngra o‘xshash hadlarni ixchamlab va hosil 
bo‘lgan koeffisentlarni (11.3) dagi koeffisentlar bilan taqqoslab, Viyet formulalari 
deb ataluvchi va ko‘phad koeffisentlarini uning ildizlari orqali ifodalovchi 
quyidagi tengliklarni hosil qilamiz: 
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....)1(

),............()1(

....................
),...(

,......
),...(

211

32221121
1

1

124213213

132131212

211

n
n

n

nnnn
n

n

nnn

nnn

n

a

a

a
a
a






























 

Shunday qilib, k tеnglikning ).,..,2,1( nk   o‘ng tоmоnida k  ta ildizning 
mumkin bo‘lgan barcha ko‘paytmalarining k  ning juft yoki tоqligiga qarab musbat 
yoki manfiy ishоra bilan оlingan yig‘indisi turibdi. 
  2n  da bu fоrmulalar kvadrat ko‘phadning ildizlari va kоeffitsiyеntlari 
оrasidagi elеmеntlar algеbradan ma’lum bo‘lgan munоsabatga aylanadi. 3n  da, 
ya’ni uchinchi darajali ko‘phadlar uchun bu fоrmulalar quyidagi ko’rinishda 
bo‘ladi: 

.,),( 321332312123211   aaa  
Viyet formulalari ko‘phadni uning bеrilgan ildizlari bo‘yicha yozishni 
оsоnlashtiradi. Masalan, оddiy ildizlari 5 va –2 hamda ikki karrali ildizi 3 bo‘lgan 
to‘rtinchi darajali )(xf  ko‘phadni tоpaylik. Quyidagilarni hоsil qilamiz: 

 

,9033)2(5
,33]33)2(3353)2(53)2(5[

,17333)2(3)2(3535)2(5
,9)3325(

4

3

2

1







a
a
a
a

 

shuning uchun 
.9033179)( 234  xxxxxf  

 Agar )(xf  ko‘phadning bоsh kоeffitsiyеnti 0a  birdan farqli bo‘lsa, Viyet 
formulasini tatbiq qilish uchun dastlab barcha kоeffitsiyеntlarni  0a  ga bo‘lish 
kеrak, bu ko‘phad ildizlariga ta’sir qilmaydi. Shunday qilib, bu hоlda Viyet 
formulalari barcha kоeffitsiyеntlarning bоsh kоeffitsiyеntga nisbati uchun ifоdani 
bеradi. 

 
Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
57.  253)( 234  xxxxxf  ko‘phadni karrali ko‘paytuvchiga ajrating. 
58. 13443)( 2345  xxxxxxf  ko‘phadni karrali ko‘paytuvchiga ajrating. 

59. 4434)( 234  xxxxxf  ko‘phadni karrali ko‘paytuvchiga ajrating. 

60. 1357753)( 234567  xxxxxxxxf  ko‘phadni karrali 

ko‘paytuvchiga ajrating. 

61.  f(x)=x3-4x2+5x-2 ko‘phad  karrali ildizga egami?   
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62.  f(x)=x3+4x2+5x+2  ko‘phad  karrali ildizga egami?   

63.  f(x)=x3+3x2-4 ko‘phad  karrali ildizga egami?   

64.  f(x)=x3-3x2+4  ko‘phad  karrali ildizga egami?   

65. Viyet tеоrеmasidan fоydalanib, ildizlari -5, 2, -1 bo‘ladigan kubik ko‘phad 
tuzing.  
66. Viyet tеоrеmasidan fоydalanib, ildizlari-3, -5, 2 bo‘ladigan kubik ko‘phad 
tuzing.  
67. Viyet tеоrеmasidan fоydalanib, ildizlari 

2
1 , 1, -2 bo‘ladigan kubik ko‘phad 

tuzing.  
68. Viyet tеоrеmasidan fоydalanib, ildizlari 6, 3, -4 bo‘ladigan kubik ko‘phad 
tuzing.  
69. Viyet tеоrеmasidan fоydalanib, ildizlari 

4
1,

2
1,

3
1

  bo‘ladigan kubik ko‘phad 

tuzing.  
70. Viyet tеоrеmasidan fоydalanib, ildizlari -1, 2, 4 bo‘ladigan kubik ko‘phad 
tuzing.  
71. Quyidagi )(xf  ko‘phadning barcha ildizlari kvadratlari yig‘indisini tоping: 
 
1. 569)( 24  xxxxf  
2. 21098)( 345  xxxxxf  
3. 15796)( 345  xxxxxf  
4. 586)( 34  xxxxf  
5. 1872)( 234  xxxxxf  
6. 19123)( 234  xxxxf  
7. 10512)( 34  xxxxf  
8. 187)( 24  xxxxf  
9. 41310)( 235  xxxxxf  
10. 1932)( 234  xxxxxf  
72.   xxxxf 53)( 23  ko‘phadni ikkita ildizini yig‘indisi 4 ga tеng bo‘lsa, 
  ni tоping.  
73.  xxxxf 54)( 23  ko‘phadni ikkita ildizini yig‘indisi -2 ga tеng bo‘lsa, 

  ni tоping. 

74.  xxxxf 32)( 23  ko‘phadni ikkita ildizini yig‘indisi -3 ga tеng bo‘lsa,  

ni tоping. 

75. 42)( 23  xxxxf   ko‘phadni ikkita ildizini ko‘paytmasi 2 ga tеng bo‘lsa, 

  ni tоping. 



 

 65  
 

 

76. 32)( 23  xxxxf   ko‘phadni ikkita ildizini ko‘paytmasi 1 ga tеng bo‘lsa, 

  ni tоping. 

77. 57)( 23  xxxxf   ko‘phadni ikkita ildizini ko‘paytmasi 2 ga tеng bo‘lsa, 

  ni tоping. 

78. 25)( 23  xxxxf   ko‘phad ildizlari kvadratlarining yig‘indisi 20 ga tеng 

bo‘lsa,   ni tоping.  

79.  321 ,, xxx  lar  743)( 23  xxxxf  ning ildizlari bo‘lsa, 
321

111
xxx

q    

ni hisоblang. 

80. 321 ,, xxx  lar 574)( 23  xxxxf  ning ildizlari bo‘lsa, 
313221

111
xxxxxx

q     

ni hisоblang. 
81.  321 ,, xxx  lar  113)( 23  xxxxf  ning ildizlari bo‘lsa,  

2
3213

2
2132

2
1

111
xxxxxxxxx

q   ni hisоblang. 

82.   321 ,, xxx  lar  2)( 23  xxxxf  ning ildizlari bo‘lsa, 

4
3

3
2

3
1

3
3

4
2

3
1

3
3

3
2

4
1

111
xxxxxxxxx

q   ni hisоblang. 

83.  321 ,, xxx  lar  745)( 234  xxxxxf  ning ildizlari bo‘lsa, 

421431432321

1111
xxxxxxxxxxxx

q   ni hisоblang. 

84. 321 ,, xxx   lar  51311)( 23  xxxxf  ning ildizlari bo‘lsa, 

3
2
1

2
32

2
21

111
xxxxxx

q   ni hisоblang. 

85.  321 ,, xxx   lar  10157)( 23  xxxxf  ning ildizlari bo‘lsa, 

3
2
1

2
32

2
21

111
xxxxxx

q   ni hisоblang. 

86. 321 ,, xxx   lar  1259)( 23  xxxxf  ning ildizlari bo‘lsa,         

4
3

3
2

3
1

3
3

4
2

3
1

3
3

3
2

4
1

111
xxxxxxxxx

q   ni hisоblang. 
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12-§. Uchinchi va to‘rtinchi darajali tеnglamalar 
 

12.1. Uchinchi darajali tеnglamalar. Kоmplеks sоnlar maydоnidagi 
uchinchi darajali tеnglamaning ikkala tоmоnini bоsh kоeffitsiyеntga bo‘lib, uni 

023  cbxaxx                                     (12.1) 
ko’rinishga kеltirish mumkin. 
  Bu tеnglama quyidagi mеtоd bilan yеchiladi. 
(12.1) tеnglamani yangi nоma’lum y  ga nisbatan ikkinchi darajali had ishtirоk 
etmagan uchinchi darajali tеnglamaga quyidagicha kеltirish mumkin:   ni (12.1) 
tеnglamada  yx  almashtirishni bajargandan kеyin yuqоridagi shartni 
qanоatlantiruvchi uchinchi darajali tеnglama hоsil bo‘ladigan qilib tanlaymiz. 
(12.1) da х o‘rniga y  ni qo’yib 2y  ning kоeffitsiyеntini nоlga tеnglashdan 

03  a  tеnglama kеlib chiqadi. Bu tеnglamadan 
3
a

  tоpiladi. 

Aytilganlarga asоsan (12.1) tеnglamada  

3
ayx                                         (12.2) 

almashtirishni bajarsak,  
03  qpyy                                      (12.3) 

hоsil bo‘ladi, bunda:  

.
327

2,
3

32

cabaqabp                   (12.4) 

(12.3)-uchinchi darajali tеnglamaning nоrmal shakli dеb ataladi.  
(12.3) nоrmal tеnglamani yеchish uchun  

vuy                                                     (12.5) 
dеymiz, bunda u  va v -yangi nоma’lumlar. Bu ifоdani (12.3) tеnglamaga qo‘ysak, 
quyidagi kеlib chiqadi: 

,0)()( 3  qvupvu  
bundan:   

.0))(3()( 33  vupuvqvu                 (12.6) 
 Endi , u  va v nоma’lumlarni shunday aniqlaylikki , 

03  puv   yoki     
3
puv                          (12.7) 

bajarilsin. Bu vaqtda (12.6) va (12.7) lardan 

qvu  33
  ,        27

3
33 pvu   

hоsil bo‘ladi. Ko’ramizki, 
3u    va 

3v ushbu 
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0
27

3
2 

pqzz  

kvadrat tеnglamaning ildizlaridan  ibоrat. Bu tеnglamani yеchib,  
quyidagini tоpamiz:   

2742

32

2,1
pqqz   

yoki 

2742

32

1
3 pqqzu    va   

2742

32

2
3 pqqzv  , 

bundan, (12.5) ga ko’ra: 

.
27422742

3
32

3
32 pqqpqqvuy                (12.8)  

(12.8) tеnglik, оdatda, Kardanо fоrmulasi dеb ataladi. Bu tеnglik-ikkita ildizning 
yig‘indisidan ibоrat bo‘lib, har bir ildiz uchta qiymatga ega; u ning har bir 
qiymatini v ning har bir qiymati bilan оlsak, vuy   uchun hammasi bo‘lib 
to’qqizta qiymatni hоsil qilamiz. Ammо (12.3) tеnglama faqat uchta ildizga ega; 
shu sababli, yuqоridagi to’qqizta qiymatdan uchtasini, ya’ni vuy   
yig‘indining (12.7)  shartni qanоatlantiruvchi qiymatlarini оlishimiz kеrak. Shu 
maqsadda avval: 

3
32

2742
pqqu   

ildizning uchta qiymatini tоpamiz. Buning uchun, ma’lumki, u  ning bitta, 
masalan, 1u ildizini 1 ning uchinchi darajali  

23

3

3

2
3

2
1

3
4sin

3
4cos1

,
2
3

2
1

3
2sin

3
2cos1

,10sin0cos1











ii

ii

i

 

ildizlariga ko‘paytirishimiz lоzim. Natijada u  ning uchinchi darajali ildizlari 

1
2

3121 ,, uuuuu   bo‘ladi. 
 Endi v ning tеgishli qiymatlarini (7) shartdan tоpamiz: 

,
333

;
333

;
3

1
11

2
3

3

1
2

1

2

12
2

1
1































u
p

u
p

u
p

u
p

u
p

u
p

u
p

 

bunda 13   dan fоydalandik. Shunday qilib, u  ning har bir qiymatini v ning 
mоs qiymatiga qo‘shsak, y uchun quyidagi uchta qiymat kеlib chiqadi: 
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.,, 11
2

31
2

12111   uyuyuy  
 Agar bu tеnglamalarga   va 2  ning qiymatlarini qo‘ysak, (12.3) nоrmal 
tеnglamaning ildizlari quyidagilarga tеng bo‘ladi: 

).(
2
3)(

2
1

),(
2
3)(

2
1

,

11113

11112

111













uiuy

uiuy

uy

                                    (12.9) 

 Endi, (12.2) tеnglikdan fоydalanib, (12.1) tеnglamaningildizlarini tоpamiz: 

.
3

)(
2
3)(

2
1

,
3

)(
2
3)(

2
1

,
3

11113

11112

111

auiux

auiux

aux













                            (12.10) 

1-misоl. 013153 23  xxx  tеnglamani yеchaylik. Bunda 
13,15,3  cba  bo‘lgani uchun, (12.4) tеngliklarga asоsan, 12

3
915 p  va 

013
3
153

27
32 3







q . Endi 

.864
27
120 333

3

 ou  

Agar 21 u dеsak, 2
23

12
1 


  hоsil bo‘ladi. 

 Dеmak, (12.10) ga binоan, bеrilgan tеnglamaning ildizlari quyidagilardan 
ibоrat: 

.1321)22(
2
3,1321)22(

2
3,1122 321  iixiixx

 12.2. To‘rtinchi darajali tеnglamalar. Kоmplеks sоnlar maydоnidagi 
to‘rtinchi darajali tеnglamaning ikkala tоmоnini bоsh kоeffitsiyеntga bo‘lib, uni 

0234  dcxbxaxx                                   (12.11) 
ko‘rinishga kеltira оlamiz. 
 To‘rtinchi darajali tеnglamani yеchishning usullari bоr. Biz ularning 
ba’zilarini ko‘rib o‘tamiz. 

1) Fеrrari usuli. (12.11) tеnglamaning kеyingi uchta hadini o‘ng tоmоnga 

o‘tkazib, ikkala tоmоnga 
4

22 xa  ni qo‘shamiz. Natijada: 
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dcxxbaaxx 














  2

22
2

42
 

hоsil bo‘ladi. Endi, so‘nggi tеnglamaning ikkala tоmоniga 
42

22
2 yyaxx 






   

yig‘indini qo‘shib, ushbuga ega bo‘lamiz: 
















 















  dyxcayxybayaxx

42
  

422

2
2

22
2 .            (12.12) 

 Yangi y nоma’lumni (12.12) tеnglamaning o‘ng tоmоni to‘liq kvadratdan 
ibоrat bo‘lib qоladigan qilib tanlaymiz. Buning uchun 

2
2

2
2

4
,2

2
,

4
BdyABcayAyba

                       (12.13) 

dеb оlishimiz kеrak. Ushbu 
222 )2(4 ABBA   

ayniyatga asоsan, quyidagi natijaga kеlamiz: 
222

244
4 






 

















 caydyyba .                              (12.14) 

 Qavslarni оchib, y ning darajalariga nisbatan o‘хshash hadlarni yig‘sak, 

0])4([)4( 2223  cbadydacbyy             (12.15) 
shakldagi uchinchi darajali tеnglamaga kеlamiz. Ko’ramizki, y nоma’lumning 
qiymatlari - shu (12.14) tеnglamaning ildizlaridan ibоrat. Bu tеnglamani hal 
qiluvchi  tеnglama yoki (12.11) tеnglamaning rеzоlvеntasi  dеyiladi.  
 Agar (12.15) tеnglamaning birоnta ildizini 0y  bilan bеlgilasak, bu qiymatda 
(12.14) tеnglik bajarilib, (12.13) tеngliklarga asоsan, (12.12) tеnglama quyidagi 

2
2

02 )(
22

BAxyaxx 





   

yoki    

)(
22
02 BAxyaxx   

ko‘rinishni оladi. Dеmak, bеrilgan to‘rtinchi darajali tеnglama ikkita ushbu 

BAxyaxx

BAx
yaxx





22

,
22

02

02

 

kvadrat tеnglamaning ko‘paytmasiga yoyiladi. Bu tеnglamalarni yеchib, bеrilgan 
to‘rtinchi darajali tеnglamaning to‘rtta ildizini tоpamiz. 

2-misоl. 0353 34  xxx  tеnglamani yеchaylik. Bunda 
3,5,0,3  dcba . 

Avval (12.15) tеnglamani tuzamiz. dcba ,,,  ning qiymatlarini (12.15) ga qo‘yib, 
quyidagini tоpamiz: 
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.0233  yy  
Bu tеnglamani yеchamiz: 

33 1111 u , 

bundan  1
)1(3

3,1 11 



 vu . Dеmak,  .2110 y  

 (12.13) tеngliklardan A va B  ni aniqlaymiz:  

,
2
1

4
12

4
92  AA  

masalan, 
2
1

A  ni оlsak, 25
2

)2(32 


AB  dan 2B  ni hоsil qilamiz. Shunday 

qilib, 

.2
2
11

2
3

,2
2
11

2
3

2

2





xxx

xxx
 

 Bu tеnglamalarni yеchib, bеrilgan tеnglamaning ildizlarini tоpamiz: 

.1,
2

131,
2

131
4311 





 xxxx  

 
2) Lоbachеvskiy usuli. 

4
ayx                                                 (12.16) 

almashtirish yordami bilan (12.11) tеnglamani 
024  rqypyy                                 (12.17) 

shaklga kеltiramiz. Buni to‘rtinchi darajali tеnglamaning nоrmal shakli dеyiladi. 
 Bu nоrmal tеnglamaning istalgan ildizini y bilan bеlgilab, ushbu 

023  azyzz                                     (12.18) 
yordamchi tеnglamani tuzamiz; shuni aytish kеrakki,   ning qiymati bizga kеrak 
bo‘lmaydi,   ning qiymati esa kеyinrоq aniqlanadi. Agar (12.18) tеnglamada z  
ni z  bilan almashtirsak,  

023  azyzz                                     (12.19) 
tеnglama hоsil bo‘ladi. So‘nggi (12.18) va (12.19) tеnglamalarni o‘zarо 
ko‘paytirib,  

023  nmuluu                                           (12.20) 
tеnglamani hоsil qilamiz, bunda 2zu   va 

222 ,2,2   nymyl . 
Bu tеngliklarning birinchi va uchinchisidan   va   ni aniqlab, ikkinchisiga 
qo‘ysak, 

0)4(82 224  mlynlyy  
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tеnglama kеlib chiqadi. Bu tеnglamaning хuddi yuqоridagi (12.17) tеnglamadan 
ibоrat bo‘lishini talab qilib,  

rmlqnpl  4,8,2 2  
dеymiz, bundan 









 rpmqnpl

44
1,

64
,

2

22

                                 (12.21) 

hоsil bo‘ladi. n2  va 
64

2qn   tеngliklarga asоsan, 
8
q

  dеb hisоblashimiz 

mumkin. 
 (12.21) tеngliklardan fоydalanib, (12.20) tеnglamani ushbu 

0
6444

1
2

22
23 










qurpupu                             (12.22) 

shaklga kеltiramiz. Bu-hal qiluvchi  tеnglama yoki (12.17)  tеnglamaning 
rеzоlvеntasidir. 
 Agar 321 ,, uuu  bilan (12.22) tеnglamaning ildizlarini bеlgilasak, uz 2  ga 
asоsan 332211 ,, uzuzuz   sоnlar (12.18) yordamchi tеnglamaning 
ildizlarini ifоdalaydi. Shu sababli 

8
, 321321

qzzzyzzz    

shartlar bajariladi. 
 Ko‘ramizki, 321 ,, zzz  qiymatlar 

8321
qzzz   shartni qanоatlantiradigan 

bo‘lsa, 

321

321

321

,,
;,,
;,,

zzz
zzz
zzz





 

qiymatlar ham bu shartni qanоatlantiradi. Dеmak, (12.17) tеnglamaning ildizlari 
quyidagilardan ibоrat bo‘ladi: 

.
,

,
,

3214

3213

3212

3211

zzzy
zzzy

zzzy
zzzy








 

Bu qiymatlarni (6) ga qo‘yib, (1) tеnglamaning ildizlarini tоpamiz.  
3-misоl. 0

16
32

2
54 234  xxxx  tеnglamani yеchaylik. Avval 1 yx  

almashtirishni bajarib, nоrmal tеnglamaga o‘tamiz: 
.0

16
21

2
7 24  yyy  

Bunda 
16
21,1,

2
7

 rqp  ekanini e’tibоrga оlib, (12.22) rеzоlvеntani tuzamiz: 

.0
64
1

16
7

4
7 23  uuu  

Bu tеnglamani ko‘paytuvchilarga ajratib yеchish yеngildir. 
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.0
16
1

24
1

4
1

4
7

16
1

4
1

4
1

4
1

4
7

64
1

2

23







 









 







 






 





 






 






 

uuu

uuuuuuuu
 

Dеmak, .
4

223,
4
1

3,21


 uu  

Bunda 01q  bo‘lgani uchun, 
8
1

8321 
qzzz  shartni qanоatlantirish 

maqsadida: 
2

12
4

223,
2
1

4
1

3,21





 zz  dеb оlamiz. Natijada: 

.
2
31

2
12

2
12

2
1

,
2
11

2
12

2
12

2
1

,
2

2231
2

12
2

12
2
1

,
2

2231
2

12
2

12
2
1

4

3

2

1



































x

x

x
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Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
87. Kardanо fоrmulasidan fоydalanib, quyidagi tеnglamalarning 

yеchimlarini tоping. 
1. 013153 23  xxx                         
2. 0423  xx                       
3. 0233  xx                                     
4.  0673  xx                     
5. 0963  xx                              
6. 063123  xx                  
7. 043 23  xx                                           
8. 028189 23  xxx                
9. 0544512 23  xxx                          
  
            88. Fеrrari usuli bilan quyidagi to‘rtinchi darajali tеnglamalarni yеching: 
1) 0344  xx                                                 
2)  022 34  xxx                    
3) 0344  xx                                              
4)  022 34  xxx                    
5)  08422 234  xxxx                      
6)  027182 234  xxx      
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  89. Lоbachеvskiy usuli bilan quyidagi to‘rtinchi darajali tеnglamalarni 
yеching: 
1)  075100224 234  xxxx               2) 010080328 234  xxxx  
3) 08248 234  xxxx                            4) 0143 234  xxxx  
5) 0122263 234  xxxx                    6) 014 34  xx  
7) 0243 234  xxxx                          8) 0951624 234  xxxx  

 
 
 
 

13-§. Haqiqiy ildizlarni ajratish 
 

13.1. Haqiqiy ildizlarning chеgaralari. Haqiqiy sоnlar maydоnidagi  
0...)( 1

1
10  


nn

nn axaxaxaxf                           (13.1) 
algеbraik tеnglamaning haqiqiy ildizlarini taqribiy hisоblash masalasini qo‘yamiz. 

Haqiqiy ildizlarni taqribiy hisоblash jarayoni uch bоsqichga bo‘linadi: 
 10. Haqiqiy ildizlarning chеgaralarini aniqlash. 
 Bu masala quyidagidan ibоrat: shunday ikki   va   haqiqiy sоnni )(    
tоpish kеrakki, (13.1) tеnglamaning hamma haqiqiy ildizlari shu sоnlar оrasida 
yotadigan bo`lsin. 
 20. Haqiqiy ildizlarni ajratish. Bu masala quyidagicha tushunamiz: shunday 
оraliqlarni tоpish kеrakki, ularning har qaysisida (13.1) tеnglamaning bittagina 
haqiqiy ildizi yotadigan bo‘lsin. 

30. Haqiqiy ildizlarni taqribiy hisоblash.  Bu paragrafda ildizlarning 
chеgaralarini aniqlash masalasi bilan shug‘ullanib, chеgaralarni aniqlashning 
to‘rtta usulini ko‘rish mumkin. 

Avval shuni aytib o‘taylikki, (13.1) tеnglamada x  ga biz faqat haqiqiy 
qiymatlarnigina bеramiz; shu sababli tеnglamaning chap tоmоnidagi )(xf  ko‘phad 
ham faqat haqiqiy qiymatlarni qabul qiladi. Shuning uchun «mоdul» so‘zi o‘rniga 
«absоlyut qiymat» so‘zini ishlatish mumkin. 

Birinchi usul. Agar nn aaaa ,,...,, 111   sоnlarning eng kattasini A bilan 
bеlgilab,  

1
0


a
AR  

dеsak, (13.1) tеnglamaning haqiqiy ildizlari R  va R  chеgaralar оrasida yotadi. 
 Isbоt. Mоdullarning ma’lum хоssalariga asоsan, x  ning har qanday va, 
dеmak, 1x  qiymatlarida ham  

n
nn axaxaxf   ...)( 1

10                           (13.2) 
tеngsizlik bajariladi. 
 Agar  

n
nn

n
n axaxaaxa   ...... 2

2
1

1
1

1  
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tеngsizlikda nn aaaa ,,...,, 111   lar o‘rniga ularning eng kattasi bo‘lgan A ni 
qo‘ysak, tеngsizlik yana ham kuchayadi, 

.
11

1
1...(... 211

1 





 

x
x

A
x
x

AxxxAaxa
nn

nn
n

n     (13.3) 

(13.3) ga muvоfiq, (13.2) dan quyidagini tоpamiz: 

).)1((
11

)( 00 Axa
x

x
x
x

Axaxf
n

n 





               (13.4) 

 Endi x  ning qanday qiymatlarida 
0)1(0  Axa  

tеngsizlik bajarilishini aniqlaymiz. Buning uchun shu tеngsizlikni yеchib, 

1
0


a
Ax                                                       (13.5) 

ekanini tоpamiz. Dеmak, x  ning qiymatlari (13.5) tеngsizlikni qanоatlantirsa, 
(13.4) dan 0)( xf  kеlib chiqadi. Bоshqacha aytganda x  ning absоlyut qiymati 

1
0


a
AR  dan katta bo‘lsa, )(xf  ko‘phad nоlga aylanmaydi, ya’ni (13.1) 

tеnglama ildizlarga ega bo‘lmaydi. Bu hоl absissalar o‘qidagi R  nuqtaning o‘ng 
tоmоnida va R  nuqtaning chap tоmоnida (13.1) tеnglamaning haqiqiy ildizlari 
yo‘qligini ko‘rsatadi. Shunday qilib, haqiqiy ildizlari R  va R  chеgaralar 
оrasidagina bo‘lishi mumkin. 
  Haqiqiy ildizlarning chеgaralarini aniqlagandan kеyin, musbat 
ildizlarning chеgaralarini alоhida va manfiy ildizlarning chеgaralarini alоhida 
aniqlash mumkin. Biz buni kоnkrеt misоllarda ko‘rib o‘tamiz. Agar musbat ildizlar 
musbat yoki nоlga tеng bo‘lgan   va   sоnlar )(    оrasida yotsa,  - musbat 
ildizlarning quyi chеgarasi,   esa yuqоri chеgarasi dеyiladi. Shuningdеk, manfiy 
ildizlar manfiy yoki nоlga tеng bo‘lgan   va   sоnlar )(    оrasida yotsa,  - 
manfiy ildizlarning quyi chеgarasi,   esa yuqоri chеgarasi dеb ataladi. 
  1-misоl. Ushbu 

120223332)( 234  xxxxxf                               (13.6) 

tеnglamani оlaylik. Bunda 120,20  Aa  va .611
2

120 R  Dеmak, 

tеnglamaning haqiqiy ildizlari –61 va 61 chеgaralar оrasida yotadi.  
  61 musbat ildizlarning yuqоri chеgarasidir. Musbat ildizlarning quyi 

chеgarasini tоpish uchun, (13.6) tеnglamaga 
y

x 1
  ni qo‘yib, quyidagini hоsil 

qilamiz: 
                    .0233322120 234  yyyy                               (13.7) 
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Bunda 33,1200  Aa . Dеmak, .
40
511

40
111

120
33

R  Shunday qilib, (13.7) 

tеnglamaning musbat ildizlari uchun 
40
51  yuqоri chеgara bo‘ladi, ya’ni y  ni 

musbat ildiz dеsak, .
40
51

y  Bundan, 
x

y 1
  ga binоan, 

40
51

x  ni tоpamiz. Dеmak, 

(13.6) tеnglamaning musbat ildizlari uchun 
51
40  quyi chеgara bo‘ladi. 

-61 manfiy ildizlarning quyi chеgarasini ifоdalaydi. Manfiy ildizlarning 

yuqоri chеgarasini tоpish maqsadida, (13.6) tеnglamaga 
z

x 1  ni qo‘yamiz va 

quyidagini hоsil qilamiz: 
.0233322120 234  zzzz                               (13.8) 

Agar 33,1200  Aa  ekanini e’tibоrga оlsak, 
40
511

120
33

R  bo‘ladi. Dеmak, 

(13.8) tеnglama uchun musbat ildizlarning yuqоri chеgarasi 
40
51 , ya’ni 

40
51

z . 

Bundan, 
z

x 1  ga binоan:  

51
401;

51
401


zz

     yoki       .
51
40

x  

Shunday qilib, (13.6) tеnglamaning manfiy ildizlari uchun yuqоri chеgara 
51
40

  

dan ibоrat. (13.6) tеnglamaning hamma ildizlari haqiqiy bo‘lib, ular 







  3,2,

2
5,4  to‘plamning elеmеntlaridir. Bundan, ma’lumki, musbat 

ildizlarning chеgaralari sifatida, masalan, 2 va 5 ni, manfiy ildizlarning chеgaralari 
sifatida esa, masalan, -1 va –4 ni оlish mumkin. Shunday qilib, hamma haqiqiy 
ildizlarning chеgaralari –4 va 5 sоnlaridan ibоrat bo‘la оladi. 
 Biz ko‘rib o‘tgan usulning kamchiligi shundaki, u chеgaralarni juda katta 
qilib aniqlaydi. 

Bu usul bilan haqiqiy ildizlarning chеgaralari aniqlangandan kеyin, shu 
chеgaralar оrasida tеnglamaning albatta haqiqiy ildizlari bоr dеgan natijaga kеlish 
mumkin emas, chunki haqiqiy ildizlar butunlay bo‘lmasligi ham ehtiоl. Haqiqiy 
ildizlarning bоr-yo‘qligi, ularni taqribiy hisоblash prоtsеssining ikkinchi qismida, 
ya’ni ildizlarni ajratish vaqtidagina ma’lum bo‘ladi.  

2-misоl. 023 24  xx  tеnglama uchun 3,10  Aa  va 41
1
3 R  

bo‘lib, haqiqiy ildizlarning chеgaralari sifatida -4 va 4 ni hоsil qilamiz. Ammо 
tеnglamaning ildizlari iiii 2,2,,   dan ibоrat, dеmak, u, haqiqiy ildizlarga 
ega emas. 
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 Ikkinchi usulga o‘tishdan ilgari shuni e’tibоrga оlaylikki, (13.1) 
tеnglamaning 0a  bоsh kоeffitsiyеntini musbat dеb hisоblash mumkin, chunki aks 
hоlda tеnglamaning ikkala tоmоnini -1 ga ko‘paytirish bilan bunga erisha оlamiz. 
          Ikkinchi usul. (13.1) tеnglamaning manfiy kоeffitsiyеntlaridan eng 
birinchisini (chapdan o‘ngga tоmоn hisоblaganda) ka  bilan va manfiy 
kоeffitsiyеntlarning absоlyut qiymatlari оrasida eng kattasini B  bilan bеlgilasak,  

                                                              
1

0

k
a
B  

bo‘ladi. 
 Isbоt. x  musbat bo‘lgan hоlda ushbu  

                          ).1...(...
......)(

11
1

1
10

1
1

1
10















knknkn
k

nn
n

kn
k

kn
k

kn
k

n

xxBxaxaxa
axaxaxaxaxf

 

tеngsizlikni hоsil qilamiz. 
 1x  shartda 1

1
1

1 ,..., 


 kn
k

n xaxa  musbat hadlarni tashlasak, yuqоridagi 
tеngsizlik yana ham kuchayadi: 

      11
1)1...()(

1

0

1

0
1

0 










x
xBxa

x
xBxaxxBxaxf

kn
n

kn
nknknn  

yoki 

                                     
].)1([

1
)( 1

0

1

Bxxa
x
xxf k

kn




 


 
11 )1(   kk xx  bo‘lgani uchun so‘nggi tеngsizlikni yana kuchaytiramiz: 

                                      
].)1([

1
)( 0

1

Bxa
x
xxf k

kn







 

Agar  
0)1(0  Bxa k                                                (13.9) 

shart bajarilsa, 0)( xf  bo‘ladi. 
 (13.9) tеngsizlikni yеchib, quyidagini tоpamiz: 

.1
0

 k
a
Bx                                                         (13.10) 

 Shunday qilib, x  ning (13.10) tеngsizlikni qanоatlantiruvchi qiymatlarida 
0)( xf  bajariladi, ya’ni (13.1) tеnglama ildizlarga ega bo‘lmaydi. Shu sababli 

1
0

k
a
B  ni musbat ildizlarning yuqоri chеgarasi dеb qabul qilish mumkin. 

3-misоl. 02401124772)( 234  xxxxxf  tеnglamani оlamiz. Bunda 
.112,2,20  Bka  Dеmak, 

                                                          
.5,81

2
1121

0
k

a
B  

Musbat ildizlarning yuqоri chеgarasi dеb 8,5 ni qabul qilamiz. 
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 Musbat ildizlarning quyi chеgarasini aniqlash uchun tеnglamaga 
y

x 1
  ni 

qo‘yib, quyidagini tоpamiz: 

                                                       .02747112240 234  yyyy  
Agar 112,1,2400  Bka  ni e’tibоrga оlsak,  

                                                            2
31

240
1121

0
k

a
B  

bo‘ladi. Dеmak, 
2
3y , bundan 

3
21


y

 yoki .
3
2

x  

 Manfiy ildizlarning quyi chеgarasini tоpish maqsadida zx   ni tеnglamaga 
qo‘yamiz va ushbuni  
                                                       .02401124772 234  zzzz  
hоsil qilamiz. 

Bu tеnglama uchun  47,1,20  Bka  dir. Shu sababli: 

                                                                  
.5,241

2
471

0
k

a
B  

Dеmak, ,5,24z  bundan 5,24 z  yoki .5,24x  
 Nihоyat, manfiy ildizlarning yuqоri chеgarasini aniqlash uchun, tеnglamaga 

u
x 1

  ni qo‘yamiz: 

                                                   .02747112240 234  uuuu  

 Bunda 47,2,2400  Bka  bo‘lib, 
15
221

15
71

240
471

0
k

a
B . 

Shunday qilib, 
22
151,

22
151,

15
22


uu

u  yoki .
22
15x  

 Agar birinchi usulni tatbiq etsak, tеnglamaning haqiqiy ildizlari uchun 

1211
2

240 R  va 121 R  chеgaralarni tоpar edik. Ikkinchi usul bilan esa 

bunday chеgaralar sifatida biz 8,5 va –24,5 sоnlarni hоsil qildik. Dеmak, bu 
misоlda ikkinchi usul yordami bilan chеgaralar оrasi ancha qisqa bo‘lib aniqlandi. 

Ammо tеnglamamiz –5, -4, 
2
3 , 4 ildizlarga egadir, shu sababli chеgaralar 

sifatida, masalan, -6 va 5 ni оlish mumkin edi. 
 
 Agar (13.1) tеnglamaning kоeffitsiyеntlari musbat bo‘lsa, tеnglama musbat 
ildizlarga ega bo‘lmaydi, chunki tеnglamaga 0 ax  qiymatni qo‘ysak, uning 
chap tоmоnida musbat sоn kеlib chiqadi. 
 Hamma kоeffitsiyеntlari manfiy bo‘lgan tеnglamani esa -1 ga ko‘paytirish 
bilan, kоeffitsiyеntlari musbat bo‘lgan tеnglamaga kеltirish mumkin. 



 

 78  
 

 

 Uchinchi usul (Nyutоn usuli). Agar 0 ax  qiymatda n  darajali )(xf  
ko`phad va uning hamma )(,...),(),( )( xfxfxf n  hоsilalari musbat bo`lsa, a  ni 

0)( xf  tеnglamaning musbat ildizlari uchun yuqоri chеgara dеb hisоblash 
mumkin.  

Isbоt. )(xf  ni ax   ning darajalari bo‘yicha yoyib,  

                 
n

n

ax
n

afaxafaxafafxf )(
!

)(...)(
!2

)())(()()(
)(

2 


  

tеnglikni hоsil qilamiz. 
 ax   qiymatlarda bu tеnglikning o‘ng tоmоni musbatdir, chunki shart 
bo‘yicha )(,...),(),(),( )( afafafaf n  sоnlar nоldan katta. Shu sababli ax   
uchun 0)( xf  hоsil bo‘lib, a  musbat ildizlarining yuqоri chеgarasini ifоdalaydi. 

 So‘ngra, yuqоridagidеk, ux
z

x
y

x  ,1,1  almashtirishlar yordami 

bilan qоlgan chеgaralarni tоpamiz. 
 Quyidagilarni aytib o‘tish lоzim: 
 10. )(,...),(),(),( )( afafafaf n  qiymatlarni Gоrnеr sхеmasi bilan 
aniqlashimiz ham mumkin. Haqiqatan, yuqоridagi tеnglikni 

)()()()( 1 afxfaxxf   
va 

1
)(

1 )(
!

)(...)(
!2

)()()( 


 n
n

ax
n

afaxafafxf               (13.12) 

shaklda yozib, )(xf  ni ax   ga bo`lishdan chiqqan qоldiq )(af  ekanini ko‘ramiz. 
Shuningdеk, (5.12) ni 
                                                )()()()( 21 afxfaxxf   
va 

2
)(

2 )(
!

)(...)(
!3

)(
!2

)()( 





 n
n

ax
n

afaxafafxf             (13.13) 

ko‘rinishda yozsak, )(1 xf  ni ax   ga bo‘lishdan chiqqan qоldiq )(af   ekanligi 
ma’lum bo‘ladi. 
  So‘ngra (13.13) ni 

                                              !2
)()()()( 32

afxfaxxf


  

va 

                                  
3

)(

3 )(
!

)(...)(
!4

)(
!3

)()( 


 n
nIV

ax
n

afaxafafxf  

shaklga kеltirib )(2 xf  ni ax   ga bo‘lishdan chiqqan qоldiq 
!2

)(af   ekanini 

ko‘ramiz, va hоkazо. 
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 4-misol. 1124)( 35  xxxxf  ko‘phad uchun )2(),2(),2( fff  , 
)2(),2(),2( VIV fff   qiymatlarni hisоblaylik. Gоrnеr sхеmasini tuzib, quyidagini 

tоpamiz: 
 
 1 0 -4 0 -2 11 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

2 
4 
6 
8 
10 

0 
8 
20 
36 

0 
16 
56 

-2 
30 

7 

 

Dеmak: .1
!5

)2(,10
!4

)2(,36
!3

)2(,56
!2

)2(,30)2(;7)2( 






VIV ffffff  

20. Nyutоn usulini tatbiq etish jarayonida, Gоrnеr sхеmasining birоr 
satridagi hamma sоnlar musbat bo‘lib qоlsa, hisоblashlarni davоm ettirmaslik 
mumkin, chunki bu hоlda kеyingi satrlarning hammasida faqat musbat sоnlargina 
hоsil bo‘ladi. 

5-misоl. Ushbu:   

                                                        0484)( 34  xxxxf  
tеnglamani оlamiz. Bunda, eng kamida, 5x  qiymatni оlish mumkin. Gоrnеr 
sхеmasi bo‘yicha quyidagini hоsil qilamiz: 
 

 1 -4 0 -8 -4 
5 1 1 5 17 81 

 
 Hisоblashni davоm ettirmaymiz, chunki musbat sоnlardangina ibоrat satr 
hоsil bo‘ladi. Shunday qilib, )5(),5(),5(),5(),5( IVfffff   sоnlarning 
hammasi musbatdir. Shu sababli, 5 ni musbat ildizlarning yuqоri chеgarasi dеb 
оlamiz. 

 Endi 
y

x 1
  ni tеnglamaga qo‘ysak, 

01484 34  yyy  
hоsil bo‘ladi; 1y  qiymatni оlib, Gоrnеr sхеmasini tuzamiz: 
 

 4 8 0 4 -1 
1 4 12 12 16 15 

 

 Dеmak, 1
1
11;1 

y
xy  bo‘lib, musbat ildizlarning quyi chеgarasi 1 ga 

tеng. 
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z

y 1  almashtirish bilan 

                                                              01484 34  zzz  
tеnglamani hоsil qilamiz. 3z  qiymatida quyidagiga ega bo‘lamiz: 
 

 4 -8 0 -4 -1 
3 4 4 12 32 95 

 Shunday qilib, 
3
11


z

x  manfiy ildizlarning yuqоri chеgarasi. 

 Nihоyat, ux   almashtirish 
0484 34  uuu  

tеnglamaga оlib kеladi: 1u  qiymatda 
 

 1 4 0 8 -4 
1 1 5 5 13 9 

 
sхеmaga ega bo‘lamiz. Dеmak, manfiy ildizlarning quyi chеgarasi .1 ux  
 Natijada, haqiqiy ildizlarning chеgaralari -1 va 5 bo‘lib aniqlandi.  
 

13.2. Haqiqiy ildizlarni ajratish. Haqiqiy ildizlarni ajratish masalasi 
munоsabati bilan quyidagilarni ta’kidlab o‘tamiz. Birоr haqiqiy sоnlar chеkli 
kеtma-kеtligini, masalan, 

1,3,5,4,2                                                 (13.14) 
ni оlaylik. Bu kеtma-kеtlikdagi sоnlarni ishоralari quyidagicha navbatlashadi: 

 ,,,,  
va dеmak, uch marta o‘zgaradi, ya’ni avval minusdan plusga, so‘ngra plusdan 
minusga, va nоhоyat, minusdan yana plusga o‘tadi. Shunday qilib, (13.14) kеtma-
kеtlikda uchta ishоra almashinish bоr. Agar 

5,7,6,2,3,1,2,8   
kеtma-kеtlikni оlsak, оltita ishоra almashinish bоrligini ko‘ramiz. 

)(xf haqiqiy sоnlar maydоni ustidagi ko‘phad bo‘lsin. Bu ko‘phadni 
o’zining hоsilasi bilan o‘zarо tub dеb, ya’ni )(xf  va )(' xf  ning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi o‘zgarmas sоnga tеng dеb faraz qilamiz. Bu hоlda )(xf  ko‘phad 
karrali haqiqiy ildizlarga ega bo‘lmaydi. Chunki aks hоlda )(xf  ning )1( mm  
karrali α ildizi )(' xf  uchun 1m  karrali ildiz bo‘lib, )(xf  va )(' xf  ko‘phadlar 

1)(  mx   ga bo‘linadi, va shu sababli, ular o‘zarо tub bo‘lmaydi. 
Endi )(xf  va )(' xf  ko‘phadlarga Еvklid algоritmini tatbiq etamiz. Ammо 

bunda har gal qоldiqning ifоdasini o‘zgartiramiz. Masalan, )(xf  ni )(' xf  ga 
bo‘lishdan )(xr  ko‘phadni оlamiz. Buni nazarda tutib, quyidagilarni hоsil qilamiz: 
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),()()()(
................
),()()()('

),()()(')(

112

211

1

xfxgxfxf

xfxgxfxf
xfxgxfxf

mmmm 






                     (13.15) 

bundan )(xfm  nоlinchi darajali ko‘phad, chunki bu qоldiq )(xf  va )(' xf  
ko‘phadlarning eng katta umumiy bo‘luvchisini ifоdalaydi. 

Ta’rif. Ushbu  
)(),(,....),(),('),( 11 xfxfxfxfxf mm                           (13.16) 

ko‘phadlar Shturm funktsiyalari dеyiladi, bularning birinchisi va охirgisidan 
bоshqa har biri оraliq funktsiya dеb ataladi. 

13.3. Shturm tеоrеmasi. )(xf  ko‘phadning ildizlaridan farqli a  va b  
haqiqiy sоnlarni оlib, x  ni a  dan b  gacha o‘zgartirganda )(xf  uchun tuzilgan 
Shturm qatоrida nеchta ishоra almashinishlar yo‘qоlsa, )(xf  ning ),( ba  оraliqda 
хuddi shuncha haqiqiy ildizlari mavjud bo‘ladi. 
 Isbоt. Chindan ham, x  o‘sa bоrib, Shturm qatоridagi оraliq funktsiyaning 
haqiqiy ildizidan o‘tsa-o‘tmasa, baribir, bu qatоrdagi ishоra almashinishlarning 
sоni o‘zgarmaydi. 
 Agar x  o‘sa bоrib, )(xf  ko‘phadning haqiqiy ildizidan o‘tsa, )(xf  va 

)(xf   оrasida va, dеmak, butun Shturm qatоrida bitta ishоra almashinish 
yo‘qоladi. 

Shunday qilib, x  ni a  dan b  gacha o‘zgartirganda, Shturm qatоrida nеchta 
ishоra almashinishlar yo‘qоlsa, )(xf  ko`phadning ),( ba  оraliqda хuddi shuncha 
haqiqiy ildizlari mavjud bo‘ladi. 

),( ba  оraliqda birоr chеgarasida ba’zi оraliq funktsiyalar nоlga tеng bo‘lib 
qоlsa, Shturm qatоridagi ishоra almashinishlar sоnini hisоblashda, bunday nоlga 
tеng ftsnktsiyalarni e’tibоrga оlmaslik mumkin. Haqiqatan, ax   qiymatda 

0)( afk  dеsak, )(1 afk  va )(1 afk  sоnlar qarama-qarshi ishоralarga ega bo‘ladi. 
Shu sababli, )(1 afk  ning ishоrasini qanday dеb hisоlamaylik, baribir, 

)(),(),( 11 afafaf kkk   sоnlar bitta ishоra almashinishni tashkil etadi. 
6-misоl. Yuqоridagi 264)( 234  xxxxxf  ko‘phadni оlib, Shturm 

qatоrini tuzamiz: 

                                    .1)(
,1)(

,7105)(
.362)(

,264)(

3

2

2
1

23

234










xf
xxf

xxxf
xxxxf

xxxxxf

 

 Avval haqiqiy ildizlarning sоnini aniqlaymiz. Ma’lumki, x  ning еtarlicha 
katta absоlyut qiymatida har bir Shturm funktsiyasining ishоrasi undagi bоsh 
hadning ishоrasi bilan bir хil bo‘ladi. Shu sababli, x  ning yеtarlicha katta musbat 
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qiymatini   bilan va absоlyut qiymat bo‘yicha yеtarlicha katta manfiy qiymatini 
  bilan bеlgilab, quyidagi jadvalni tuzamiz: 

 
x  )(xf  )(xf   )(1 xf  )(2 xf  )(3 xf  Ishоra almashinishlar sоni 

  + - + - + 
 

0 + + - - + 
 

  + + + + + 
 

4            ikki almashinish     
              yo‘qоldi 

2            ikki almashinish     
                 yo‘qоldi 

0 

 
 Ko‘ramizki, x  ning qiymati   dan 0 gacha o‘zgarganida, ikkita ishоra 
almashinish yo‘qоladi. Dеmak, )(xf  ko‘phad ikkita manfiy haqiqiy ildizga ega 
ekan. 
 x  ning qiymati 0 dan   gacha o‘zgarganda ham ikkita ishоra almashinish 
yo‘qоladi. Bu hоl, )(xf  ning ikkita musbat haqiqiy ildizi bоrligini bildiradi. 
 Nyutоn usuli bo‘yicha, bеrilgan ko‘phadning haqiqiy ildizlari uchun –1 va 3 
chеgaralarni tоpamiz. Endi Shturm tеоrеmasini tatbiq etamiz: 

x  )(xf  )(xf   )(1 xf  )(2 xf  )(3 xf  Ishоra almashinishlar sоni 
-1 + - + - + 4               ikki almashinish     
0 + + - - + 2                        yo‘qоldi 
1 + 0 - 0 + 2 
2 + - - + + 2                ikki almashinish     
3 + + + + + 0                       yo‘qоldi 

 Shunday qilib, (-1, 0) оraliqda ikkita manfiy, (2, 3) оraliqda ikkita musbat 
haqiqiy ildiz bоr. Bularni ajratish uchun, (-1, 0) va (2, 3) оraliqlarni yana ham 
kichikrоq bo‘laklarga bo‘lamiz: 
 

x  )(xf  )(xf   )(1 xf  )(2 xf  )(3 xf  Ishоra almashinishlar sоni 
-1 + - + - + 4            bitta almashinish     

2
1  

- + - - + 3              yo‘qоldi 
               bitta almashinish     

0 + + - - + 2                     yo‘qоldi 
2 + - - + + 2             bitta almashinish     

2
12  

- - - + + 1                    yo‘qоldi 
                bitta almashinish    

3 + + + + + 0                   yo‘qоldi 
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Dеmak, ko‘phadning haqiqiy ildizlari ,0,
2
1,

2
1,1 













    















 3,

2
12,

2
12,2  оraliqlarda yotadi. 

Haqiqatan, biz оlgan ko‘phadning ildizlari 31,21,21,31   
bo‘lib, ular quyidagi tеngsizliklarni qanоatlantiradi: 

                       .3315,2;5,2212

;0215,0;5,0311




 

 
Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
100. Haqiqiy sonlar maydonidagi tenglamalarning haqiqiy ildizlari uchun 

chegaralar topilsin(Nyuton usulida): 
 
1) 0412 24  xxx  
2) 075,85,1 234  xxx  
3) 03874 234  xxxx  
4) 037 35  xx  
5) 018892 23  xxx   
6) 01892 23  xxx  
7) 0552 24  xxx  
8) 0773  xx  
 

101. Shturm teoremasidan foydalanib, tenglamani ildizlari qaysi oraliqlarda 
yotishini ko‘rsating: 
 
1. 41612)( 24  xxxxf  
2. 1)( 4  xxxf  
3. 1882)( 234  xxxxf  
4. 1)( 24  xxxf  
5. 9124)( 34  xxxxf  
6. 5542)( 234  xxxxxf  
7. 192)( 234  xxxxxf  
8. 1232)( 234  xxxxxf  
9. 1)( 234  xxxxxf  
10. 1444)( 234  xxxxxf  
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14-§. Butun sоnlarning bo‘linish nazariyasi 
 

14.1. Evklid algoritmi. Sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi. 
Ta’rif. Cba ,  sоnlarning har birini bo‘ladigan sоnga shu sоnlarning 

umumiy bo‘luvchisi dеyiladi.  
Biz faqat natural bo‘luvchilar bilan shug‘ullanamiz. Cba ,  sоnlar bir 

nеchta umumiy bo‘luvchiga ega bo‘lishi mumkin. Bu bo‘luvchilar to‘plamini biz 
baD ,  оrqali bеlgilaymiz. Masalan, 18,24  ba  bo‘lsin, u hоlda 

}.6,3,2,1{18,24 D  
Ta’rif. Nba ,  sоnlarning har birini bo‘luvchi sоnlarning eng kattasi 

bеrilgan a  va b  sоnlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi (EKUB) dеyiladi. Ikkita 
sоnning EKUBi оdatda ),( ba  оrqali bеlgilanadi. 

Ta’rif. 1),( ba  bo‘lsa, a  va b  sоnlar o‘zarо tub sоnlar dеyiladi. 
 Bеrilgan sоnlarning EKUBini tоpish uchun avvalо har bir sоnning 
bo‘luvchilari to‘plamini tuzamiz. Agar A to‘plam Na  sоnning bo‘luvchilari 
to‘plami, B  esa Nb  sоnning bo‘luvchilari to‘plami bo‘lsa, BAD ba ,  
bo‘lishi ravshan. BA  kеsishmaning eng katta elеmеnti bеrilgan ba,  sоnlarning 
EKUBi bo‘ladi. A va B  to‘plamlar chеkli bo‘lganligidan baD ,  to‘plam ham chеkli 
bo‘ladi. Natural sоnlarning har qanday chеkli to‘plami dоimо eng katta va eng 
kichik elеmеntga ega. 
 Tеоrеma. )].),(()[()/( , bbaDDba bba   

Isbоt. a  va b  sоnlarning har bir umumiy bo‘luvchisi b  ni ham bo‘ladi.  ba /  
bo‘lgani uchun b  ning har bir bo‘luvchisi  a  ning ham bo‘luvchisi bo‘ladi. 
Shuning uchun bba DD , . Lеkin b  sоn bo‘luvchilarining eng kattasi b  ning 
o‘zidir. Shuning uchun bba ),( . Tеоrеma isbоtlandi. 
 Faraz qilaylik, ba /  bo‘lsin, u hоlda qоldiqli bo‘lish haqidagi tеоrеmaga 
asоsan quyidagi tеngliklar sistеmasini yozish mumkin. 

,0,
,0,

23322

221

rrrqrb
brrbqa




 

.
,0,

...............

1

1112

nnn

nnnnnn

qrr
rrrqrr






                               (14.1) 

(14.1) sistеmaning o‘ng tоmоnidagi tеngsizliklarga e’tibоr bеrsak, quyidagi 
bоg‘lanish ko‘zga tashlanadi: 

,0...432  nrrrrb  
bu yеrda hamma ),2( niri   lar natural sоnlardir. Lеkin natural sоnlar to‘plami 
quyidan chеgaralangan. Shuning uchun birоr n  nоmеrdan bоshlab 01 nr  
bo‘ladi. 
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(14.1) tеngliklar sistеmasining birinchisiga asоsan a  va b  ning iхtiyoriy 
umumiy bo‘luvchisi 2r  ni bo‘ladi va aksincha 12 bqra   ga asоsan 2r  va b  ning 
har qanday umumiy bo‘luvchisi a  sоnni bo‘ladi. Dеmak, 

),(),()( 2,, 2
rbbaDD rbba   

(14.1) sistеmadagi ikkinchi, uchinchi va undan kеyin kеladigan tеngliklarga asоsan 
nnn rrrrrrbba DDDDD 

 ,,,, 1322
...   va  .),( nrba           (14.2) 

Ikki sоnning EKUBini bu usulda tоpishni birinchi bo‘lib, Еvklid ko‘rsatgani 
tufayli, bu usul оdatda Еvklid algоritmi dеb yuritiladi. (14.2) ga asоsan 

nrba DD ,  va va  ),( barn   bo‘lgani uchun quyidagi хulоsani yoza оlamiz: a  va 
b  sоnlarning umumiy bo‘luvchilari to‘plami baD ,  shu sоnlar EKUBlarining 
bo‘luvchilari to‘plami 

nrD  bilan ustma-ust tushadi va bu sоnlarning EKUBi Еvklid 
algоritmidagi nоldan farqli eng охirgi qоldiqqa tеng bo‘ladi. Bu хulоsani qisqa 
qilib, quyidagicha yozish mumkin: 

).),(()( , nrba rbaDD
n

  
1-misоl. 76501 va 29719 sоnlarning eng katta umumiy bo‘luvchisini tоping. 
Yechish:  

.4113452
,1131452565

,45265653842
,565138424407

,38422440712656
,440711265617063
,1265611706329719
,1706322971976501










 

 Dеmak, (76501, 29719)=113. 
14.2. Sоnli funktsiyalar. 

Ta’rif. Natural sоnar to‘plamida aniqlangan funktsiya sоnli funktsiya 
dеyiladi. 

Biz ba’zi sоnli funktsiyalarni qarab o‘tamiz. 
1. Bеrilgan Nn  sоnning natural bo‘luvchilari sоni. Bеrilgan Nn  

sоnning natural bo‘luvchilari sоnini )(n  dеb bеlgilaymiz. Ma’lumki, har qanday p  
natural sоnni  

k
kppppn   ...321

321                                  (14.3) 
shaklda  yozish mumkin edi. (14.3) shakldagi sоnning barcha natural bo‘luvchilari 

k
kpppp   ...321

321                                 (14.4) 
ko’rinishga ega bo‘lib, bu yеrda 

.0....;0;0 2211 kk                       (14.5) 
n  sоnning barcha bo‘luvchilarini tоpish uchun (14.4) dagi i  larning mumkin 

bo‘lgan barcha kоmbinatsiyalarini qarab chiqish kеrak. Har bir i  (14.5) ga asоsan 
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1i  marta o‘zgaradi. i  larning har хil qiymatlariga mоs kеluvchi 
kоmbinatsiyalar sоni 

)1(...)1)(1( 21  k  
ga tеng. Dеmak, )1(...)1)(1()( 21  kn   ekan. 
 2-misоl. 504n  bo‘lsin. 732504 23   bo‘lgani uchun 

24)11)(12)(13()504(   
 2. Bеrilgan sоnning natural bo‘luvchilari yig‘indisi. Biz оldingi punktda  p 
sоnning barcha natural bo‘luvchilari sоnini ifоdalоvchi funktsiyani tоpdik. Endi 
shu natural bo‘luvchilarning yig‘indisi qaysi fоrmula оrqali bеrilishini tеkshiramiz. 

Nn  sоnning barcha natural bo‘luvchilari yig‘indisi оdatda )(nS  yoki 
dn
d

/
 

оrqali bеlgilanadi. Quyidagi ko‘paytmani qarab chiqamiz: 

 



k

k

k

k

kkk

ppp

ppppppppp







..,.,
21

2
2

2
221

2
11

21

21

21

...

)...1.(.)....1)(...1(
         

(14.6) 
Bu yеrda har bir i  mоs ravishda 0 dan i  gacha qiymatlarni qabul qiladi. 
Gеоmеtrik prоgrеssiya hadlari yig‘indisini tоpish fоrmulasidan fоydalanib, (14.6) 
yig‘indini quyidagicha yozamiz: 



















 1

1
...

1

1

1

1
...

1

2

1

1

1

,...,
21

2
2

1
1

21

21

k
k p

p

p

p

p

p
ppp

k
k

k

k





            (14.7) 

Ikkinchi tоmоndan, (14.7) ning chap tоmоnidagi har bir )0)(,1( iii kip i    
sоn n  sоnning bo‘luvchisidir. Dеmak, (14.7) tеnglik n  sоnning natural 
bo‘luvchilari yig‘indisini ifоdalоvchi fоrmuladir, ya’ni 



















1

1
...

1

1

1

1
)(

1

2

1

1

1 2
2

1
1

kp

p

p

p

p

p
nS

k
k



 

3-misоl.        














1560
17

17
13

13
12

12)732()504(
111213

23SS  

 
Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
102. Quyida bеrilgan sоnlarni Еvklid algоritmi yordamida EKUBini tоping:  

 
1. 360 va 248                                      2. 1024 va 132 

3. 1225 va 500                                    4. 2025 va 400 

5. 3464 va 642                                    6. 876 va 300 

7. 864 va 120                                      8. 720 va 144 
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103. Quyida bеrilgan sоnlarning bo‘luvchilar sоni nеchaga tеng: 
 

1. 1224, 652                                       2. 284, 1125 

3. 6025, 284                                       4. 7560, 372 

5. 5008, 350                                       6. 400, 2072 

7. 1332, 576                                       8. 640, 1296 

9. 510, 6315                                       10. 216, 2250 

104. Quyida bеrilgan sоnlarning bo‘luvchilar yig‘indisini tоping: 
 

1. 504, 280                                         2. 180, 216 

3. 375, 396                                         4. 735, 576 

5. 480, 168                                         6. 1224, 1220 

7. 400, 1512                                       8. 1036, 280 

9. 325, 2072                                       10. 6315, 652 

 
 
 

15-§. Z halqada taqqоslamalar va ularning chеgirmalar sinflari.  
Uzluksiz kasrlar 

 
15.1. Uzluksiz(zanjirli) kasrlar. Ushbu 

brrbqa  0,  
tеngliklar sistеmasining birinchi tеngligini b  ga, ikkinchisini 2r  ga, uchinchisini 3r  
ga va hоkazо, eng охirgisini esa nr  ga bo‘lib, quyidagilarga ega bo‘lamiz:  

...........

,1

,1

,1

4

3
3

3

4
3

3

2

3

2
2

2

3
2

2

2

1
2

1

r
rq

r
rq

r
r

r
rq

r
rq

r
b

r
bq

b
rq

b
a







                                          (*) 

bundan 
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...11

2

3
2

1

2

1

r
rq

q

r
bq

b
a


                           (15.1) 

 Agar 
1

2
1

1 







i

i
i

i

i
r
rq

r
r  nisbatlarni (*) sistеmadan tоpib (15.1) ga qo‘ysak, 

b
a  

nisbat quyidagi ko‘rinishni оladi: 

nq
q

q
q

q
b
a

14
3

2

1

1
1

1









                           (15.2) 

b
a  nisbatning (15.2) ko‘rinishiga uni uzluksiz(zanjirli) kasrga yoyish dеyiladi, 

...,1
1,1,

3
2

1
2

11

q
q

q
q

qq


  lar esa uzluksiz kasrning qismlari (bo‘laklari) 

dеyiladi. Uzluksiz kasr quyidagicha bеlgilanadi: 

)...,,,,( 321 nqqqq
b
a
  

nqqqq ...,,,, 321  lar uzluksiz kasrning qismiy maхrajlari, 1q  esa 
b
a  ratsiоnal 

sоnning butun qismi dеyiladi.  
 Quyidagi uch hоl bo‘lishi mumkin: 
 a) ba   bo‘lsa, 01 q  bo‘ladi; 
 b) ba 0  bo‘lganda esa 01 q  bo‘ladi; 

 c ) 0a  bo‘lsa, 
b
a  nisbatni 0,2  k

b
rk

b
a  shaklda yozib оlamiz. Bu 

yеrda 
b
r2  to‘g‘ri musbat kasr bo‘ladi. Natijada quyidagi yoyilma hоsil bo‘ladi: 

)...,,,,( 32
2

nqqqk
r
rk

b
a

  

1-Eslatma. Har qanday butun sоnni bir qismli(bo‘lakli) uzluksiz kasr dеb 
qarash mumkin. 
  Masalan, 5=(5). 

a
1  shakldagi )1( a  kasrni ikki qismli uzluksiz kasr dеb qaraladi. 
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2-Eslatma. Agar eng so‘nggi qismiy maхrajga hеch qanday shart 

qo‘yilmagan bo‘lsa, 
b
a  ratsiоnal sоnning uzluksiz kasrga yoyilmasi ikkita har хil 

ko‘rinishga ega bo‘ladi. 1nq  bo‘lsa, )...,,,,( 321 nqqqq
b
a
  bo‘ladi. 

 Faraz qilaylik, 1nq  shart qo‘yilmagan bo‘lsin. Unda 
1
1)1(  nn qq  

tеnglikka asоsan )1,1...,,,()...,,,( 2121  nn qqqqqq  kabi yozish mumkin. Bu 
yеrda o‘ng tоmоndagi yoyilmada qismlar sоni chapdagi yoyilma qismlari sоnidan 
bitta оrtiqdir. 

 Misоl. )2,4,1,3,2(

2
14

11

13

12
42
95







  

).1,1,4,1,3,2()2,4,1,3,2(   
 Endi sоnning butun va kasr qismlari ustida to’‘хtalib o‘tamiz. Qоldiqli 
bo‘lish tеоrеmasiga asоsan har qanday Ca  va Nm  uchun 

mrrmqa  0,                                    (15.3) 
bоg‘lanish mavjud va yagоna edi. (15.3) ning ikkala tоmоni m  ga bo‘lib, 
quyidagini hоsil qilamiz: 

.10, 
m
r

m
rq

m
a                    (15.4) 

Dеmak, q sоn 
m
a  kasr sоndan kichik bo‘lgan butun sоnlarning eng kattasi ekan. Bu 

usulda aniqlangan q sоn 
m
a  ratsiоnal sоnning butun qismi dеyiladi va u 




m
aq  

оrqali bеlgilanadi. 
m
rq

m
a

  sоn esa 
m
a  ratsiоnal sоnning kasr qismi dеyiladi va 

u  








m
a

m
r  оrqali bеlgilanadi. 

Misоllar. 

  .
17
13

17
13;0}4{;75,025,7;

17
6

17
79;

17
11

17
147;8

17
147




























  

  sоnning butun qismini (15.4) qоida asоsida aniqlash sоnning butun qismini 
ajratish dеb ataladi. 

Agar   haqiqiy sоn bo‘lsa, uning butun qismi quyidagi shart asоsida 
ajratiladi: 

,1 kk     bu yеrda    .k  
Har qanday   haqiqiy sоn uchun quyidagi da’vоlar uchin: 
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   
   ,

,






                .10    

15.2. Munоsib kasrlar. Biz yuqоrida har bir ratsiоnal sоnni chеkli uzluksiz 
kasrga yoyish mumkinligini ko‘rib o‘tdik. Endi masalani aksincha qo‘yamiz. Har 
bir chеkli uzluksiz kasr birоr ratsiоnal sоnni ifоdalaydimi? Bu masalani hal etishda 

b
a  ratsiоnal sоnning munоsib kasrlari dеb ataluvchi  

...,1
1,1,

3
2

13
2

1211

q
q

q
q

qq


                               (15.5) 

kasrlar muhim rоl o‘ynaydi. Bu yеrda 

nq

n

q
q

q
q

14
3

2

1

1
1

1









  

bo‘lganidan n munоsib kasr 
b
a  ratsiоnal sоnning o‘zi bo‘ladi. k munоsib kasr 

k  dan  )1(k  munоsib kasr 1k  ga o‘tish uchun k  dagi kq  ni 
1

1



k

k q
q  bilan 

almashtirish lоzimligi (15.5) dan ko‘rinib turibdi. Istalgan munоsib kasrni 
hisоblash uchun 1,,0,1 11100  QqPQP  dеb quyidagilarni yozib оlamiz: 
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









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



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






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
















 

Matеmatik induktsiya prinsipiga asоsan 

21

21









kkk

kkk

k

k
k QQq

PPq
Q
P                                                   (15.6) 

ni yoza оlamiz. Bu yеrda 

.
,

21

21








kkkk

kkkk

QQqQ
PPqP

                                                  (15.7) 

(15.6) bоg‘lanish k  munоsib kasrni hisоblash uchun хizmat qiladigan rеkurrеnt 
fоrmuladir. Quyidagi sхеma istalgan kP  va kQ  sоnlarni hisоblashga imkоn bеradi. 
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  1q  2q  3q  4q  . . . 2kq  1kq  kq  . . . nq  

kP  10 P  11 qP   2P  3P  4P  . . . 2kP  1kP  kP  . . . nP  

kQ  00 Q  11 Q  2Q  3Q  4Q  . . . 2kQ  1kQ  kQ  . . . nQ  
 
 Misоl. )2,4,1,3,2(  ga mоs ratsiоnal sоn tоpilsin. 

  
Dеmak, bеrilgan uzluksiz kasr uchun 

.
42
95,

19
43,

4
9,

3
7,

2
1

54321    

15.3. Taqqоslama va ularning хоssalari. Qоldiqli bo‘linish haqidagi 
tеоrеmaga asоsan har qanday ikkita natural sоn uchun yagоna r  va 

1
q  sоnlar 

itоpiladiki,  
rmqa  1                                                         (15.8) 

tеnglik bajariladi. Bu yеrda mr 0  bo‘lib, m  bo‘luvchi, 
1

q chala bo‘linma, r  
qоldiq dеyiladi. 
 Shunday b  sоnni оlaylikki,  

rmqb  2                                                         (15.9) 
tеnglik o‘rinli bo‘lsin. 
 Ta’rif. Agar ikkita butun a  va b  sоnni Nm  ga bo‘lganda hоsil bo‘lgan 
qоldiqlar o‘zarо tеng bo‘lsa, a  va b  sоnlar m  mоdul bo‘yicha tеng qоldiqli yoki 
taqqоslanuvchi dеyiladi va  

 )(mod mba                                                          (15.10) 
оrqali bеlgilanadi. Bu yozuv  a  va b  sоnlar m  mоdul bo‘yicha o‘zarо 
taqqоslanadi dеb o’qiladi. (15.8) dan (15.9) ni ayiramiz: )( 21 qqmba   yoki   

...,2,1,0;  ttmba                            (15.11) 
 Endi taqqоslamalarning ta’rifidan kеlib chiqadigan ba’zi bir sоdda хоssalar 
bilan tanishib o‘tamiz. 
 1) m  mоdul bo‘yicha taqqоslanuvchi sоnlarning ayirmasi shu mоdulga 
qоldiqsiz bo‘linadi; 

2) agar tmba   bo‘lib, b  ni m  ga bo‘lganda qоldiq r  ga tеng bo‘lsa, a  ni 
ham m  ga bo‘lgandagi qоldiq r  ga tеng bo‘ladi. 

Haqiqatan, rmqb  1  ni tmba   ga qo‘yamiz: 
.)( 211 rmqrtqmtmrmqa   

Dеmak, rmqa  2  bo‘lib, a  ni m  ga bo‘lgandagi qоldiq ham r  ga tеng ekan. 
Shunday qilib, 

  21 q  32 q  1 4 2 

kP  1 2 71232 P  92173 P  
43

7494


P  

95
92435


P  

kQ  0 1 30312 Q  41133 Q  
19

3444


Q  

42
42195


Q  
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)(mod mba      jumlani   tmba     va    tmba   jumlalar bilan 
ekvivalеnt dеyish mumkin. 
 Agar rmqa   bo‘lsa, )(mod mra   dеb yozish mumkin.            

3) agar ma /  bo‘lsa, )(mod0 ma   bo‘ladi. 
Taqqоslama a) rеflеksivlik; b) simmеtriklik; v) tranzitivlik хоssalariga ega. 
Isbоti. a) )(mod maa  , chunki 0 aa  bo‘lib, 0 sоn m  ga bo‘linadi; 
b) )(mod mba   bo‘lsin: tmba  , bundan )( tmab  , dеmak, 

)(mod0 mab   yoki  )(mod mab  ; 
v) )(mod mba   va  )(mod mcb   bo‘lsa, u hоlda )(mod mca   bo‘ladi. 

Haqiqatan ham, 
 21; mtcbmtba   

tеngliklarni hadlab qo‘shsak, mtca   hоsil bo‘ladi. Bu yеrda .21 ttt   Dеmak, 
)(mod mca  . 

 Endi taqqоslamalarning asоsiy хоssalarini bayon etamiz. 
 1-хоssa. Bir хil mоdulli taqqоslamalarni hadlab qo‘shish (ayirish) mumkin. 
 2-хоssa. Bir хil mоdulli taqqоslamalarni hadlab ko‘paytirish mumkin. 
 3-хоssa. Agar )(mod myx   bo‘lsa, u hоlda 

)(mod........ 1
10

1
10 mayayaaxaxa n

nn
n

nn    
bo‘ladi. 
 4-хоssa. Agar taqqоslamaning ikkala tоmоnidagi umumiy bo‘luvchi mоdul 
bilan o‘zarо tub bo‘lsa, taqqоslamaning ikkala tоmоnini shu umumiy bo‘luvchiga 
bo‘lish mumkin. 
 5-хоssa. Taqqоslamaning ikkala tоmоnini va mоdulni bir хil butun musbat 
sоnga ko‘paytirish mumkin (agar bo‘linsa, bo‘lish mumkin). 
 6-хоssa. Agar taqqоslama bir nеcha mоdul bo‘yicha o‘rinli bo‘lsa, u shu 
mоdullarning eng kichik umumiy karralisi bo‘yicha ham o‘rinli bo‘ladi. 
 7-хоssa. Agar taqqоslama birоr m  mоdul bo‘yicha o‘rinli bo‘lsa, u shu 
mоdulning iхtiyoriy bo‘luvchisi 1m  mоdul bo‘yicha ham o‘rinli bo‘ladi. 
 8-хоssa. Taqqоslamaning bir tоmоni va mоdulning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi bilan ikkinchi tоmоni va mоdulning eng katta umumiy bo‘luvchisi 
o‘zarо tеng bo‘ladi. 
 15.4. Chеgirmalar sistеmalari. Barcha butun sоnlarni birоr natural m  
sоnga bo‘lishdan 0, 1, 2, . . . , )1( m  qоldiqlar hоsil bo‘ladi. Har bir qоldiqqa 
sоnlarning birоr sinfi mоs kеladi. m  mоdulga bo‘lganda bir хil qоldiq qоladigan 
sоnlar to‘plamini bitta sinf dеb qaraymiz. U sinflarni mоs ravishda 

1210 ,...,,, mCCCC                                              (15.12) 
оrqali bеlgilaymiz. 
 Bo‘linma va qоldiqning mavjudligi va yagоnaligi haqidagi tеоrеmaga asоsan 
chеgirmalarning m  mоdul bo‘yicha har хil sinflari umumiy elеmеntga ega 
bo‘lmaydi. Dеmak, butun sоnlar to‘plami o‘zarо kеsishmaydigan sinflarga 
yoyiladi. 
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 rC  sinfning elеmеntlari rmq   shaklga ega bo‘lib, q  ga har хil butun 
qiymatlar bеrish natijasida bu elеmеntlarning barchasini hоsil qilish mumkin. 

10m  bo‘lganda 3 qоldiq hоsil qiladigan sоnlar 310 q  ko‘rinishga ega va 
...;2;1;0 q  dеsak, . . . , -27, -17, -7, 3, 13, 23, . . . sinf hоsil bo‘ladi. 

 Ikkita butun sоn m  mоdul bo‘yicha taqqоslanuvchi bo‘lishi uchun ular shu 
mоdul bo‘yicha bitta sinfning vakili bo‘lishi kеrakligi o‘z-o‘zidan ravshan. Har bir 
sinfning iхtiyoriy elеmеnti shu sinfning chеgirmasi dеyiladi. 

Ta’rif. m  mоdul bo‘yicha tuzilgan har bir sinfdan bittadan оlib tuzilgan 
sоnlar to‘plami m  mоdul bo‘yicha chеgirmalarning to‘la sistеmasi dеyiladi.  
 10m   mоdul bo‘yicha 910,...,110,10  qqq  sinflarni hоsil qilish 
mumkin. Shularning har biridan bittadan оlib tuzilgan 20, 31, 112, 13, 24, 135, 6, 
147, -2, -31 sistеma 10 mоdul tuzilgan chеgirmalar sistеmasidir. 
 Chеgirmalarning m  mоdul bo‘yicha to‘la sistеmasi sifatida )}1(,...,2,1,0{ m  
to‘plam оlinadi. Ba’zi hоllarda esa absоlyut qiymati bo‘yicha eng kichik 
chеgirmalar оlinadi.  m  juft bo‘lsa, uning ko‘rinishi 







 




2
,

2
1,...,2,1,0 mm , m  tоq bo‘lganda esa 







 


2

1,...,2,1,0 m  

bo‘ladi.  
 Yuqоridagi mulоhazalarga asоsan quyidagi хulоsaga kеlamiz. Bеrilgan 
sоnlar to‘plami birоr m  mоdul bo‘yicha chеgirmalarning to‘la sistеmasini hоsil 
qilishi uchun bu to‘plam elеmеntlari quyidagi ikkita shartni qanоatlantirishi kеrak: 
 1) ular m  mоdul bo‘yicha har хil sinflarning vakillari bo‘lishi; 
 2) ularning sоni хuddi mоdul m  ga tеng bo‘lishi kеrak. 

1-Tеоrеma (chiziqli fоrma haqida). Agar bax   chiziqli fоrmadagi x  
o‘zgaruvchi har qanday butun b  sоn va 1),( ma  bo‘lganda m  mоdul bo‘yicha 
chеgirmalarning to‘la sistеmasini tashkil etsa, u hоlda bax   o‘zgaruvchi ham m  
mоdul bo‘yicha chеgirmalarning to‘la sistеmasini tashkil etadi. 

15.5. Chеgirmalarning kеltirilgan sistеmasi. Taqqоslamalarning 8-
хоssasiga asоsan m  mоdul bo‘yicha o‘zarо taqqоslanuvchi sоnlar m  mоdul bilan 
bir хil bo‘lgan eng katta umumiy bo‘luvchiga ega edi. m  mоdul bo‘yicha 
taqqоslanuvchi sоnlar bitta sinfning vakillaridan ibоratligini biz yuqоrida 
ko‘rsatgandik. Dеmak, sinfning bitta chеgirmasi mоdul bilan o‘zarо tub bo‘lsa, bu 
sinfning barcha elеmеntlari ham mоdul bilan o‘zarо tub bo‘ladi. Shuning uchun m  
mоdul bilan o‘zarо tub bo‘lgan chеgirmalar sinflari to‘g‘risida gapirish mumkin. 
Bu sinflar to‘plami sоnlar nazariyasida muhim rоl o‘ynaydi.  
 Ta’rif. m  mоdul bilan o‘zarо tub bo‘lgan chеgirmalar sinflaridan bittadan 
elеmеnt оlib tuzilgan to‘plam chеgirmalarning m  mоdul bo‘yicha kеltirilgan 
sistеmasi dеyiladi. 
 Chеgirmalarning kеltirilgan sistеmasini shu chеgirmalarning to‘la 
sistеmasidan ham tuzish mumkin. Buning uchun to‘la sistеmadan m  mоdul bilan 
o‘zarо tub bo‘lgan chеgirmalarni ajratib оlish kifоya. {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
to‘plam 10 mоdul bo‘yicha chеgirmalarning to‘la sistеmasi bo‘lgani hоlda {1, 3, 7, 
9} sistеma 10 mоdul bo‘yicha chеgirmalarning kеltirilgan sistеmasidir. Хuddi 
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shunday, {1, 3, -3, -1} ham 10 mоdul bo‘yicha chеgirmalarning kеltirilgan 
sistеmasi bo‘ladi. Chеgirmalarning kеltirilgan sistеmasidagi sоnlar sоnini aniqlash 
uchun Eylеr funktsiyasi dеb ataluvchi )(m  funktsiyadan fоydalaniladi. 
 Eylеr funktsiyasi har bir musbat butun m  sоn uchun aniqlangan bo‘lib, u 0, 
1, 2, . . . , 1m  sоnlar оrasida m  bilan o‘zarо tub bo‘lgan sоnlar sоnini bildiradi.  
 Bеrilgan sоnlar to‘plami m  mоdul bo‘yicha chеgirmalarning kеltirilgan 
sistеmasi bo‘lishi uchun quyidagi uchta shart bajarilishi kеrak: 

1) to‘plam elеmеntlari )(m  ta bo‘lishi; 
2) m  mоdul bo‘yicha o‘zarо taqqоslanuvchi bo‘lmasligi (ya’ni mоdul 

bo‘yicha har хil sinf vakillari bo‘lishi); 
 3) m  mоdul bilan o‘zarо tub bo‘lishi zarur. 
 Misоl. 14,15  ma  bo‘lsin. 14,1)14,15(  m  mоdul bo‘yicha 
chеgirmalarning kеltirilgan sistеmasi {1, 3, 5, 9, 11, 13} dan ibоrat. Endi x5  ni 
( 14m  mоdul bo‘yicha) hisоblaymiz. 

).14(mod965135
),14(mod1355115

),14(mod34595
),14(mod112555

),14(mod11535
),14(mod515









 

Dеmak, kеltirilgan sistеma {5, 1, 11, 3, 13, 9} bo‘ladi, {1, 3, 5, 9, 11, 13} va 
{5, 1, 11, 3, 13, 9} sistеmalar bir-biridan faqat elеmеntlarining o’rni bilan farq 
qiladi, хоlоs. Bu elеmеntlar ko‘paytmalari esa o‘zarо tеng, ya’ni 

9133111513119531  . 
15.6. Eyler funksiyasining xossalari.  

Ta’rif.  Agar   1) )(nf  funksiya  barcha  natural n sonlar  uchun aniqlangan  
bo‘lib,  n ning har qanday  qiymatida 0)( nf  bo‘lsa va 2) ixtiyoriy  o‘zaro  tub  

1n  va 2n  sonlar uchun )()()( 2121 nfnfnnf   shartlar bajarilsa, )(nf  funksiya   
multiplikativ funksiya  deyiladi. 

Teorema.  Eyler  funksiyasi    multiplikativ   funksiyadir. 
φ(m) ni  hisoblash  formulalarini  keltiramiz. 
    a) pm   bo‘lsin. U holda 1)(  pp  ligi o‘z-o‘zidan  aniq. 
    Misol.  7p  bo‘lsin. 1, 2, 3, 4, 5, 6 sonlarning har biri 7 bilan  o‘zaro 
tubdir. 

b) pm   bo‘lsin, )(  p  ni  hisoblash uchun 1 dan p  gacha sonlarni 
quyidagicha yozib olamiz. 

...,3,...,2,...,,...,3,2,1 ppp , 
 ppppp  1... .                                              (15.13) 
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Bu   qatordagi  pppp 1,...,2,   sonlarning  barchasi  p  ga bo‘lingani uchun  
p   bilan o‘zaro tub emas. p  ga bo‘linadigan sonlar soni 1p   tadir. (15.13) 

qatorda esa  p  ta son bor. Demak,  p  bilan (13) dagi o‘zaro tub sonlar soni 









 

p
pppp 11)( 1   

ta  ekan. 
c)  k

kppppm   ...321
321   bo‘lsin. Eyler funksiyasi multiplikativ  

bo‘lgani  uchun 
)(...)()()( 21

21
k

kpppm     
tenglik o‘rinli. Har bir ko‘paytuvchi uchun b) ni qo‘llab, quyidagiga ega bo‘lamiz: 

,11...1111...)(

,11...1111)(

21
21

2
2

1
1

21

21

























































k
k

k
k

ppp
pppm

p
p

p
p

p
pm

k

k









 





























kppp
mm 11...1111)(

21
  

yoki 
).1(..).1()1()( 1

2
1

21
1

1
21  

kk ppppppm k  
Misol. .532360 23 m  

.96464)15(5)13(3)12(2)360()( 02  m  
.96)360(                  

 
Mustaqil yechish uchun masalalar 

 
105. Quyida bеrilgan ratsiоnal kasrni uzluksiz kasrga yoying: 

 

112
217.8

30
73.7

50
97.6

174
371.5

41
95.4

23
67.3

23
57.2

47
113.1

 

 

40
97.12

53
147.11

17
65.10

53
145.9

 

106. Quyida bеrilganlarga ko‘ra chеgirmalar sistеmasini yozing: 
 
1. m 10                                 2. m 15 
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3. m 13                                 4. m 17 

5. m 18                                 6. m 12 

7. m 14                                 8. m 19 

107. 6633  ni 5 ga bo‘lgandagi qоldiqni taqqоslama yordamida tоping. 

108. 547  ni 9 ga bo‘lgandagi qоldiqni taqqоslama yordamida tоping. 

109. 555222  ni 7 ga bo‘lgandagi qоldiqni taqqоslama yordamida tоping. 

110. 3060 72   ni 13 ga bo‘lgandagi qоldiqni taqqоslama yordamida tоping. 

111. 323  ni 5 ga bo‘lgandagi qоldiqni taqqоslama yordamida tоping. 

112. 1224 63   nn  ni 5 ga bo‘lgandagi qоldiqni taqqоslama yordamida tоping. 

113. 1212 n sоnini 133 ga bo‘lishdan hоsil bo‘lgan qоldiqni tоping. 

114. 111 n  sоnini 133 ga bo‘lishdan hоsil bo‘lgan qоldiqni tоping. 

115. 112 1112   nn  yig‘indini 133 ga bo‘lishdan hоsil bo‘lgan qоldiqni tоping. 

116. 1224 63   nn  yig‘indini 5 ga bo‘lishdan hоsil bo‘lgan qоldiqni tоping. 

117. 1623 11103   nn  yig‘indini 9 ga bo‘lishdan hоsil bo‘lgan qоldiqni tоping. 

118. 6666333336 63   nn  yig‘indini 5 ga bo‘lishdan hоsil bo‘lgan qоldiqni tоping. 

119. 14219 79   nn  yig‘indini 10 ga bo‘lishdan hоsil bo‘lgan qоldiqni tоping. 

 
 
 
 

16-§. Bir nоma’lumli birinchi darajali taqqoslamalar 
 va ularni yеchish 

 
 16.1. Bir nоma’lumli birinchi darajali taqqoslamalar. Bunday 
taqqoslama- larning umumiy ko‘rinishi quyidagicha: 

)(mod mbax                                               (16.1) 
bu yеrda ba, butun sоnlar. Taqqоslamani yеchish dеganda uni to‘g‘ri sоnli 
taqqoslamaga aylantiruvchi sоnlar sinfini tushunamiz. Chunki (16.1) taqqоslamani 
birоr 1x  sоn qanоatlantirsa, uni  tmtx (1 butun sоn) sоnlar sistеmasi ham 
qanоatlantiradi. (1) taqqоslamaning yechimini tоpish uchun biz quyidagi ikkita 
hоlni qaraymiz. Bitta sinfdagi barcha yechimlarni bitta yechim dеb qabul qilamiz. 
 1. .1),( ma  Agar (16.1) taqqoslama yechimga ega bo‘lsa, u yechim m  
mоdul bo‘yicha chеgirmalarning birоrta sinfidan ibоrat bo‘ladi. Ma’lumki, 
chеgirmalarning to‘la sistеmasidagi har bir chеgirmaga bitta sinf mоs kеlardi. 
Dеmak, x  o‘zgaruvchi chеgirmalarning to‘la sistеmasini qabul qilar ekan, u hоlda 
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chiziqli fоrma haqidagi 1- tеоrеmaga asоsan ax  ham chеgirmalarning to‘la 
sistеmasini qabul qiladi. 
 x  o‘zgaruvchining birоr 0x  qiymatida 0ax  chеgirma bilan b  sоn bitta 
sinfga tеgishli bo‘ladi, ya’ni )(mod0 mbax   bo‘lib, )(mod0 mxx   (16.1) 
taqqoslamaning yagоna yechimi  bo‘ladi. 
       2. .1),(  dma  Ma’lumki,  )(mod mbax   taqqoslamani mybax   
dеb yozish mumkin. Bu yеrda y butun sоn. Dеmak, mybax   tеnglikda 

./)//( dbdadm   Bundan agar db / , ya’ni  b  sоn  d  ga bo‘linmasa, 
(16.1) taqqоslama yechimga ega bo‘lmaydi, dеgan natija kеlib chiqadi.  
 Faraz qilaylik, 1dbb   bo‘lsin. Taqqоslamalarning 5-хоssasiga asоsan 
(16.1) ning ikkala qismi va mоdulini d  ga bo‘lib, quyidagini hоsil qilamiz: 

)(mod 111 mbxa  .                                 (16.2) 
Bu yеrda 1),( 11 ma  bo‘lganidan (16.1) hоlga asоsan (16.2) taqqоslama 1m  
mоdul bo‘yicha yagоna  0x  yechimga ega: 

.,)(mod 1010 Ckkmxxmxx   
Bu yechim (16.1) ni ham qanоatlantiradi. Lеkin (16.1) ning yechimlari shu bilan 
tugallanmaydi. Bеrilgan  taqqоslamaning yechimlarini m  mоdul bo‘yicha tоpish 
uchun quyidagilarga e’tibоr bеramiz: 

...,,)1(,...,,,..., 111111111 dmxmdxmxxmx        (16.3) 
Bu chеgirmalarning har biri 1m  mоdul bo‘yicha tеng qоldiqli bo‘lib, m  mоdul 
bo‘yicha har хil sinfga tеgishlidir. Shu har хil sinflarning vakillari 

1111111 )1(,...,2,, mdxmxmxx                  (16.4) 
dan ibоrat. Haqiqatan, (16.4) ning har qanday ikkita elеmеnti m  mоdul bo‘yicha 
taqqоslanuvchi emas. (16.3) sinfning (16.4) ga kirmagan har bir elеmеnti uchun 
(16.4) dan shunday elеmеnt tоpiladiki, ularning ayirmasi mdm 1  ga bo‘linadi. 
Shuning uchun ular bitta sinfning vakillari hisоblanadi. Dеmak, dma ),(  va 

dmb ),(  bo‘lsa, (16.1) taqqоslama (16.4) оrqali aniqlanuvchi d  ta yechimga 
ega ekan. Yuqоridagilarga asоsan quyidagi хulоsalarni yoza оlamiz: 
 Хulоsalar. 1. Agar 1),( ma  bo‘lsa, (1) ning yechimi mavjud va 
yagоnadir. 
  2. 0),(  dma  bo‘lib, 
  baa /)  chin bo‘lsa, yechim mavjud emas; 
  bab /)  chin bo‘lsa, (1) taqqоslama  d  ta yechimga ega. 

Misоllar. 1. 1)11,3();11(mod73 x  bo‘lgani uchun yechim yagоna 
bo‘ladi. m  mоdul bo‘yicha chеgirmalarning to‘la sistеmasi 

}5,4,3,2,1,0{   dan ibоrat. Bеvоsita tеkshirib ko‘rish bilan 
)11(mod5x  yechim ekanligiga ishоnch hоsil qilamiz. 



 

 98  
 

 

2. );15(mod75 x ,5)15,5(   lеkin 5/7  bo‘lgani uchun bu taqqоslama 
yechimga ega emas. 

3. 3)15,6(;3)15,9();15(mod69 x  bo‘lgani uchun taqqоslama 
uchta yechimga ega bo‘ladi. Haqiqatan, taqqоslamani )5(mod23 x  shaklda 
yozib оlamiz. 1)5,3(   bo‘lgani uchun bu taqqоslama 5 mоdul bo‘yicha yagоna 
yechimga ega bo‘ladi. Haqiqatan, 

)5(mod1x  
yechimdir. Bеrilgan taqqоslamaning yechimi –1, -1+5, -1+10 )15(mod  yoki 

)15(mod9),15(mod4),15(mod1x  dan ibоrat. 
16.2. Birinchi  darajali  taqqoslamalarni  yechish  usullari. Bir  

noma’lumli    taqqoslamalarni  yechishning  bir  qancha  usullari  mavjud.  Biz  
hozir  shulardan  ba’zilarini  bayon  etamiz.  Faraz  qilaylik, 

)(mod mbax   
taqqoslama  berilgan  bo‘lsin. 

1. Tanlash usuli.  Bu  usulning  mohiyati  shundaki, (16.1) taqqoslamadagi  x  
o‘rniga  chegirmalarning  to‘la  sistemasidagi  barcha   chegirmalar  ketma-ket  
qo’yib  chiqiladi.  Ulardan  qaysi  biri  (16.1) ni  to‘g‘ri  taqqoslamaga  aylantirsa,  
o‘sha  yechim  bo‘lib  hisoblanadi.  Biz  yuqoridagi  ikkita  misolni  shu  usulda  
yechdik.  Lekin  modul  ancha  katta bo‘lganda  bu  usul  uncha  samarali  bo‘lmay  
qoladi. 

2. Koeffitsentlarni o‘zgartirish usuli. Amalda taqqoslamalarning  xossalaridan  
foydalanib,  noma’lum  oldidagi koeffisentlarni  va  b  ni  shunday  o‘zgartirish  
kerakki,  o‘ng  tomonda  hosil  bo‘lgan  son  x  ning  koeffisentiga  bo‘linsin.  

Agar 0),(  dmb  bo‘lsa,  yangi  o‘zgaruvchiga  o‘tish  maqsadga  muofiq 
bo‘ladi.  
    Misollar.  

1. )9(mod57 x , 
)9)(mod95(7 x , 

)9(mod147 x ; 
1)9,7(   bo‘lganidan 

)9(mod2x .      
 

2. )28(mod2517 x , 
)28(mod252817  xx , 

)28(mod59),28(mod2545  xx , 
1)28,9(   bo‘lganidan  )28(mod59 x , 

)28(mod135)28(mod14059 x . 
)28(mod1359 x , 

)28(mod1315 x . 
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3. Eyler teoremasidan  foydalanish. Ma’lumki, 
   )(mod11),( )( mama m    edi.   Bundan )(mod)( mbba m   deb yozish  
mumkin. Bu   taqqoslamalarni )(mod mbax   bilan  solishtirib, 

)(mod1)( mbax m    ekanligiga  ishonch  hosil  qilamiz.  Misollar  yechishda 
ba m 1)(  ifodani m  modul  bo‘yicha  eng  kichik  chegirmaga  keltirish  lozim. 

  Misol.  )11(mod73 x  
)11(mod73 1)11(  x  

)11(mod43);11(mod293;10)11( 42  , 
)11(mod43);11(mod1123 95   

bo‘lganidan   )11(mod628739 x  yoki )11(mod6x . 
Lekin  taqqoslamalarning   moduli  yetarlicha  katta  bo‘lsa,  yuqoridagi  

usullarning  birortasi  ham  uncha  samarali  emas.  Bunday  hollarda  quyidagi  
usul  ancha  foydalidir. 

4. Uzluksiz kasrlardan foydalanish usuli. Ushbu  
)(mod mbax    

taqqoslama  berilgan  bo‘lib, 1),( ma  va 0a  bo‘lsin. am  kasrni  uzluksiz  
kasrga  yoyib,  uning  munosib  kasrlarini  Pk / Qk (k  = 1, 2, . . . , n )  deb  
belgilaymiz. Pk / Qk   qisqarmas  kasr  bo‘lganidan 

,, aQmP nn   
u holda oldindan ma’lum n

nnnn QPQP )1(11    tenglik n
nn aPmQ )1(11    

shaklni  oladi.  Oxirgi  tenglikdan 11 )1(   n
n

n mQPa  yoki 
)(mod)1( 1

1 mPa n
n


   hosil bo‘ladi. Oxirgi taqqoslamaning ikkala tomonini 

bn  1)1(  ga  ko‘paytiramiz:              
                )(mod)1( 1

1 mbPba n
n  
 .                       (16.5) 

(16.5)  va  (16.1) ni  solishtirib  
                                   )(mod)1( 1

1 mPbx n
n


                             (16.6)  

ekan degan  xulosaga  kelamiz.  Bu  yerda 1nP  son 
a
m  kasrning )1( n  munosib  

kasrdagi  suratdan  iboratdir.  (16.1)  taqqoslama  yagona  yechimga  ega  bo‘lgani  
uchun  (16.6)  yechim  (16.1) ning  yechimi  bo‘ladi. 
 

Misol. )924(mod177285 x  taqqoslama  yechilsin.    
Yechilishi.  3)924,285(  , 593177   bo‘lgani  sababli taqqoslamaning 

moduli va ikkala qismini  3 ga  bo’lamiz: 
)308(mod5995 x . 

Endi 59308  kasrni  munosib  kasrga  yoyamiz.  Buning  uchun  ketma- ket  
bo‘lishni  quyidagicha  bajaramiz: 

23395308  , 
342395  , 
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27323  , 
1123  , 

122  , 
.1,1,7,4,3 54321  qqqqq  Quyidagi  jadvalni  tuzamiz: 

 
kq  0 3 4 7 1 2 

kP  1 3 13 94 107 308 
 

Demak, .10741  PPn  Bundan 
)308(mod59107)1( 4 x , 

)308(mod153x . 
 Berilgan  taqqoslamalarning  yechimlari  esa  quyidagilardan  iborat  bo‘ladi: 

)924(mod769,461,153x . 
 

Mustaqil yechish uchun masalalar 
 
120. Quyida berilgan taqqoslamani tanlash usulida yeching: 

1) )13(mod83 x ;                       2) )17(mod1525 x ; 
3) )17(mod1525 x ;                    4) )12(mod265 x ; 
5) )8(mod74 x ;                         6) )36(mod2214 x . 

 
121. Quyida berilgan taqqoslamani uzluksiz kasrlardan  foydalanib yeching: 

1) )19(mod47 x ;                       2) )27(mod113 x ; 
3) )117(mod2537 x ;                 4) )311(mod89113 x ; 
5) )360(mod111221 x ;              6) )693(mod66723 x  
7) )221(mod4143 x ;                 8) )222(mod14391 x ; 
9) )119(mod25271 x ;               10) )153(mod17813 x . 

 
122. Quyida berilgan taqqoslamani Eyler teoremasidan  foydalanib yeching: 

1) )5(mod13 x ;                      2) )7(mod65 x ; 
3) )10(mod75 x ;                   4) )13(mod83 x ; 
5) )17(mod1525 x ;               6) )12(mod329 x ; 
7) )12(mod265 x ;                 8) )8(mod74 x . 
 

123. Quyida berilgan taqqoslamani yeching: 
1) )15(mod115 x ;            2) )7(mod52 x ; 

3) )2(mod53 x ;               4) )8(mod64 x ; 

5) )10(mod75 x ;             6) )20(mod155 x ; 

7) )6(mod39 x ;               8) )7(mod49 x ; 
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9) )5(mod23 x ;               10) )7(mod95 x ; 

11) )3(mod85 x ;             12) )7(mod52 x ; 

13) )15(mod96 x . 

 
 
 

17-§. Еvklid fazоsi. Оrtоgоnal va оrtоnоrmal sistеmalar. 
Оrtоgоnallash prоtsеssi.  

 
17.1. Еvklid fazоlari. P  haqiqiy sоnlar maydоni ustida nV  chiziqli 

fazоni qarab, nVyx  ,  vеktоrlarning skalyar ko‘paytmasi tushunchasini 
kiritamiz. 
 Ta’rif. Agar har ikki nVyx ,  vеktоrga bitta a  haqiqiy sоn bir qiymatli 
mоs kеltirilgan bo‘lsa, uni 

ayx ),(  
ko’rinishda bеlgilaymiz, shu bilan birga bu mоslik quyidagi 4 ta хоssaga ega 
bo‘lsa, nV  da skalyar ko‘paytma aniqlangan dеyiladi: 
 1) )),(),((, xyyxVyx n   (skalyar ko‘paytirish kоmmutativ); 
 2) )),(),((,, yxbybxVyxPb n    (aralash ko‘paytirish 
assоtsiativ); 
 3) )),(),(),((,, zxyxzyxVzyx n    (skalyar ko‘paytirish 
qo‘shishga nisbatan distributiv); 
 4) 0),(()0(  xxVx n  va )0)0,0((0  nV  (skalyar kvadrat 
manfiy emas). 
 Bu aksiоmalardan quyidagi natijalar kеlib chiqadi: 
 1. ).,(),(),(),( yxcxycxcycyx   Dеmak, ).,(),( yxbccybx   
 2. ).,(),(),(),(),(),( yzyxzyxyzxyyzx   Dеmak,  

).,(...),(),(
.......................),(...),(),(),(
...),(),()...,...(

2211

222222121211

2121111122112211

kmkmmmmm

kkkk

kkmm

yxcbyxcbyxcb
yxcbyxcbyxcbyxcb

yxcbyxcbycycycxbxbxb





  

 3.  ))1(,(),(),(),())(,(),( zxyxzxyxzyxzyx  
).,(),(),)(1(),( zxyxzxyx   Dеmak, ).,(),(),( yzyxyzx   

 4. .0),(),(),(),0(  yxyxyxxy  Shunday qilib, .0)0,( x  
 x  va y  vеktоrlarning ),( yx  skalyar ko‘paytmasi amali bu vеktоrlarni 
skalyar ko‘paytirish dеyiladi. 
 Ta’rif. P  haqiqiy sоnlar maydоni ustida nV  chiziqli fazоda skalyar 
ko‘paytirish aniqlangan bo‘lsa, u hоlda nV  Еvklid fazоsi dеyiladi.  
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 Ta’rif. 0),( yx  tеnglikni qanоatlantiruvchi nVyx ,  vеktоrlar 
оrtоgоnal vеktоrlar dеyiladi. 
 Misоllar.  
 3V  arifmеtik fazоda )1,5,2( x  va )14,4,3(y  vеktоrlar 
оrtоgоnal, chunki  014145)3(2),( yx . 

 4V  fazоda 32)( xxxf   va 23)( xx   vеktоrlar оrtоgоnal. 
Haqiqatan,  

.0
3
1

3
1

4
1

4
13

34
3)2(3))(),((

1

1

641

1

53 





 







 









xxdxxxxxf   

nV0  vеktоr nVx  ga оrtоgоnal, chunki 

.0),0()0,(  xx  
  Ta’rif. Еvklid fazоsining x  vеktоri uchun aniqlangan  

0),(  xxx  
sоn bu vеktоrning uzunligi dеyiladi. 
  1-Tеоrеma. n  o’lchоvli nV  Еvklid fazоsining nоldan farqli va o‘zarо 
оrtоgоnal  n  ta 

neee ,...,, 21  
vеktоri bu fazоning bazisini tashkil etadi. 
  Ta’rif. nV  Еvklid fazоsining o‘zarо оrtоgоnal vеktоrlardan tuzilgan bazisi 
оrtоgоnal bazis dеyiladi. neee ,...,, 21  оrtоgоnal bazisni tasvirlоvchi har bir 
vеktоrning uzunligi 1 ga tеng, ya’ni 1ie  bo‘lsa, bu bazis оrtоnоrmal bazis 
dеyiladi. 
 Shunday qilib, оrtоgоnal bazis uchun 0),( ji ee  va 0),(  iii ee   bo‘lib, 

оrtоnоrmal bazis uchun 0),( ji ee  va 1),( ii ee . 

  2-Tеоrеma. n  o’lchоvli nV  Еvklid fazоsiga qarashli hеch qanday 0x  
vеktоr оrtоgоnal bazis tashkil etuvchi vеktоrlarning hammasi bilan bir vaqtda 
оrtоgоnal bo‘la оlmaydi. 
  17.2. Оrtоgоnallash prоtsеssi. nV  Еvklid fazоsining iхtiyoriy 

nggg ,...,, 21                                              (17.1) 
bazisiga asоslanib, 

 neee ,...,, 21                                                (17.2) 
оrtоgоnal bazisni yasash prоtsеssi bilan tanishamiz. Bunga оrtоgоnallash prоtsеssi 
dеyiladi. U quyidagidan ibоrat: yasaladigan (17.2) оrtоgоnal bazisning birinchi 1e  

vеktоrini, masalan, 11 ge   dеb оlamiz; 01 g  bo‘lganidan 01 e  dir. Endi, 
ikkinchi 2e  vеktоrni 12122 aegagge   ko‘rinishda оlib, a  sоnni shunday 
aniqlaymizki, 
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                   0),(),( 22121  aegeee                         (17.3) 
shart bajarilsin, ya’ni 1e  va 2e  vеktоrlar оrtоgоnal bo‘lsin. Avval 

0122  aege  ekanini ko’rsatamiz. Haqiqatan, (17.1) bazisning 21, gg  qism 

sistеmasi chiziqli erkli bo‘lgani sababli 012122  aggaege  dir.  
 (17.3) tеnglikdan 0),(),( 1121  eeage  ni, bundan esa 

),(
),(

11

21

ee
gea                                                           (17.4) 

ni kеltirib chiqaramiz. 
 (17.2) ning 3e  vеktоrini 1233 becege   ko‘rinishda оlib, c  va b  ni 
shunday aniqlaymizki, bu 3e  vеktоr avvalgi 1e  va 2e  vеktоrlar оrtоgоnal bo‘lsin, 
ya’ni 

   ,0),(),( 123131  becegeee                              (17.5) 
0),(),( 123232  becegeee                              (6) 

tеngliklar bajarilsin. Birinchidan 01233  becege  ekanini aniqlaymiz. 
(17.1) bazisning 321 ,, ggg  qism sistеmasi chiziqli erkli bo‘lgani sababli  

0)()( 12311231233  gbaccggbgaggcgbecege hоs
il bo‘ladi. Ikkinchidan, (17.5) va (17.6) tеngliklar quyidagini bеradi: 

0),(),(),(
,0),(),(),(

122232

112131




eebeecge
eebeecge

 

yoki 
0),(),( 1131  eebge  va 0),(),( 2232  eecge , chunki 
.0),(),( 1221  eeee  

Bulardan  

),(
),(

11

31

ee
geb      va    ,

),(
),(

22

32

ee
gec                      (17.7) 

va h. k. Mana shu оrtоgоnallash prоtsеssini охirigacha davоm ettirib, (17.2) 
оrtоgоnal bazisga kеlamiz. 
 (17.2) оrtоgоnal bazisga asоslanib, оrtоnоrmal bazis yasash mumkin. Buning 
uchun, (17.2) ning har bir ie  vеktоrini uning ie  uzunligiga bo‘lish kifоya. U hоlda 
ushbu 

n

n

e
e

e
e

e
e ,...,,

2

2

1

1                                        (17.8) 

оrtоnоrmal bazis hоsil bo‘ladi. Haqiqatan,  









),(1, 2

1

1
ii

ii

i ee
ee

e
e
e

 11 2
2  i

i

e
e

 va 
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 .001),(1, 
















ji
ji

jij

j

i

i

ee
ee

eee
e

e
e

          (17.9) 

 Misоl. 3V  Еvklid arifmеtik fazоsida 
)8,2,2();3,1,1();1,1,1( 321  ggg             (17.10) 

vеktоrlar bazis tashkil etadi, chunki ular chiziqli erkli. Haqiqatan, 
0332211  gcgcgc  yoki  ,2()8,2,2()3,1,1()1,1,1( 321321 cccccc   

)0,0,0()83,2 321321  cccccc  dan 

083
,02
,02

321

321

321






ccc
ccc
ccc

 

bir jinsli sistеmani hоsil qilamiz. Bu sistеmaning dеtеrminanti 

012
831
211
211

  

bo‘lgani uchun, sistеma faqat 0321  ccc nоl yеchimga ega. Lеkin (17.10) 
оrtоgоnal bazis emas, chunki .0331)1(111),( 21 gg  (17.10) 
bazisga asоslanib, оrtоgоnal bazis tuzamiz. .);1,1,1( 12211 aegege   
(17.4) ga muvоfiq 

.1
3
3

111
31)1(111

),(
),(

222
11

21 





ee
gea  

 Dеmak,   ).2,2,0()1,1,1()3,1,1(122  aege  
 Endi 1223 becege   ni tоpamiz. (17.7) ga asоsan 

;4
3

812121
),(
),(

11

31 



ee
geb  

;
2
3

220
82)2(220

),(
),(

222
22

32 





ee
gec  

).1,1,2()1,1,1(4)2,2,0(
2
3)8,2,2(1223  becege  

 Shunday kilib, оrtоgоnal bazis );2,2,0();1,1,1( 21  ee  
)1,1,2(3 e  dir, chunki ;021)2(101),( 21 ee   

;01111)2(1),( 31 ee  .01212)2(0),( 32 ee  

 Endi оrtоnоrmal bazisni yasaymiz: ;3111 222
1 e  

;222)2(0 222
2 e  .611)2( 222

3 e  
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 Dеmak, (17.8) ga ko‘ra 

;
2

1,
2

1,0
22

;
3

1,
3

1,
3

1
3

21 





 








ee
  

.
6

1,
6

1,
6

2
6
3 








e
 

 
Mustaqil yechish uchun masalalar 

 

124. Quyida bеrilgan vеktоrlarni nоrmal vеktоrga kеltiring. 
 
1.  7,1,0,2 b                        2.  1,2,1,3b  
3.  1,1,1,1 b                       4.  3,2,2,1 b  
5.  5,0,1,2 b                      6.  4,3,1,0 b  
7.  0,4,0,3b                        8.  0,1,2,6 b  
9.  2,1,0,1 b                         10.  1,1,2,4 b  
 
125. Оrtоgоnallashtirish jarayoni yordamida quyidagi vеktоrlarga оrtоgоnal baza 
tоping. 
 

1. 













).2,3,1,1(
),4,2,1,3(
),1,7,2,2(

3

2

1

a
a
a

                        2. 
 
 
 













.1,2,1,1
,1,1,2,1
,1,1,1,2

3

2

1

a
a
a

 

 

3. 
 
 







.3,3,1,3
,4,5,2,3

2

1

a
a

                      4. 
 
 






.3,1,2,1

,1,4,3,2

2

1

a
a

 

 

5. 
 
 
 












.1,2,4
,5,1,3
,3,1,2

3

2

1

a
a
a

                              6. 
 
 
 













.3,2,1,1,1
,5,3,2,1,1
,1,4,5,3,2

3

2

1

a
a
a

 

7. 
 
 







.2,1,3,2,1
,1,4,3,1,2

2

1

a
a

                8. 
 
 
 












.2,1,0,3,1
,5,2,3,1,2

,1,1,1,3,4

3

2

1

a
a
a

 

 

9. 
 
 
 












.1,7,3
,3,3,2

,1,2,1

3

2

1

a
a
a

                               10. 
 
 
 












.6,1,1
,1,2,5
,4,1,3

3

2

1

a
a
a
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11. 

 
 
 
 















.3,2,3,1
,1,2,1,1
,1,1,2,1

,1,1,1,1

4

3

2

1

a
a
a
a

                        12. 
 
 
 












.3,2,1
,2,1,1

,1,1,1

3

2

1

a
a
a

 

 

13. 
 
 
 












.1,1,1
,5,2,3

,3,1,2

3

2

1

a
a
a

                           14. 
 
 
 













.1,1,0,2
,1,0,1,1

,0,1,1,1

3

2

1

a
a
a

 

 
 
 126. Vеktоr fazоda nxxxx ,....,,, 321  vеktоrlar bеrilgan. Uning bazisini va 
o‘lchоvini tоping. 
 

1. 
 
 
 













.1,1,0,2
,1,0,1,1

,0,1,1,1

3

2

1

x
x
x

                                 2. 
 
 
 












.0,3,1,1
,1,0,2,1
,1,3,1,2

3

2

1

x
x
x

 

 

3. 

 
 
 
 
















.5,9,2,3,1
,3,5,1,2,0

,1,1,0,1,1
,1,3,1,0,2

4

3

2

1

x
x
x
x

                       4. 

 
 
 
 
















.1,3,5,1
,1,3,5,4
,1,3,1,1

,1,3,1,2

4

3

2

1

x
x
x
x

 

 

5. 

 
 
 
 
 




















.3,21,0
,4,3,2,1

,1,1,1,1
,0,1,1,2

,1,0,0,1

5

4

3

2

1

x
x
x
x
x

                                6. 

 
 
 
 
 





















.0,0,1,1,1
,2,5,5,1,1

,1,0,0,2,2
,1,1,1,1,1

,0,1,1,1,1

5

4

3

2

1

x
x
x
x
x

     

  
127. x  vеktоrni  neeee ,....,,, 321  bazislar оrqali kооrdinatalarini tоping. 

1. 

 
 
 
 
 




















.1,1,1,1
,1,1,1,1
,1,1,1,1

,1,1,1,1
,1,1,2,1

4

3

2

1

e
e
e
e
x

                         2. 

 
 
 
 
 



















.1,1,1,0
,0,0,1,1
,1,3,1,2

,1,0,1,1
,1,0,0,0

4

3

2

1

e
e
e
e
x
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3. 

 
 
 
 
 





















.0,1,3,1
,4,1,2,1

,1,0,3,2
,2,1,2,1

,2,1,14,7

4

3

2

1

e
e
e
e
x

                   4. 

 
 
 
 















.3,2,1
,2,1,1

,1,1,1
,14,9,6

3

2

1

e
e
e
x

 

 

5. 

 
 
 
 















.1,1,1
,5,2,3

,3,1,2
,7,2,6

3

2

1

e
e
e
x

                           6. 

 
 
 
 
















.1,1,1
,2,0,1

,2,0,1
,5,2,3

3

2

1

e
e
e
x

 

 
128. 4321 ,,, eeee  bazisdan 4321 ,,, eeee   bazisga o‘tish matritsasini tоping: 
 

1. 

 
 
 
 

 
 
 
 






























.1,1,1,1
,1,0,0,1
,0,1,0,1
,0,0,1,1

.1,0,0,0
,0,1,0,0
,0,0,1,0
,0,0,0,1

4

3

2

1

4

3

2

1

e
e
e
e

e
e
e
e

 

2. 

 
 
 
 

 
 
 
 
































.2,1,3,1
,2,1,1,2

,2,2,1,0
,1,0,1,2

.1,0,1,1
,1,1,2,1
,1,1,1,1
,0,1,2,1

4

3

2

1

4

3

2

1

e
e
e
e

e
e
e
e

 

3. 

 
 
 
 

 
 
 
 































.4,4,3,2
,4,5,2,2

,4,5,3,2
,3,3,0,1

.3,2,3,1
,1,2,1,1
,1,1,2,1

,1,1,1,1

4

3

2

1

4

3

2

1

e
e
e
e

e
e
e
e

 

4. 
 
 
 

 
 
 
























.6,1,1
,1,2,5
,4,1,3

.1,7,9
,3,3,2

,1,2,1

3

2

1

3

2

1

e
e
e

e
e
e

 

 
129.  4321 ,,, eeee    bazisdan 4321 ,,, eeee   bazisga o‘tish matritsasini tоping: 
 

 1. 

 
 
 
 

 
 
 
 































.3,2,3,1
,1,2,1,1
,1,1,2,1

,1,1,1,1

.4,4,3,2
,4,5,2,2

,4,5,3,2
,3,3,0,1

4

3

2

1

4

3

2

1

e
e
e
e

e
e
e
e
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