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KIRISH

1. Magistrlik dissertatsiyasi mavzusining asoslanishi va uning dolzarbligi.

Klassik potensiallar nazariyasi Laplas operatori va subgarmonik
funksiyalar sinfiga asoslanib, plyuripotensiallar nazariyasi nochiziqli Monj-
Amper tenglamasi va plyurisubgarmonik funksiyalari bilan bog‘langan.
Plyuripotensiallar nazariyasi hozirda jadal suratlarda rivojlanib kelmoqda
va geometrik ko‘pxilliklar, Eynshteynning nisbiylik nazariyasida, jumladan,
Eynshteyn metrikasini mavjudligini isbotlashda, shuningdek, hususiy
hosilali differensial tenglamalarning bir qancha masalalarida o‘z tatbiqini
topgan. Plyurisubgarmonik funksiyalar sinfining o‘ziga xos kengaytmalarini
o‘rganish va bu kengaytmalar uchun potensiallar nazariyasini yaratish bilan
bog'liq tatqiqotlar hozirgi paytda kompleks analizning ustivor
yo‘nalishlaridan hisoblanadi. m —subgarmonik va kuchsiz m —subgarmonik
funksiyalar sinflari subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar sinflari
orasidagi sinflar bo‘lgani bois bu sohalar kompleks potensiallar nazariyasida
alohida obyekt sifatida mutaxassislar e’tiborida bo‘lib kelmoqgda.Bu sinfar
orasida m — sh C m — wsh munosabat o‘rinli

Shu sababdan kuchsiz m -subgarmonik funksiyalarning

m —subgarmoniklik xususiyatlarini o‘rganish, dolzarb muammolardan
hisoblanadi.

2. Tadqiqot obyekti va predmeti. Kuchsiz m — sh funksiyalar, m — sh
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funksiyalar. (ddcu)n — Monje —Ampere operatori hamda gessianlar, ogimlar

to‘g‘risidagi masalalar.
3. Ishning maqgsadi va vazifalari. Kuchsiz ~—m —subgarmonik
funksiyalarning m —subgarmoniklik xususiyatlarini o‘rganish.
— Agar u(z) funksiya bir vaqtda garmonik va m —subgarmonik bo‘lsa, u
holda bu funksiya plyurigarmonik bo‘lishini ko‘rsatish.
U= m(xf + 7 +a:§) =In[(z, +2) + (2, +7,) + (2, +7,)]|—2In2,
funksiyaning 2 — sh funksiya bo‘lishi yoki bo‘la olmasligini ko‘rsatish.

u = ln(a:f + 2 ..+ a;Q) =In[(z, +2) +(2,+2) +..+ (¢, +Z )’] —2In2

funksiyani m —subgarmoniklikka tekshirish.

4. Ilmiy yangiligi. Mazkur ishning asosiy natijalari yangi.

5. Tadqiqotning asosiy masalalari va farazlari. Asosiy masala kuchsiz
m —subgarmonik  funksiyalarning  m —subgarmoniklik  xususiyatlarini
aniqlash.

6. Tadqiqotda qo‘llangan metodikaning tavsifii. Ko‘p kompleks
o‘zgaruvchining funksiyalar nazariyasi, kompleks potensiallar nazariyasi va
chiziqli algebra usullari.

7. Tadqiqot natijalarining nazariy va amaliy ahamiyati. Olingan
natijalar va wusullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va

kompleks analizning tadbiqlarida qo‘llanilishi mumkin.



8. Ish tuzilmasining tavsifi.

Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob, xulosa va foydalanilgan
adabiyotlar ro‘yxatidan iborat. Birinchi bob uchta paragrafdan iborat
bo‘lib, unda garmonik, subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar
haqgida zarur ma’lumotlar hamda ularning xossalari keltirilgan.

Ikkinchi bob ikki paragrafdan iborat. Bu bobda musbat aniqlangan
differensial forma va ogimlar hamda musbat gessianlar bilan differensial
formalar orasidagi bog‘lanishlar o‘rganilgan.

Ikki marta silliq ixtiyoriy « e C” (D) funksiya uchun uning 2-tartibli

differensiali
¢ l _
dd'v=—> u dz, NdZ, (1)

2 ]/k ]/k

(tayinlangan 2° € D nuqtada) ermit kvadratik formasidan iborat bo‘ladi.

Bu yerda odatdagidek, d = 0 + ) ,df =

du:8u+5u: i—dzk—l—i—_dz

=10z, =10z

n n - 2
du= |52 0 gy O = O
43 | k=1 8zk k=1 azk ik 82.8zk

g J

(1) tenglik unitar ([4] ga qarang) almashtirishlar yordamida quyidagi

diagonal formaga keltiriladi:

M%:%NMH@Z+M+&MMMZ) (2)



Bunda A,...,A lar ermit (u]k) matrisasining xos qiymatlari bo‘lib,

n

A= (A,A,- A, ) € R" haqiqiy qiymatlardan iborat bo‘ladi.

1-ta’rif. Ikki marta silliq u € C” (D) (D C (C") funksiya uchun Vz° € D da

(dd“u)k A [ddc zf]k >0, Vk=12..m (3)

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya D sohada m —sh (1<m <n)
funksiya deyiladi.
1- ta’rif.Agar u(z) funksiya bir vaqtda garmonik va m —subgarmonik

bo‘lsa, u holda bu funksiya plyurigarmonik bo‘ladi.

2-ta’rif. Agarda D C C" sohada aniqlangan u(z) € L;oc (D) funksiya:
1) D sohada yuqoridan yarim uzluksiz, ya’ni

Eu<z) = lim sup u(z) < u(zo);

z—>z0 e—=0 B(ZO.E)

9 n—m
z‘] >0, 1<m<n, yani

Z‘Q]"—m (w) = u [ddc

bo‘lsa, bu  funksiyaga D sohada  kuchsiz  m—sh  funksiya

2) D sohada ddcu/\[ddc

Vwe F(m‘l’m_l) uchun dd‘u N\ [ddc zr] | ANdd‘w >0,

((n —m + 1) o‘lchamli kompleks tekisliklarda subgarmonik funksiya) deyiladsi.
Bunday funksiyalar sinfini m —wsh(D) orqali belgilaymiz. Bu yerda

“w» xarfi bu sinfni m — sh funksiyalar sinfidan farqlash uchun ishlatilgan.
D c C" sohada m —wsh funksiyalar ham ayni paytda D C R*" da

ham subgarmonik bo‘ladi.

Binobarin subgarmonik funksiyalarning barcha xossalari m — wsh
funksiyalar uchun ham o‘rinli.
Bizga ma’lumki,
U= m(a:f + 20 + a:g) =In[(z, +2) + (2, +7,) +(2,+7,)]|—2In2, (4)

6



(bunda o=, +1y,) =123, ) funksiya 1— wsh va 2 — wsh
sinflariga tegishli. Ushbu dissertatsiyada bu funksiyaning 2 —subgarmonik
funksiya emasligi ko‘rsatib o‘tilgan, hamda quyidagi teorema isbotlanadi:
2-teorema.

u=In(z} +2} +...+2) =[(z +5) + (5, + 5] +..+ (2, + 7] - 2In2

n

funksiya 1 <m < 5| n > 2 bo‘lganda m — sh bo‘ladi.

Muallif o‘z ilmiy rahbari fizika-matematika fanlari doktori
B.I.Abdullayevga qo‘yilgan masalalarni hal etishda ko‘rsatgan doimiy
e’tibori uchun chuqur minnatdorchiligini izhor etadi. Shuningdek, dots.
A.A Atamuratov, dots. M.Vaisova va D.A. Qalandarovalarga hamda
kafedrani‘qituvchilariga dissertatsiya ishini tayyorlashda bergan qgimmatli
maslahatlari hamda dissertatsiya ishi masalalarini muhokama qilishda

ko‘rsatgan yordamlari uchun o‘zining minnatdorchiligini bildiradi.



I BOB. FUNKSIYALARNING BA’Z1 MUHIM SINFLARI

Subgarmonik va plyurisubgarmonik funksiyalar sinflari potensiallar va
plyuripotensiallar nazariyalarining asosiy obyektlaridan bo‘lib, bu
nazariyalarning barcha metodlari asosida ushbu tushunchalar yotadi.
Masalan, Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi, kompleks Monj Amper
tenglamasi uchun Dirixle masalasi, ko‘p argumentli golomorf funksiyalarni
analitik davom ettirish masalalari, ko‘phad va ratsional funksiyalar bilan
yaqinlashtirishlar masalalarida ekstremal plyurisubgarmonik funksiyalar
muhim ro‘l o‘ynaydi([2],[6],[7],8],[13],[16] ga qarang).

1.1. Garmonik funksiyalar.

D C R" sohada ushbu

Au=0
tenglamani qanoatlantiruvchi w« € C? (D) funksiya garmonik funksiya

deyiladi, bunda

2 2 2
82+82+"'+ 82
oz o, ox

1 n

A =

Laplas operatori.
Barcha garmonik funksiyalar to‘plami H(D) kabi belgilanadi.
1.1.1 — teorema. Agar u(z) funksiya D C R" sohada garmonik bo‘lsa, u

holda ixtiyoriy z° € D nuqta va S(z°,r) C D sfera uchun

u(x’) =

! ] Iu(x)do (1.1.1)

=
Tnl st
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bo‘ladi, bunda o - birlik sferaning yuzi.

Aksincha, agar D dan olingan har bir z° € D nuqta va yetarlicha
kichik r (0 <r <r(2")) lar uchun (1.1.1) formula o‘rinli bo‘lsa, u holda
u(xz) € H(D) bo‘ladi.

Endi garmonik funksiyalarning ba’zi bir xossalarini keltiramiz.
a) Agar u,v € H(D) bo‘lib, A\, € R bo‘lsa, u holda

Au+pv e H (D)
bo‘ladi;
b) agar umumlashgan funksiya f uchun Af =0, ya’ni ixtiyoriy ¢ € F(D)
da f(A¢)=0 tenglik bajarilsa, u holda f garmonik funksiya bo‘ladi,
aniqroq qilib aytganda, shunday v(z) € C*(D) , Awv =0 bo‘lgan funksiya

mavjudki,

bo‘ladi;
v) agar u(z) funksiya B(z ,r) sharda garmonik, uning yopig’ida esa

uzluksiz, ya'ni

uw(r) € H(B(z,,r))C(B(z,,T))
bo‘lsa, u holda

wx)= [u()P(x,y)do(y)

S(x%.r)

formula o‘rinli bo‘ladi, bunda



Puasson yadrosi, o — R"dagi birlik sfera yuzi, n > 2.Ikkinchi tomondan,

agar ¢(y) funksiya S(z°,r) sferada uzluksiz bo‘lsa, u holda

ux)= [ p(P(x,y)do(y)

S(x%.r)

funksiya B(z",r) sharda Dirixle masalasi Au=0, = ¢(y)ning

S(z°, r)
yechimi bo‘ladi.
Dirixle masalasini chegarasi silliq bo‘lgan ixtiyoriy D C R" sohada ham

qarash mumkin: ¢(y)€ C(OD) uchun yagona wu(x)€ C(D) mavjudki,

Au=0, wul|,,=¢ (y) bajariladi;

oD
g) kompleks tekislik C~R? da garmonik funksiyalar golomorf
funksiyalarga bevosita bog'langandir.
Agar z = z + 1y deyilsa, unda

o’ 0’ 0’

A = + =4 —
oz* 9y’ 020z

bo‘ladi va har bir golomorf f E(’)(D) funksiya uchun

Ref:%f, Imf:f;if

tengliklardan

ARef=0, Almf=0,

yani Ref va Im f larning garmonik funksiyalar ekanligi kelib chiqadi.
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Shuningdek, agar wu(z) € H (D) bo‘lsa, u holda har bir z° € D nuqta va
uning atrofi B(z°,r) C D uchun shunday f €O<D) funksiya topiladiki,
Re f(2) = u(z), z¢€ B(z°,r) bo‘ladi.

Hagigatan ham, 2" = 0 deb B = B(0,r) doirada Puasson formulasini ushbu

U we T e LT e oSt
”<Z)—2ﬂ{ u(&) P dt—zﬂg u(§) R~ dr

bunda & = re’’ ko‘rinishda ifodalaymiz. Bu formuladan B(o,7) da golomorf

_LZﬂ §+Z
fe)=o !u(é)é_zdt (1.1.2)

funksiyasi uchun Re f(2) = u(z) ekanligi kelib chiqadi.
(1.1.2) formula golomorf funksiyani uning haqiqiy qgismi orqali ifodalashda

ham ishlatiladi: ixtiyoriy f(z) € O(B)NC(B) uchun ushbu
f(z)= izf u(&) < Z i +iTm £(0)
27 E—z

formula o‘rinlidir.
1.2. Subgarmonik funksiyalar
Faraz qilaylik, D C R" sohada aniqlangan lokal integrallanuvchi
u: D —[—00,+0)
funksiya berilgan bo‘lsin: v € L, (D).
Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:
1) u(z) yuqoridan yarim uzluksiz:

yani Vz’ € D uchun lim u(z) < u(z”)

z—1°

11



(bundan wu(z) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yuqoridan
chegaralanganligi kelib chiqadi);
2) har bir 2z’ € D nuqta uchun shunday r(z°)> 0 topiladiki, r < r(z”)

uchun

u(x’) < ln_] ju(x)da (1.2.1)

Unl” S(x°,r)
u holda u(z) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.

Subgarmonik funksiyalar sinfi Sh(D) kabi belgilanadi. Kelgusida

qulaylik uchun biz trivial w(z) = —oo funksiyasi ham D da Sh(D) ga
tegishli deb qaraymiz. Endi subgarmonik funksiyalarning xossalarini
keltiramiz.

a) subgarmonik funksiyalarning musbat koeffisentli chiziqli kombinatiyasi

subgarmonik funksiya bo‘ladi:

u,(r) € SK(D), a, €R, (k=12..,m) =
= au, (z) + au,(z)+...+a u (z) € Sh(D) ;

b) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik
funksiya bo‘ladi:

u (z),u,(2),....,u (z) € SK(D) =

)

= max{ ul(x),UQ(x),...,um(x)} € Sh(D) ;
v) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining limiti

subgarmonik funksiya bo‘ladi:

12



u(z) € SW(D) ,u(z)>u, (z) (j=12..)=
= lim u (z) € Sh(D) ;

oo

g) tekis yaqinlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma—ketligi subgarmonik
funksiyaga yaqinlashadi:

uj(:v) € Sh(D) (k = 1,2,3,...),uj (ac) — u(a:) = u(:z:) e Sh (D)
a) — g) xossalarning isbot bevosita yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib
chiqadi.
d) Maksimumlar prinsipi. Agar wu(xz)€ Sh(D) funksiya biror 2z € D
nuqtada o‘zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(z’) = supu(x) (1.2.2)

€D

bo‘lsa, u holda u(x) = const bo‘ladi.

Ushbu

M:{xeD: u(:v):u(aco)}
to‘plamni qaraylik. w(z) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz
bo‘lganligidan va (1.2.2) shartdan M to‘plamning D da yopiqligi kelib
chiqadi.

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy p € M uchun (1.2.1) formulaga ko‘ra

u(x’)=u(p) < ln_] ju(x)daéu(xo), r<r(p),

Ol s

bo‘ladi. Bu munosabatdan u‘s(m)z u(z’), yami p ning B(p,r(p)) atrofida

u(z) = u(z’) bo‘lishini ko‘ramiz. Bu esa M to‘plamning D da ochiq

13



ekanligini ko‘rsatadi. Demak, M = D.
e) Agar ¥(x)€ SWD), wu(z)e H(D) funksiyalar uchun S(z°,r) CC D
sferada
o<,

bo‘lsa, u holda B(z’,r) sharda ¥(x) < u(z) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu xossaning isboti yuqoridagi d) xossadan kelib chiqadi;
e) — xossadan quyidagi muhim xulosaga kelamiz. Faraz qilaylik,

Yz) € SL(D)N C(D)

berilgan bo‘lib, B(z’,r) CC D bo‘lsin. Ushbu

ux= [ SWMPx.do(y),  xeB(&.r),

S(x°,r)

bo‘lib, e) — xossaga

S

Puasson integralini qaraylik. w(z) € h(B) , u‘ 5

— 19‘
ko‘ra B = B(z’,r) da ®(x)<wu(z) bo‘ladi. Uzluksiz funksiyalar uchun
isbotlangan bu xossa ixtiyoriy 1 € Sh(D) uchun ham o‘rinlidir:

¥(x) < u(x) va deyarli barcha x € S lar uchun ¥(z) = u(x) o‘rinlidir;

j) aytaylik, u(z) € Sh(D) funksiya va z° € D nuqta berilgan bo‘lsin.

Ushbu
b 1
m(x’,r)= — I u(x)do
S(x%,r)
va
o 1
n(x’,r)=—— I u(x)dV
T B(x°,r)

14



bunda V r" migdor B(z’,7) ning hajmi, integrallarni (o‘rta qiymatlarni)
qaraylik.

1.2.1 — teorema. Faraz qilaylik, u(z) € Sh(D) va u(z) # —oco bo‘lsin.
U holda ixtiyoriy z” € D uchun

w(z”) < n(z’,r) <m(z°,r), n(z’,r)>—c0 , 0<r < p(z’,dD),

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, agar r monoton kamayib
nolga intilsa, unda n(z’,r) va m(z’,r) o‘rta giymatlar monoton kamayib,
u(z”) ga intiladi.

1.2.1 — teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo‘lamiz: D C R"
sohada subgarmonik wu(z) = —oo funksiya D da lokal integrallanuvchidir,

ya’'ni ixtiyoriy B CC D uchun I“(X)dV integral mavjuddir;
B

z) subgarmonik funksiya D sohaning har bir nuqtasida uzilishga ega
bo‘lishi mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.
1.2.2 — teorema. Agar u(z) € Sh(D) bo‘lsa, u holda shunday monoton

to‘plamlar

cD, ODsz

J=1

chD

Jj+l
ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar
u,(z) € SM(D,)NC*(D)), j=12.3,...

ketma — ketligi mavjudki,

15



u(z) = lim u (z) (z € D)

j—00

bo‘ladi.

Isboti.Ushbu

T agar ‘x‘ <1 bo'lsa,

0, agar ‘x‘ > 1 bo'lsa.

funksiyani qaraylik. Bu funksiya C™(R") sinfga tegishli bo‘lib, uning
havzasi suppK(z) = B(0,1) dir. Endi K(z) ning ifodasidagi o‘zgarmas c¢ ni
shunday tanlab olamizki,

[K@)ar =1

bo‘lsin. u(z) # —oo deb, bu yadro yordamida ushbu

u(;(JC)=L J. u(y)K(y;x]dV, 5§>0 , (1.2.3)

n
5 ‘y—x‘ib‘

integralni qaraylik. u (z) funksiyasi

D :{xED: p(:L‘,aD)<6}

6

ochiq to‘plamda aniglangan bo‘lib, x € D, da

u(s(x):(slnﬁ[ u(y)K[y;x}dej‘ u(x+oy) K(y)dv

bo‘ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C™(D,) sinfga, ikkinchi
integral esa Sh(D,) sinfga tegishli bo‘ladi. Binobarin,
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u () € Sh(D,;) N C™ (D).
u(r) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, u, ning ¢ | 0 da, monoton
kamayuvchi bo‘lishligi va

[ Kar =1

e
tenglikdan, u,(z) ning u(z) ga intilishini topamiz.
Teorema isbotlandi.

i) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda C? sinfga tegishli bo‘lmasligidan,
Au Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya sifatida qgarash
mumkin bo‘ladi:

Au(@) = j uAop, @ € F(D).

1.2.3-teorema. Har qanday subgarmonik funksiya u(z) € Sh(D), u % —oo,
uchun umumlashgan manmoda Awu >0 bo‘ladi, ya’ni ixtiyoriy
¢ € F(D), ¢ >0 uchun J.u A@ >0 munosabat o‘rinlidir.

Jumladan, u(z) funksiya C° sinfga tegishli bo‘lib, u subgarmonik bo‘lsa,

2 2
8f+m+afzomn
8:61 ﬁxn

u € Sh(D)NC*(D), u holda Au =

Yuqorida keltirilgan teoremaning aksi ham of‘rinli: agar umumlashgan

funksiya v uchun
Au(p)=[urp=0, peF(D), ¢=0,

munosabat bajarilsa, u holda u subgarmonik funksiya bo‘ladi.
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1.3. Plyurisubgarmonik funksiyalar
1.3.1. Plyurigarmonik funksiyalar
C" kompleks fazodagi D C C" sohada wu(z) funksiya berilgan bo‘lib,
u(z) € C*(D) bo'lsin.
Agar ixtiyoriy 2z’ € D va bu nuqtadan o‘tuvchi ixtiyoriy kompleks
to‘g'ri chiziq l:z2=2"4+wt, weC", £€c€C uchun ushbu
o&)=u/l=uz’ +wf) kesim-funksiya & =0 nuqtada garmonik, ya'ni

2
£=0 da 82(5% =0 bo‘lsa, u(z) funksiya D da plyurigarmonik funksiya

deyiladi.
Plyurigarmonik funksiyalar sinfi Ph(D) kabi belgilanadi. Aytaylik,
u(z) € Ph(D) bo‘lsin. Unda

O*u(2’ +_wf)
0€ 0¢

=0

bo‘lib, murakkab funksiyaning differensiallash qoidasidan

2 0’u — ... .
> o % =0, weC",ekanligini ko‘ramiz. Bundan va weC"
jk=1 OZ;0Z;

vektorning ixtiyoriyligidan

0*u B
0207,
J

0 (kj=12..,n) (1.3.1)

bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, plyurigarmonik funksiyalar sinfi (1.3.1) tenglamalar sistemasi
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bilan aniqlanadi va ba’zan bu sistema plyurigarmonik funksiyaning ta‘rifi
sifatida ham qaraladi.

1.3.1-teorema. Agar  f(z) = u(z) + iv(z) funksiya D C C" sohada
golomorf bo‘lsa, u holda

Re f(z) = u(z), Im f(z)=v(2)
funksiyalar D sohada plyurigarmonik bo‘ladi va, aksincha, agar wu(z)
funksiya D sohada plyurigarmonik bo‘lsa, u holda ixtiyoriy B(z°,r) C D
atrofda u(z) funksiya biror f(z) € O(B(z’,r)) golomorf funksiyaning haqiqiy
qismi bo‘ladi: u(z) = Re f(2).
1.3.2. Plyurisubgarmonik funksiyalar

Agar D CC" sohada aniqlangan wu(z): D — [—o0,00) funksiya
quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(z) yuqoridagi yarim uzluksiz;

2) ixtiyoriy [ kompleks to‘g’ri chiziq uchun u/l funksiya /(D da
subgarmonik bo‘lsa, u(z) funksiya D sohada plyurisubgarmonik funksiya
deyiladi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar to‘plami Psh(D) kabi belgilanadi.
D c C" sohada plyurisubgarmonik bo‘lgan funksiya D C R* da aniqlangan
funksiya sifatida subgarmonik funksiya bo‘ladi. Uni subgarmonik

funksiyalarning 2 — shartini bajarishini ko‘rish qiyin emas. Binobarin,
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subgarmonik funksiyalarning xossalari plyurisubgarmonik funksiyalar uchun
ham saglanadi.

Endi plyurisubgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz:

a) plyurisubgarmonik funksiyalarning musbat koeffitientli chizigli
kombinatiyasi plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi;

a) agar u(z) €Psh(D) bolsa, u holda wu(z) funksiya
Psh(D,) N C™(D,) sinfga tegishli bo‘lib, 6 | 0 da wu,(2) | u(z) bo‘ladi;

b) agar  wu(z) € Psh(D) funksiya 2" € D nuqtada maksimumga
erishsa, yani u(z’) >u(z) (2 € D) bo‘lsa, u holda u(z) = const bo‘ladi;

v) monoton kamayuvchi yoki tekis yaqinlashuvchi plyurisubgarmonik
funksiyalar ketma — ketligining limiti plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi;

g) agar wu(z) €Psh(D) bollsa, u holda wul(z) funksiya
Psh(D,) N C™(D,) sinfga tegishli bo‘lib, 6 | 0 da wu,(2) | u(z) bo‘ladi;

d)D sohada plyurisubgarmonik funksiyalar sinfi {u_} berilgan

aEN

bo‘lib, u = supu_ yuqoridan yarim uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda u(z)
QEN

plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi, u € Psh(D)
Jumladan, u (z) € Psh(D)  (j =1,2,...,k) bo'lsa,
sup{u, (2), u,(2),...,u,(2)} € Psh(D)
bo‘ladi;

e) agar f(z) € O(D) bo'lsa, « -ln‘ f(z)‘ € Psh(D) bo‘ladi, bunda a > 0;
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j) agar u(z) € Psh(D) bo‘lsa, u holda e"" €Psh(D) dir, agar
u(z) € Psh(D), u‘D< 0 bo‘lsa, u holda —In[—u(z)]€ Psh(D) dir.
z) D sohada aniqlangan  u(z) € C*(D) funksiyaning D  da
plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun ushbu

" Ou

L(u,w) = z ww, (1.3.2)

A
k=1 62]-62,{

kvadratik formaning (Levi formasining) ixtiyoriy z€ D  da musbat
aniqlangan  bo‘lishi  zarur va  yetarlidir.  (1.3.2) munosabatda
w = (w,,W,,...,w ) € C" bo'lib, kvadratik formaning musbat aniglanganligi
Vw € C" da L(u,w) > 0 bo‘lishini anglatadi.

Agar YVw € C", w =0 da L(u,w) > 0 bo‘lsa, u(z) funksiya z nuqtada
qat’ity plyurisubgarmonik funksiya deyiladi; agar wu(z) funksiya D

sohaning har bir nuqtasida qat’iy plyurisubgarmonik bo‘lsa, u(z) sehada

gat’iy plyurisubgarmonik funksiya deyiladi.
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I BOB bo‘yicha xulosa

Ushbu bobda garmonik, subgarmonik va plyurisubgarmonik
funksiyalar, hamda ularning xossalari keltirib o‘tilgan. subgarmonik va
plyurisubgarmonik funksiyalar sinflari potensiallar va plyuripotensiallar
nazariyalarining asosiy obyektlaridan bo‘lib, bu nazariyalarning barcha
metodlari asosida ushbu tushunchalar yotadi. Masalan, Laplas tenglamasi
uchun Dirixle masalasi, kompleks Monj Amper tenglamasi uchun Dirixle
masalasi, ko‘p argumentli golomorf funksiyalarni analitik davom ettirish
masalalari, ko‘phad va ratsional funksiyalar bilan yaqinlashtirishlar

masalalarida ekstremal plyurisubgarmonik funksiyalar muhim ro‘l o‘ynaydi.
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2.1. Musbat aniqlangan differensial forma va oqimlar
2.1.1. Differensial formalar.
2.1.1-ta’rif. Ushbu

o= Z a; jz.“jpdle A dsz A A dxjp

0<j1<jp<.<j,<n

ko‘rinishdagi ifodaga p-darajali differensial forma(bunda a . -G sohada

aniqlangan funksiya) deyiladi va degw = p kabi belgilanadi. p-darajali

differensial formalar to‘plami F”* (G) orqali belgilanadi. w € F” (G)

differensial formani quyidagi ko‘rinishda ham yozishimiz mumkin:

= Z ajljz.“jpdle A dsz Al A dxjp = Zajde
J

0% /i< fo i, <n
bunda  dv, =dr, Ade, A Ade,, T = (jl,jQ,...,jp), 1< Gy, Gy, S—
multiindekslar. Ravshanki, 0O-darajali differensial forma bu- a(x) skalyar
funksiya.

C" ~R*™ kompleks fazoda differensial formani dzj va dz_j lardan
foydalanib yozish mumkin. z = (ZI,ZQ,...,Z”) koordinatalar
C" ~ R™, =%, 0w, )= 1,2, dagi kompleks koordinatalar bo‘lsin.

Unda

:dz].erz_j _dz—dz_j

=y =Ty

bo‘lganligidan a)=ZadeJ differensial formani dzj va dz, larning chizigli
J
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kombinatsiyasi ko‘rinishida yozish mumkin. Har bir hadda dzj va dz, lar

turlicha bo‘lishi mumkin. Masalan, C* ~ R* da
do, N, Ao, =+ (~dz, Nz, Adz, +dz, Ndz, A dz, )
Ammo ba’zi hollarda w dagi barcha qo‘shiluvchilarda dzj larning darajasi

p ga, dz_k larniki esa ¢ ga teng bo‘lib qolishi mumkin. Bunday hollarda biz
w differensial formani (p,q) bidarajali differensial forma deb aytamiz va
w € F”" deb belgilaymiz.

2.1.2. Musbat aniqlangan differensial formalar

p g —
2.1.2-ta’rif. Ushbu w = A ~dl Adl.
=12 7 !

ko‘rinishdagi differensial forma (p, p) bidarajali bosh kuchli musbat

differensial forma deyiladi, bu yerda [ =a dz +...+a. dz —|dz,...,dz
J N 1 In n n

e
bazis bo‘yicha chiziqli kombinatsiya a, € C, j=12,...,pk=12,....n

Bunday formalarning ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi kuchli musbat

differensial forma deb ataladi, ya’'ni kuchli musbat differensial forma bu-
P -
W= gis (Z)_j/:\ladljs ndlj,

ko‘rinishdagi formadir, bu yerda X (z) qaralayotgan G C C" sohadagi

manfiy bo‘lmagan funksiya.

Agar =t kompleks koordinatalardan T, T 1=12,...,n

n+j,
haqiqiy koordinatalarga o‘tsak, unda ushbu
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P _ _
[1] dzl/\dzl/\.../\dz ANdz :dzz;l/\dx A...Ndx Ndx
2 P P n+1 P

n+p
ifoda R*" fazoda 2p darajali musbat forma bo‘ladi.
(n,n) bidarajali differensial forma (kuchli) musbat bo‘ladi, faqat va faqat

shu holdaki, qachonki u

w=X(z)

J

n Z‘ J—
:1§dzf Ndz, = Ne)dz, Ndz,  N...Ndz, Ndz,,

ko‘rinishga ega bo‘lsa,bu yerda A(z) — musbat funksiya.

(n,n) bidarajali = Alédzj /\dz_j: dV differensial forma C" da hajm
J=
formasi rolini o‘ynaydi.

p=1 da a):Zijkdz ; Adz, — differensial forma musbat bo‘ladi, faqat va

fagat shu holdaki, qachonki leké & — ermit kvadratik formasi musbat
Jk

bo‘lsa. Shuningdek, ixtiyoriy z° € G tayinlangan nuqtada unitar

almashtirish yordamida uni
a):éZujdzj /\dz_j, p; 20
j=1
ko‘rinishda yozish mumkin.

2.1.3-ta’rif. w € F”" differensial forma kuchsiz musbat yoki musbat

deyiladi, agar ixtiyoriy kuchli musbat v e F" """ forma uchun
wAv e F"" forma musbat bo‘lsa.

p =0,1,n —1,n da kuchli musbatlik kuchsiz musbatlikka ekvivalent. Biroq
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boshqa p lar uchun bu sinflar ustma-ust tushmaydi. Buni aniq tushunish

uchun kuchli musbat formani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

w= Zz /\ dl NI 2,1 J/\lzdl J/\ldl = gls(z)dljs/\dzjs (1.3.3)

Agar sz ,us(z)dls formani qarasak , bunda pu — kompleks qiymatli

2
P

funksiya, unda ;—p@ A6 ko‘rinishdagi forma (kuchsiz) musbat bo‘ladi, biroq

2<p<n-—2 dau har doim ham (1.3.3) ko‘rinishga ega bo‘lavermaydi.

2.1.3. Oqgimlar. M ko‘pxillikdagi oqimni koeffitsiyentlari umumlashgan
funksiyalardan iborat differensial forma deb garash mumkin.
Tayinlangan G C R"  soha uchun asosiy diffferensial formalar fazosi
quyidagicha aniglanadi:

F? = F7 (G) = {w e F’ (G) ne= (G) s suppw CC G}

F? da topologiya asosiy funksiyalar fazosidagi topologiya kabi aniglanadi:
2.1.4-ta’rif. F’ fazodagi uzluksiz chiziqli (kompleks qiymatli) 7" funksional
n —p = q darajali oqim deyiladi.Barcha ¢ — darajali ogimlar fazosini &7
orqali belgilaymiz. 3?oqimlar fazosi umumlashgan funksiyalarning barcha
xossalarini  ganoatlantiradi.Xususan,ular uchun kuchsiz yaqinlashish,
kuchsiz chegaralanganlik tushunchalarini kiritish mumkin va T, € 3* N C™

o‘ramani aniglash mumkinki, 6 — 0 da oqim sifatida T da yaqinlashadi,

yami Tiow— Tow, VweST" .Undan tashqari T oqimni differensial
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forma kabi differensiallashimiz mumkin: d7 ow = (—1)p T odw
2.1.5-ta’rif. Agar F’ = {w e 3’ (G) nce (G) : suppw CC G} fazodan
olingan T oqim (funksional) {w e’ (G) nc- (G) :suppw CC G} fazoga
uzluksiz davom qilsa, unda 7" oqim m dan ko‘p bo‘lmagan singulyarlikka
ega deyiladi, bunda 0 < m < oco. Agar undan tashqari T ogim

{'w e F? (G) ncr (G) : suppw CC G}

fazoga davom qilmasa, unda T oqim aniq m singulyarlikka ega deyiladi.

T =z B.dx, koeffitsiyentlari umumlashgan funksiya bo‘lgan differensial

[kl=q
forma oqimni ifodalaydi.
2.1.1-teorema. Ixtiyoriy ¢ —darajali oqim koeffitsiyentlari umumlashgan
funksiya bo‘lgan differensial forma bo‘ladi, shu bilan birga singulyarligi
nolga teng bo‘lgan oqgim oflchov tipidagi oqim bo‘ladi va uni barcha
koeffitsiyentlari kompleks giymatli o‘lchov bo‘ladi.O‘lchov tipidagi ogimlar

fazosini & Oq

orqali belgilaymiz. < ‘nafagat G C R" soha uchun, balki
ixtiyoriy F C R" borel to‘plami uchun ham aniglangan. Xususan, K C R"
kompakt uchun differensial forma koeffitsiyentlaridan tashkil topgan
vektorlarni £’ (K) =F' (K) ﬂC’(K) fazoga qo‘shma fazo bo‘lgani uchun u
Banax fazosi bo‘ladi. T € 3" oqim uchun o‘lchov tipidagi oqim

Tow= u(z)Q bo‘ladi,bu yerda p — kompleks qgiymatli o‘lchov bo‘lib, u
w €S, gabogliq va Q= dr, A...ANdz_ ,shu bilan birga funksional giymati
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T ow = [dp bo‘ladi.
G

Xuddi o‘lchovlar fazosi kabi quyidagi xossalar o‘rinli:
a) {T]} C ' ogimlar ketma-ketligi T' ga kuchsiz yaqinlashadi, ya’ni
]h_,r?o Tow=Tow, VweSJ, fagat va fagat shu holdaki,qachon unga mos
T, dan olingan koeffitsiyentlardan tuzilgan o‘lchovlar ketma-ketligi
yaginlashuvchi bo‘lsa.
b) {T]} C " ogimlar ketma-ketligi T ga kuchsiz yaqinlashadi, faqat va
fagat shu holdaki,qachon Tj norma bo‘yicha chegaralangan bo‘lsa
HT]HA <¢, VKCCG,j=12.. va j—oo da T ow— Tow limitik
munosabat hamma yerda zich biror £ C 3 (K ) to‘plamdan olingan barcha
w lar uchun o‘rinli bo‘lsa, masalan barcha cheksiz differensiallanuvchi
weF” ﬂC’OO<K) lar uchun
d)ixtiyoriy kuchsiz chegaralangan E C (K ) giymatlar to‘plami ham
kuchsiz kompakt yani uni ixtiyoriy ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi
gismiy ketma-ketligi {T]} C FE ni o‘zida saqlaydi.
2.1.6-ta’rif. ¢ — darajali differensial forma (oqim) yopiq deyiladi, agar uni
differensiali nolga teng bo‘lsaju aniq deyiladi, agar u biror ¢ —1 darajali
formani(oqimni) differensialini ifodalash. Aniq formalar(ogimlar) yopiq

bo‘ladi, teskari tasdiq uchun G sohaga qo‘shimcha geometrik shartlarni

go‘yish zarur.
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Endi C" da asosiy differensial formalar fazosini qaraymiz:

P = PP (G){w e 3P? (G)ﬂ c~ (G) :suppw CC G}

2.1.7-ta’rif. ['"" fazoda uzluksiz chiziqli(kompleks giymatli) 7" funksionalga

(n —p,n— p) = (q,q) bidarajali ogim deyiladi.

2.1.2-teorema.Musbat ogimlar o‘lchov tipidagi ogimlar bo‘ladi.

2.1.1-misol. Koeffitsiyentlari L'~ sinfdan olingan ixtiyoriy 7T € F?!

loc

differensial forma (q,q) bidarajali ogim bo‘ladi.

T ow funksional T ow:JT Aw, YoeF”” kabi aniqlanadi. Bunday
G

ogimlar regulyar oqgim deyiladi.

2.1.2-misol. A C C" — p o‘lchamli analitik to‘plam bo‘lsin.U holda

[A]owzjw integral (q,q) bidarajali oqimni aniqlaydi. Ko‘rish qiyin
A

emaski,[A} musbat oqim bo‘ladi.

2.2. Musbat gessianalar bilan differensial formalar orasidagi bog’lanish

2.2.1.Gessianlar. 2-marta silliq v € C*(D) funksiya uchun uning ikkinchi

tartibli differensiali

) . 2
dd‘u = éZu.jkdzj ndz, [bunda U= 88 “ ]
Jik

z /8zk

(tayinlangan 2’ € D nuqtada) ermit kvadratik formasidan iborat bo‘ladi.

(ddcu)n _operator Monj-Amper operatori deyiladi.
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Ko‘rish giyin emaski, (ddcu)m NG = m!(n — m)!Hm (u) g" (2.2.2)

Bunda Hm(u): Z A oA, A, — gessian vektori.Shunday qilib,
1<) <..<j,<n

2 marta silliq » funksiya uchun (ddcu)m/\ﬂ"’_moperator gessian vektori

bilan bog‘liq ekan.

2.2.2. Musbat gessianlar.
Berilgan A = (A, A,....;\ ) € R" uchun

H,(A)= D .44 (2.2.3)

B
gessianni tushunish uchun quyidagi yordamchi ifodadan foydalanamiz:
(EHN)E+AN)(E+A ) ="+ H (N +..+ H (A), teR (2.2.4)
(2.2.8) ni n = 2 uchun yozib ko‘ramiz:

(E+X)(E+0) =2+ (N A AN = H (M) =(\ +),),  H(A)=A\
(2.2.7) formula bo‘yicha yozadigan bo‘lsak,

M= A =h+A, Hy(A)= > 2, =

1<;,22 1<,<j, <2

n=3 uchun:
(E+X)(EFN)(EHA) =+ (N XX+ (AN, AN, + AN )E+ AN
(2.2.7) formula bo‘yicha yozadigan bo‘lsak,

A)=D A = A+ +4,,

1<;,<3

> A A, =Xl + Dhy + A

1</1<j»<3

H3 (l) = z j“J'l j“J'z lj}

1</1<jr<j3<3
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Endi biz H ()\) >0 boladigan X € R" wvektorlar bilan qiziqamiz va

shunday vektorlarni birlashtiramiz, yami S ={\ € R", H ()\) > 0}.

m >1 da bu to‘plam qavariq konusni hosil qilmaydi, yami M, \ € S
ckanligidan A" + \” €S ekanligi kelib chigmaydi. Shuning uchun bu
to‘'plamni toraytiramiz, yami A €S = vektorlar uchun shunday I' CS
to'plamni  olamizki, {A+tI = (X +,..,A 1), tER"}CS  boladi,
Unda I, ning ko'rinishi I' ={H (A)>0,..,H ())>0} boladi. Undan
tashqari T' (1,1,...1) vektorni o'z ichiga oluvchi S to‘plamni

S:L ={AeR":H ()\) > 0} ochiq yadrosining bog'lamli komponentasini

m

yopig‘i bilan ustma-ust tushadi.

I’ quyidagi xossalarga ega:

nr cr  c.cr,l ={\2>0..A >0} =R"

Biz bu xossani n=3 bo‘lgan holda garaymiz va
T, ={H,(\)>0.H,(\)>0,H,(\) >0} ekanligidan

H(A)= Y A =A+2+24=0

1<;<3
D AA =AA + A A+ 2020 = 2,20,4,20,4,20
1</1<j,<3

H,(A)= Z A Ay = MAahy 20

1<1<jp</3<3

H,(4)

bo‘lishi kelib chiqadi.

I, ={H, ()\) > 0,H, ()\) > 0} esa
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H(A)=D 4 =4 +2,+220

1<,<3

Hy(2)= Y 4, A, =4k +AA+24,4,20

1<, <j,<3
shartlarni ganoatlantiradi.

[ ={H (\)>0} ekanligidan esa  H,(A)= D A =A+4+4>0

1<5,<3

tengsizlikning bajarilishi yetarli ekan.
2)I"  qavariq konusdan iborat, yami agar A,pu €I~ bollsa, u holda

Va,b € R" uchun aA +bp €I’ o‘rinli.

3) {H:n/m ()\),)\ € I’m} o‘suvchi va botiq konusdan iborat, ya’ni

B () < () + (i, =3 )31 () v,
J

Soddalik uchun m=1, n=1 bo‘lgan holni qarab chiqamiz:

0
H <M)<H1<A)+<M—A)8—AH1<>\) VALET, = p <A+ (u—A)=p=pu
Endi m =1, n = 2 bo‘lgan holni qaraymiz:
py o+, <A F A, +<,u1 —>\1)+ (,u2 —)\2) demak, n = k,m =1 uchun hamma
vaqt tenglik bajarilar ekan.m =2,n =2 bo‘lgan holda esa quyidagicha

ko‘rinishga o‘tadi:
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) A
\/'uyuQ S\/)\1>\2 +<'u1 A])Z\/K—i_('% AQ)Q\/R

2)‘1)‘2 + 'ul)‘Q - 2>‘1>‘2 + 'u2>‘1 -

o pt, <
o 2 AN,
2JAN Iy, S A, A, @ = A b =
—a+b>2ab

Zu, az, A)2mH"" (1) H" (2) VA, ueT,

m=1n=1Dbolsa,u-1>pu =u=mun

m:17n:2:>ul+l’b22ul+u2

m=2, 0 =25 A A 2 2\ AN,

0
m=2n=3 = oA AN HAN) +
1

S, —— o (>\>\2 FAN, +A3A)+u38 (AN + AN +AN,) >

= 2\/'u1'u2 R T '\/>‘1>‘2 TAA F AN,

i (O ) (N A i (N + ) = 2y, g+ g, AN, AN AN,

1/m 1/k

H H
5) ( i <|2! V1<k<m<n Bu tengsizlik Makloren tengsizligi

Gl

deb yuritiladi.
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2.2.3. Musbat gessianlar bilan differensial formalar
Bizga (1,1) - bidarajali « =%Zkajkdz ;Adz, haqiqiy differensial forma
J>

berilgan bo‘lsin. Bunda (aﬂ;) —ermit matrisa. Agar
A(oz):()\1<oz),...,)\n<oz))—bu matrisaning xos qiymati bo‘lsa, u holda

H (a) =H_ (A(oz)) gessian aniglash mumkin.Bu esa (1,1) — ermit formasi

va A € R" vektor orasidagi bog‘liklikni aniqlashga yordam beradi:

H. [a +tdd o[ + ..+t dde
Vt=(t,...t,) ER"

IA“m :{a :A(a)el“m}: an] > 0,

(2.2.9)
={anp7>0.0"Ap " >0}

Gessianning 2-xossasiga ko‘ra agar M\, \’ €' bo'lsa, u holda a,b€R
uchun a\ + b\ € I’ boladi. Biz )\ sifatida o differensial formaning xos
giymatlarini, \” sifatida A’ = (tl,tQ,...,tn) € R" mni belgilasak va a,b =1
xususiy holni garasak

H. [a +tdd |2, [+t dd

zf] >0Vt =(t,....t)ER"

Ekanligiga  ishonch  hosil qilishimiz ~mumkin. Chunki I ni
I ={H, ()\) >0,....,H ()\) > 0} ko‘rinishda aniqlagan edik.

Endi boshqa holatlarni ko‘rib chiqamiz, yani \' ¢ I’ bolsin. Buni misollar
yordamida tushunib olishimiz osonroq bo‘ladi:

2.2.1-misol a = % —T7dz, N dz_1 —11dz, A dz_2 + 3dz, A d%) bo‘lsin.

34



Ma) = (AApA) = (-7,-11,3) ¢ T, = {H,(A) > 0,1, () > 0} Chunki

H (Aa)) =N +A 42, =—T-1143=-15<0,

H,(Ma)) = AN, + AN, + A\, =T7-21-33=23>0

H, (@) = AN\, = 231> 0

3

Biz t = (¢,1,.1,) € R® ning ixtiyoriyligidan foydalanib ¢ = (6,1,1) € R’ deb

tanlab olamiz va

[ 0 e ) o f e )

= H,(~1,-10,4) = —44+10 = —34 <0,

bo‘lishini ko‘ramiz. Xulosa qilishimiz uchun yana bir misolni ko‘rib o‘taylik:

2.2.2-misol. o = (22, Adz, + dz, Adz, + 3dz, A dz,) bo'lsin.

—_

Ma)=(A,\0) =(-21,3) ¢ T,.T,. Chunki

H (Aa)) =N +X 4 ) =-2+1+3=2>0

1

H,(Ma)) = AN, + AN, +A), =—2-6+3=—5<0

H,(Aa)) =AM\, = =6 <0
Biz ¢ = (t,t,t,) € R® ning ixtiyoriyligidan foydalanib ¢ =(0,1,1) € R* deb

tanlab olamiz va
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2
zQ‘ + dd*

2
2| |=

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar ¢ = (1, 3, 5) € Ri deb olsak, unda ushbu

H, [%(—le Adz, +1dz, A dz, + 3dz, A d%) +dd*

= H,(-2.24)=-4-8+8=—-4<0

2 . 2
2| +3dd’|z,| +5dd’

3

2
2|

ifodaga ega bo‘lamiz. Shunday qilib, biz quyidagi xulosaga keldik: A (a) el

" [1(—26&1 Adz, +1dz, Adz, + 3dz, A d%) +dd°
2

= H,(~1,4,8)=—-32<0

bo‘lgandagina H [04 +t,dd° zlr +..+t ddf znr] >0Vt = <t17'“7tn) e R’

tengsizlik o‘rinli bo‘lar ekan. Boshqa hollarda bu tengsizlik bajarilmas ekan.

A

2.2.1-teorema.[18] Agar «,..a €I'w ,1<k<m Dbolsa, u holda

1 k

a A...Na, A" >0 bo'ladi.
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IT BOB bo‘yicha xulosa

Ushbu bobda differensial forma va oqimlar, musbat aniqlangan
differensial formalar o‘rganildi. Xususan, musbat gessianlar bilan
differensial formalar orasidagi bog’lanish o‘rganildi. Musbat gessianlardan
biz ikki marta silliq m —sh funksiyalarga ta’rif berishda va ularning
xossalarini isbotlashda hamda qat’iy m — sh (ikki marta silliq funksiyalar

uchun) funksiyalarni ta’riflashda foydalanamiz.
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IIT BOB.KUCHSIZ M —SUBGARMONIK FUNKSIYALARNING m —
SUBGARMONIKLIK XUSUSIYATLARI.

3.1. m — sh funksiyalar va ularning xossalari

3.1.1-ta’rif. Tkki marta silliq u € C” (D) (DCC") funksiya 2’ €D

nuqtada m—sh (1 <m <n)deyiladi, agar (uﬂ;) L:zo matrisaning

A(u) = ()\I (u),...,)\n (u)) xos qiymatlari I' = ga tegishli bo‘lsa yoki dd‘u € frn
bo‘lsa. v € C” (D) funksiya D € C" sohada m —sh, (1<m <n) deyiladi,
agar u har bir 2° € D nuqtada m — sh bo‘lsa.
Boshqacha aytganda,u € C* (D) funksiya m—sh (1<m <n) deyiladi,
A
agar dd‘u € I', bo‘lsa yoki unga quyidagi tengsizlik teng kuchli:
(dd"u)k/\ﬂ"‘k >0, Vk=12...m (3.1.1)

(3.1.1) ga quyidagi tengsizlik ham ekvivalent:

2
‘
n

Undan tashqgari quyidagi tasdiq ham o‘rinli:

[[dd"u +tdd zlf +o+t dd’ AB"™™ >0V t = (tl,...,tn) €R"]

A

dduNa N..Na, A" >0 Va,.,a  €l'n,1<k<m (3.1.2)

k-1

Bu tasdiq ikki xil xarakterga ega: agar u ikki marta silliq bo‘lib,

A

..., €I'm uchun (3.1.2) shartni qanoatlantirsa, u holda u funksiya

m — sh bo‘ladi.
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v funksiyani m —sh ligini tekshirish uchun (3.1.2) da faqat
o = ddcuj , U, € C? (D) ,1=12,....m—1 differensial formani
chegaralangan bo‘lishi yoki m — sh ko‘phad bo‘lishi yetarli.

Bu esa bizga L}oc funksiyalar sinfida m —sh funksiyalarni aniqlashga
yordam beradi.

3.1.2-ta’rif. u € L;OC (D) funksiya D C C" sohada m —sh deyiladi, agar u
yuqoridan yarim uzluksiz va ixtiyoriy ikki marta silliq v ,...,o = m —sh

funksiyalar uchun dd‘u A ddv, A...Addv__ A B"™ oqim

ddu A ddv A Add'y, A F"(w) =

_ 00 (3.1.3)
wddv, Ao Nddv NS ANddw, w € F

musbat aniglangan bo‘lsa.

Biz bilamizki, ( D, p) — finit differensial formalar fazosidagi chiziqli, uzluksiz
T funksional (kompleks qiymatli)
Frr = prr (D) = {w e (D) nc~ (D) : suppw CC D },
(n —p,n— p) = (q,q) bidarajali ogim deyilar edi.
m — sh funksiyalarning xossalari:

1) uweC? (D) funksiya m —sh (1 <m <n)bo‘ladi, faqat va fagat shu

A
holdaki, qachonki dd‘u € I' Vz° € D bo‘lsa.
2)agar u € m — sh(D) bo‘lsa, u holda u, (z) =u*xK, (z — w) standart
approksimatsiya (o‘rama) ham m — sh bo‘ladi, (j — oo da u, | u bo‘ladi)
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3) agar w,v€m—sh bolsa, u holda ixtiyoriy a,b >0 uchun
au + bve m—sh(D) :

au +bve m—sh(D) = A(u),A(v) el’ a,b>0

ekanligidan
a\ (u) + bA (v) el =au+tbvem— sh(D) bo‘lishi kelib chiqadi.
4) psh=n—sh C...C1—sh =sh
5)agar -y (t)— t € R, parametrning o‘suvchi qavariq funksiyasi va
u € m —sh bo‘lsa, u holda v ou € m — sh bo‘ladi.
6)tekis yaqginlashuvchi yoki kamayuvchi m —sh funksiyalar ketma-
ketligining limiti yana m — sh bo‘ladi.
7)chekli sondagi m — sh funksiyalarning maksimumi m —sh funksiyadan

iborat bo‘ladi; ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan {ue} C m—sh

m-subgarmonik funksiyalar oilasining supremumi u(z) = {sgp u, (z)}
regulyarizatsiyasi u * (z) ham m —sh bo‘ladi.m —sh C sh  ekanligidan
{u(z) <u* (z)} —to‘plam  C" ~ R*"da polyar to‘plam bo‘ladi.Qisqacha
aytganda wuning Lebeg o‘lchovi mnolga teng. Ixtiyoriy lokal tekis

chegaralangan u t Cm—sh  funksiyalar = ketma-ketligining  limiti
J

u (z) = limu, (z) regulyarizatsiyasi u* (z) ham m — sh va

j—o0

{u(z) <u* (z)} — polyar to‘plam bo‘ladi.
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8)agar u € m —sh bo‘lsa, u holda ixtiyoriy P C C" kompleks gipertekislik
uchun u |,€ sh _ bo‘ladi.

Hagiqatdan, gessianning 4-xossasidan foydalanib, A\,u € I' ~ vektor uchun

St H, ()2 i () L (2)
J

J

W= (O,...,O,l) deb oladigan bo‘lsak, %Hm ()\) =H (')\) >0 . Bu shuni

n

anglatadiki, agar A= ()\ .,)\n_l,)\n) el bo‘lsa, u  holda

190

1777777 \n—1 m—1

A=(Nh, ) €T

bo‘ladi. Endi u € m —sh(D) va P C C" gipertekislik bo‘lsin.Umumiylikka,
zid ish qilmagan holda biz u € C° (D), P = {zn = O} deb faraz qgilamiz va
u|,= u('z,O) € sh_ekanini isbotlaymiz.

A= ()\1,...,)\77/) —U = (u]k) .3,k =1,2,...,n matrisani xos qiymatlari bo‘lsin.
“:<“17'“7“n_1)_ esa 'Uz('ujk) , g k=12....n—1 matrisani  xo0s
giymatlari  bo‘lsin.  Unitar  almashtirishlardan  keyin (tayinlangan

('ZO,O) € Dnuqgtada) U quyidagi ko‘rinishga keladi:

pw, 0 ... 0 u -
V=10 o

M"—l n—lﬁ

U - - — -

nl n2 nn—1 nn

u(z) € m—sh ekan, u holda (ixtiyoriy tayinlangan ¢ & R, parametr
uchun) u, (z) = u(z) + t‘zn ‘2 € m — shbo‘ladi.
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Natijada A (t) = A(ut) € I'  vektor yuqorida isbotlanganiga

ko'ra'A(t) = (A (t).- A, ,(#)] €T, , . Boshaa tomondan A(t) ushbu

A=—p, 0 .. 0 u -
0 0 . A—p | u o -
U - - U — A—t—u -
nl n2 nn—1 nn

tenglamaning ildizi.Yana almashtirishlar bajarsak,

U -
A—p, 0 L 0 —n
t
_ =0
O O )\ _ Mn_l nt—ln
A—U -
U - U- ... U — —m 1]
nl n2 nn—1 t

t— oo da )\j (t) — U 'A(t) €' | ekan, u holda I' | ning yopiqligidan
peT, | yami ul,=u("20) € (m—1)—sh ekanligi kelib chiqadi.
8-xossa isbotlandi.

Garmonik va m — sh funksiyalar kesishmasi plyurigarmonik funksiya
bo‘lishi B.Abdullayev va M.Vaisovalar [23 ga qarang] tomonidan
isbotlangan. Biz bu haqdagi teoremani quyida keltirib o’tamiz hamda bu
teoremani m — sh funksiya ta’rifi va gessianning xossalaridan foydalanib
isbotlaymiz:

3.1.1-teorema. Agar wu(z) funksiya bir wvagqtda garmonik va

m — subgarmonik bo‘lsa, u holda bu funksiya plyurigarmonik bo‘lads.
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Isboti. Teoremani k£ = 1,2 holda ko‘ramiz

r(ddcu) A [ddc zf]n_l =0= HMN=XA+A+.+X =0

n—2
(ddcu)Q/\[ddc zf] >0 = H,(A\)=A\+AN ot A A >0
L

n—1"n —

Tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.Bu yerda oddiy arifmetik va

mantiqiy mulohazalardan

ni hosil gilamiz.

HXA) =+ 2 +..+4,) =0
Hy(2) = Ay + Al 4ot A 2 20

H (X\) > Oligidan foydalanib sistemaning 1-tenglamasini quyidagicha
yozib olamiz
{H?() = A2+ .42 +2H,(1) = 0
Bundan esa
VN 0 = —2H,(\) <0
tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik fagat A = 0,A, = 0,....,A = 0 yechimlarga
ega. Demak u(z) D sohada plyurigarmonik funksiya bo‘ladi.

Teorema isbotlandi.

3.2. Kuchsiz m —subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari
3.2.1-ta’rif Agarda D C C" sohada aniglangan u(z) € L;oc (D)
funksiya:

1) D sohada yuqoridan yarim uzluksiz, ya’ni

0

g (2) =t sup () < o)
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2) D sohada ddcu/\[ddc

9 n—m
z‘] >0, 1<m<n, yani

YVwe F<m_1’m_1> uchun

Z‘Q]"—m (w) = u [ddc

sohada m —wsh  funksiya ((n —m + 1) o‘lchamli  kompleks tekisliklarda

dd‘u N\ [dalc

zr] ANdd‘w >0, bolsa, bu funksiyaga D

subgarmonik funksiya) deyiladi.

Bunday funksiyalar sinfini m —wsh(D) orqali belgilaymiz. Bu yerda
“w?” harfi bu sinfni m — sh sinfdan ajratish uchun ishlatilgan.
D c C" sohada m — wsh funksiyalar ham ayni paytda D C R*" da ham
subgarmonik bo‘ladi.

Binobarin, subgarmonik funksiyalarning barcha xossalari m — wsh
funksiyalar uchun ham o‘rinli.

Quyida m — wsh funksiyalarni ba’zi muhim xossalarini keltiramiz:

1) m — wsh funksiyalarning nomanfiy koeffitsiyentli chiziqli kombinatsiyani

m — wsh funksiya bo‘ladi ya  ni

uj<z>€m—wsh<D> a; € R, (j:1,2,...,N> =>

a,uy (z) + a,u, (z) + .ot ayuy (z) eEm — wsh(D);
2) Monoton kamayuvchi m — wsh funksiyalar ketma-ketligining limiti

m — wsh  funksiya bo‘ladi ya" ni u, (z) €Em — wsh(D)
u<Z> > ujH(z) ; (j = 1,2,...) = lim uj(z) € m — wsh(D);

j :
j—00

3) Tekis yaqinlashuvchi m — wsh funksiyalar ketma-ketligi m — wsh

funksiyaga yaqinlashadi ya ni agar

u,(z) € m —wsh(D), (j = 1,2,...),uj(z):§u<z>

bo‘lsa u holda u(z) € m — wsh (D) bo'ladi.
4) (Maxsimum prinsipi.) Agar u(z) € m — wsh (D) funksiya va biror

z° € D nuqtada maksimumga erishsin,ya’ni
u(z") =supu(z) (3.2.1)

zeD

Unda u(z) = const bo’ladi.
5) Agar u(z)em—wsh(D) bo‘lsa,u holda uj(z):u*Kl/j(z—w) ham
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m —wsh(D) bo‘ladi,hamda j -0 u (z)du(z);
Bunda K, ;(2)= j”K( jz), K — standart cheksiz silliq yadro

suppK c B(O,l) )

jnK(z)dV = | K(z)av=1.

B(0,1)
Quyidagi  teorema  bizga m — wsh  funksiyalarni  geometrik
xarakteristikasini tushinishga imkon beradi.
3.2.1-teorema. D C C" sohada aniqlangan va yuqoridan yarimuzluksiz
u funksiya m — wsh bo‘lishi uchun, ixtiyoriy (n —m + 1)-o‘lchamli 1T c C"
kompleks tekislikda
ul, € sh(IN D) (3.2.2)

bo‘lishi zarur va yetarls.
Isbot.(Zaruriyligi) u € m—wsh(D) bo‘lsin. 5) xossaga ko‘ra wu
funksiya cheksiz silliq u; funksiyalar ketma- ketligi bilan yaqinlashishi

mumkin. w; | u, u; € m—sh(D)NC>(D). II CC" kompleks tekislikni
fiksirlaymiz, bunda dim Il =n—-m +1 u(z) e m —wsh (D)Va II da

9 \P ™ 9 \P ™M
g ¢
II

2 n—m
¢ ]

zr] forma (n—m+1Ln—m+1)

bazis olamiz. U holda [ddc

= [ddc

ortonormal §,....,§

bo'lib,

dd"u; N [ddc

9 n—m
g

bo‘ladi. Shuning uchun ddcuj/\[ddc

o= ddu, H/\[ddc

bidarajali musbat differensial formadan iborat bo‘lishidan

dd"u; N [alalc

zf]\n >0 bo'lib, bundan  dd‘u |, /\[ddc

5\2] >0 kelib

chiqadi. Bu esa u €sh(IIND) ni bildiradi. Shuningdek j— oo da
1€ sh(D) bo'ladi.

u, - u‘n , u holda u

(Yetarliligi.) Dastlab yuqoridan yarim uzluksiz u(z) funksiyalarni
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(3.2.2) shartni qanoatlantiruvchi xossalarini ko‘rib chigamiz. (bu xossalar
yordamida teoremani yetarliligini isbotlaymiz).

1) a...,a, >0 musbat koeffisentli ou, +...+au,  cheklita yig’indi
(3.2.2) shartni qanoatlantiradi agar fagat w,...,u, lar ham bu shartni
ganoatlantirsa.

2) (3.2.2) shartni qanoatlantiruvchi kamayuvchi yoki tekis
yaqinlashuvchi {u]} funksiyalar ketma-ketligi (4) tipdagi funksiyaga
yaginlashadi.

3) (3.2.2) shartni  qanoatlantiruvchi « funksiya wuw=—oco yoki
uel (D)

Haqgiqatdan, w-yuqoridan yarim uzluksiz va w© yuqoridan lokal
chegaralangan. Bu bo‘yicha biz umumiylikni buzmasdan D da u <0 deb
qabul qilish mumkin. » funksiya 2’ =0 nuqtada u(O)i—oo bo‘lsin. U

holda ixtiyoriy fiksirlangan 1150, dimII=n—-—m+4+1 tekislikda u‘n
funksiya D (Il da subgarmonik bo‘ladi. Binobarin,

u(0) < ul dV 1, (3.2.3)

n—m-+1 B(O.ﬂ‘")ﬂﬂ
n—m-+1

bu yerda B(O, r) = {Hz” < r}—shar, dV |, — da hajm elementi va

V. .. birlik shar hajmi. Bunda, ixtiyoriy I150,dimIl=n—m+1. uf,
funksiya IIN B (O,r) da tekis chegaralangan bo‘lib. Fubini teoremasiga
ko‘ra (3.2.3) tengsizlikdan

—00 < (z)dz <0

Blos)
ekanligi kelib chiqadi.
Bu esa u funksiya 0 nuqta atrofida lokal integrallanuvchiligini bildiradi va
bundan ixtiyoriy B(zo,r) 2" € D,r>0 shar bo‘yicha u funksiya
integrallanuvchi.

Izoh: Bu yerda Fubini teoremasini biz 0 nugtadan o‘tuvchi kompleks
tekisliklarni yig’ish bo‘yicha olamiz.

Ma’lumki bu Grassman ko‘pxilligi. M

n,n—m-+1

u € LI/O . (D) ligini isbotlash

uchun Fubini teoremasini qo‘llash mumkin. (M

n,n—m-+1

ko‘pxillik bo‘yicha
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emas) biror L > 0,dim L = n —m olchamli tekisliklarda o‘tuvchi barcha II
kompleks tekisliklar bo‘yicha qo‘llash mumkin.Bunday P tekisliklar
proektiv P! fazoni ifodalaydi va u(z) €L (D) ni isbotlash uchun biz

quyidagi Fubini formulasidan foydalanishimiz mumkin.
f u(z)dv = [ " [ ol (z)dV l (3.2.4)

B(O.,r) nepm1i B(O.,r)ﬂH
bu yerda w —Fubini-Shtudi proektiv fazosida standart forma.

4) Agar u (4) shartni ganoatlantirsa u holda wu (z):u*k

o

z) Bu

—

— =

o‘rama ham bu shartni qanoatlantiradi. 7 — oo da u, (z)lu

munosabatdan

u =u*k (z — w) = 7" [ uw(w)k(j(z — w))dw = [ u(z+ E)/~<;(w)dw

J R?I, Rn ]

L=

(3.2.5)
kelib chigadi.
Birinchi integral cheksiz silliq funksiyani ifodalaydi ikkinchi integral
esa m —wsh funksiyani ifodalaydi wu, (z) l u(z) yaqinlashishi (3.2.4)
formuladan kelib chigadi.
4) xossaga ko‘ra u, (z) ! u(z) mumkin. Shuningdek u € C* va
u, |p dim, [T =n—m +1~ oflchamli ixtiyoriy II kompleks tekislikda

subgarmonik, u holda kesimda subgarmonik funksiya

ddu, /\[ddc zf] [ >0
J
bo‘ladi.

Bu esa ddcuj/\[alalc

zf]n_m\nzo ligini  bildiradi. u (=) | u(2)

yaqinlashtirishdan Potok ma’nosida dd‘u N [ddc zr] >0 va

u € m — wsh (D) kelib chigadi.
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3.3. KUCHSIZ m — SUBGARMONIK FUNKSIYALARNING
m — SUBGARMONIKLIK XUSUSIYATLARI
Ushbu funksiyani qaraymiz:
u=[(z,+7) + (2, +7) + (3, + 7, )] = In|z +2H2 = 1n(a;f + 1 +x§) +1n2
bunda z,=x,+uw,)=123.
Ko‘rinib turibdiki, bu funksiya D sohada 3 —wsh funksiya emas, ya’ni
sohada plyurisubgarmonik funksiya emas. Bu funksiya subgarmonik
funksiya, ya'ni Au > 0.Endi biz bu funksiyani C®da 2-wsh funksiyadan
iborat ekanligini ko‘rsatamiz:

Dastlab quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:

8u: 1 2(2 +Z—):2zl+z1;
82 —2 1 1 —2
1 ‘z—kz ‘z—kz
ou 1 _ z.+z
8z P (2, +7%) =2—= _22 ’
2 ‘24—2‘ ‘24—2‘
ou 1 _ z +z_
oz 2 (2, +7) =2—2—2;
3 ‘z+z‘ ‘z+z
1 -
gu - 2.2(zn+zn)_ - +_;’
“n P+3‘ %+z
2
a2 e m)Aem) 2 s 4E)
0207 ‘z —I—z‘4 ‘z—l—Er ‘Z—I—Er ‘z —I—Zr
)u. = 0*u 20z, +7) 2z, +7%) (2, +7)(2% +7)
0207, ‘z +z‘4 ‘z+z‘4
3) O (2, +72,)(2, + Z,)
P 0207, ‘z + 2‘4
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Ou_ (7T

1) Uy = 92 0% - 4 ’
2,02 ‘Z + 7‘
5) u-= Ou — 2 _ 4(Z2 +32)2 )
g
6) u = 82u_ — 4 (7, +22)(Z34+ z,) :
822823 ‘Z + E‘
O*u (z, +Z)(2, +7,)
7) u3i — — = _4 1 1 34 3 ;
823821 ‘Z + E‘
8) u- = Ou — 4 (22 + 22)(Z3 + 53) _ 0*u _ 2 . 4(23 + 33)2 )
02,07, | + 2‘4 B 02,07 |+ Er |+ 7‘4
2 = v -
L O :—4(Z8+Z8)(Zt+zt),s,t:1,n;8¢t
O*u 2 Az, +7) —
u- = — = i~ —, s=1n
> 4| 0% 0*u
w=(ddu) Add" |o] = 2|-"——dz AdF, +——dz A7, +
202,07, 02,07,
2 2 2 2
O o ndz,+ -2 dz ndz + -2 o ndz, +-L Y dx ndz, +
821023 2,07, 822 z, 2,07,
2 2 2
U g niz+-0" gz Nz, + -2 dx ndz |
02,07, 02,07, 02,07,

/\%(dzl NdZ, +dz, A dZ, + dz, A dZ,) =

1
1

dz, Ndz, Ndz, \dz, +

0*u N 0*u
020z, 02,07,
N 0*u N 0*u
02,07, 823033
0*u 0*u

—+ —
02,07, 8%8%

dz, Ndz, N d23 A d33 +

sz/\dEQ/\dz?)/\dE?)—l—
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0*u 0*u
dz /\dz /\dz /\dz +
82 8z 82 82

2 2
ou dz, /\d_ Ndz, Ndz, + Ou

82 02 023821

0*u 0*u
+ dz Ndz. Ndz, \dz, +
8z1832 ! 2 3 50207

2 1

+ dz, Ndz, /\dz Ndz, +

+

dzg/\dZ1 /\sz/\dZQ—I—

sz A dEl A dz3 A dig

(1,1) bidarajali ixtiyoriy v = %dﬁ Ad{ forma uchun (bunda
dl = adz +a,dz, +adz,)

v — %dg Adl = %Ualf dz, \NdZ, +a@dz, \dzZ, +a@,dz, A dZ, + aadz, A dz +

2 2
+‘a2‘ sz A dEQ + aQCTdeQ A d23 + agc_zldz3 A le + ag@dz3 A dZQ + ‘ag‘ d23 A dig]

dan
il el 0% 0*u
vAw=——||a + dz Ndz Ndz, Ndz. Ndz, \dz, +
|l |2z T g | N Ay A N
+a Ou dz /\dz /\dz /\d_/\dz /\dz +
1282(%
_ 0l _ _
a,a, Ep (931 dzl/\dz3/\d23/\d21/\dz2/\dz2—|—
82
a,a, dz /\dz /\dz /\dz /\dz /\dz +
8282
2| 0% 0*u
a + dz Ndz Ndz, Ndz. Ndz, \Ndz, +
‘1‘ 8z18§1 8z38§3 ! ! 2 2 3 3
_ Ol _ _
a,a, 5, (922 sz/\dz3/\dzl/\dZI/\dz3/\dz3+
0*u _ _
+a, 18282 dz /\dz /\dzl/\sz/\dZQ/\dzg—l—
_ 0% _ _
+a,a, 822823 dzg/\dZQ/\dzl/\le/\dZQ/\dzg—l—
2 2
a,[ Ou_ | 00 4 ndz Adz, NdZ, Nz, Az, =
020z, 02,07,
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0*u

—a.aq, Ou —a.a. Ou —a.a. Ou —a.a,. Ou —a.a Ou
20207 138283 218282 238282 31 0207
2 1 1 3
2 .
—a,a, Ou dz /\dz/\ dz /\dz/\ dz /\d_
828z

:a@%%A@A%%A@A%%A@,
Ifodani olamiz, bunda

22‘z+z‘—4z +7z,) Z‘Z—I—Z‘ —4(z, + 7,
+

az) = ‘al‘ +

P+4 P+4

) 2‘24—2‘ —4(z, +z) 2‘z—|—z —4(z, +7,)°
‘ 4 + 4
|2 +7] 2+7]

‘2 2‘24—2‘ —4(z, +2) +2‘z+22 4z, +7,)

4 4
k+4 z+ﬂ
_ Uz +7)(2+7) Az +7)(2+7)

172 1a3 ‘4

‘24—2‘4 ‘z—l—?

RN RN GRS CREAN
P+ﬂ P+d
4(z1 +z)( +23) 4(z2 +22)(z:3 +23) B

+a.a.

271

“+a.a

371

\ZH\

:‘ ‘ ‘ (2, +7,)+a,(z, +7)+a,z, +7)
z+z

(-ixtiyoriy  chiziqli funksiya ekan, u holda
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dd‘u N dd° zr >0, yani u funksiya R’ (:U)nuqtalardan tashgarida 2-wsh

funksiyadan iborat bo‘ladi. R’ (:U) nuqtalarda wu = —o00 bo‘ladi.

R?(a)
Demak, bu funksiya R’ (:U) nuqtalarda ham 2-wsh funksiyadan iborat

ekan.

Endi

wu=In[(z, +Z)7 +(z, +2) +(z, + 7,0 = 1nHz+zH2 = 111(:1:12 + 2 +x§)+ln2

funksiyani 2 — sh likka tekshirib ko‘ramiz:
Yuqoridagi ta’rifga ko‘ra bu funksiya 2 — sh bo‘lishi uchun

(dd“u) [ddc 2\2]2 >0

(3.3.1)

(ddcuf A [ddc zf] >0

tengsizliklar bir vaqtda o‘rinli bo‘lishi kerak edi.

Endi (3.3.1) tengsizliklar sistemasidagi 1-tengsizlikni tekshirib ko‘ramiz:

2 )3 _ _ _
(ddcu)/\[ddc zr] = %] (uﬁ—|—u25—l—u3§)al,zl/\dzl/\aZZQ/\sz/\dz?)/\dz3 =
. 3 — —_ JR—
[1] 2 g2 Ndz Ndz Adz Adz Adz. > 0
2 2 1 1 2 2 3 3
‘z+z‘

2-tengsizlikni ham tekshirib ko‘ramiz:

(dd“u) A [ddc

11 22 11 33 22 33

2 3
zr] :2[%] (w--u-4u--u-+u- -u-—

—Us UL — U U — U us)de Adz Adz, Ndzy Ndzg Ndzy =

12 21 1
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2 —\2 —\2 —\2
8@f+%) 8@f+%) 1d%+%J(%+wJ

4
- 4 —6 —i6 8
‘erz ‘z+z ‘z+z ‘z+z
—\2 —\2 —\2 —\2
4 8(22+Z2) 8(Z3+Z3) 16(Z3+Z3) (22—'_22)
—4 —6 —6 —8 +
%+z P+z P+z Z+z
—\2 —\2 —\2 —\2
4 8(z3+z3) 8(214—21) 16(214—21) (z3+z3)
-1 -6 —6 -8 -
2+ 2z Z2+z 2+ z Z2+z
—\2 —\2 —\ 2 —\2 —\2 —\ 2
16(214—21) (224—22) 16(214—21) (zg—l—zg) 16(22+z2) (zg—l—zg)
- - dV =
—8 —8 —|8
‘z+z ‘z+z ‘z+z
—\2 —\2 —\2
16 (z1+z1 +(z2—l—22 —l—(z3—l—z3
= 12_4— ) _8) ) :12__1de:— 4_4dV<0
24z 24z 24z 2+ 2

. 3 - S -
bunda dV = 2[%] dz, Ndz, Adz, Adz, Adz, Adz, . Demak,

r(ddcu) A [ddc 2\2]2 >0

22
z‘] <0

L(ddcu) A [ddc

Shunday qilib, (1) funksiya 2 — sh funksiya emas ekan.

Endi u = ln(xf + 56’22 + ...+ xz) funksiyani m —subgarmoniklikka
tekshirishda dd‘u = %[A]dzl Adz,+ ..+ A dz, Adz, | diagonal formadan

foydalanamiz. (ddcu)m AP = m!(n — m)!Hm (u)ﬂ” bo‘lgani uchun
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H (u): > A LA LA — gessian vektori musbat aniqlangan
" 1<j, <<y, <1

boﬂsa,u_hokki(dd%Qm,«[ddCZF] >0 boladi.

Dastlab (2) funksiyani ermit (uk) matritsasining A, A,...,A xos

J

giymatlarni topamiz:

2 AMex+E) o G 4E)E +E)
uﬁ—)\ u - ‘z+2‘2 ‘z+2‘4 ‘24—54
u - - .— A » (2, + é)(zn +z) 2 4(.271/ + Z}/)Q B
|2 +7| R
IR N AR
k+zr k+d4
P+ﬂ4 R T (2 +7%)

R PR

2 4(zn + En)Q
‘4

—4(z, +7,) ‘z + E‘Q ‘z +7z

Yuqoridagi determinantni hisoblash qulay bo‘lishi uchun quyidagicha

almashtirish bajaramiz:
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Shunday qilib, biz quyidagi [4 ga qarang| determinantni hisoblashga

keldik:

T, a,. a

a . . a, a, a,

. . = xl—al) xQ—aQ)... xn—an) 1+ + + ...+

: xl o al $2 o CL2 xn o arl,
a, a,- T

B ‘z+z‘4 2 4(z +§)2 _ _2‘z+2‘2—‘z+2‘4)\
B ] (P A= I B P
a, —4(z, +z) a, —4(z +z )
7, —a, 2‘z+7‘2—‘z+2‘4)\7m, z, —a, 2‘24—7‘2—‘24—2‘4)\
R B BT S D 4 : :_2_‘Z+EJ2)‘
Ly —a, X, —a, z, —a, 2—‘24—2‘)\ 2—‘Z—|—E‘)\
U-— A (= P =
1 1 [2—‘Z—|—Z‘ )\] [—2—‘24—2‘ )\]
uo e u - o +2]"
n—1
- 2_2 —A 2_2 —AI=0 :>)‘1.,2.,3.,....,n—1 - 2_2’ )\n - 2_2
‘z+z‘ ‘z+z‘ ‘z+z ‘z+z‘

n =2 da (2) funksiyani ermit (u]k) matritsasining A, A\ xos giymatlari

2
A, =% — gateng va
‘z+z
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bo‘ladi.
Demak, u = ln(xf + 56’22) =In[(z, +7,)° + (2, + 7,)’] —2In2 funksiya 1— sh

bo‘la oladi, lekin 2 — sh bo‘la olmas ekan.

v)n =3 da: A, = 2_2,)\32— 2_2
| P+z ‘z+z
H (A(u)) = A+, +2, = ~> 0
‘z+z
H, (A1) = A, + AN, + AN, =~ <0
Z+z

Demak, u = ln(xf + ) + :z;32) =In[(z, +2) + (2, +7,) + (2, +Z,)’)] —2In2
funksiya ham 1— sh bo‘la oladi, lekin 2 — sh bo‘la olmas ekan.

g)n =4 da esa (2) funksiya 2 — sh bo‘la oladi, ammo 3 — sh bo‘la
olmaydi.

n =25 da ham (2) funksiya 2 — sh bo‘ladi :

2 2
)‘1.,2.,3.,4: —2’)‘5:_ —2
P+z P+z
H () =\ + X+ X, )+, = 6 -9
1 3 4 5 —2
z+z‘
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H, (A(u)) = AN AN FAN FAN F AN F AN F AN F AN

12 8
FAN AN = —

—14
P+z

4

P+;

H3 ()\(U)) = )\1)\2)\3 + >\1)\2>\4 + >\1)\2)\5 + >\1)\3)\4 + >\1)\3)\5 + >\1)\4)\5 + +)\2A3A4 —l_ )\ZASAE) —l_

I F AN =02 18

374" 5 —16 _
P+z P+z

6

e)n =6 da esa (2) funksiya 3 —sh bo‘ladi:

2 2
)‘1.,2.,3.,4.,5 = 27 )\6 - —2
P+z P+z
H (M) =0 42 X A, +X + 4, = >0
1 1 3 4 5 6 ‘ —2
z+4

HQ ()‘<u)) = )‘1>\2 + )‘1>‘3 + >‘|>‘4 + >‘|>‘5 + >‘|>‘6 + )‘2)‘3 + >‘2)‘4 + )‘2)‘5 + >\2)\6 +

20 10
AN AN F AN FAN F AN+ AN = -

—4 —
P+z P+z

4

H, (A (1)) = A, A0, FAAA + AN F AN, HAAN AN + AN, +

+)\1)\4)\6 + Al)\f))\ﬁ + >\2>\3>\4 + >\2>\3>\5 —l— >\2>\3>\6 —l— >\2)\4)\5 —l— >\Z)\4)\6 —l— >\2)\5)\6 —l— )\ )\ )\ —l—

374" 5

AAN EAAN SN =20 20 :O:><ddcu)3/\[ddc

346 35 6 45" 6 —16 —16
P+z

P+z

9 3
z” =0
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H (A(u)) < 0 ekanligi bizga ma’lum. Demak,n =2 va n = 3 bo‘lgan

4

xususiy holda (2) funksiya subgarmonik funksiya, n =4 va n =5 da 2 — sh
funksiyva n =6 va n =7 da 3 — sh funksiya bo‘ladi.
Haqiqatdan, n =2k va n =2k +1 da

1

H (A\),H,(\),....,H (A) >0, H,_ (A <0 bolladi. Buni n =2k +1 uchun

tekshirib ko‘ramiz: Bizga ma’lumki,

2 2
)‘1.,2.,....,2k—1.,2k - —2 k+1 -2

P+z P+z

H ()\) yig’indida C  ta had ishtirok etadi va shulardan C} ta had

2k+1
musbat bo‘ladi, chunki bu hadlarda A, ishtirok etmaydi. A, ishtirok
etganlari

(2k)!
m —1)!(2k —m +1)!

Cy. —Cr =0} gateng, yami H ()\) yig’indida ( ta

2k+1
<2k)!
m! <2k _ m)!

had manfiy, ta had musbat va barcha hadlar bir xil qiymatga

ega. m < k +% bo‘lganda

(2k)! g (2k)!
(m—1)!2k—m+1)! = m!(2k—m)!

tengsizlik of‘rinli ekanini ko‘rish qiyin emas. Demak, m = L_k da

H ()\) >0va m = (k + 1),n da esa H ()\) < 0 bo‘lar ekan. n = 2k uchun

ham yuqoridagi kabi mulohazalarni yuritib
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H A\),H,(A),....;H (A) >0, H_ (A <0 ekanini ko‘rish mumkin.
Shunday qilib, biz quyidagi xulosaga keldik:
Teorema.
- 2 2 2\ —\2 —\2 —\2
u = hrl(a:1 + 2, +.. a;n) =1In[(z, +7) +(2,+7) +..+ (2, +Z )] —2In2

n

funksiya 1 <m < 5| n > 2 bo‘lganda m — sh bo‘ladi.
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IITI BOB bo‘yicha xulosa
Ushbu bobda Kuchsiz m — sh funksiyalarning m — shlik xususiyatlari
misol yordamida o‘rganildi. Bu misolni kuchsiz m — shlikka tekshirishda
Differensial formaning xossalaridan foydalanildi. m — shlikka tekshrishda
esa chiziqli algebra usullaridan keng foydalanildi. Olingan natijalar va
usullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va kompleks

analizning tadbiqlarida qo‘llanilishi mumkin.
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XULOSA

Dissertatsiya kuchsiz m —subgarmonik funksiyalarning
m —subgarmoniklik xususiyatlarini o‘rganishga bag‘ishlangan.

Dissertatsiyadan olingan asosiy natijalar yuzasidan quyidagi xulosaga
kelindi:

Agar w(z) funksiya bir wvaqtda garmonik wva m — subgarmonik
bo‘lsa, u holda bu funksiya plyurigarmonik bo‘lishi isbotlandi.

m —subgarmonik funksiyalarni o‘rganish jarayonida B.I. Abdullayev
tomonidan
u = ln(azf + ) + :z;;) =In[(z, +2) + (2, +7,) + (2, +7)]—-2n2, (bunda
z,=x +wy,j =123, ) funksiyaning 1—wsh va 2 — wsh sinflariga
tegishli ekanligi isbot qilingan edi. Shuningdek,  bu funksiyaning
2 —subgarmoniklikka, ya'ni 2 —sh sinfiga tegishliligi masalasi ko‘tarilgan
edi. Ushbu dissertatsiya ishida ushbu funksiyaning C’da 2 —sh funksiya

n

emasligi  va u = ln(xf + 56’22 +...+ a:z) funksiyaning 1<m <|—|, n >2

shartda m —subgarmonik bo‘lishi isbotlandi.
Umuman, dissertatsiya ishidagi olingan asosiy natijalar yangi bo‘lib,
kompleks o‘zgaruvchining funksiyalar nagzariyasining keyingi rivojida

go‘llanilishi mumkin.
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