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Kirisiw 

Teoriyalıq fizika kursında operatorlar algebrasına tiyisli temalarda, máselen 
[1] ádebiyattıń XII bap § 2.11 Orbital mexanik moment operatorınıń Dekart 
koordinatalar sistemasınan Sferalıq koordinatalarda sistemasına ótkeriliwi tolıq 
emes hám belgilewlerde aljasıwǵa jol qoyılǵan. Davidov avtorlıǵindaǵı kvant 
mexanikası oqıw qollanbası [2] tıń II bap 16 § ta Iymek sızıqlı koordinatalar 
sisteması haqqında qısqasha maǵlıwmat berilgen hám Laplas operatorınıń Dekart 
koordinatalar sisteması hám Sferalıq koordinatalarda jazılıwı keltirilgen. Usı kitap 
[2] tıń B.– Matematikalıq qosımshasında orbital mexanikalıq momenti operatorınıń 
Dekart koordinatalar sistemasınan Sferalıq koordinatalar sistemasına ótiwi berilgen 
bolsa da, menshikli tuwındılar esaplanıwı keltirilmegen.  

Operatorlar menen islew, olardı bir koordinatalıq sistemadan ekinshi 
koordinatalıq sistemaǵa ótkeriw joqarıda kórsetip ótilgeni sıyaqlı ayırım 
kemshilikler Teoriyalıq fizika kursın, operatorlar menen baylanıslı temalardı, 
ózlestiriwlerin, álbette, qıyınlastıradı. Sol sebepli, házirde pedagogikalıq 
institutlardıń fizika hám astronomiyanı oqıtıw metodikası qánigeligi baǵdarında 
bilim alıp atırǵan studentler ushın mólsherlep jazılǵan operatorlardıń hár túrli 
koordinatalar sistemasında jazılıwın bayan etiwshi oqıw-metodikalıq qollanbasınıń 
jaratılıwı aktual másele esaplanadı. Avtorlar oqıw-metodokalıq qollanba 
mashqalanı az bolsa da jumsartıwǵa, oqıwshılar ushın paydalı derek boladı degen 
úmitte.  

Oqıw-metodokalıq qollanba quramlılıq jaqtan tómendegishe dúzilgen.  
Qollanbanıń 1-, 2-, 3-, 4- hám 5- paragraflarında oqıwshı názerine iymek sızıqlı 

koordinataları, maydan funkciyasınıń keńislik tuwındıları hám olardıń iymek 
sızıqlı koordinatalarda menshikli tuwındılar koordinatalar sistemalarda jazılıwı 
házirde taptırmas derekke aylanǵan [3] tıń oqıw qollanbası boyınsha keltirilgen. 

§6 Dekart koordinatalar sistemasınan Sferalıq koordinatalar sistemasına ótiw 
isletilgen menshikli tuwındılar qanday esaplanıwı tolıq táriyplep berilgen.  

§7 Dekart koordinatalar sistemasınan Cilindirlik koordinatalar sistemasına 
jáne bir (alternativ) usılda ótiw berilgen. 

§8 Esaplanǵan menshikli tuwındılardan paydalanıp, orbital mexanikalıq im-
puls momenti operatorınıń Dekart koordinatalar sistemasındaǵı qurawshıları hám 
orbital mexanikalıq impuls moment operatorı kvadratınıń Sferalıq hám Cilindrlik 
koordinatalar sistemasına ótkeriliwi tolıq kórsetilgen.  

§9 Teoriyalıq fizika kursınıń elektrodinamika hám kvant mexanikası bólimler-
ine tiyisli ayırım máseleler shesiliwi berilgen. 

Qollanba aqırında juwmaq, qısqasha glossariy hám paydalanılǵan derekler 
menen juwmaqlanadı.  

Qollanba tekstinde isletilgen qısqartpalar. 
DKS – Dekart koordinatalar sisteması.  
SfKS – Sferalıq koordinatalarda sisteması. 
CKS – Cilindrlik koordinatalar sisteması. 
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§ 1. İymek sızıqlı koordinatalar 

Dekart koordinatalar sistemasınıń kósherleri tuwrı sızıq hám óz-ara 

perpendikulyar, yaǵnıy x, y, z, koordinatalar tuwrı sızıqlı ortogonal koordinatalar. 

Bul koordinata noqatı radius-vektornıń Dekart komponentleri bolıp tabıladı.                    

(1-súwret): 

.kzjyixkrjrirr zyx


                          (1.1) 

Bul jerde kji


   ,  ,  sáykes túrde x, y, z kósherler boyınsha jónelgen birlik ort 

vektorlar. .  ,   , jikikjkji


  Bazı bir máselelerdi tekseriwde noqattı 

Dekart koordinataları menen anıqlaw artıqsha qolaysızlıq tuwdıradı.  

 

1-súwret. Dekart koordinatalar sisteması. 

Keńislik noqatın anıqlaw ushın tekserilip atırǵan máseleniń tábiyatına qarap úsh 

   , , 321 qqq muǵdarlar isletiwge tuwrı keledi. Keńislik noqatın anıqlawshı 

   , , 321 qqq muǵdarlar noqattıń iymek sızıqlı koordinataları dep ataladı. Noqattıń iymek 

sızıqlı koordinatalar menen Dekart koordinataları arasında tómendegishe baylanıs 

bar: 

q q (x,y,z)
i i
                                                (1.2) 

hám kerisinshe: 

) , ,( 321 qqqrr ii                                             (1.3) 

yamasa 

),,( kji qqqrr


                                           (1.4) 

)3,2,1( i
i

q  funkciyalar ushın izobetler: 

ii Czyxq  ) , ,(  

boladı. 
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Bul , , i j kC C C  konstantalarǵa túrli mánisler berip, úsh shańaraqtı quraǵan izo-

betlerdi tabamız. Bul izobetler koordinatalıq betler dep ataladı. Keńisliktiń qálegen 

noqatında hár shańraqqa tiyisli birewden izobet ótsin. Demek keńisliktiń qálegen 

noqatınnan koordinatalıq bet ótedi. Bul koordinatalıq betlerdiń hár ekewi bi-

rinshisin kesip ótedi. Eki koordinatalıq bettiń bir-birin kesiw sızıǵı koordinatalıq sızıq 

dep ataladı. 2-súwrette iiCq  koordinatalıq bet iq  -bet hám iq  –sızıq dep kórsetildi.  

Máselen ii Cq   hám jj Cq   koordinatalıq betlerdiń bir-birin kesiw sızıǵında 

ji qq   ,  ózgermeydi, kq  bolsa ózgeredi. M noqatta koordinatalıq sızıqlarına urınba 

iymek sızıqlı koordinatalardıń artıp baratırǵan táreplerine qaratılǵan birlik vektordı ji ee


  ,  

hám ke


 arqalı belgileyik. Eger bul birlik óz-ara perpendikulyar bolsa, iymek sızıq koordi-

natalar ortogonal koordinatalar dep ataladı. Bunnan keyin biz tájriybede 

ushraytuǵın zárúr ámellerdi názerde tutıp, tek ǵana ortogonal iymek sızıq koordi-

natalar menen ǵana sheklenemiz. Ortogonol iymek sızıq koordinatalar anıqla-

masına muwapıq: 

ikki ee  )(


                                                      (1.5) 

boladı. 

 

2-súwret  Eki koordinatalıq bettiń bir-birin kesip ótiw sızıǵı 

Bul jerde i menen k indeksleri birden úshke shekem ózgeredi. Shártli simvol ik  

bolsa ki   bolǵanda birge teń, ki   bolǵanda bolsa nolge teń, yaǵnıy 










ki

ki
ik

,1

,0
 .                                                   (1.6) 



 6 

boladı. 

Anıqlıq ushın kji eee


  ,  ,  vektorlar orientaciyasın oń orientaciya dep alayıq. 

Birlik vektor ushın: 

jikikjkji eeeeeeeee


 ][   ,][    ,][ ,                 (1.7) 

    1][  kji eee


                                         (1.8) 

boladı. 

Hár qanday vektordıń komplanar bolmaǵan úsh vektorı boyınsha ajıralıwı 

bizge belgili.  

Demek: 

kkjjii eaeaeaa

 .                                  (1.9) 

Bul jerde 321 ,, aaa  vektor a


 nıń ortogonol iymek sızıqlı komponentleri dep ataladı. 

Olar ushın, (1.5) ne muwapıq: 

)( ii eaa

 , )( jj eaa


 , )( kk eaa


 .  

boladı. 

Radius-vektor r


 iymek sızıqlı koordinatalardıń funkciyası (1.4) bolǵan-

lıǵınan: 

3

3

2

2

1

1

dq
q

r
dq

q

r
dq

q

r
rd



















                (1.10) 

boladı. 

Radius-vektor r


 dan 1q  boyınsha menshikli 
1q

r






 tuwındı alǵanda 32  , qq   óz-

germes dep esaplanadı. Demek, tek ǵana 1q  diń ózgeriwi menen ǵana baylanısqan 

radius-vektorınıń aqırı 1q  koordinatalıq sızıq boyınsha ǵana ózgeredi, yaǵnıy bul 

jerde 1q  koordinatalıq sızıq radius-vektorınıń godografı bolıp tabıladı. Sonıń ushın 

1q

r






 vektorınıń baǵıtı 1q  koordinatalıq sızıqtıń urınba baǵıtı menen birdey. 

Nátiyjede tómendegishe jazamız: 

1

11

e
q

r

q

r 










. 

Tap usılay 

2

22

e
q

r

q

r 










, 

3

33

e
q

r

q

r 










. 
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Bulardı (1.10) formulaǵa qoyamız: 

33

3

22

2

11

1

edq
q

r
edq

q

r
edq

q

r
rd

























 .                       (1.11) 

(1.1) hám (1.3) lerine muwapıq: 
2

1

2

1

2

1

2

11

























































q

z

q

y

q

x

q

r

q

r


, 

2

2

2

2

2

2

2

22

























































q

z

q

y

q

x

q

r

q

r


, 

2

3

2

3

2

3

2

33

























































q

z

q

y

q

x

q

r

q

r


. 

Joqarıdaǵı 
321

,,
q

r

q

r

q

r














vektorlar koordinatalıq vektorlar dep ataladı. Koordi-

natalıq vektorlarıdıń modullerin ańlatıwshı arnawlı belgilerdi kirgizeyik: 


























































































































































2

3

2

3

2

33

3

2

2

2

2

2

22

2

2

1

2

1

2

11

1

q

z

q

y

q

x

q

r
H

q

z

q

y

q

x

q

r
H

q

z

q

y

q

x

q

r
H







.                       (1.12) 

Bul H1, H2, H3 ler Lame koefficientleri dep ataladı.  

(1.12) in (1.11) ne qoyamız: 

333222111 edqHedqHedqHrd


 .                           (1.13) 

Bul jerde H1 dq1, H2 dq2, H3 dq3 sanlar radius vektor elementi rd


 diń iymek sızıqlı 

komponentleri bolıp tabıladı. 

Radius-vektorı elementi modulin ds  arqalı belgileyik: 22 )(   , rddsdsrd


 . 

(1.5) hám (1.13) lerine muwapıq: 
2

33

2

22

2

1

2

1

2 dqHdqHdqHds                                  (1.14) 

boladı. 321   ,  , qqq  koordinatalıq sızıqlar boyınsha noqattıń elementar jıljıwların  

321   ,  , sdsdsd


  arqalı belgilesek, (1.13) ne sáykes, 















333333

222222

111111

edqHedssd

edqHedssd

edqHedssd







                                      (1.15) 

boladı. 
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Bir-birine sheksiz jaqın turǵan eki A hám B noqattı alayıq (3-súwret). 

 

3-súwret.  İymek sızıqlı paralellepiped 

A noqattan ótken úsh koordinatalıq bet penen B noqattan ótken úsh koordina-

talıq bet sheksiz kishi iymek sızıqlı parallelepiped payda etedi. Bul elementar paral-

lelepipedttiń tárepleri (1.15) ne muwapıq: 















333

222

111

dqHds

dqHds

dqHds

                                             (1.16) 

boladı. 

Elementar parallelepipedtiń tárepleriniń júzleri: 

 

 

  .

,

,

2121213

1313132

3232321

dqdqHHsdsdd

dqdqHHsdsdd

dqdqHHsdsdd



















                                (1.17) 

Elementar parallelepipedtiń kólemi (1.15) hám (1.8) lerine muwapıq: 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3dV ds ds ds H H H dq dq dq                (1.18) 

boladı. 
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§2. Maydan funkciyasınıń keńislik  tuwındılarına  qısqasha anıqlama 

Fizika kursında hár túrli maydanlar úyreniledi. Skalyar hám vektor may-

danlar elektrodinamika kurslarında kirgiziledi. Mısalı potencial ),( maydan 

kernewlilik ),( HE


 hám maydan indukciası ),( BD


 maydanları. Bul maydanlar                                          

zaryadlar, toklar menen anıqlanadı hám Maksvell teńlemeleri arqalı tolıq dálillene-

di. Maksvell teńlemelerin integral hám differenciyal kórinisinde jazıw múmkin: 

Integral kórinisi: 

(SGS-ólshew birlik sisteması) 

 
VS

dVsdD 4


    (2.1)           0
S

sdB


                                       (2.2) 

sd
t

B

c
ldE

SГ





 





1
       (2.3)            




SГ

sd
t

D
j

c
ldH





)

4

1
(

4




  (2.4)   

Differncial kórinisi:   

4D div 


              (2.5)                 0B div 


                               (2.6)  

        
t

B

c
E







 1

rot            (2.7)                 
t

B

c
j

c 





 14

Hrot  


           (2.8) 

 Sonıń menen birge maydan kernewliligi hám potenciyal arasında  

 gradE


     yamasa     








r
E 


 

baylanısı bar. Maydan potenciyalı Puasson teńlemesin sheshiw arqalı tabıladı 

 4                                             (2.9) 

Kvant mexanikasında da bólekshe maydan dep qaraladı hám onıń jaǵdayı 

Shryodinger teńlemesi járdeminde xarakterlenedi 

t
iu

m 





 



2

2

 .                           (2.10) 

Joqarıdaǵı formulalar gradient, divergenciya, rotor hám ∆ operatorları arqalı 

ańlatılǵan. Demek, bul qanday ámellerdi orınlaydı? Olar qanday analitikalıq for-

mulalarda berilgen? Olar ortasında óz-ara baylanıs barma? Olar qanday fizikalıq 

mánige iye? Bul sorawlarǵa juwap tabıw ushın tómendegi vektor hám skalyar 

maydanlardı xarakterlewshi muǵdarlar ústinen bazı ámellerdi hám táriyplewlerdi 

[3] qa muwapıq keltiremiz. 

Berilgen noqatıń skalyar funkciyanıń jabıq bet boyınsha skalyar funkciya inte-

gralı  Sd


  ti alayıq. Bul integraldıń jabıq bet penen shegaralanǵan V kólemge 

qatnasın dúzemiz:  V

Sd



. Berilgen noqattı qorshap alǵan jabıq bettiń, formasınan 

qatıy  názer, sheksiz kemeyiwi  menen  birge, ol  shegaralanǵan  kólem nolge 

umtıladı. Sol shárt orınlanǵanda joqarıdaǵıday dúzilgen  qatnastıń bar hám  anıq 
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limiti skalyar funkciyanıń  diń berilgen  noqattaǵı gradienti dep ataladı hám 

 grad  arqalı belgilenedi. 

  Sd
V




1
lim grad                                           (2.11) 

Skalyar funkciyanıń berilgen noqattaǵı gradienti usı skalyar funkciyanıń  usı 

noqattaǵı keńislik vektor tuwındısı dep ataladı. Keńislik noqatın qorshawshı jabıq 

bet boyınsha alınǵan maydan vektor funkciyasınıń eki túrli integralı bizge belgili: 

  Sda


  hám   aSd


.   

Bul integraldıń keńislik noqatın qorshawshı jabıq bet boyınsha shegaralanǵan 

kólemge qatnasın dúzemiz:  

  aSdSda
V



V

1
   ,

1
. 

Berilgen  noqattı jabıq  bet  penen qorshap alǵan jabıq  bettiń sheksiz kemeyiwi 

menen birge, birinshi qatnas qandayda bir anıq muǵdarǵa, ekinshi qatnas bolsa 

anıq vektor muǵdarına  umtıladı.  

Birinshi qatnastı ańlatıwshı skalyar muǵdar a


 vektorınıń berilgen noqattaǵı 

divergenciyası dep ataladı hám a


 div  kórinisinde jazıladı. Ekinshi qatnastıń  limi-

tin  ańlatıwshı vektor  muǵdar a


vektorınıń berilgen noqattaǵı iyrimi dep ataladı 

hám a


rot  kórinisinde jazıladı. Solay etip, joqarıdaǵı táriyplewlerge muwapıq:  

 


Sda
V

a
V

 1
lim div

0
,                                             (2.12) 

 


aSd
V

a
V

 1
limrot 

0
,                                            (2.13) 

                                                             ][ aSdaSd


 .            

boladı.  

Joqarıda kórsetilgenindey skalyar funkciyanıń gradienti, vektor divergenciyası hám 

vektor iyrimi táriypine muwapıq keltirilgen formulalardan  belgili, funkciyanıń ba-

zı bir keńislik tuwındısın biliw ushın berilgen noqattı qorshap alǵan sheksiz kish-

kene bet normalına usı funkciya sáykes túrde oń tárepinen kóbeytilip, soń kerekli 

limit alınadı. Bul matematikalıq ámeldi ańlatıw ushın usı simvol qabıl etilgen: 


 dSn

VV

1
lim

0                                                  (2.14) 

Bul simvol nabla yamasa Gamilton operotorı, yamasa gamiltonion dep ataladı.  

Simvol vektorı bolǵan nabladan paydalanıp, joqarıdaǵı formulalarǵa muwapıq 

tómendegilerdi jazamız:  

,grad     ),( div aa

  ).(rot aa


  
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Ayırım ádebiyatlarda   simvolı ornına 
rd

d
  simvolı paydalanıladı. Keńislik 

tuwındılarınıń táriyplerin shártli túrde ańlatıwshı joqarıdaǵı formulalarda nabla 

simvolı menen kórsetilgen sáykes matematikalıq ámel usı simvoldıń oń tárepinde 

turǵan funkciyaǵa ǵana tiyisli. 

Simvol vektordıń DKS da jazılıwı:   

z
k

y
j

x
i

















                                         (2.15) 

Gamilton operatorı Laplas operatorı menen DKS da tómendegishe baylanısta: 
2 ,                                                (2.16) 

2

2

2

2

2

2

zyx 












 .                                        (2.17) 

Joqarıda aytılǵanlardan sonday juwmaq shıǵramız: funkciya gradienti sonday 

vektor, onıń baǵıtı funkciayanıń eń úlken ósimi menen kóbeyiwshi tárepke qaratılıp 

san mánisi (moduli) funkciyanıń baǵıtı boyınsha tuwındısına teń. 

Gradient, divergenciya hám  rotorlardıń táriypin bilgen halda olardıń iymek 

sızıqlı koordinatalar sistemasınada qanday jazılıwın qarastıramız.  

 3. Keńislik tuwındılarınıń ortogonal iymek sızıqlı koordinatalarda 

jazılıwı 
 

1. İymek sızıqlı koordinatalardıń skalyar funkciyası ),,( 321 qqq  tiń gradientin 

teksereyik. 

Skalyar funkciyanıń bazı bir baǵıtı boyınsha tuwındısı. 

. grad) grad( r

0 






l

l




 
Bul funkciya gradientiniń usı baǵıttaǵı proekciyasına teńligin bilemiz 

). grad( 0l
l


 







 
(1.15) ne muwapıq: 













































,grad) grad(
1

,grad) grad(
1

,grad) grad(
1

3

2

1

3

333

2

222

1

111










q

q

q

e
qHs

e
qHs

e
qHs







                   (3.1) 

bolǵanlıǵı ushın 

3

33

2

22

1

11

111
grad e

qH
e

qH
e

qH



















                     (3.2) 

boladı. 
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2. İymek sızıqlı koordinatalardıń vektor funkciyası bolǵan ),,( 321 qqqa


 

vektorınıń divergenciyasın teksereyik. Vektor divergenciyasınıń anıqlamasına kóre: 

V

da
a

V

 








0

limdiv                                 (3.3) 

boladı. 3-súwrettegi elementar parallelpipedtiń kólemi V bolsın. Bizdi A noqattaǵı 

vektor divergenciyası qızıqtıradı. Parallelpipedtiń jabıq bet arqalı vektordıń tolıq 

aǵımı onıń ayırım jaqlarındaǵı vektor aǵımlarınıń jıyındısına teń. Biz dáslep 

AA2B1A3A tárep penen A1B3BB2A1 tárepli ds  ke qarama-qarsı qaratılǵan, demek, 

AA2 B1 A3 A nıń bet vektorı  32  dsds  boladı. Joqarı tártipli sheksiz sızıq muǵdarlar 

názerde tutılmasa, AA2 B1 A3 A tárep arqalı vektor aǵımı bunday boladı: 

 
2 1 3

3 2
( ) ( )

AA B A A

a d a ds ds     

yamasa (1.15) hám (1.7) lerine muwapıq: 

   

.)(

)()()(

3232132321

323232232323

312

dqdqHHadqdqHHea

dqdqHHeeadqdqHHeeada
AABAA







 

                (3.4) 

AA2B1A3A tárepten ótiwde q2 menen q3  ózgermeydi, tek ǵana q1  ózgeredi. Sonıń 

ushın joqarı tártipli sheksiz kishi muǵdarlarǵa itibar qılınbasa, A1B3BB2A1 tárep ar-

qalı vektor aǵımı tómendegishe jazıladı: 

    132

1

32 )()()(

1231

dqsdsda
q

sdsdada
ABBBA







   

yamasa (1.15) hám (1.17) lerine muwapıq: 

    

 

.)(

)()(

)()()(

321321

1

32321

132321

1

32321

1323232

1

323232

1231

dqdqdqHHa
q

dqdqHHa

dqdqdqHHea
q

dqdqHHea

dqdqdqHHeea
q

dqdqHHeeada
ABBBA























   (3.5) 

(3.4) hám (3.5) lerine muwapıq,  AA2 B1 A3 A hám A1 B3BB2 A1 tarepleri arqalı vektor 

aǵımlarınıń jıyındısı tómendegishe jazıladı: 

.)()()( 321321

1
1231312

dqdqdqHHa
q

dada
ABBBAAABAA




  


 

Usıǵan uqsas qalǵan eki jup tárep arqalıda vektor aǵımlarınıń jıyındısı 

,)()()( 321132

2
2132321

dqdqdqHHa
q

dada
ABBBAAABAA




  


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321213

3

)()()(

3123231

dqdqdqHHa
q

dada
ABBBAAABAA




  


 

boladı. Sońǵı úsh ańlatpanıń jıyındısı elementar parallelepipedtiń jabıq bet arqalı 

vektordıń tolıq aǵımın beredi: 

321213

3

132

2

321

1

)()()()( dqdqdqHHa
q

HHa
q

HHa
q

da





















 


 

Elementar parallelepipedtiń kólemi (1.18) ne muwapıq 321321 dqdqdqHHHV   

boladı. Solay etip (3.3) ne muwapıq tómendegini tabamız: 






















 )()()(

1
 div 213

3

132

2

321

1321

HHa
q

HHa
q

HHa
qHHH

a


.    (3.6) 

3. Potenciyal vektor  grada


 ushın    divgrad div a


. (3.6) daǵı a


 

ornına  grad  di qoysaq: 























 )grad()grad()grad(

1
21

3

13

2

32

1321
321

HH
q

HH
q

HH
qHHH

qqq   

kelip shıǵadı. 

Gradiyent komponentlerdi (3.1) nen alıp, joqarıdaǵı formulaǵa qoyamız: 

.
1

33

21

322

13

211

32

1321 





























































qH

HH

qqH

HH

qqH

HH

qHHH


     (3.7) 

4. İymek sızıqlı koordinatalardıń vektor funkciyası bolǵan  ),,( 321 qqqa


 tiń iy-

rimin teksereyik. 

Vektor iyriminiń normal komponenti ushın berilgen integral anıqlamasın es-

leyik: 

S

lda
naa

s
n

 




)(
lim)rot (rot

0




, 



 




)(
limrot

0

sda
an




.    (3.8) 

Bul jerde sd


kontur elementi,   usı kontur menen shegaralanǵan bet. Vektor iy-

riminiń 1q  sızıqlı baǵıttaǵı komponenti aq


 rot
1

 nı tekseriw ushın kontur spatında 4-

súwrette kórsetilgen elementar iymek sızıqlı tuwrı tórt múyeshlikti alayıq. 

Bizdi A noqattaǵı vektor iyrimi qızıqtıradı. 4-súwrette kórsetilgen kontur        

menen shegralanǵan bet normalınıń baǵıtı 1q  sızıqtıń birlik vektorı e


–baǵıtı 

menen birdey boladı. Sonıń ushın kontur boyınsha júriw baǵıtı 4-súwretegidey etip 

alındı.                        
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4-súwret.  Elementar iymek sızıqlı tuwrı tórt múyeshlik 

a


 vektordiń kontur boyınsha cirkulyaciyasın tómendegishe jazıwımız múmkin 

  
AAAAAAAA

sdasdasdasdasda

332211

).()()()()(


    (3.9) 

Joqarı tártipli kishi muǵdarların itibrsiz qaldırıp, oń táreptegi integrallardı 

esaplap shıǵayıq. (3.9) nıń oń tárepindegi birinshi integral (1.15) ne muwapıq: 

2222222 )()()(

1

dqHadqHeasdasda
AA


 .             (3.10) 

Tórtinshi integraldı (1.15) formulaǵa muwapıq 

3333333 )()()()(

33

dqHadqHeasdasdasda
AAAA

 


           (3.11) 

boladı. 

(3.9) formulanıń oń tárepindegi ekinshi integral  

21

)(
AA

sda


 dı esaplawda sońǵı (3.11) 

degi  

3

)(
AA

sda


 integralǵa salıstırǵanda 1q  hám 2q  ózgermeydi, tek ǵana 3q  ózgeredi.  

Sonıń ushın 

2333

1

333 )()(

21

dqdqHa
q

dqHasda
AA







                         (3.12) 

boladı.  

(3.9) formulaniń oń tárepindegi úshinshi integral ushın tómendegishe jazamız. 

.)()(

2332

 
AAAA

sdasda


                              (3.13) 
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Tabılǵan nátiyjelerdi (3.9) daǵı óz orınlarına alıp barıp qoyamız 

.)()()( 3222

3

33

2

dqdqHa
q

Ha
q

sda



















 

Bunı (3.8) ne qoysaq hám elementar iymek sızıqlı tuwrı tórtmúyeshlik beti  

1 2 3 2 3 2 3
| [ ] |d ds ds H H dq dq     ekenligin eslesek, tómendegini tabamız. 

.)()(
1

rot 22

3

33

232
1

















 Ha

q
Ha

qHH
aq


                   (3.14) 

Vektor iyriminiń qalǵan komponentin de tap usınday jol menen shıǵarıw 

múmkin: 

.)()(
1

rot 33

1

11

313
2

















 Ha

q
Ha

qHH
aq


                  (3.15) 

.)()(
1

rot 11

2

22

121
3

















 Ha

q
Ha

qHH
aq


                  (3.16) 

Vektordıń iyrimin tabıw ushın sońǵı ańlatpalardı tiyislisine 321 ,, eee  ke kóbey-

tip soń olardıń  jıyındısın alıw lazım: 

.)()(
1

)()(
1

)()(
1

rot  

311

2

22

1

233

1

11

3

122

3

33

2

2113

32

eHa
q

Ha
qHH

eHa
q

Ha
qHH

eHa
q

Ha
qHH

a




























































   (3.17) 

Joqarıda aytılǵanlardı konkretlestiriw ushın esaplarda kóbirek ushrap tura-

tuǵın Sferalıq koordinatalar menen Cilindrlik koordinatalardı kórip shıǵayıq. 

§ 4. Keńislik tuwındılarınıń Sferalıq koordinatalarda jazılıwı 

Keńislik noqatınıń Sferalıq koordinataların r, θ, φ arqalı belgileyik. 5-súwret: 

demek, .  ,q  , 321   qrq  Keńisliktiń hámme noqatların anıqlaw ushın r di 0 den 

∞ ke shekem, θ nı 0 den 2  ge shekem ózgertemiz. x, y, z lerdi r, θ, φ ler arqalı 

ańlatıw múmkin: 















.cos

,sinsin

,cossin







rz

ry

rx

                                        (4.1) 
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5-súwret.  Sferalıq koordinatalar sistemasında birlik ort vektorları 

Koordinatalıq betler: 

1) ,1 constrq  - bular orayı O noqataǵı sferalar bolıp esaplanadı. 

2) ,2 constq  - bular ushları O noqatta hám ulıwmalıq kósheri Oz bolǵan yarım kósher 

betleri bolıp esaplanadı. 

3) ,3 constq   - bular Oz kósheri menen shegeralanǵan yarım tegislikler bolıp esaplanadı. 

Koordinatalıq sızıqlar: 

1) ,1 rq   sızıqları-bular constq 2  hám, constq 3  koordinatalıq betleriniń 

kesilisken sızıqlarınıń radiusları bolıp esaplanadı. 

2) ,2 q  sızıqları-bular constrq 1  hám constq 3  koordinatalıq betleriniń 

kesilisken sızıqlarınıń meridianları bolıp esaplanadı. 

3) ,3 q  sızıqları-bular constrq 1  hám constq 2  koordinatalıq betleriniń 

kesilisken sızıqlarınıń parallelleri bolıp esaplanadı. 5-súwrette kórip turǵanımızday: 

.sin  ,  , 321  drdsdsrdθdsdsdrdsds θr   

Bul jerden, (1.16) na muwapıq, tómendegini tabamız: (4.2) 

.sin

,

,1

3

2

1





rHH

rHH

HH r







                                               (4.2) 

Lame koefficientlerin (1.12) ne muwapıq, (4.1) nen paydalanıp tapsaq bolar edi. 

(4.2) in (3.2) ne qoysaq: 

.
sin

11
 grad 


e

F

r
e

F

r
e

r

F
F r























                   (4.3) 
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(4.2) in (3.6) na qoysaq: 






















 )()sin()sin(

sin

1
 div 2

2
rarara

rr
a r














 

yamasa 

.
sin

1
)(sin

sin

1
)(

1
 div 2

2 






















a

r
a

r
ar

rr
a r 





              (4.4) 

(4.2) in (3.7) ne qoysaq: 




































































FF

r

F
r

rr
r

sin

1
sinsin

sin

1 2

2 


  

yamasa 

2

2

222

2

2 sin

1
sin

sin

11




 




































F

r

F

rr

F
r

rr
r             (4.5) 

boladı. Laplasian Sferalıq koordinatalarda tómendegishe  ańlatıladı: 

2

2

222

2

2 sin

1
sin

sin

11




 






































rrr
r

rr
r      (4.6) 

Sońǵı eki bólshek tek múyeshleriniń ózgereiwine baylanısılı bolıp tabıladı. 

1r  dep, usı sońǵı eki bólshekti teris belgi menen alıp,   arqalı belgileyik: 































2

2

2sin

1
sin

sin

1





.                 (4.7). 

Bul jerde kórsetilgen operator matematikalıq fizikada úlken áhmiyetke iye bolıp, ádette, 

ol Lejandr operatorı dep ataladı. 

(4.2) in (3.17) ne qoysaq: 















eara
rr

era
r

a
r

erara
r

a

rr

r





























































)()(
1

)sin()(
sin

1

)()sin(
sin

1
rot 

2

 

yamasa 













e
a

ar
rr

ear
r

a

r

e
a

a
r

a

rr

r







































































)(
1

)(
sin

1

sin

1

)(sin
sin

1
rot 

            (4.8) 

kelip shıǵadı. (4.3) nen paydalanıp nablanıń Sferalıq koordinatalardaǵı ańlatpasın 

kórsetiwimiz múmkin: 

.
sin

11



















r
e

r
e

r
er


                           (4.9) 
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Nablanıń usı formulasına tiykarlanıp, keńislik tuwındılarınıń Sferalıq koordi-

natalarında ańlatılıwı tikkeley keltirip shıǵarıw múmkin edi. Bunıń ushın 

tómendegi formulalardan paydalanıw lazım. 

).(rot   ),( div  ,grad aaaa


   

§ 5. Keńislik tuwındılarınıń Cilindrlik  koordinatalarda jazılıwı 

Keńislik noqatınıń Cilindirlik koordinataların z  ,  ,   arqalı belgileyik. 

6-súwret: demek, .  ,  , 321 zqqq    

Keńiskliktiń hámme noqatların anıqlaw ushın   nı 0 den   shekem,   di 0 

den 2  ge shekem, hám  z ti   ten   ke shekem ózgertemiz. zyx  , ,  di 

z  ,  ,  arqalı ańlatıw múmkin: 















.

,sin

,cos

zz

y

x





                                            (5.1). 

 

6- súwret. Cilindrlik koordinatalar sistemasında birlik ort vektorları. 

Koordinatalıq betler: 

1) ,1 constq   - bular ulıwmalıq kósher Oz bolǵan cilindir bolıp esaplanadı. 

2) ,2 constq  - bular Oz kósheri menen shegaralanǵan yarım tegislikler bolıp esaplanadı. 

3) ,3 constzq   - bular Oz kósherge perpendikulyar bolǵan tegislikler bolıp esaplanadı. 

Koordinatalıq sızıqlar: 

1) 1q  sızıqlar-bular constq 2  hám constzq 3  koordinatalıq betleriniń kesilisken 

sızıqlarınıń Oz kósherge perpendikulyar radiuslar bolıp esaplanadı. 
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2) 2q  sızıqları-bular constzq 3  hám constq  1
koordinatalıq betlerniń kesilisken 

sızıqlarınıń orayları Oz kósherge jaylasqan hám usı kósherge perpendikulyar tegislikte 

jatqan sheńberler bolıp esaplanadı. 

3) zq 3  sızıqları-bular constq  1
 hám constq 2

 koordinatalıq betleriniń 

kesilisken sızıqlarınıń Oz kósherge parallel tuwrı sızıqları bolıp esaplanadı. 6-súwretten 

tómendegilerdi jazamız: 

.

,

,

3

2

1

dzdsds

ddsds

ddsds

z 













 

Bul jerden, (1.16) na muwapıq, tómendegilerdi tabamız: 















1

,

,1

3

2

1

zHH

HH

HH





                                             (5.2) 

(1.12) ne muwapıq, Lame koefficientlerin (4.9) nan paydalanıp tapsaq ta boladı.  

(5.1) in  (3.3) ne qoysaq: 

.
1

 grad re
z

F
e

F
e

F
F 
















 


                          (5.3) 

(5.1) in (3.7) ne qoysaq: 






















 )()()(

1
 div 





 za

z
aaa


 

yamasa 

.
1

)(
1

 div
z

aa
aa z


























                               (5.4) 

(5.2) in (3.7) ne qoysaq: 



























































z

r

z

rrr
r 






11
 

yamasa 

2

2

2

2

2

11

z

rrr
r
































                               (5.5) 

boladı. Demek, laplasian cilindrlik  koordinatalarda tómendegishe jazıladı: 

2

2

2

2

2

11

z





























                             (5.6) 

(5.1) in (3.17) ne qoysaq: 
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zz

z

eaaeaa
z

ea
z

aa




























































)()(
1

)()(

)()(
1

rot 













 

yamasa 

z

z

z

e
a

ae
a

z

a

ea
z

a
a












































































)(
1

)(
1

rot 

                           (5.7) 

boladı. (5.2) ne muwapıq, cilindrlik koordinatalarda   tómendegishe jazıladı: 

.
1

z
eee z


















                                (5.8) 

Keńislik tuwındıların cilindrlik koordinatalarda, (5.8) ne muwapıq, tikkeley 

ańlatıw múmkin. 

).(rot   ),( div  ,grad aaaa


   

§ 6. Dekart koordinatalar sistemasınan Sferalıq koordinatalar sistemasına 

ótiwdiń jáne bir (alternativ) usılı 

Noqattıń DKS daǵı x, y hám z koordinataları hám olar SfKS daǵı r, θ hám φ ler 

menen óz-ara tómendegi qatnaslar arqalı baylanısqan: 

             cossinrx    (6.1)       sinsinry    (6.2)       cosrz                   (6.3)   

        
r

z
cos            (6.4)      

x

y
tan            (6.5)         

2222 zyxr           (6.6) 

 

7- súwret. Dekart koordinatalar sistemasınıń Sferalıq koordinatalar sisteması koordinatlari menen 
kórsetiliwi  
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Bul jerde birinshi topar formulalar  SfKS da noqattıń r, θ hám φ koordinata-

ların bile otırıp, usı noqattıń koordinataların DKS da tabıw imkanın beredi. Ekinshi 

topar teńlemeler bolsa kerisinshe ótiwin táminleydi. 

DKS nan ańlatılǵan operatorlardı SfKS da ańlatıw ushın 
zyx 










,,  sıyaqlı 

menshikli tuwındılardı 
 










,,

r
 menshikli tuwındıları arqalı ańlatıw kerek. Bunı 

tómendegishe ámelge asıramız. Bizge belgili 
x

  qatnasınıń ózi de  funkciya bolıp 

 










,,

r
 ler menen 








































xxrx

r

x
 formula arqalı baylanısqan boladı. 

Sol sıyaqlı 
y

  hám 
z


 ler de 

 










,,

r
 menen baylanısadı.  

Ulıwma alǵanda  
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

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
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








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r

y

xxrx

r

x

  .                                 (6.7) 

teńlemeler sistemasın matrica kórinisinde jazsada boladı: 
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matrica elementlerin tabıwımız kerek. 

Keliń aldın matricanıń birinshi baǵanasın yaǵnıy  ,
y

r

x

r







  hám 

 
z

r




elementlerin tabamız. Bunıń ushın (6.6) formulanıń eki tárepin 

differenciyallaymız: 
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)()( 2222 zyxdrd   

zdzydyxdxrdr 2222   

dz
r

z
dy

r

y
dx

r

x
dr   

Aqırǵı teńlemelerden radius-vektor moduliniń x, y hám z koordinatalar 

boyınsha menshikli tuwındıların tabamız: 

,
r

x

x

r





  ,

r

y

y

r





  

r

z

z

r





 

(6.1) - (6.3) formulalardı esapqa alıp tómendegilerdi tabamız. 

 cossin




x

r
     (6.9)        sinsin





y

r
     (6.10)       cos

r

z






    (6.11) 

Endi (6.8) matricanıń ekinshi baǵanasın yaǵnıy
yx 





 
  ,  hám 

z

  tabamız. 

Bunıń ushın (6.3) qatnastıń eki tárepin de x, y hám z boyınsha differenciyallaymız: 

x:    
dx

dr

r

z

dx

d

dx

dr

r

z

dx

d






sin
)sin(

22
  

dx

dr  tuwındı ornına usı tuwındınıń (6.9) formula menen berilgen ańlatpasın 

qoyamız,  z  ornına bolsa onıń (6.3) formuladaǵı ańlatpasın qoyamız. 

rdx

d

r

r

dx

dr

r

z

dx

d 








 coscos
cossin

sin

cos

sin 22
  

rdx

d  coscos
                                         (6.12) 

y:   
dy

dr

r

z

dy

d

dy

dr

r

z

dy

d






sin
)sin(

22

  

dy

dr
 tuwındı ornına usı tuwındınıń (6.10) formula menen berilgen ańlatpasın 

qoyamız, z ornına bolsa onıń (6.3) formuladaǵı ańlatpasın qoyamız 

rdy

d

r

r

dy

dr

r

z

dy

d 








 sincos
sinsin

sin

cos

sin 22
  

rdy

d  sincos
                                            (6.13) 

z:   
2

)sin(
r

dz

dr
zr

dz

d





  

r

z

z

r




  qatnasın esapqa alıp tómendegishe jazamız: 
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3

22

22
)sin(

r

zr

r

r

z
zr

r

dz

dr
zr

dz

d 











  

z tiń (6.3) menen berilgen ańlatpasın qoyıp, 
dz

d  ti tabamız: 

rdz

d

rr

rr

dz

d 


sinsincos
)sin(

2

2

222




  

rdz

d  sin
                                             (6.14) 

Sońınan (6.8) matricanıń úshinshi baǵanası yaǵnıy, 
dz

d

dy

d

dx

d 
 , ,  elementlerin 

tabamız. Bunıń ushın (6.5) qatnastıń eki tárepinde x, y hám z boyınsha 
differenciyallaymız. 

x: 
2

2cos

x

y

dx

d 
   

x hám y tiń orınlarına sáykes túrde (6.1) hám (6.2) formula menen anıqlanǵan 

qatnaslardı qoyamız: 









sin

sin

)cossin(

cossinsincos
2

2

2

2

rdx

d

r

r

x

y

dx

d
  





sin

sin

rdx

d
                                                 (6.15) 

y: 
xdy

d  2cos
     

x tiń ornına (6.2) formula menen anıqlanǵan qatnastı qoyamız: 

.
sin

cos

cossin

coscos 2

2

2









rdy

d

rxdy

d
  





sin

cos

rdy

d
                                                       (6.16) 

z: .0
dz

d
     (6.17) 
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§ 7. Dekart koordinatalar sistemasınan Cilindrlik koordinatalar siste-

masına ótiwdiń jáne bir (alternativ) usılı 

Noqattıń DKS daǵı x, y hám z koordinataları hám olar CKS daǵı ρ, φ hám z ler 

menen óz-ara tómendegi qatnaslar arqalı baylanısqan: 

cosx     (7.1)             siny         (7.2)            zz              (7.3) 

222 yx         (7.4)            
x

y
tan       (7.5) 

Bul jerde birinshi topar formulalar CKS da noqattıń ρ, φ hám z koordinataların 

bile otırıp, usı noqattıń koordinataların DKS da tabıw imkanın beredi. Ekinshi 

topar teńlemeler bolsa kerisinshe ótiwin táminleydi. 

DKS da ańlatılǵan operatorlardı CKS da ańlatıw ushın   ,  ,
zyx 









  sıyaqlı 

menshikli tuwındılardı 
z










,,


 menshikli tuwındıları arqalı ańlatıw kerek. 

Bunı tómendegishe ámelge asıramız. Bizge belgili 
x

  qatnasınıń ózi de  funkciya 

bolıp 
z










 , ,


 ler menen 

zx

z
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
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
 formula arqalı baylanısqan 
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z

  ler de 
z










,,


 menen baylanısadı.  
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 .                  (7.6)  

teńlemeler sistemasın matrica kórinisinde jazsada boladı. 
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matrica elementlerin tabıwımız kerek. 

Keliń aldın matricanıń birinshi baǵanasın yaǵnıy   ,
yx 





 
hám 

z


   

elementlerin tabamız. Bunıń ushın (7.4) formulanıń eki tárepin differenciyallaymız: 

)()( 222 yxdd   

ydyxdxd 222   

dy
y

dx
x

d


   

Aqırǵı teńlemelerden radius-vektor moduliniń x, y hám z koordinatalar 

boyınsha menshikli tuwındılardı tabamız: 

,


 x

x





  ,



 y

y





  



 z

z





 

(7.1)-(7.3) formulalardı esapqa alıp tómendegilerdi tabamız. 




cos




x
   (7.8)       


sin





y
    (7.9)     0





z


     (7.10) 

Endi (7.7) matricanıń ekinshi baǵanasın yaǵnıy
yx 





 
,  hám 

z


 di tabamız. 

Bunıń ushın (7.5) qatnastıń eki tárepin de x, y hám z boyınsha differenciyallaymız: 

x:    









sin
cos)

cos

1
(

22

2

2


x

y

dx

d

x

y

dx

d
       



 sin


dx

d
     (7.11) 

y:   









cos1
cos    

1
)

cos

1
( 2

2


xdy

d

xdy

d
               



 cos


dy

d
         (7.12) 

             z :   0
dz

d
     (7.13) 

Sońınan (7.7) matricanıń úshinshi baǵanası yaǵnıy 
dz

dz

dy

dz

dx

dz
 , ,  elementlerin tabamız.  

 

Bunıń ushın (7.3) qatnastıń eki tárepinde x, y hám z boyınsha differenciyallaymız: 

x: 0
dx

dz
 (7.14)        y: 0

dy

dz
   (7.15)          z: 1

dz

dz
  (7.16) 

 

Demek, 



 26 





















































































100

0
cos

sin

0
sin

cos

ρ

ρ
-

z

z

zz

ρ

y

z

yy

ρ

x

z

xx

ρ













 .                            (7.17) 

§ 8. Háreket muǵdarı momenti operatorın Sferalıq  hám Cilindrlik 

koordinatalar sistemasında ańlatıw 

İmpuls momenti operatorın DKS da jazamız: 

2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL                                              (8.1) 
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


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x
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y
xiLz ˆ . 

İmpuls momenti operatorınıń x, y hám z kósherlerindegi qurawshıların 

(proekciyası) ) , ,(ˆ zyxiLz   ti DKS nan SfKS na ótkeriw ushın dáslep (6.1)-(6.3) shi 

formulalardan hám (6.7) formuladaǵı teńlemeler sistemasınan paydalanamız.  

Yaǵnıy 

ˆ sin sinx

r
L i y z i r

z y z r z z
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yyry

r
r cos  .                                                                              (8.2) 

Bul kelip shıqqan (8.2) ańlatpaǵa (6.9)-(6.17) shi formulalardan paydalanıp 

almastırıwlardı ámelge asıramız: 
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
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



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

















 cossinˆ ctgixL                               (8.3) 

Tap usı sıyaqlı almastırıwlardı yL̂  hám zL̂ lerde de ámelge asırıp elementar al-

gebralıq esaplawlardan soń tómendegilerdi qolǵa kirgizemiz. 
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
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
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
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
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
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
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
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


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
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


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


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
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

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
 sincossin)sin(coscos 22 ctgictgi   
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)sin(cosˆ














 ctgiyL  .                                        (8.4) 

Tap usı sıyaqlı  



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


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
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
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


r
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r
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r
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
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
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sin
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

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

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r
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r
r

r
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







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


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















  iii )sin(cossincos 2222 . 
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(8.2)-(8.5) formulalardan paydalanıp (8.1) formulanıń SfKS daǵı mánisin  

esaplaymız. 

2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zL L L L    







































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

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
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
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







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







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2

2
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




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
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


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
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

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














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


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




2

2
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

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

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
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




























 sincossincos22 ˆˆˆ ctgctgyyy LLL   
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
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
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
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
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


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


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2
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2
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
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
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
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
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







 ctgctgctgxL  .      (8.6) 
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
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
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
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2

2
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
 zL .                                       (8.8) 
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



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




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














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2
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1
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
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
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




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










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1
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1ˆ





L ,                    (8.9) 

 ,

22ˆ  L   .                                                    (8.10) 

Endi 7§ taǵı keltirip shıǵarılǵan formulalardan paydalanıp háreket muǵdarı 

momenti operotorınıń CKS da jazılıwın kórip shıǵayıq. Bunıń ushın biz 8§ ta 

orınlanǵan ámellerdi sáykes túrde CKS da da orınlawımız kerek. 
















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
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z
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x
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













x
y

y
xizL ˆ  

İmpuls momenti operatorınıń x, y hám z kósherlerindegi qurawshıların 

(proekciyası) ) , ,( ˆ zyxiiL   ti DKS nan CKS na ótkeriw ushın dáslep (7.1)-(7.3) shi 

formulalardan hám (7.6) formuladaǵı teńlemeler sistemasınan paydalanamız. 
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




.                                                                                  (8.11) 

Bul kelip shıqqan (8.12) ańlatpaǵa (7.8)-(7.16) shı formulalardan paydalanıp al-

mastırıwlardı ámelge asıramız: 





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


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
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

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sinsin zz

z
i  

Almastırıwlar ámelge asırılsa, elementar algebralıq esaplawlardan soń (8.12) 

formulanı qolǵa kirgizemiz. Bul jerdegi almastırıwlarda 1sincos 22    ekenligin 

esapqa alıw lazım. 
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z
iLx   .                      (8.12) 

Tap usı sıyaqlı almastırıwlardı yL̂ hám zL̂ lerde de ámelge asırıp elementar al-

gebralıq esaplawlardan soń tómendegilerdi qolǵa kirgizemiz. 
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



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







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(8.12)-(8.14) formulalardan paydalanıp (8.1) formulanıń CKS daǵı mánisin  

esaplaymız. 
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§ 9. Keńislik tuwındıları boyınsha máseleler sheshiw  
 

Másele №1. 2M̂  İmpuls moment kvadrati operatorınıń 

)cossin2(cos),(  Y  menshikli funkciyaǵa sáykes kelgen impuls moment 

kvadratı operatorınıń  menshikli mánisi tabılsın. 

Sheshiliwi: Bizge belgili 2 2ˆ ( , ) ( , )M Y M Y     menshikli funkciyalar hám 

menshikli mánislerdi anıqlaw qatnasınan paydalansaq  hám  
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yekenligi esapqa alınsa, usı operatordı )cossin2(cos),(  Y  funkciya 

tásiri nátiyjesinde )cossin2(cos2ˆ 22   YM   kelip shıǵadı. Demek, impuls mo-

menti kvadratı operatornıń menshikli mánisi 222 M  qa teń boladı. 

Juwabı: 222 M  

Másele №2.  r


 radius-vektorınıń modullerine ǵana ǵárezli bolǵan )(rf  

funkciya graidentin esaplań.  

Berilgeni: )(  , rfr  
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Másele №3. r


 radius-vektorınıń a


 vektor boyınsha gradienti ra
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)(  tabılsın. 

Berilgeni: r
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Juwabı: ara


)(  

Másele №4.  r


 radius-vektorınıń divegenciyası tabılsın. 

(Másele §2. №2.1. Л.Г.Гречко и др. Сборник задач по теоретической физике. Москва-

1984) 

Berilgeni: r
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Másele №5.  r


 radius-vektorınıń iyrimi tabılsın.  

(Másele §2. № 2.2. Л.Г.Гречко и др. Сборник задач по теоретической физике. Москва-

1984) 
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skalyar funkciyanıń gradient operatorınıń DKS daǵı formulasınan paydalanamiz. 
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Juwabı: .0rot r


 

Másele №6.  Aralıq gradienti  grad r  radius vektorı r


diń ortı ekenligi 

dálillensin: grad 
r

r
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  

Berilgeni:   grad r
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Sheshiliwi: r aralıq Dekart koordinataları x, y, z arqalı ańlatıladı: 2 2 2r x y z   . r 
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Bulardan:  
1

grad ( )
r

r xi yj zk
r r

     boladı. 

Juwabı: grad  
r

r
r

  

Másele №7. Vektorlardıń dekart ańlatpalarınan paydalanıp,  0  gradrot    

ekenligi  dálillensin. 

Berilgeni: 0  gradrot   
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Tap solay: .0  grad rot  ,0  grad rot zy   Demek: 0  gradrot  . 

Juwabı: rot grad  0.   
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J U W M A Q L A W 

Fizika hám astronomiya oqıtıwshıların tayarlawda, olardıń sanasın  ósiriwde 

hám álemniń birden-bir fizikalıq kórinisin qáliplestiriwde teoriyalıq fizika óz 

aldına áhimiyetke iye. Teoriyalıq fizika kursı joqarı matematika, vektorlar analizi, 

analitikalıq geometriya, differenciyal hám integral esaplawlar menen tıǵız 

baylanısqan. Teoriyalıq fizika kursında ápiwayı tuwındılardan tısqarı “gradient”, 

“divergenciya” hám “rotor” keńislik tuwındılarında isletiledi. Olardı bilmey, túp 

negizgi mánisin túsinbey, teoriyalıq fizika kursın ózlestiriw tolıq bolmaydı. Sol 

sebepli, qollanbada oqıwshılarǵa iymek sızıqlı koordinatalar, olarda keńislik 

tuwındılarınıń jazılıwı, bir kordinatalıq sistemadan ekinshi sistemaǵa ótiw sıyaqlı 

teoriyalıq bilimler berildi. Gradient, divergenciya hám rotorlardıń Dekart,  Sferalıq 

hám Cilindrlik koordinatalarda jazılıwı keltiriledi. Teoriyalıq fizika kursınıń 

“Kvant mexanikası” bóliminde ótiletuǵın “Háreket muǵdarı momenti operatorı” 

teması boyınsha orbital moment operatorlarınıń Dekart koordinatalar sistemesınan 

Sferalıq koordinatalarda sistemasına ótkeriliwi qolaylı berilgen. Ámeliy máseleler 

sheshiw metodikası bayan etilgen.   

Usı qollanba Joqarı oqıw orınları studentlerine hám qalaberse fizikaǵa 

qızıǵatuǵın  hámme oqıwshılarǵa paydalı derek boladı degen úmittemiz. 
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Keńislik tuwındılarınıń Sferalıq hám Cilindrlik  koordinatalarda jazılıwı 

temasına tiyisli qısqasha 

GLOSSARIY 

Komplanar 

vektorlar 

Bazı bir tegislikke parallel vektorlar  

Izobet (sirt) Barlıq noqatlarında funkciyanıń ózgermes mánisine iye bolǵan 

izobet yamasa ekvipotenciyal bet dep ataladı. 

Koordinatalıq 

vektorlar 

 
321

,,
q

r

q

r

q

r














vektorlar koordinatalıq vektorlar dep ataladı. 

Gradient Berilgen noqattı qorshap alǵan jabıq bettiń, formasınan 

qatıy názer, sheksiz kemeyiwi menen birge , ol shegaralanǵan  

kólem nolge umtıladı. Sol shárt orınlanǵanda joqarıdaǵıday  

dúzilgen qatnastıń bar hám anıq limiti skalyar funkcıyanıń 

 diń  berilgen  noqattaǵı gradienti dep ataladı hám  grad  

arqalı belgilenedi. 

Skalyar funkciyanıń berilgen noqattaǵı gradienti usı 

skalyar funkciyanıń usı noqattaǵı keńislik vektor tuwındısı  

dep ataladı qandaydır anıq vektor muǵdarına umtıladı. 

V

Sd

V

 








0

lim grad  

Rotor Ekinshi qatnastıń limitin ańlatıwshı vektor muǵdar a


 

vektorınıń berilgen noqattaǵı iyrimi dep ataladı hám a


rot  kó-

rinisinde  jazıladı. ,
)(

limrot 
0 V

aSd
a

V









 

Divergenciya Birinshi qatnastı ańlatıwshı skalyar muǵdar a


 vektorınıń 

berilgen noqattaǵı divergenciyası dep ataladı hám a


 div kórin-

isinde jazıladı.  

 
,lim div

0 V

Sda
a

V









 

Lame koeffi-

centi 

Koordinatalıq vektorlarınıń modullerin (1.12) formula 

bóyinsha iymek siziqli koordinatalarda ańlatıwshı H1 , H2 , H3 

arnawlı koefficentler Lame koefficentleri dep ataladı.  

Lejandr opera-

torı 

Bul jerde kórsetilgen operator Lejandr operatorı dep ata-

ladı. 































2

2

2sin

1
sin

sin

1





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Nabla – op-

eratorı 

 

Joqarıda kórsetilgenindey skalyar funkcıyanıń gradienti, 

vektor divergenciyası hám vektor iyrimi táriypine muwapıq 

keltirilgen formulalardan  belgili, funkciyanıń bazı bir keńislik 

tuwındısın biliw ushin berilgen noqatti qorshap alǵan sheksiz 

kishkene bet  normalına usı funkciya sáykes túrde oń tárepinen 

kóbeytirilip, soń kerekli limit alınadı. Bul matematik ámeldi 

ańlatıw ushın usı simvol qabıl etilgen. 

V

dSn

V








0
lim  

Bul simvol nabla yamasa Gamilton operotorı, yamasa gamilto-

nion dep ataladı.  

Ayrım ádebiyatlarda   simvolı ornına 
rd

d
  simvolı payda-

lanıladı. Keńislik tuwındılarınıń táriyplerin shártli túrde 

ańlatıwshı joqarıdaǵı formulalarda  nabla simvolı menen kórse-

tilgen sáykes matematik ámel usı simvolıdıń oń tárepinde 

turǵan funkciyaǵa ǵana tiyisli. 
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