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Kirisiw

Teoriyalq fizika kursinda operatorlar algebrasina tiyisli temalarda, maselen
[1] adebiyattin XII bap § 2.11 Orbital mexanik moment operatormmiri Dekart
koordinatalar sistemasinan Sferaliq koordinatalarda sistemasina otkeriliwi toliq
emes hdm belgilewlerde aljasiwga jol qoyilgan. Davidov avtorligindagr kvant
mexanikasi oqiw qollanbas: [2] ti II bap 16 § ta Iymek sizighh koordinatalar
sistemas1 haqqinda qisqasha magliwmat berilgen ham Laplas operatorimii Dekart
koordinatalar sistemas: ham Sferaliq koordinatalarda jaziliw1 keltirilgen. Us: kitap
[2] tin B.- Matematikaliq qostmshasinda orbital mexanikaliq momenti operatorinir
Dekart koordinatalar sistemasinan Sferaliq koordinatalar sistemasina 6tiwi berilgen
bolsa da, menshikli tuwindilar esaplaniwi keltirilmegen.

Operatorlar menen islew, olardi bir koordinataliq sistemadan ekinshi
koordinataliq sistemaga Otkeriw jogarida korsetip Otilgeni siyaqhh aymrim
kemshilikler Teoriyaliq fizika kursmn, operatorlar menen baylanisli temalards,
Ozlestiriwlerin, albette, qiyinlastiradi. Sol sebepli, hazirde pedagogikaliq
institutlardini fizika ham astronomiyan: oqitiw metodikas1 ganigeligi bagdarinda
bilim alip atirgan studentler ushin molsherlep jazilgan operatorlardin har tarli
koordinatalar sistemasinda jaziliwin bayan etiwshi oqiw-metodikaliq qollanbasiniti
jaratiliwi  aktual masele esaplanadi. Avtorlar oqiw-metodokallq qollanba
mashgqalan1 az bolsa da jumsartiwga, oqiwshilar ushin paydali derek bolad: degen
umitte.

Oqiw-metodokaliq qollanba quramliliq jagtan témendegishe duzilgen.

Qollanbanir 1-, 2-, 3-, 4- ham 5- paragraflarinda oqiwshi nézerine iymek s1ziqh
koordinatalar;, maydan funkciyasimin kerislik tuwindilar1 hdm olardii iymek
siziqlh koordinatalarda menshikli tuwindilar koordinatalar sistemalarda jaziliwi
hazirde taptirmas derekke aylangan [3] tifi oqiw qollanbasi boyinsha keltirilgen.

§6 Dekart koordinatalar sistemasinan Sferaliq koordinatalar sistemasina 6tiw
isletilgen menshikli tuwindilar ganday esaplaniwi toliq tariyplep berilgen.

§7 Dekart koordinatalar sistemasinan Cilindirlik koordinatalar sistemasina
jane bir (alternativ) usilda 6tiw berilgen.

§8 Esaplangan menshikli tuwindilardan paydalanip, orbital mexanikaliq im-
puls momenti operatorinini Dekart koordinatalar sistemasindagr qurawshilar1 ham
orbital mexanikaliq impuls moment operator: kvadratinii Sferaliq ham Cilindrlik
koordinatalar sistemasina 6tkeriliwi toliq korsetilgen.

§9 Teoriyaliq fizika kursinifi elektrodinamika hdm kvant mexanikas1 bélimler-
ine tiyisli ayirim maéseleler shesiliwi berilgen.

Qollanba aqirinda juwmaq, qisqasha glossariy ham paydalanilgan derekler
menen juwmaqlanada.

Qollanba tekstinde isletilgen qisqartpalar.

DKS - Dekart koordinatalar sistemas:.

SfKS - Sferaliq koordinatalarda sistemasi.

CKS - Cilindrlik koordinatalar sistemasi.



§ 1. iymek s1z1ql1 koordinatalar

Dekart koordinatalar sistemasiiri kosherleri tuwri siziq ham 6z-ara
perpendikulyar, yagniy x, y, z, koordinatalar tuwr1 s1zigh ortogonal koordinatalar.
Bul koordinata noqati radius-vektormin Dekart komponentleri bolip tabiladi.

(1-sawret):

F=rd+r,]+rk=xi+yj+zk. (1.1)
Bul jerde T, j, k saykes tarde x, v, z késherler boymsha jonelgen birlik ort
vektorlar. 1x] —K, ]><|Z =7, kxi = j. Baz1 bir maselelerdi tekseriwde nogqatti

Dekart koordinatalar1 menen aniqlaw artigsha qolaysizliq tuwdiradi.

A
Z

Y

e

e

1-stiwret. Dekart koordinatalar sistemasi.

Kenislik nogatin amgqlaw ushin tekserilip atirgan maselenin tabiyatina qarap tsh

0, U,: O3 mugdarlar  isletiwge  tuwri  keledi.  Kenislik  nogatin  amglawsh

01, 9,, O3 mugdarlar nogattin iymek sizigh koordinatalar: dep ataladi. Noqattih iymek

s1ziqhh koordinatalar menen Dekart koordinatalar1 arasinda témendegishe baylanis
bar:

g =0;(x.y.2) (1.2)
ham kerisinshe:
=10, d,, 0s) (1.3)
yamasa
r=r(q;,d;,q) (14)
qi (i=1,2,3) funkciyalar ushin izobetler:
g =(xYy.2)=C

bolada.



Bul G, C;, C, konstantalarga tirli manisler berip, tish shariaragh quragan izo-

betlerdi tabamiz. Bul izobetler koordinataliq betler dep ataladi. Kenisliktin qgélegen
noqatinda hér shanraqqa tiyisli birewden izobet 6tsin. Demek kenisliktin gdlegen
noqatinnan koordinataliq bet 6tedi. Bul koordinataliq betlerdin har ekewi bi-
rinshisin kesip o6tedi. Eki koordinataliq bettin bir-birin kesiw sizig1 koordinataliq s1z1q

dep ataladi. 2-siwrette Q;C; koordinataliq bet 0; -bet hdm 0; -s1z1q dep korsetildi.

Maselen ¢,=C;, ham g, =C, koordinataliq betlerdin bir-birin kesiw siziginda

Gi, dj ozgermeydi, d, bolsa 6zgeredi. M nogatta koordinatalq siziglarina urinba

iymek s1zigh koordinatalardin artip baratirgan tareplerine qaratilgan birlik vektord €, éj

him € arqal belgileyik. Eger bul birlik 0z-ara perpendikulyar bolsa, iymek siziq koordi-
natalar ortogonal koordinatalar dep ataladi. Bunnan keyin biz tajriybede
ushraytugin zarar amellerdi nazerde tutip, tek gana ortogonal iymek s1z1q koordi-
natalar menen gana sheklenemiz. Ortogonol iymek siziq koordinatalar anigla-

masina muwapiq:

(éi 'ék) = 5ik (1-5)
bolad.

‘0

2-stiwret Eki koordinataliq bettifi bir-birin kesip 6tiw s1z1g1

Bul jerde i menen k indeksleri birden tshke shekem 6zgeredi. Shartli simvol 5”(
bolsa i =k bolganda birge terh, i =k bolganda bolsa nolge teri, yagniy

0,i =Kk
Oy = 1i=k - (1.6)



bolada.

Amgqliq ushin €, €;, & vektorlar orientaciyasin on orientaciya dep alayiq.

Birlik vektor ushin:

[ x€]=6, [6;xE]=6€, [§xE]=¢€, (1.7)
€ -[6,x€]=1 (1.8)
bolad:.
Har qanday vektordii komplanar bolmagan tsh vektor: boymsha ajiraliwi
bizge belgili.
Demek:

a=a; - +a; € +a €. (1.9)

Bul jerde &,8,,85 vektor @ niii ortogonol iymek sizigh komponentleri dep atalads.
Olar ushin, (1.5) ne muwapiq:
a :(a'éi)/ aj :(é‘éj), a, =(a-€).

bolada.
Radius-vektor I iymek sizigh koordinatalardimi funkciyas: (1.4) bolgan-
liginan:
or or or
df = —dq, + —dqg, + —dq 1.10
oq, ~ 0q, oGy (119
bolad:.

Radius-vektor I dan J; boymnsha menshikli % tuwindi alganda 4,, 3 6z-
1

germes dep esaplanadi. Demek, tek gana {; difi 6zgeriwi menen gana baylanisqan
radius-vektormin aqur1 {; koordinataliq s1ziq boymsha gana 6zgeredi, yagniy bul

jerde {; koordinataliq siz1q radius-vektoriniri godografi bolip tabiladi. Sorur ushin

% vektormm bagiti (; koordinataliq sizigti urmba bagiti menen birdey.
1
Natiyjede tomendegishe jazamiz:
oF _|or|s
od,  |oq|
Tap usilay
or or |.
= eZ ,
od, |04,
or or |
= e3‘
0d; |0,




Bulard: (1.10) formulaga qoyamiz:
or

or
od,

dr = [ dqe, + 2 da,g, + 2 |dq.é, . (1.11)

1 3

(1.1) hdm (1.3) lerine muwapiq:
or| arY |exY " (aY
- \/ T \/ I S N e

oa,| Y\ g, AN AN

oF or )’ ox Y *(a Y
J J AR
o, aq, adq, o, o,

2 2 2 2
or \/ or \/ OX oy 0z
| = - — — +| — +| —
0t 0l 0l 0d 0ty
Jogaridag: or Or Or yektorlar koordinataliq vektorlar dep atalad:i. Koordi-
od, 0q, 0d;

nataliq vektorlaridii modullerin arilattwshi arnawh belgilerdi kirgizeyik:

- (3]G &)
! aql 6q1 aql aql

. 2 2 2

R

o, | aa, o, o,

2 2 2
- [T R
* |oa, a9, oq, oq,

Bul Hi, Hz, H; ler Lame koefficientleri dep ataladi.
(1.12) in (1.11) ne qoyamuz:
dr = H,dg,€, + H,dg,€, + H,dg,E,. (1.13)
Bul jerde H; dgi, Hz dgz, Hs dgs sanlar radius vektor elementi dF diri iymek sizigh
komponentleri bolip tabilad:.
Radius-vektor1 elementi modulin dS arqali belgileyik: [dF|=ds, ds*=(dF).
(1.5) hdm (1.13) lerine muwapaq:
ds® = H dg + H,dg + H,do (1.14)
boladi. 0, 0y G; koordinataliq siziglar boyimnsha noqattin elementar jiljiwlarin

ds,, dS,, ds, arqali belgilesek, (1.13) ne saykes,

ds, =ds, -€ =H,dq,€,
ds, =ds, -8, = H,dq,E, (1.15)
ds, =ds; -€, = H,dqg,E,;

bolada.



Bir-birine sheksiz jaqin turgan eki A ham B noqatt1 alayiq (3-sawret).

3-stiwret. Tymek sizigh paralellepiped

A noqattan 6tken ush koordinataliq bet penen B noqattan 6tken tsh koordina-
taliq bet sheksiz kishi iymek s1ziql1 parallelepiped payda etedi. Bul elementar paral-
lelepipedttin tarepleri (1.15) ne muwapiq:

dsl = Hldql
ds, = H,dg, (1.16)
dS3 = H3dq3

bolada.
Elementar parallelepipedtifi tareplerinin jazleri:
do, =|[dS, x ds, ] = H,H,dg,dq,,
do, =|[ds, x d§, ] = H,H,dq,dq, (1.17)
do, =|[ds, x ds, | = H,H,dg,dg,.
Elementar parallelepipedtini kélemi (1.15) ham (1.8) lerine muwapiq:
dV =ds, -[ds, xdS,] = H,H,H,dq,dqg,dq, (1.18)
boladu.



§2. Maydan funkciyasinif kenislik tuwindilarina qisqasha aniqlama
Fizika kursinda har tarli maydanlar Gyreniledi. Skalyar ham vektor may-
danlar elektrodinamika kurslarinda kirgiziledi. Misali potencial (¢), maydan

kernewlilik (E,H) ham maydan indukciasi (D, B) maydanlari. Bul maydanlar
zaryadlar, toklar menen aniglanadi hdm Maksvell terilemeleri arqal1 toliq dalillene-
di. Maksvell tefilemelerin integral hdm differenciyal kérinisinde jaziw mémkin:
Integral kérinisi:
(SGS-6lshew birlik sistemast)

§ 5d§ == 472'_“ DdV (2.1) §§d§ = O (2.2)
S Vv S
- - 1.0B ~ =~ 4r¢,~ 1 oD
— =L 4= Hdl = — + ——)ds
iEdl 3 ds  (3) i s i(l e at) (2.4)
Differncial korinisi:
divD =4zp (2.5) divB=0 (2.6)
-~ 10B . 47 . 10B
tE=—=-"— tH=—j]+=-—
ro - 2.7) ro pll (2.8)

Sonii menen birge maydan kernewliligi hdm potenciyal arasinda

_ - 0
E=-gad ¢ yamasa E =——(p:_V(P

or
baylanisi1 bar. Maydan potenciyali Puasson tefilemesin sheshiw arqali tabilad1
Vo=-4rp (2.9)

Kvant mexanikasinda da boélekshe maydan dep qaraladi hdm oniri jagday:
Shryodinger terilemesi jardeminde xarakterlenedi

h® el
—%Awww—lhg. (2.10)

Jogaridag: formulalar gradient, divergenciya, rotor hdm A operatorlar1 arqali
anlatilgan. Demek, bul gqanday amellerdi orinlaydi? Olar qanday analitikaliq for-
mulalarda berilgen? Olar ortasinda 6z-ara baylanis barma? Olar qanday fizikaliq
manige iye? Bul sorawlarga juwap tabiw ushin tomendegi vektor ham skalyar
maydanlard: xarakterlewshi mugdarlar tstinen bazi dmellerdi ham tariyplewlerdi
[3] ga muwapiq keltiremiz.

Berilgen noqatini skalyar funkciyanin jabiq bet boyinsha skalyar funkciya inte-
grali §¢d§ ti alayiq. Bul integraldifi jabiq bet penen shegaralangan V kolemge
§ods

\Y

qatnasmn dazemiz: . Berilgen noqatt1 qorshap algan jabiq bettifi, formasinan

qatty nézer, sheksiz kemeyiwi menen birge, ol shegaralangan koélem nolge
umtiladi. Sol shart orinlanganda joqaridagiday duzilgen qatnastii bar haim aniq

9



limiti skalyar funkciyanii @ din berilgen noqattag: gradienti dep ataladi ham
grad ¢ arqali belgilenedi.

.1 =
grad(pzllm\7§(p-d5 (2.11)

Skalyar funkciyanii berilgen noqgattag: gradienti us1 skalyar funkciyanii usi
noqattagl kenislik vektor tuwindisi dep ataladi. Kenislik noqatin qorshawshi jabiq
bet boyinsha alingan maydan vektor funkciyasimin eki tarli integrali bizge belgili:

fa-dS ham fdSxa.

Bul integraldin kenislik nogatin qorshawshi jabiq bet boyinsha shegaralangan
koélemge qatnasin dazemiz:

1. & 1 = =
\7§a-d8, v:dexa.

Berilgen noqattijabiq bet penen qorshap algan jabiq bettini sheksiz kemeyiwi
menen birge, birinshi qatnas qandayda bir aniq mugdarga, ekinshi qatnas bolsa
aniq vektor mugdarina umtiladai.

Birinshi qatnasti arlattwshi skalyar mugdar @ vektorimiri berilgen nogattag
divergenciyas1 dep ataladi ham diva korinisinde jaziladi. Ekinshi gatnastii limi-
tin anlatiwshi vektor mugdar & vektormin berilgen nogattagi iyrimi dep atalad
ham rota koérinisinde jaziladi. Solay etip, joqaridag: tariyplewlerge muwapigq:

diva=lim>{a-dS, (212)
v-0\/
IR DS
rotda =lim—¢dS xd, (2.13)
v-0o\/

dS xd =[dS x&].
bolad.
Jogarida kérsetilgenindey skalyar funkciyanin gradienti, vektor divergenciyasi ham
vektor iyrimi tariypine muwapiq keltirilgen formulalardan belgili, funkciyanin ba-
z1 bir kenislik tuwindisin biliw ushin berilgen noqatt: qorshap algan sheksiz kish-
kene bet normalmna us1 funkciya saykes tarde on tarepinen koébeytilip, soni kerekli
limit alinadi. Bul matematikaliq &meldi arilatiw ushin us1 simvol qabuil etilgen:
v = limX § rids
VooV (2.14)

Bul simvol nabla yamasa Gamilton operotor1, yamasa gamiltonion dep ataladz.

Simvol vektor1 bolgan nabladan paydalanip, jogaridag: formulalarga muwapiq
tomendegilerdi jazamiz:

gradp=V-¢@, diva=(V-a), rota=(Vxa).
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Ayirim adebiyatlarda V simvoli ornina dd_” simvoli paydalamiladi. Kenislik
r

tuwindilarinif tariyplerin shértli tarde anlatiwshi jogaridagr formulalarda nabla
simvol1 menen korsetilgen saykes matematikaliq amel us1 simvoldini on tarepinde
turgan funkciyaga gana tiyisli.

Simvol vektordin DKS da jaziliwi:

voilijok 2 (2.15)
oXx ~oy oz
Gamilton operator1 Laplas operator1 menen DKS da témendegishe baylanista:
A=V?, (2.16)
o° o8 &

A=

+—+
aXZ ayZ 622 . (217)

Jogarida aytilganlardan sonday juwmaq shigramiz: funkciya gradienti sonday
vektor, onifi bagiti funkciayanin eri tlken 6simi menen kébeyiwshi tarepke qaratilip
san manisi (moduli) funkciyaniri bagitt boyinsha tuwindisina ter.

Gradient, divergenciya ham rotorlardini tariypin bilgen halda olardm iymek
s1ziqli koordinatalar sistemasinada qanday jaziliwin qarastiramiz.

3. Kenislik tuwindilarinin ortogonal iymek s1ziqli koordinatalarda
jaziliwi

1. iymek s1ziqli koordinatalardin skalyar funkciyas1t ¢ (q,,0,,0d,) tin gradientin

teksereyik.
Skalyar funkciyaniri bazi bir bagit1 boymsha tuwindisi.

2—? = (grad ¢ -1°) = grad, ¢.
Bul funkciya gradientinini us1 bagittag: proekciyasina teriligin bilemiz
O 7o
—=(grad e-1").
o ~(grade-17)

(1.15) ne muwapiq:

op 1 Op _
—— =——— =(grad =grad,_ ¢,
3s,  H, oq, (grad ¢€,) = grad, ¢
op 1 op _
= = (grad =grad, ¢, .
3, R, o, (grad ¢€,) = grad, @ (3.1)
op 1 op _
= = (grad =grad o,
35, H, o, (grad ¢€;) = grad, ¢
bolganligt ushin
1 op . 1 op . 1 op .
radp = — e € € 3.2
S TR a0, T, a0, H, g, 82
boladu.
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2. iymek sizigli koordinatalardin vektor funkciyas: bolgan &(d,,d,,d;)
vektoriim divergenciyasin teksereyik. Vektor divergenciyasimin aniqlamasina kore:
_ . fa-de
diva=lim
V-0 V
boladi. 3-stwrettegi elementar parallelpipedtifi kélemi V bolsin. Bizdi A noqgattag:

(3.3)

vektor divergenciyasi qiziqtiradi. Parallelpipedtifi jabiq bet arqali vektordini toliq
agimi onin aywrim jaqlarindagr vektor agimlarmini jiyindisina ter.. Biz daslep
AAB1A3A tarep penen AiB3BB:A; tarepli dS ke qarama-qarsi qaratilgan, demek,
AAz B1 Az A nii bet vektor: [d82 dS3] bolad1. Joqgar: tartipli sheksiz s1ziq mugdarlar
nazerde tutilmasa, AA; B1 As A tarep arqali vektor agimi bunday boladu:
| (@-dé)=(a-[ds,xds,))
ARByAA
yamasa (1.15) ham (1.7) lerine muwapiq:
[(@-d&) = (ale, - €, )H,H,da,dg, = —(a[e, - € ) H,H,dg,dg, =
AgBL A (3.4)
=—(a-¢)H,H.dqg,dg, =—a,H,H.dq,ddq,.
AA2B1A3A tarepten 6tiwde g2 menen g3 6zgermeydi, tek gana g1 6zgeredi. Sonii
ushin joqari tartipli sheksiz kishi mugdarlarga itibar qilinbasa, A:1B3BB2A1 tarep ar-
qal1 vektor agimi tomendegishe jaziladz:

[(a-d6)=(a[ds, deS])+ (a[ds, x ds, )dg
AB;BB, A ql

yamasa (1.15) ham (1.17) lerine muwapiq:
. e = 0 ([~ =
I(a .d&) = (a[g, -&,)H,H.dq,dq, + — {(a[¢, - & ))H,H,dg,dq, }dg, =
AB:BB,A o0,

. 0 (. -
= (a ) el)HZHquZdQB + 8_{(a ) el)H2H3qudq3}dq1 =

1

(3.5)

=a,H,H,dq,dg; — o, % (a,H,H,)dg.da,da,

(3.4) ham (3.5) lerine muwapiq, AAz2 B1 A3 A ham A: BsBB: Aj tarepleri arqali vektor
agimlarinin jiymdisi témendegishe jaziladu:

[@-d&y+  [(a- da)—a—(aiH H,)dq,dg,dd,.
AA, B A A AB3BB, A
Usigan ugsas qalgan eki jup tarep arqalida vektor agimlarinini jiyindisi

[@-de)y+ [(@a- da)——(azH H,)dg,dg,da,,
AAB, AZA AB3BB A a

12



[@-de)y+ [(a- da)——(a H,H,)dqg,dg,dg,

AA B3 A, A AsB,BB, A,
boladi. Sorig1 tsh anlatpamin jiyindis: elementar paralleleplpedtir’l jabiq bet arqali
vektordin toliq agimin beredi:

L 0 0 0
§(a -do) = {5_% (aH,H,) +8_qz(a2H3Hl) +a_q3(a3H1Hz)}dq1dqqu3

Elementar parallelepipedtini kélemi (1.18) ne muwapiq V = H,H,H,dg,dq,dd,

boladi. Solay etip (3.3) ne muwapiq témendegini tabamiz:

. 1
dlva—l_| A {aq (a,H, 3)+8q (a,H, H1)+8q (a;H,H )} (3.6)

3
3. Potenciyal vektor @=grad¢ ushin diva=divgrad ¢ = Ap. (3.6) dag1 a
ornimna grad ¢ di qoysagq:
1

A rad H,H,)+ rad H.H + rad H.H
¢= HHH{aq(g WP 3) q(9 -H3H,)) (g P )}

kelip shigad:.

Gradiyent komponentlerdi (3.1) nen alip, joqaridag: formulaga qoyamiz:

Ap—— L {a (HZHB 8¢)J+ 0 (HsHl G(pj_i_ 0 (HlHZ agoj}_ 37
H1H2H3 aql Hl aql an H2 an 6q3 H3 aq?:

4. lymek s1z1ql1 koordinatalardin vektor funkciyasi bolgan a(d,,d,,0d;) tin iy-

rimin teksereyik.
Vektor iyrimininn normal komponenti ushin berilgen integral aniglamasin es-

leyik:
(a-dl)
rot.a = (rota- n)—hmif—,
s—0 S
a-ds
rot a—hmu. (3.8)
o—0 O

Bul jerde dS kontur elementi, ¢ usi kontur menen shegaralangan bet. Vektor iy-
riminin 0, sizigh bagittagi komponenti roty & ni1 tekseriw ushin kontur spatinda 4-

sawrette korsetilgen elementar iymek s1ziqli tuwr: tort mayeshlikti alayiq.
Bizdi A noqattagl vektor iyrimi qiziqtiradi. 4-stwrette korsetilgen kontur

menen shegralangan bet normalimii bagiti 0, sizigtri birlik vektor1 € -bagiti
menen birdey boladi. Sonin ushin kontur boyinsha jariw bagit1 4-stwretegidey etip
alind1.
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4-stiwret. Elementar iymek siziqli tuwr tort mayeshlik

a vektordin kontur boyinsha cirkulyaciyasin tomendegishe jaziwimiz mumkin

if(g.dg): J'(a.d§)+ I(a-d§)+ J.(é-d§)+f(§-d§). (3.9)
AA AZA

AEI.AZ A2A3
Jogar: tartipli kishi mugdarlarin itibrsiz qaldirip, oni tareptegi integrallard:
esaplap shigayiq. (3.9) nini on tarepindegi birinshi integral (1.15) ne muwapiq:
[(@-ds)=(a-ds,) = (a-€,)H,dq, = &H,da, (3.10)
AAy

Tértinshi integrald (1.15) formulaga muwapiq
[(a-ds)=- [(a-ds)=—(a-ds) =—(@&,)H,dg, =-a,Hydg,  (3.11)
AA Ay
bolad.

(3.9) formulaniri o tarepindegi ekinshi integral _[(5 +0dS) d1 esaplawda song: (3.11)
AR

degi I(é-d§) integralga salistirganda §; ham 0, 6zgermeydi, tek gana ; 6zgeredi.
Ahg

Sonini ushin
I 0
I(a’ds) =a,H;dg, + —(a;H,dg;)da, (3.12)
AR, 0o,
bolad.
(3.9) formulanin on tarepindegi tshinshi integral ushin témendegishe jazamiz.

[@-dsy=- [(a-ds). (3.13)

Az Aq AAy
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Tabilgan natiyjelerdi (3.9) dag1 6z ormlarina alip barip qoyamiz

. 0 0
§ (a-ds)={a(aaHg)—a(asz)}dqqug.
2 3
Buni (3.8) ne qoysaq ham elementar iymek sizigh tuwr: tértmuyeshlik beti

do, =[ds, xds,]|= H,H.dq,dqg, ekenligin eslesek, tomendegini tabamiz.

" 1 0 0
rot a=-——J4— (a,H.)——(a,H,) "
% H2H3 {aqz ( 3 3) 80|3( 2 2)} (3.14)
Vektor iyriminifi qalgan komponentin de tap usinday jol menen shigariw
mumkin:
1 0 0
rot, a=——+<—(a,H,)——(a,H,)
a2 H.H, {5(:]3 (a,H,) o0, (&, 3)} (3.15)
1 0 0
rot a=———<—(@,H,)— H )L
3= H R, { s (BaH) 5@ o} (3.16)

Vektordin iyrimin tabiw ushin sorig1 arilatpalarda tiyislisine €;,€,,€; ke kobey-

tip soni olardifi jiymdisin aliw lazim:

(3.17)

2

1 0 - 1 0 0 -
+ - — @H,)-—(a,H,) 16, + 75— 1=—(@,H,) ———(a,H,) {&;.
H3Hl{aq3<1 ) @ 9}2 Hle{aqlu )= @ 1)}3

Jogarida aytilganlardi konkretlestiriw ushin esaplarda kobirek ushrap tura-
tugin Sferaliq koordinatalar menen Cilindrlik koordinatalardi kérip shigayigq.

§ 4. Kenislik tuwindilarinin Sferaliq koordinatalarda jaziliw:

Kenislik nogatimin Sferaliq koordinatalarin r, 6, ¢ arqali belgileyik. 5-sawret:
demek, G, =T, 0, =6, 0, =¢. Kenisliktin hAmme noqatlarm aniglaw ushin r di 0 den
o ke shekem, 0 n1 0 den 27 ge shekem 6zgertemiz. x, y, z lerdi r, 6, ¢ ler arqali
anlatiw mamkin:

X =rsin@dcosey,
y =rsin@sing, (4.1)
Z =rcosé.
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5-stiwret. Sferaliq koordinatalar sistemasinda birlik ort vektorlar:
Koordinataliq betler:
1) g, =r =const, - bular oray1 O nogatag sferalar bolip esaplanadi.
2) q, =0=const,- bular ushlar1 O noqatta ham uliwmaliq kosheri Oz bolgan yarim kosher
betleri bolip esaplanadi.
3) 0, = @ = const, - bular Oz kosheri menen shegeralangan yarim tegislikler bolip esaplanadi.
Koordinataliq siziglar:
1) q,=r, suziglari-bular q,=0=const ham, o, =@ =const koordinataliq betlerinin
kesilisken siziglarimin radiuslari bolip esaplanadh.
2) q,=0, siziglari-bular q, =r=const ham o, =¢@=const koordinataliq betlerinin
kesilisken siziglarimn meridianlar: bolip esaplanadh.
3) 0y,=¢, siziglan-bular q, =r=const him q,=6=const koordinataliq betlerinin
kesilisken siziglarimin parallelleri bolip esaplanadi. 5-sawrette kérip turganimizday:
ds, =ds, =dr, ds, =ds, =rdd, ds,=ds, =rsin@e.

Bul jerden, (1.16) na muwapiq, tdmendegini tabamiz: (4.2)

H,=H, =1

H,=H,=r, (4.2)

H,=H_ =rsino.
Lame koefficientlerin (1.12) ne muwapiq, (4.1) nen paydalanip tapsaq bolar ed.i.
(4.2) in (3.2) ne goysagq:

oF . 10F 1 oF
grad F =—¢€ +=—€,+ ———F€_.
or r o0 rsing op
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(4.2) in (3.6) na qoysagq:

diva=— { (a,F? S|n¢9)+—(a9rsm9)+—(a r)}
r2sing
yamasa
. 1 0 1 0 ,. 1 oa
divi=—= —(f’a,)+ —(sinéa,) + —. 4.4
o' ) Eoing a0 O ) T ing dp (44)
(4.2) in (3.7) ne qoysaq:
1 6( 8Fj 6( 8Fj o 1 OoF
r= rcsin— |+—|sinf— |+ —| ———
r? sm¢9{a or oo oo op\.sing o
yamasa
2
=%i(rza—|:j+ L a(smeﬁ—FJ _12 ai (4.5)
reor or r’sing@ o0 00 ) r?sin*0 op

boladi. Laplasian Sferaliq koordinatalarda témendegishe arlatiladu:

2
_19 (rzij+ ! o (S|n¢9ij+ i _12 o > (4.6)
r?or or r’sin@ o6 o6 r-sin“ @ oep

Song1 eki bolshek tek muyeshlerinifi 6zgereiwine baylanisili bolip tabilada.
r =1 dep, us1 sonig1 eki bolshekti teris belgi menen alip, A arqal1 belgileyik:

2
A=— _Li(sinei}L 12 82 : (4.7).
sinéd 06 060 ) sin“6 ogp

Bul jerde korsetilgen operator matematikaliq fizikada iilken ahmiyetke iye bolip, ddette,
ol Lejandr operatori dep atalad:.
(4.2) in (3.17) ne qoysagq:

1
rota = —arsme ——(a,r) ;€. +
rzsine{ ( ) ago( ¢ )}

00

1
_l’_
rsind

{—( ) (a rsm@)}e + = { (a,r)—— (ar)}é(p

1 _
rsiné@ 89

1 1 oa. Fa oa; | .
——(ra) #( - (€
rsme sin@ 6¢p or a 00 ] "

kelip shigadi. (4.3) nen paydalanip nablanir Sferahq koordinatalardag1 arlatpasin

yamasa

('D

rota =

(4.8)

korsetiwimiz mumkin:

V=¢ —
or

0 10 . 1 0
T 4.9)

+€, +€, — :
oo rsiné ogp
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Nablaniri us1 formulasina tiykarlanip, kenislik tuwindilarmini Sferaliq koordi-
natalarinda anlatihwi tikkeley keltirip shigariw mumkin edi. Bunmi ushin
tomendegi formulalardan paydalaniw lazim.

gradp =V -@, divda =(V-a), rota = (V xa).
§ 5. Kenislik tuwindilarinin Cilindrlik koordinatalarda jaziliwi

Kenislik nogatiim Cilindirlik koordinatalarm p, ¢, z arqali belgileyik.
6-suwret: demek, 0,=p, 4, =0, ;=1

Keniskliktin hdmme noqatlarin aniglaw ushin p ni 0 den o shekem, ¢ di 0
den 27 ge shekem, hdm z ti —oo ten +o0 ke shekem o6zgertemiz. X,Yy,z di

P, @, Zarqali anlatiw muamkin:

X = pCOSQ,
y = psing, (5.1).
z=1.
Z |
| Z-S121g
1
L - - r - - - - A
~ P-siz,
s \M/ 4
\J?ZF -1 — ep -
z
2 y
¢ p

X

6- stiwret. Cilindrlik koordinatalar sistemasinda birlik ort vektorlari.

Koordinataliq betler:

1) q, = p=const, - bular uliwmaliq kosher Oz bolgan cilindir bolip esaplanadi.
2) q, =p=const, - bular Oz kosheri menen shegaralangan yarim tegislikler bolip esaplanadi.
3) 0, =z=const, - bular Oz kosherge perpendikulyar bolgan tegislikler bolip esaplanadi.

Koordinataliq siziqlar:
1) q, = p siziglar-bular q, = ¢ =const ham q, = z = const koordinataliq betlerinin kesilisken

siziglarimin Oz kosherge perpendikulyar radiuslar bolip esaplanadi.
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2) q, = ¢ siziglari-bular q, = z =const hdm q, = p = const koordinataliq betlernin kesilisken

siziglarmmin oraylart Oz kosherge jaylasqan hdam usi kosherge perpendikulyar tegislikte
jatgan sheniberler bolip esaplanadh.
3) 0,=z suziglan-bular q, =p=const ham q,=¢@=const koordinataliq betlerinin

kesilisken siziglarimini Oz kosherge parallel tuwri siziglar: bolip esaplanadi. 6-stwretten
tomendegilerdi jazamiz:

ds, =ds, =dp,
ds, =ds, = pdg,
ds, =ds, =dz
Bul jerden, (1.16) na muwapiq, témendegilerdi tabamiz:
H,=H, =1,
H2:H¢:p’ (5.2)
H,=H,=1

(1.12) ne muwapiq, Lame koefficientlerin (4.9) nan paydalanip tapsaq ta bolad:.
(6.1) in (3.3) ne qoysagq:

grad F _Fe (Lo e (5.3)

P

op pop * o1 "

(5.1) in (3.7) ne qoysaq:
. 10 0 0
diva=—{—(a —(@,)+—(a
v p{ap( pp)+a¢( o) zp)}
yamasa
. 10 10a, oa
diva=—— +——2+ =, 5.4
p@p(pap) p Op 01 (>4)
(5.2) in (3.7) ne goysagq:
1)o( or) or(léor 8( 8rj
r=—3—|p—|+—| —— |+—| p—
p{ap( 8pj 5(0(,0 aqoj az\' oz
yamasa
1 0( or 1 o’  or
) e )
bolad1. Demek, laplasian cilindrlik koordinatalarda témendegishe jaziladi:
1o( 8), 18 & »
pap pap p28¢2 aZZ (‘)

(5.1) in (3.17) ne qoysagq:
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-~ 1)0 0 ~
rota=—<——-:2(a,)——(a e +

0 0 _ 1|0 0 _
+ {E (a,) - % (a, )}% + ; {% (a,p) - % (ap)}ez

yamasa
roté:i{aaZ —é(paw)}ép +
plO0p Oz (5 7)
oa, aazé 1@( )aapé '
B A CE Y i
bolad. (5.2) ne muwapigq, cilindrlik koordinatalarda V témendegishe jaziladu:
. o0 .10 _. 0
V=€ —+¢€ +€ (5.8)

‘op Tpop ot
Kenislik tuwindilarin cilindrlik koordinatalarda, (5.8) ne muwapiq, tikkeley

anlattw mumkin.
gradp =V -¢, diva =(V-a), rota = (V xa).

§ 6. Dekart koordinatalar sistemasinan Sferaliq koordinatalar sistemasina

o6tiwdin jane bir (alternativ) usil

Nogattin DKS dag1 x, y ham z koordinatalar1 hdm olar SfKS dagi r, 6 ham ¢ ler
menen 6z-ara tomendegi qatnaslar arqali baylanisqan:

x=rsinfcosp (6.1) Yy=rsingdsing (6.2) z=rcosd (6.3)

cosf = % (6.4) tang= % (6.5) r’=x+y*+2° (6.6)

Z

— Y

N, ', ", \ N ", \ N, N,
Y N, N, Y K N, N, Y N,
N N e e
, \ N , \ N , , \
N, Y K N, N, Y N, N, Y

7- sttwret. Dekart koordinatalar sistemasinin Sferaliq koordinatalar sistemasi koordinatlari menen
korsetiliwi
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Bul jerde birinshi topar formulalar SfKS da nogqattin r,  ham ¢ koordinata-
larin bile otir1p, ust noqattii koordinatalarin DKS da tabiw imkanin beredi. Ekinshi
topar terilemeler bolsa kerisinshe 6tiwin taminleydi.

DKS nan anlatilgan operatorlard: SfKS da anlatiw ushin o 9
X

o
= 1
= styaqli

menshikli tuwmdilardr 2,2 9 menshikli tuwindilar arqali anlatiw kerek. Burn

or' a0’ ag

tomendegishe dmelge asiramiz. Bizge belgili aﬁ qatnasmin 6zi de funkciya bolip

iii ler menen -2 -9 ,990 99 0 ¢ymyla arqali baylanisqan bolad1.
or 060 o OX Oxor Ox 00 oOx a(p
Sol styaqh 9 ham 2 ler de 9.9 9 menen baylanisada.

oy 0z or ' 060 op

Uliwma alganda

0 _oro 000 opo

ox _oxor  ox 00 ox op

0 _oro 0090 0¢ 0 (6.7)
oy ayor oy oo oy dp

B
oz

or 0 898+6¢8

ozor 0z 00 0z O

terilemeler sistemasin matrica kérinisinde jazsada boladz:
) (erovop) (o
1) OX OX OX or
o |_|ravep| | o
oy oy oy oy o0
o | |erovep || 2
0z 0z 6z oz op

Kézde tutilgan natiyjeni qolga kirgiziw ushin

or 20 29
OX OX OX

or 00 op (6.8)

oy oy oy
or 20 o9
0z 0z 0Oz

matrica elementlerin tabiwimiz kerek.
Kelin aldin matricanin  birinshi baganasin  yagniy ?% ham
X
% elementlerin  tabamiz. Bumii ushin (6.6) formulanin eki tarepin
z

differenciyallaymiz:
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d(r®)=d(x* +y* +2%)
2rdr = 2xdx+ 2ydy+ 2zdz

drzidx+ldy+5dz
r r r

Aqirgy terilemelerden radius-vektor modulinii x, y ham z koordinatalar
boyinsha menshikli tuwindilarin tabamiz:
or X or y or _z

X r oy r 8z r

(6.1) - (6.3) formulalard: esapqa alip tomendegilerdi tabamiz.

or . or . . or
— =siné&cos 6. — =sin#@sin . — =Cc0séd i
o » (6.9) EY @ (6.10) e (6.11)

Endi (6.8) matricanifi ekinshi baganasin yagmyg_g, % ham ‘;_‘9 tabamiz.
X z

Bunini ushin (6.3) qatnastin eki tarepin de x, y hdm z boyinsha differenciyallaymiz:

. dé z dr _dé z dr
x: (=sinf)—=——=—=—= =
dx p2dx dx (2gipg dX

dr tuwindi ornma usi tuwimdmn (6.9) formula menen berilgen anlatpasin
dx

qoyamiz, z ornina bolsa oniri (6.3) formuladag: arilatpasin qoyamiz.

do z dr rcosé . d@ cosfcose
= = sinfcosp > —=——"—

dx r2sing 9X  r2sing X r
dd cosfcose
—_—= 6.12
dx r ( )
y: (—sin@)%z—igzda— z_dr

dy pzdy T dy prsingdy
2—; tuwindi ornma usi tuwindmm (6.10) formula menen berilgen anlatpasin

qoyamiz, z ornina bolsa oniri (6.3) formuladag: arilatpasin qoyamiz

do z dr rcosé .. . d@ cosésing
—= —= sinfsing > —=—"-—"—"
dy  r2sing Y  r2sing dy r
dé cosédsing
— = 6.13
dy r (6.13)
r zOIr
. do T gz
;(-sin@)—=—-"%
z )dz r
% = % qatnasin esapqa alip tomendegishe jazamiz:
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dr z
r—7— r—z— 2 2

. do dz r r°—z
—sinf)— = = =
( ) dz r? r? re
z tifi (6.3) menen berilgen anlatpasin qoyip, ‘21‘9 ti tabamuz:
V4
. df r’-r’cos’d sin’0 do  sind
(-sind)— = - = -7
dz r r dz r
dg  sing
—__>7 6.14
dz r (6.14)

Sofiman (6.8) matricanii Gshinshi baganas1 yagniy, il(p’(il(p’(:p elementlerin
x'dy dz

tabamiz. Bunii ushin (6.5) qatnasti eki tarepinde x, y hdm z boyinsha

differenciyallaymiz.

dp  ycos’e
X ===
dx X

x hdm y tin ormlarina saykes tarde (6.1) ham (6.2) formula menen aniglangan

qatnaslardi qoyamiz:

dp  ycos’p _ rsindsinpcos’p _ dp  sing
dx x? (rsin@cosg)? dx  rsiné
de__sing (6.15)
dx  rsiné@ '
. dp _cos'g
Sy T x
x tift ornina (6.2) formula menen aniglangan qatnast1 qoyamiz:
dp _cos’p  cose _ do _ cosp
dy % rsinfcose dy rsing’
dp cose
—=— 6.16
dy rsinéd (6.16)
=92 _0  (617)
dz
Demek,
ar 06 dp sin@cosp cosgcosp Slrl(o
OX OX OX r rsing
or 06 dp sindsing cosésing cqs<o (6.18)
oy oy oy r rsing
or 96 op cosé _sing 0
0z 01 01 r
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§ 7. Dekart koordinatalar sistemasinan Cilindrlik koordinatalar siste-
masina 6tiwdin jane bir (alternativ) usili

Nogqattin DKS dag1 x, ¥ ham z koordinatalar1 ham olar CKS dag1 p, ¢ ham z ler
menen 6z-ara tomendegi qatnaslar arqali baylanisqan:

X=pcosep (7.1) y=psing (7.2) 1=1 (7.3)

PP =xE4y:  (74) tang = % (7.5)

Bul jerde birinshi topar formulalar CKS da noqattir p, ¢ ham z koordinatalarin
bile otirip, usi noqattin koordinatalarin DKS da tabiw imkanin beredi. Ekinshi
topar terilemeler bolsa kerisinshe 6tiwin taminleydi.

DKS da anlatilgan operatorlardi CKS da anlatiw ushin i, i,i styaql
oxX oy oz
menshikli tuwindilardi i,ﬂ,— menshikli tuwindilar1 arqali anlatiw kerek.
op O@ Oz

Buni tomendegishe amelge asiramiz. Bizge belgili ai qatnasinini 6zi de funkciya
X

bolip i ﬂ © ler menen 2 -9 9,900 %20 fymula argali baylanisqan
op O@ Oz OX OXOp OXO¢p OXOoz
bolad1. Sol styaql 9 ham 2 ler de 9o , ﬂi menen baylanisadu.
oy 0z op O 0z

Uliwma alganda

_9p 0 0p0 20
X OXOp OX Op OX 0
0 _0p0 090 2O
oy oyop oy op oyor’
0 _po po @0

oz L op o1op ooz

tenlemeler sistemasin matrica kérinisinde jazsada bolad.

o) (opopdz) (2

& OX OX OX %
O |_|9pdpoz|| O
oy oy oy oy | | O |
o |9popoz || O
oz 0z 0z 0z oz

Koézde tutilgan natiyjeni qolga kirgiziw ushin
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op o9 02

OX OX OX
op o9 2
dy ay oy
op 29 O
oz oz oz
matrica elementlerin tabiwimiz kerek.

(7.7)

ox ' oy oz
elementlerin tabamiz. Bunini ushin (7.4) formulaniri eki tarepin differenciyallaymiz:
d(p*) =d(x* +y?)
2pdp = 2xdx+ 2ydy

do = idx+ldy
P P
Aqurgr terilemelerden radius-vektor modulinin x, y ham z koordinatalar

boyinsha menshikli tuwindilard: tabamiz:

op_X Op_Y Op_2

Kelin aldin matricanii birinshi baganasmn yagniy 9P OP ham ®

OX o oy p oz Yo,
(7.1)-(7.3) formulalardi esapga alip tomendegilerdi tabamiz.

Z—'i =cosp (7.8) %O =sing  (7.9) (2_,20 =0 (7.10)

Endi (7.7) matricanuri ekinshi baganasin yagnlyg—go : % ham 2—¢ di tabamiz.
X z

Bunii ushin (7.5) qatnastin eki tarepin de x, y hdm z boyinsha differenciyallaymiz:
L)dgo—_l:}d_(o:_cosz@l:_w d_(D _ﬂ

sk = 7.
cos’p  dx 2 dx 52 o, dx D (7.11)
1 .de 1 do , 1 cose dp cose
: L == =T =cos’p-—= =" 7.
Y (c032 (p) dy x dy 2y P dy p (7.12)
de
29 _o
2 o (7.13)

Soniman (7.7) matricanin tshinshi baganas yagniy % : % : dz elementlerin tabamiz.
X z

Buniri ushin (7.3) qatnastin eki tarepinde x, y hdm z boyinsha differenciyallaymiz:

dz dz dz
:—=0 (714 :—=0 (71 :—=1 (71
X g T0 1)y =0 (715) =1 (716)

Demek,
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6_p6_(pg cos —Siﬂ 0

OX OX OX ¢ p

PE_sing 2 o] (7.17)
oy oy oy p

poper| | 0 01

0z 0z oz

§ 8. Hareket mugdar1 momenti operatorin Sferaliq ham Cilindrlik
koordinatalar sistemasinda aflatiw

[mpuls momenti operatorin DKS da jazamiz:

CP=C+C+0C (8.1)

tx =-in yg—zi s I:y :—ih(zi—xﬁj/ L, =i Xi_yE :
oz oy ox o) oy T ox

Impuls momenti operatorinii x, y ham z késherlerindegi qurawshilarin

(proekciyast) L,(i =, y,2) ti DKS nan SfKS na 6tkeriw ushin daslep (6.1)-(6.3) shi

formulalardan ham (6.7) formuladag: tefilemeler sistemasinan paydalanamiz.
Yagniy

L =—in yg—z2 — —ih| rsin@sin ¢ oro, 000 040
0z oy ozor 07060 07 0¢

_rcos({ﬂé+%i+6_¢iﬂ | (8.2)
dyor oy o0 oy op

Bul kelip shiqgan (8.2) anlatpaga (6.9)-(6.17) shi formulalardan paydalanip
almastiriwlardi d&melge asiramiz:

L, =—in yi—zi = —i#| rsin@sing o, 009 0p 0
oz oy ozor 0z 060 0z O

~reosg) 0900 000 =—ih{rsin@singocos&é—rsinesin(p—smei_
dyor 0y o8 oy dp or Y

—rcosHsianin(pg—rcose -
or r 00 rsing oe

cosfsing 0, COSQ i}_

—ii‘{—sin2 6’sin(pa—80—cos2 sin gpi_wi} -

00 sing  dp
. 0, .5 ) 0 . 0 0
=—I1#i| Sinp—(sin“ @ + cos” @) + ctgf cosp— | = —iA| Sinp— + ctgdcosp — |.
( (089( ) +ctg wa(pj ( e g ¢a¢j

Yagniy
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A

L, = —ih[simp%%tgecosw%j (8.3)

Tap ust styagh almastirtwlardi L, ham L,lerde de d&melge asirip elementar al-

gebraliq esaplawlardan sort témendegilerdi qolga kirgizemiz.

3 :_ih[zﬁ_xﬁj:_ih rcosgl L0 .90 0  0p 0 ) _
Y ox oz OXOr oOx 00 OX Op

—rsin@dcose qﬁ+%i+a—q)i =—in rcos@(sin@cosqu+
ozor 0r060 01 0p or

+cos€cOSgoa singp 0 0 sing 0.|_
r 00 rsind op

—rsin@cosp(cosf — — ———
o or r 69)

) .
=—ih rcos¢9:~:in¢9c05¢>i +Mi _Mi —r sin@cowcos@i +
or r 00 rsind oe or

- 2 -
,rsintocosp 9 1 cosz0c05(pi+sin2«9cos(pi——COS‘?SWOi
r 0 o6 o6 sind Ogp

. 0 ) I . 0 . 0 . 0
=—I1#il cosp—(cos” @ +sin” @) +ctgdsing— | =—ih| cosp— —ctgfdsing —
( (pae( ) +ctg ¢6¢J ( &y g ¢6¢J

Yagniy

~ . 0 . 0

L =—ifi(cosp— —ctgfsinp—) . 8.4
(cosp—>—ctg waq)) (8.4)

y

Tap us1 styaqlh

L, =—in x 0y 2 )= in| rsinocosg| &0 99 0 0P O
oy OX oyor oy o0 oy op

—rsinesin(p[gg+%i+8—¢i

- - H 1 a
= —1h| rsin@dcosgsingsing — +
oXor X 00 ox o or

+ rsin@cowcoseﬂi+ rsingcose Co_sw i—rsinasin(psiné’cosgog—
r 00 rsiné op or
- - 2 - - 2
—rsinesin(pcosecowiJrrsin@singo SII:]go 0 __in rsm@_cos (pi+rsm49_sm ¢ 0 _
rsiné oe rsingd oe rsind oe
=—ih coszgoi+sin2(pi =—ihi(coszqo+sin2go):—ihi.
op op op op

Yagniy

~ .. O

L, =-in— . 8.5
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(8.2)-(8.5) formulalardan paydalanip (8.1) formulanin SfKS dagi manisin

esaplaymiz.

A

2 "2, M2 "2
L"=L +L +L;

2=L, L[ =-n? singpi+ctg¢9c05goi : singpi+ctg¢9c05goi =
00 00 00 Y

2
=—h’|s (oa— +sin goCOS(oi—(Ctgﬁ) + CtgHCOSgoi—(Sln @) + ctg 9c05¢—(cos<o—)
06° O0p 060 00 0

2 2
=—h%|sin® ¢ 0 Sm(pcos(ﬁ 0 — +ctgfcos’ gpi—ctgzﬁcowsm(pi+ct920cos o— 0
00 op op°

A

L2 =

y

2= —h{sin2 @

00°>  sin®@ Op

A A 0 .0 0 .0
L, -L, =-7%%| cosp— —ctg@sing— |-| cosp— —ctgfsing— || =
"o H o0 q”a(p]( Po0 %f”ﬂ

cos w——COSwSIﬂgpi—(Ctgé’) Ctg&’SIﬂgpi—(COSgD)+CthHSIn(0—(SII’1(0—)
592 op 00 00 0
2
cos’ | Sinpcosp 0 — +ctgfsin? ¢i+ctgzesm¢)c03¢i+ct9295|n gpa—
sin2g 99 00 op o>
2 2
=—h?| sin’ o 0 SlngoCOSqo 0 — +ctgdcos® (pi ctgzecowsmgoiwtg 6cos? ¢ . (8.6)
06° sin®@  op 00 op op*
2 2
=—h?*lcos’ ¢ 0", Sinpcosp 0 — +ctgfsin? (pi+ctg esmgocosqoi+ctgzesm (pa— . (8.7)
892 sing 09 00 op 00?
~ o2
L2 =-n>— (8.8)
8(02

2

0° Sln(DCOS(p 0
00°>  sin*@ Op

0 0 0
— +ctgfcos? p— —ctg 26 cospsing— + ctg >0 cos?
g (069 g @ (08(0 g (/’a

+c0s> p—— + — +ctgdsin® go%+ctgzesmgpcoswa—+ctgzesm p— +——

0> sinpcosp & d d 2% B2
060%>  sin’9 09 @ 0p?  d¢?

o 0’ . 0 . 0’
—h?| (sin? ¢ + cos? +ctgd(cos’® @ +sin? @) — + (ctg 26(cos® @ +sin® @) +1 =
(sin” ¢ ¢)692 go(cos” ¢ ¢)ae (ctg“O(cos” ¢ ®) )(3(02:|

N

00? 00 sin’g op°

2 2 2 2
0 . +ctg¢9i+(1+ctgze) 0 ~|=-n’ 0 +ctgéd i 1 9 |
| 00 06 op
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2
=—h? — ! a(smeij+ 12 6—2 ,
sing 06 00) sin“ 6 op
A 2
L =—n? _ii(sinei)jt _12 8—2 , (8.9)
sing 06 060) sin“0 op

L2 =-h2A

(8.10)

0 -

Endi 7§ tag: keltirip shigarilgan formulalardan paydalanip hareket mugdar:
momenti operotorimin CKS da jazilhiwin koérip shigayiq. Bunii ushin biz 8§ ta
orinlangan dmellerdi sdykes tirde CKS da da orinlawimiz kerek.

~ 0 o) -
SRS PR S A L.
0z oy OX 0z oy X
Impuls momenti operatorinini x, y ham =z koésherlerindegi qurawshilarin

(proekciyast) |:i (i=xy,2) ti DKS nan CKS na 6tkeriw ushin daslep (7.1)-(7.3) shi

formulalardan ham (7.6) formuladag: terilemeler sistemasinan paydalanamiz.

L =—Iih y——zﬁ =—ih| pSing 9 0 +8(p 0 +az 0
oz oy 0z 0p 0L Op 0101

(Gp o op o & aﬂ (8.11)

Yagniy

oy op oy op oy oz
Bul kelip shigqan (8.12) anlatpaga (7.8)-(7.16) shi1 formulalardan paydalanip al-
mastiriwlardi &melge asiramiz:

ﬁz_lhpsmq)apa op 0 aza 8,08 8(08 628
o0z Op 828(0 oz oz 8y6p 8ya¢> 8yaz

: { N
=—Ih| pSINp——ZSINQp——Z ————
0z

Almastirniwlar dmelge asirilsa, elementar algebraliq esaplawlardan son (8.12)
formulan: qolga kirgizemiz. Bul jerdegi almastiriwlarda cos? ¢ +sinz¢ =1 ekenligin

esapqga aliw lazim.

0 cosp O
(”—} . (8.12)

L. =—in| psin E—zsin = 7
. psing— 2

Tap us1 styaqh almastiriwlard: |:y ham L, lerde de amelge asirip elementar al-
gebraliq esaplawlardan sort témendegilerdi qolga kirgizemiz.

C =_ih[zﬁ_x3)=_m o AL A
Y ox 0z OX Op OX O OX 012
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[ 6(0 aJ az o : 0 sing 0 0
— pCOSQp| — =—lA| zCOSp——7Z———— pCOSQP—
0z 6,0 0z ago oz ot 0 P z

Yagniy

~ i 0 sinp 0 0
L =-in| zcosp——-z2—"—— pcosp— |, 8.13
’ ( Yoo o o9 ” ganJ (6:13)

oy ~ OX ayap 6’y8¢ 5‘yaz 6xap 8xago o1

. ( 9 cosp o . d _ sing aj
= —if| pcospsing— + pcosp—-— — psSiNECoSp— + psSinpg—-— | =
op p 09 op p Op
=—ihi(COSZ(D+Sin2(D)=—ihi
op op
Yagniy
~ 8.14
L, =—1Aa 0 (814
op

(8.12)-(8.14) formulalardan paydalanip (8.1) formulanimi CKS dagi manisin

esaplaymiz.

2 "2 2 "2
L =L +L, +L;

0 _,L0s¢ 8] (psmgoag—ZSIngoi—Z—COS(piH:
z

2=L, L =-# pSIngog—Zsmgo——Z——
oz op p 09 op p 09
h°|| p?sin (pi—psmgogzsmgoi—psm ﬁ ﬂi_ zsinp— 0 pSIng02+
oz° oz op oz p 0p op 0z
2 2 2
+12%sin goa—+z Sm(pi_cosw 0 z—COS(Dipsin(ngrzz—Cosq)isingoiﬂzCOS (05_2 =
op° op p Op  p Op oz p Op  Op p 09
2 2 2 2
—h? pzsin2¢)a—2+ z°sin’ @ 0 ~+2° Cos' ¢ o —2pSIng0£ZSIn¢)i—
0z op p 0p° 0z op
—2psin(pngOS(p 0 4272 singp— 0 cosp O . (8.15)
oz p Op op p op.
I:zy:I:y-I:y:—h2 zcoswi—zﬂi—pcoswg : zcoswi—zWi—pcow— =
op p 0 1074 op p 0 o/
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{ 0?2 d sing o 0 o _,sing 0 G,
—h?| 2% cos’ qo@——z COSQ)———— cosgoa pPCOSYP——2°———17C0Sp— +
0

op p Op P 2 p Op op

,8in*p 07 singp 0 0 0 0 o _sing 0
+2° = +7 5 PLOSP = = pLOSP— ZC0SP——+ pLOSY — 2= = ——+

p° op*  p Op z P oz p Op

2 2 HY) 2 2 :
+pzcosz¢a_2 — 12| 22 cos 0 280 0 : +p20082¢)6—2—222C03§0ism¢i_
oz op p- Op oz op p 0o

0 0 0 _sing 0
—22C0Sp— pCOSQO—+2pCOSQP— 7 ———
® op pCOsSy e pPCOSp 5 } ) (8.16)

N (8.17)

2 2 2 2
C=C+0C+L=-n pzsin2¢a—2+zzsin2¢ 0 S+ cos ¢ 0 - —2psin¢gzsin¢i—
0z op p 0@ 0z op

2 =A2 2
—2psin(p§zcos¢i+2225in(p 0 Cosp 0 , ;2 cos® @ 0 289 0 =+
z

2 2

p Op op p Op op p- Op

2 H 2
+p2c032¢%—222coswiﬂi—22c03¢ip005¢§+2pcoswgz ng a 0 }—
z

op p 0@ op /4 oz p 8g0 0p*

= —h? ,02ﬁ(COSZgD-I-SinZgD)-}-ZZi(COSZ(0+Sin2g0)-|-22ii(coszq)+sin2(p)+ﬁ =
622 aIOZ 6(02 ,02 8(02

p Op 8,0 op* p° o1’

+Z

2 2 2 2 2 2
=—h{P2§2 2:2+22:zi2+;2}=-h{1 0, 8 &1 a_}
2 op 0p* Pt dp

(2 2|10, 8+182+82 818
p op p@p p? op® oz° | (8.18)

L2 =—72A,, . (8.19)
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§ 9. Kenislik tuwindilar1 boyinsha maseleler sheshiw

Masele Nel. M2 [mpuls moment kvadrati operatormin
Y (6,9) = (cosf +2sindcosp) menshikli funkciyaga saykes kelgen impuls moment

kvadrati operatorimiii menshikli manisi tabilsin.
Sheshiliwi: Bizge belgili M?Y(0,0)=M?Y(0,9) menshikli funkciyalar ham

menshikli manislerdi aniqlaw qatnasimnan paydalansaq ham

2
MZ:-h(:la(gneaWy+ L ean

sin @ 66 00" sin? 0 og?
yekenligi esapga alinsa, usi operatordi Y (6, p) = (cosf + 2sin @ cose) funkciya
tasiri natiyjesinde M2Y = 24 (cosé +2sindcosyp) kelip shigadi. Demek, impuls mo-

menti kvadrati operatornii menshikli méanisi M? =2#2 qa teri boladi.
Juwabi: M? =252
Midsele Ne2. T radius-vektorimii modullerine gana garezli bolgan f(r)
funkciya graidentin esaplan.
Berilgeni: I, f(r)
Tabiw kerek: f(r) grad f(r)-?

grad(p:Vgo:8¢7+a¢f+a(plz grad f(r)=V¢:af(r)T+af(r)j+af(r)|2
OX oy 0z OX oy 0z

F=ix+jy+kz, r=yx*+y*+2° ekenliklerin esapqa alip, témendegilerdi

esaplawlardi amelge asiramz.

A _d or o afCryi e eyt 1 apayi+r)  x X

OX or ox or OX ’ OX 2 /X2+y2+22 OX ,X2+y2+22 r

ekenligin inabatqa alip A _X 4 tabamuz. Usigan ugsas ﬂzil, a_az
OX I oX oy or r o0z orr

endi alingan natiyjeden paydalamip ( grad ¢=V¢ ) formulasina muwapiq

gradf(r):i.ﬁr+i.lj+i.EE:(§T+l]+EE):8_]:(XT+yj+212):i.£
or r or r or r r r r orr or r
of r
bi: grad f(r)=—-—
Juwabi: g (r) polle

Misele Ne3. T radius-vektorinin @ vektor boymsha gradienti (@8V)r tabilsin.
Berilgeni: T, d
Tabiw kerek: (aV)F =7
Sheshiliwi: ¥ =1 X + Ty + kz ekenin bile otirip, @v)mr $a kobetemiz.
(EV)F = (aV)xi +(aV)yj +(aV)zk = (aVX)i +(aVy)j +(avz)k = (@)i +(aj)]j + @k)k =
=a,j+aj+ak=4a
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Juwabu: (@V)r =a
Mdsele Ne4. T radius-vektorimn divegenciyasi tabilsin.
(Masele §2. Ne2.1. JL.I.I'peuxo u dp. Cooprux 3a0au no meopemuueckotl ¢pusuxe. Mock6a-
1984)
Berilgeni: T
Tabww kerek: divi —?
X

—

Sheshiliwi: I =1X+ Jy+ Kz formulasman paydalanip T =T, i+ I j+, k dep

jazsaq boladi. Onda terillemedegi I, =X, I, =Y, I, =7 ekeni kelip shigadi. Demek

diVF—ZLX+(i%+%Z bolsa, Iy =X, I, =Y, I, =7 manislerin orinlarina qoysaq
divi=Z Y g K g Vg P givres,
ox oy oz OX oy 0z

Juwabz: divr =3,

Msele Ne5. T radius-vektorinin iyrimi tabilsin.
(Masele §2. Ne 2.2. JI.I'.I'peuxo u dp. Coopruxk 3adau no meopemuueckoi ¢pusuxe. MockBa-
1984)
Berilgeni: T
Tabiw kerek: rotr —?

0~ 0 - . o 0 0 0

Sheshiliwi: V=£T+—j+—k ham v=vi+v j+vVk dan V,=—, V =—, V,=—
ox oy 0z OX oy oz

skalyar funkciyanii gradient operatormmm DKS dagi formulasinan paydalanamiz.

Nabla operatorr menen iyrmnin Vxf kobeymesin determinant formasinda jazip

alamiz. V= oz —=0 h.tb
oy

i jk
VxT=|V, V,V, |=iV,2+V,jz+yV,i +kV x~-]V,x-V,yk =0
X

y

Juwabz: rotr =0.
Midsele Ne6. Araliq gradienti gradr radius vektor1 rdin orti ekenligi

—

;
dalillensin: grad r = T

Berilgeni: grad r
Sheshiliwi: I araliq Dekart koordinatalar1 x, y, z arqali arllatilad1: r = (C+y+2 .7
din menshikli tuwindilarin alamiz:

or X or or
or _1 2x X _:F Tap solay — X, —=£-

&=E. ’X2+y2+zz_|’, OX 5‘y r 0z r
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| =

bolad..

1, . . -
Bulardan: gradr= F(XI +Vyj] +2k) = .

Juwabz: grad r =

= |-

Midsele Ne7. Vektorlardii dekart anlatpalarinan paydalanmip, rotgrad ¢ =0
ekenligi dalillensin.
Berilgeni: rotgrad 9 =0
Sheshiliwi:
rot, grad ¢ = igrad go—ggrad Q= Q(%j_ﬁ(a_(pj = 82—¢—82—¢ =0.

oy *T oo Y oy\oz) oz\éy) oy oyoz

Tap solay: rot, grad ¢ =0, rot, grad ¢ =0.Demek: rotgrad ¢ =0.
Juwaba: rotgrad ¢ =0.
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JUWMAQLAW

Fizika hdm astronomiya oqitiwshilarin tayarlawda, olardin sanasin 6siriwde
ham alemninn birden-bir fizikaliq korinisin qaliplestiriwde teoriyaliq fizika 6z
aldina ahimiyetke iye. Teoriyaliq fizika kursi joqar1 matematika, vektorlar analizi,
analitikaliq geometriya, differenciyal hdm integral esaplawlar menen tig1z
baylanisqan. Teoriyaliq fizika kursinda apiway1 tuwindilardan tisqar1 “gradient”,
“divergenciya” ham “rotor” kenislik tuwindilarinda isletiledi. Olard: bilmey, tap
negizgi manisin tasinbey, teoriyaliq fizika kursm 6zlestiriw toliq bolmaydi. Sol
sebepli, qollanbada oqiwshilarga iymek sizighh koordinatalar, olarda kenislik
tuwindilarinin jaziliwi, bir kordinataliq sistemadan ekinshi sistemaga 6tiw siyaql
teoriyaliq bilimler berildi. Gradient, divergenciya ham rotorlardin Dekart, Sferaliq
ham Cilindrlik koordinatalarda jaziliwi keltiriledi. Teoriyaliq fizika kursimin
“Kvant mexanikas1” boéliminde o6tiletugin “Hareket mugdart momenti operator1”
temas1 boyimsha orbital moment operatorlarimim Dekart koordinatalar sistemesiman
Sferaliq koordinatalarda sistemasina 6tkeriliwi qolayli berilgen. Ameliy maseleler
sheshiw metodikasi bayan etilgen.

Ust gollanba Jogar1 oqiw orinlari studentlerine ham qalaberse fizikaga
qizigatugin hamme oqiwshilarga paydali derek boladi degen Umittemiz.
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Kenislik tuwindilarinif Sferaliq ham Cilindrlik koordinatalarda jaziliwi

Komplanar
vektorlar
Izobet (sirt)

Koordinataliq

vektorlar
Gradient

Rotor

Divergenciya

Lame koeffi-

centi

Lejandr opera-
tor1

temasina tiyisli qisqasha
GLOSSARIY
Baz1 bir tegislikke parallel vektorlar

Barliq noqgatlarinda funkciyanii 6zgermes ménisine iye bolgan

izobet yamasa ekvipotenciyal bet dep atalad..
or or or

, , vektorlar koordinataliq vektorlar dep ataladu.
oq, 99, Qs

Berilgen noqatti qorshap algan jabiq bettii, formasinan
qatty nazer, sheksiz kemeyiwi menen birge , ol shegaralangan
kélem nolge umtiladi. Sol shart orinlanganda jogaridagiday
dazilgen qatnastii bar ham aniq limiti skalyar funkcryanin
@ din berilgen noqattag1 gradienti dep ataladi ham grad ¢
arqal1 belgilenedi.

Skalyar funkciyamin berilgen noqattagi gradienti usi
skalyar funkciyanimi ust noqattagr kenislik vektor tuwindisi
dep ataladi gandaydir aniq vektor mugdarma umtilad.

-dS
grad(p:Iimf(p

v—o

Ekinshi qatnastii limitin aflattwshi vektor mugdar a
vektormin berilgen noqattag: iyrimi dep atalad:r ham rotd ko-
§(d§a)

rinisinde jaziladi. rota=lim :
V-0

Birinshi qatnasti arilatiwshi skalyar mugdar & vektorimnin
berilgen nogattag1 divergenciyasi dep ataladi ham div &kérin-
isinde jazilad1.

diva =i m@

Koordinataliq vektorlarimii modullerin (1.12) formula

béyinsha iymek sizigli koordinatalarda anlattwshi Hi , Ha , Hs

arnawli koefficentler Lame koefficentleri dep atalada.

Bul jerde korsetilgen operator Lejandr operator: dep ata-
ladi.

2
A s ) LT
sing 06 060 ) sin“@ op
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Nabla - op-
eratori

Jogarida koérsetilgenindey skalyar funkciyanin gradienti,
vektor divergenciyasi ham vektor iyrimi tariypine muwapiq
keltirilgen formulalardan belgili, funkciyanii bazi bir kenislik
tuwindisin biliw ushin berilgen noqatti qorshap algan sheksiz
kishkene bet normalina usi funkciya saykes tirde on tarepinen
kobeytirilip, soni kerekli limit alinadi. Bul matematik dmeldi
anllatiw ushin us1 simvol qabil etilgen.

nds
VIR
Bul simvol nabla yamasa Gamilton operotori, yamasa gamilto-

nion dep ataladu.

Ayrim adebiyatlarda V simvoli ornina 9 simvoli payda-

dr
laniladi. Kenislik tuwindilarimiri  tariyplerin  shartli tarde
anlatiwshi jogaridag: formulalarda nabla simvoli menen koérse-
tilgen sdykes matematik amel usi simvolidin on tarepinde
turgan funkciyaga gana tiyisli.
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