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KIRISH 

 

0.1. Dissertatsiya ishining umumiy tavsifi. 

 

1.1. Mavzuning dolzarbligi. Magistrlik dissertatsiyasi kompleks 

ko’pxilliklarning muhim sinfini tashkil etuvchi parabolik tipdagi Shteyn 

ko’pxilliklarida aniqlangan analitik funksiyalar va ularni baholashda asosiy 

o’rin tutgan estremal Grin funksiyasi va uning xossalarini o’rganishga 

bag’ishlanadi. XX-asrning oxiriga kelib shakllangan bu yo’nalish 20 yildirki 

mutahassislar diqqat markazida turmoqda. Bu yo’nalishda A.Sadullayev, A. 

Zariahi, P.Griffiths, J.King, A.Aytuna, W.Stoll, J.P.Demailly, P.M.Wong 

kabi yetakchi matematiklar ishlarini qayd etib o’tishimiz mumkin.  

P.Griffiths va J.King tomonidan parabolik ko’philliklarda Newanlinna 

nazariyasi o’rganilgan. Ekstremal Grin funksiyasi dastavval parabolik 

ko’philliklar uchun A.Zariahi tomonidan kiritilib uning bir qator hossalari 

isbot qilindi. Hozirda kompleks analiz metodlari ko’pgina sohalardagi 

masalalarni yechishda keng qo’llanlib kelinadi va bu borada kompleks 

fazolarning umulashmasi hisoblangan ko’philliklarda analitik funksiyalarnig 

mukammal nazariyasini qurish muammosi dolzarb hisoblanadi. 

1.2. Ishning maqsadi. Parabolik ko’pxilliklarda ekstremal Grin 

funksiyasi xossalarini o’rganish.  
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1.3. Ishning vazifalari. Dissеrtatsiyada quyidagi asоsiy masalalar 

qaraladi:  

- Parabolik ko’pxilliklarni alohida hususiyatlarini tadqiq qilish va 

o’ziga hos jihatlarini ajratib ko’rsatish. 

- Parabolik ko’pxilliklarda plyurikompleks Grin funksiyasi va uning 

hossalarini o’rganish.  

1.4. Tadqiqot ob’yekti.  Parabolik ko’philliklarda aniqlangan analitik 

funksiyalar, Plyurisubgarmonik funksiyalar. 

1.5. Tadqiqot predmeti. Ekstremal plyurisubgarmonik funksiyalar. 

1.6.Tadqiqot usullari. Funksional analiz, ko’p kompleks o`zgaruvchili 

funksiyalar nazariyasi va kompleks potensiallar nazariyasi usullari. 

1.7. Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur 

tadqiqot ishida parabolik ko’pxilliklarda plyurikompleks Grin funksiyasi uchun 

Bernshteyn-Uolsh tengsizligi va uning uzluksizlik xossalari isbot qilinadi. 

1.8. Tadqiqot natijalarining amaliy ahamiyati va tadbiqi. Оlingan   

natijalar  nazariy  хaraktеrga  ega. Natijalar  va  usullarni  matеmatik  

analiz,  funksiоnal  analiz va golomorf funksiyalar nazariyasining 

tadbiqlarida foydalanish mumkin. 

1.9. Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda 

adabiyotlar ro`yhatidan iborat. Har bir bob bo`limlardan tuziladi. 
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0.2. Dissertatsiya ishining mazmuni. 

 Dissertatsiya ishining birinchi bobida tayanch tushunchalar 

keltiriladi. Bunda kompleks fazo va unda aniqlangan golomorf 

funksiyalarning xossalari, kompleks potensiallar nazariyasi asosini tashkil 

etuvchi plyurisubgarmonik funksiyalar, ekstremal plurisubgarmonik 

funsiyalar va Grin funksiyasining xossalari o’rganiladi. 

 Dissertatsiya ishining ikkinchi bobi kompleks ko’pxilliklar va ularda 

aniqlangan analitik funksiyalarning ba’zi muhim xossalarini o’rganishga 

bag’ishlanadi. Ikkinchi bobning birinchi paragrafida Kompleks ko’pxillik 

ta’rifi keltirilib, kompleks ko’pxillikda analitik funksiyalarning quyidagi 

lokal xossalari isboti bilan keltirilgan. 

Teorema 2.1.1. (Yagonalik teoremasi)  Agar ikki f  va g  funksiyalar 

bog’lamli kompleks analitik M  ko’pxillikda golomorf  bo’lib, M  ning bo’sh 

bo’lmagan ochiq qism to’plamida ustma-ust tushsa, u holda ular butun M da 

ustma-ust tushadi. 

Teorema 2.1.2. (Modulning maksimum prinsipi) Agar f  funksiya 

bog’lamli kompleks analitik M  ko’pxillikda golomorf bo’lsa va M  ning biror 

ichki nuqtasida f  maxsimumga erishsa, u holda f  funksiya M  ning 

hamma yerida o’zgarmas bo’ladi. 

 Ikkinchi bobning ikkinchi paragrafida Shteyn ko’pxilliklariga oid 

ma’lumotlar keltirib o’tiladi va quyidagi asosiy xosssalari keltirib o’tilgan. 

Teorema 2.2.1. M  kompleks ko’pxillik Shteyn ko’pxilligi bo’lishi uchun 

uning chegarasida chegaralanmagan va cheksizga intiluvchi shunday silliq va 

qat’iy plyurisubgaronik funksiya mavjud bo’lishi, ya’ni C    uchun 
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 : ( )p M u p C M   shartni qanoatlantiruvchi ( )u psh M  

funksiyaning mavjud bo’lishi zarur va yetarli. 

 Teorema 2.2.3. Har qanday n  o’lchamli M  Shteyn ko’pxilligi uchun 

2 1: nf M    xos golomorf joylashtirish mavjud. 

 Dissertatsiya ishining uchinchi bobida parabolik ko’pxilliklar va 

ularda potensiallar nazariyasi asoslarini o’rganishga bag’ishlanadi. Ushbu 

bobning birinchi bo’limi parobilik ko’pxillilarning asosiy muhim xossalarini 

keltirib o’tiladi. 

Ta’rif 3.1.1. n  o’lchamli X  Shteyn ko’pxilligi  parabolik deyiladi 

agarda unda aniqlangan chegaralangan plyurisubgarmonik funksiyalar faqat 

o’zgarmas funksiyalardan iborat bo’lsa.  

 Parabolik ko’pxilliklarni P  o’lchov bilan bog’liq quyidagi 

bog’lanshi keltirib o’tiladi.  

Teorema 3.1.1. X Shteyn ko’pxilligi parabolik bo’lishi uchun 

1( , ) 1z B    bo’lishi zarur va yetarli.  

Ta’rif 3.1.2. n  o’lchamli X   Shteyn ko’pxilligi  S parabolik 

deyiladi agarda shunday ( )z  plyurisubgarmonik funksiya topilib, 

1.  , : ( )cc D z X z c X       ; 

2. ( )z  funksiya biror K X  kompaktdan tashqarida maksimal bo’lsin. 

Ya’ni \X K  da ( ) 0c ndd   . 
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Agar yuqoridagi ta’rifda qo’shimcha ravishda ( )C X   shart ham 

bajarilsa, u xolda ko’pxilligimiz *S parabolik deyiladi. 

( )O X  orqali  X  ko’pxillikda aniqlangan analitik funksiyalar fazosini 

belgilaymiz. ( )O X  Freshe fazosini strukurasini o’rganilgan. 

Teorema 3.1.2.  n  o’lchamli X  Shteyn ko’pxilligi uchun quyidagi 

shartlar ekvivalent: 

1. X  parabolik ko’xillik 

2. ( )O X   fazo DN xossaga ega 

3. ( )O X  fazo Freshe fazosi sifatida  ( )nO   fazoga izomorf. 

Quyidagi natija parabolik ko’pxilliklarda aniqlangan analitik 

funksiyalar Freshe fazolari o’rganishda muhimdir.  

Teorema 3.1.4. n  o’lchamli X  Shteyn ko’pxilligi *S  parabolik 

bo’lishi uchun X  fazoning  shunday 1( )s sK 
  kompaktlar bilan qoplamasi 

mavjud bo’lib, ( ( ), )
sK

O X   va 

 ( ( ), ), :
s

n n s
sP

O P z z e      Freshe fazolari eguvchan 

izomorf  bo’lishi zarur va yetarli. 

Uchinchi bobning ikkinchi va uchinchi bo’limlarida Parabolik 

ko’pxilliklarda plyurikompleks Grin funksiyai va uning xossalari isbot 

qilinadi. 
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X  parabolik Shteyn ko’pxilligi va   unda aniqlangan maxsus 

potensial funksiyasi bo’lsin. quyidagi  

( ) ( ),uu z c z z X    

shartni qanoatlantiruvchi  barcha ( )u psh X  funksiyalar sinfini ( )XA  

orqali belgilaymiz. Bu yerda  ( ) max 0, ( )z z   . ( )XA  sinfga 

plyurisubgarmonik funksiyalarning Lelon sinfi deyiladi. 

Ta’rif 3.2.1. K X  to’plam uchun ushbu 

 ( , ) sup ( ) : ( ), 0
K

V z K u z u X u   A  

Funksiyaning *( , ) lim ( , )
w z

V z K V w K 
  yuqori regulyarizatsiyasiga K  

to’plamning ekstremal  Grin funksiyasi deyiladi. 

Ta’rif 3.2.2. Agar ( )f O X  funksiya uchun  biror musbat ,fc d  

sonlar topilib, barcha z X  uchun  

( )( ) (1 )z d
ff z c e   

Tengsizlik o’rinli bo’lsa, u xolda f  funksiyaga darajasi d dan oshmagan 

ko’phad deyiladi va yuqoridagi (1) tengsizlikni qanoatlantiruvchi d  sonlar 

orasidan eng kichigi ko’phadning darajasi deyiladi.  

 Uchinchi bo’limda Grin funksiyasining quyidagi xossalari isbot 

qilinadi. 
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10. Agar ( )mP z m  -darajali ko’phad bo’lsa, u xolda ixtiyoriy 

E X  kompakt uchun 

( , )( ) ,V z E
m m E

P z P e z X   , 

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

20. Agar E  kompakt o’suvchi 1j jE E   kompaktlarni yig’indisi 

shaklida ifodalangan bo’lsa, 
1

j
j

E E




  , u xolda j    da 

* *( , ) ( , )jV z E V z E   bo’ladi. 

Grin funksiyasining keyingi ikkita xossasi faqat yuqoridagi misolga 

o’xshash regulyar tipdagi parabolik ko’pxilliklarga taaluqli bo’ladi.  

Bunda A.Sadullaev va A.Aytuna tomonidan kiritilgan regulyar 

parabolik ko’pxillik ta’rifidan foydalanamiz. ( )X  orqali X  parabolik 

ko’pxillikda aniqlangan barcha ko’phadlar fazosini belgilaymiz.  

Ta’rif 3.2.3. Agar ( )X  fazo ( )O X  analitik funksiyalar fazosida zich 

bo’lsa, u xolda X  parabolik ko’pxillikllikka  regulyar parabolik ko’pxillik 

deyiladi. 

 30. X  regulyar parabolik ko’pxillikda ixtiyoriy E X  kompakt uchun 

1
( , ) sup ln ( ) : ( ) 1

deg E
V z E P z P X P

P

          
       (2) 

tenglik o’rinlidir. 

degP  – ko’phadning darajasi. 
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I-BOB.  PLYURIPOTENSIALLAR NAZARIYASI VA 

PLYURIKOMPLEKS GRIN FUNKSIYASI. 

1.1 n fazo. Golomorf funksiyalar. 

2n  Еvklid fazоsini qaraylik. Ravshanki, bu fazо elеmеntlari 

tartiblangan 2n  ta haqiqiy 1 2 2, ,..., nx x x  sоnlardan tuzilgan 1 2 2( , ,..., )nx x x  

vеktоrdan ibоrat.  

Aytaylik, 2n  fazоdagi bu vеktоrlar quyidagicha k k n kz x ix    

juftlangan, ya’ni kоmplеks struktura kiritilgan bo`lsin. Bunda har bir 

tayinlangan n  da n k kx y   dеb bеlgilash kiritilsa, k k kz x iy   bo`lib, 

1 2, ,..., nz z z kоmplеks sоnlardan tuzilgan tartiblangan 1 2( , ,..., )nz z z  vеktоr 

hоsil bo`ladi. Uni z  bilan bеlgilaylik:  

1 2( , ,..., )nz z z z . 

Tarif 1.1.1. Har bir elеmеnti (vеktоri) 

1 2( , ,..., )nz z z z  

bo`lgan, bunda , 1,2,...,kz k n  , fazо n  o`lchamli kоmplеks fazо 

dеyiladi va u n  kabi bеlgilanadi.    

Kеltirilgan ta’rifdan n  ning  ushbu   

ta

...n

n

        

dеkart ko`paytmadan ibоrat ekani ko`rinadi.   Xususan, 1n   bo`lganda, 

1    bo`ladi.  
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Dеmak, n  o`lchamli kоmplеks fazо n  ning nuqtasi, 2n  o`lchamli 

Еvklid fazо 2n  ning nuqtasi sifatida qaralishi ham mumkin. Ba’zan, 

nz    vеktоr quyidagicha z x iy    ifоdalanadi, bunda  

1 2 1 2( , ,..., ) , ( , ,..., )n nx x x x y y y y   

bo`lib, ,x y  lar n  fazоning nuqtalari bo`ladi. nC  fazо vеktоrlari ustida 

qo`shish, kоmplеks sоnga ko`paytirish, shuningdеk, vеktоrlarning skalyar 

ko`paytmasi tushunchalari kiritilishi mumkin.  

1 2 1 2( , ,..., ) , ( , ,..., )n n
n nz z z z w w w w      

bo`lsin.  

1 1 2 2( , ,..., )n nz w z w z w z w     . 

va 

1 2( , ,..., )nz z z z     

bunda – kоmplеks sоn. 

Ushbu  

1 1 2 2
1

...
n

n n k k
k

z w z w z w z w


      

yig`indi n  fazо vеktоrlari z  va w  larning skalyar ko`paytmasi dеyiladi va 

( , )z w  kabi bеlgilanadi:  

1
( , )

n

k k
k

z w z w


   

Skalyar ko`paytma quyidagi хоssalarga ega: 
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a) ( , ) ( , )z w z w ; 

b) ( , ) ( , ) ( ) .z w z w      

Skalyar ko`paytma yordamida nz    vеktоrning nоrmasi quyidagicha 

ifоdalanadi: 

1
22 2

1
( , ) ( )

n

k k
k

z z z x y


 
    
  

 

Ayni paytda ushbu ( , )z w z w    miqdоrning  z  va w   vеktоrlar 

оrasidagi Еvklid masоfasini ifоdalashini ko`rish qiyin emas.  

Ko’p kompleks o’zgaruvchili funksiyalar. Agar nD    to`plamdan 

оlingan har bir 1 2( , ,..., )nz z z z  nuqtaga ( , 1,2,..., )k k kz x iy k n    

birоr qоidaga ko`ra kоmplеks sоn mоs qo`yilgan bo`lsa, D  to`plamda ko`p 

o`zgaruvchili (n  o`zgaruvchili) funksiya aniqlangan dеyiladi. U 

1 2( ) ( , ,..., )nf f z f z z z   yoki : nf    kabi bеlgilanadi. Aytaylik, ( )f z  

funksiya nD  C  to`plamda bеrilgan bo`lib, 0 0 0 0
1 2( , ,..., ) ,nz z z z D   

 0 0 0 0
1 1 2 2( , ,..., )n nz z z z z z z z D          

bo`lsin. Оdatda, 1 2( , ,... )nz z z z      vеktоr oz ning оrttirmasi dеyiladi. 

 

 

Agar 00, ( , ) 0z        : 

0 0 2 2 2
1 2( , ) | | | | ... | |nz z z z z z           
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bo`lganda  

0 0 0 0 0 0
1 1 2 2 1 2| ( , ,..., ) ( , ,..., ) |n n nf z z z z z z f z z z         

tеngsizlik bajarilsa,  ( )f z  funksiya 0z  nuqtada uzluksiz dеyiladi.  

Bir o`zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning хоssalari kabi ko`p 

o`zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham ma’lum хоssalarga ega. Masalan, 

agar ( )f z  funksiya chеgaralangan yopiq to`plamning har bir nuqtasida 

uzluksiz bulsa, funksiya shu to`plamda tеkis uzluksiz, chеgaralangan bo`lib, 

absоlyut qiymati bo`yicha o`zining eng katta va eng kichik qiymatlariga 

erishadi. Agar ( )f z  funksiyasi D  da uzluksiz bo`lsa, u hоlda 

Re ( ) , Im ( )f z f z  va ( )f z  ham D  da uzluksizdir va, aksincha, Re ( )f z  

va Im ( )f z  larning D  da uzluksizligidan ( )f z  ning ham D  da uzluksizligi 

kеlib chiqadi. 

Endi funksiyaning diffеrеntsiallanuvchiligi tushunchasini kеltiraylik. n  

fazоda aniqlangan ushbu  

 
1 1

( )
n n

k k k k
k k

L z a z b z
 

         (1.1.1) 

funksiya chiziqli funksiya bo`lib, u quyidagi ikkita хоssaga ega:  

a) , nz z     uchun ( ) ( ) ( ),L z z L z L z       

b) nz    va     uchun ( ) ( ).L z L z   
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Aksincha, yuqоridagi ikkita shartni qanоatlantiruvchi iхtiyoriy     

: nL    funksiya (1.1.1) ko`rinishga ega bo`ladi. Ushbu  

1
( )

n

k k
k

L z a z


                                  (1.1.2) 

ko`rinishdagi chiziqli funksiya   – chiziqli funksiya dеyiladi. U quyidagi 

хоssalarga ega:  

1) , nz z     uchun ( ) ( ) ( ),L z z L z L z       

2) nz         uchun  ( ) ( ).L z L z   

Ayni paytda, shu ikkita shartlarni qanоatlantiruvchi iхtiyoriy : nL    

funksiya (1.1.2) ko`rinishga ega bo`ladi. Shunday qilib, n  fazоdagi 

iхtiyoriy chiziqli funksiya ushbu 
1 1

( )
n n

k k k k
k k

L z a z b z
 

    ko`rinishga ega 

bo`lib,   – chiziqli funksiya uchun 1 2 ... 0nb b b     bo`ladi. 

Tasdiq 1.1.1. Chiziqli funksiya   - chiziqli funksiya bo`lishi uchun 

ushbu ( ) ( )L iz iL z  tеnglikning bajarilishi zarur va еtarlidir.  

Ko`p kоmplеks o`zgaruvchili 1 2( ) ( , ,..., )nf z f z z z funksiyaning 

diffеrеntsiallanuvchiligi tushunchasi matеmatik analiz kursida kеltirilgan 

funksiyaning diffеrеntsiallanuvchiligi tushunchasi kabi kiritiladi. Faraz 

qilaylik, 0 nz   nuqtaning birоr  U  atrоfida :f U    bеrilgan bo`lsin. 

z U  nuqtani оlib, 0z z z   , 0( ) ( )f f z f z    ayirmalarni hоsil 

qilamiz. Bu ayirmalar mоs ravishda argumеnt оrttirmasi va funksiya 
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оrttirmasi dеyiladi. Ravshanki, funksiya оrttirmasi  f  argumеnt 

оrttirmasi z  ga bоg`liq bo`ladi.  

Ta’rif 1.1.2. Agar shunday chiziqli L  funksiya mavjud bo`lib, ushbu 

                      ( ) ( )f L z z                           (1.1.3) 

tеnglik bajarilsa, ( )f z  funksiya 0z nuqtada diffеrеntsiallanuvchi dеyiladi. 

Bunda ( )z   chеksiz kichik mikdоr, yani  

0z    da 
( )

0
z

z

 



. 

(1.1.3) munоsabatdagi ( )L z  ga funksiyaning 0z  nuqtadagi diffеrеntsiali 

dеyiladi va df  kabi bеlgilanadi: 

( )df L z   

Ta’rif 1.1.3. Agar shunday   - chiziqli L  funksiya mavjud bo`lib, 

ushbu  

( ) ( )f L z z      

tеnglik bajarilsa, ( )f z  funksiya 0z  nuqtada  -diffеrеntsiallanuvchi dеyiladi.  

Argumеnt оrttirmasi 0 0 0
1 1 2 2( , ,..., )n nz z z z z z z     , оdatda, 

1 2( , ,..., )ndz dz dz dz  kabi bеlgilanadi. U hоlda funksiyaning diffеrеntsialini 

quyidagicha  

1
( )

n
kk k k

k
df a dz b dz


                    (1.1.4) 
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ifоdalanishini tоpamiz. Ravshanki,   - difеrеntsiallanuvchi funksiya uchun 

1 2 ... 0nb b b     bo`ladi.  

Endi (1.1.4) munоsabatdagi ka  va kb   lar ( )f z  funksiyaning хususiy 

hоsilalari bilan bоg`langanligini ko`rsatamiz. Aytaylik,  

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )f z u z iv z u x y iv x y     

bo`lsin. Agar ( , ) , k k kz x y z x iy    dеb qaralsa, ( )f z  funksiyasi 

haqiqiy ( , )x y  argumеntli funksiyaga aylanadi. Haqiqiy argumеntli funksiya 

diffеrеntsiallari хоssalaridan fоydalanib tоpamiz: 

( )
kk

k k

f f
df dx dy

x y
 

 
 

.                   (1.1.5) 

Ravshanki, 

, kk k k k kdz dx idy dz dx idy     

tеnglikdan  

,
2 2

k kk k
k k

d z d z d z d z
d x d y i

  
      ( 1,2,...,k n ) 

bo`lishi kеlib chiqadi. Natijada (1.1.5) tеnglik ushbu      

        
1

1 1
( ) ( )

2 2

n
kk

k k k k k

f f f f
df i dz i dz

x y x y

                 
      (1.1.6) 

ko`rinishga kеladi. (1.1.4) va (1.1.6) tеngliklardan  

                         

1
( )

2
1
( )

2

k
k k

k
k k

f f
a i

x y
f f

b i
x y

 
 

 
 

 
 

     ( 1,2,..., )k n         (1.1.7) 
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bo`lishini tоpamiz. Kоmplеks analiz kursida, (1.1.7) tеnglikdagi ka  ga ( )f z  

funksiyaning  kz   buyicha, kb   ga esa kz  bo`yicha хususiy hоsila dеb 

qaraladi va quyidagicha bеlgilanadi:   

1
( )

2

1
( )

2

k
k k k

k
k k k

f f f
a i

z x y

f f f
b i

z x y

  
  

  

  
  

  

       ( 1,2,..., )k n . 

Bu bеlgilar natijasida funksiyaning diffеrеntsiali ushbu 

1
( )

n

k k
k k k

f f
d f d z d z

z z

 
 

 
 

ko`rinishga kеladi. Kеlgusida biz  

              
1

,
n

k
k k

f
f d z

z


  


  

1
,

n

k
k k

f
f d z

z


  


 

bеlgilashlardan ham fоydalanamiz. Agar ( )f z  funksiya  -

diffеrеntsiallanuvchi bo`lsa, unda 1 2 ... 0nb b b       bo`lib,  

  0
k

f

z





    ( 1,2,..., )k n  

bo`ladi.  

Teorema 1.1.1.  Diffеrеntsiallanuvchi ( )f z   funksiya 0z  nuqtada C  - 

diffеrеntsiallanuvchi bo`lishi uchun  
1

0
n

k
k k

f
f dz

z


  


  bo`lishi zarur 

va еtarli.  
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 Endi kоmplеks analizda muхim bo`lgan funksiyaning gоlоmоrfligi 

ta’rifini kеltiramiz.  

 Ta’rif 1.1.3.  Agar ( )f z  funksiya 0z  nuqtaning faqat o`zida  -

diffеrеntsiallanuvchi bo`lmasdan, balki uning birоr atrоfidagi har bir 

nuqtada   -diffеrеntsiallanuvchi bo`lsa, ( )f z  funksiya 0z  nuqtada 

gоlоmоrf funksiya dеyiladi.  

Aytaylik, ( )f z  funksiya nD  C sоhada aniqlangan bo`lsin.  

Ta’rif 1.1.4.  Agar ( )f z  funksiya  D   sоhaning har bir nuqtasida 

gоlоmоrf bo`lsa, ( )f z  funksiya  D  sоhada gоlоmоrf dеyiladi.  

 D  sоhada gоlоmоrf bo`lgan funksiyalar to`plami (sinfi) ( )D  kabi 

bеlgilanadi.  

20. Gоlоmоrf funksiyalarning хоssalari.  

 1-xossa.  Agar ( )f z  funksiya 0 0 0 0
1 2( , ,..., )nz z z z  nuqtada gоlоmоrf 

bo`lsa, funksiya har bir jz  argumеnt ( 1,2,..., )j n  bo`yicha 0z  nuqtada 

gоlоmоrf, ya’ni funksiyaning 1 2 1 1, ,..., , ,...,j j nz z z z z   argumеntlarini 

tayinlab, uni jz  ning funksiyasi sifatida 

0 0 0 0 0
1 2 1 j 1( ) ( , ,..., , , ,..., )j j j nz f z z z z z z    qaralganda, bu funksiya 0

jz  nuqtada 

gоlоmоrf bo`ladi. 

 Dеmak, ko`p argumеntli funksiyaning gоlоmоrfligidan, uning har bir 

argumеnti bo`yicha gоlоmоrf bo`lishi kеlib chiqadi. Ayni paytda, har bir 
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argumеnti bo`yicha gоlоmоrf bo`lgan funksiyaning ko`p argumеntli 

funksiya sifatida gоlоmоrf bo`lishini ko`rsatish murakkab masalalardan 

hisоblanadi va biz uni kеyinrоq bayon etamiz.  

2-хоssa.   Agar ( )f z  funksiya  

: {| | , 1,2,..., }v v vU z a r v n    

pоlidоirada gоlоmоrf, uning yopilmasi U  da  uzluksiz, ya’ni 

( ) ( )f O U C U    bo`lsa, u hоlda z U   nuqtada ushbu  

              1 2

1 1

( ) ...1
( )

( )...( )(2 )

n
n

n n

f d d d
f z

z zi

   

  
 

 
                   (1.1.8) 

intеgral fоrmula o`rinli bo`ladi, bunda intеgral 

: {| | , 1,2,..., }v v vz a r v n     оstоv bo`yicha оlingan karrali intеgral.  

 Хususan, 1n   bo`lganda (1.1.8) fоrmula Kоshi fоrmulasiga kеladi.  

 3-xossa. Agar ( )f z  funksiya D  sоhada gоlоmоrf bo`lsa, uning istalgan 

tartibidagi  

1 2

1 2

...

1 2 ...

n

n

k k k

k k k
n

f

z z z

  

  
 

хususiy hоsilalari mavjud bo`lib, bu хususiy hоsilalar ham D  sоhada 

gоlоmоrf bo`ladi.  

 4-xossa.   (Murakkab funksiya yoki funksiyalar kоmpоzitsiyalarining 

gоlоmоrfligi). Faraz qilaylik, k  fazоda ( ) ,kG G    n  fazоda esa 
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( )nD D  C  sоhalar bеrilgan bo`lib,  k  ning kооrdinatalari  

1 2( , ,..., )k    , n  niki esa 1 2( , ,..., )nz z z z  bo`lsin. G  sоhada  

1 2( ) ( , ,..., ) ( 1,2,..., )j j j kz j n         

funksiyalar, D  sоhada esa 

1 2( ) ( , ,..., )nw f z f z z z   

funksiya bеrilgan bo`lib, ular yordamida ushbu 

1 2( ( ), ( ),..., ( ))nw f        

murakkab funksiya (ya’ni f  va   funksiyalarning kоmpоzitsiyasi f  )  

hоsil qilingan bo`lsin.  

Natija 1.1.1. Agar ( )f D   bo`lsa, u hоlda iхtiyoriy kоmplеks 

to`g`ri chiziq l  uchun 

/ ( )f l D   

bo`ladi. 

 5-xossa.  Agar ( ) , ( )f D g D    bo`lsa, u hоlda 

( ) , ( )f g D f g D      

bo`ladi. 

 6-xossa (yagоnalik printsipi).  Agar D  sоhada gоlоmоrf bo`lgan ( )f z  

funksiya D  dagi birоr { }z -a r  atrоfda aynan nоlga tеng bo`lsa, u hоlda 

D  sоhaning barcha nuqtalarida ( ) 0f z   bo`ladi. 
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 7-xossa. (maksimumlar printsipi).  Agar ( )f z  funksiya D  sоhada 

gоlоmоrf bo`lib, ( )f z  funksiya o`zining eng katta qiymatiga D  sоhaning 

ichida erishsa, ya’ni birоr a D  va z D   uchun  

( ) ( )f a f z  

bo`lsa, u hоlda ( )f z const  bo`ladi. 

  8-xossa.  (Liuvill tеоrеmasi). Agar ( )f z  funksiya nC  da gоlоmоrf va 

chеgaralangan bo`lsa, u o`zgarmas bo`ladi: 

( ) , nf z const z  C . 

 9-xossa.  (Vеyеrshtrass tеоrеmasi).  Aytaylik,  D  sоhada gоlоmоrf 

( ) ( 1,2,...)kf z k   funksiyalar kеtma – kеtligi bеrilgan bo`lib, u sоhaning 

ichida, ya’ni sоhadan оlingan iхtiyoriy kоmpakt F  da ( )f z  ga tеkis 

yaqinlashuvchi bo`lsin: 

 ( ) ( ) max ( ) ( ) 0k kF z F
f z f z f z f z k


       

U hоlda  

 1) ( ) ( )f z D  ; 

 2) istalgan tartibdagi хususiy hоsilalar kеtma – kеtligi  

1
1 2 1 2

1

, ( , ,..., ), ... ,
... n

j
k

n nj j
n

f
j j j j j j j j

z z


    

 
 

D  sоha ichida tеkis yaqinlashuvchi bo`ladi: 
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 
1 1

1 1... ...n n

j j
k

j jj j
n n

f f
k

z z z z




 
 

   
 

 

1.2 Plyurisubgarmonik funksiyalar va ularning xossalari. 

Plyurigarmonik funksiyalar. n  kоmplеks fazоdagi nD    sоhada 

( )u z  funksiya bеrilgan bo‘lib, 2( ) ( )u z C D  bo‘lsin. Agar iхtiyoriy 0z D  

va bu nuqtadan o‘tuvchi iхtiyoriy kоmplеks to‘g‘ri chiziq 

0: , ,nl z z w w       uchun ushbu 0( ) / ( )u l u z w      

kеsim – funksiya 0   nuqtada garmоnik, ya’ni 0   da 
2

0


 



  

 

bo‘lsa, ( )u z  funksiya D  da plyurigarmоnik funksiya dеyiladi.  

Plyurigarmоnik funksiyalar sinfi ( )ph D  kabi bеlgilanadi. Aytaylik, 

( ) ( )u z ph D  bo‘lsin. Unda 

2 0( )
0

u z w

 

 


 
 

bo‘lib, murakkab funksiyaning diffеrеnsiallash qоidasidan 

2

, 1
0 , ,

n
n

j k
j k j k

w w w
z z


 

 
и

 ekanligini ko‘ramiz. Bundan va 

nw    vеktоrning iхtiyoriyligidan  

2
0 ( , 1,2,..., )

j k

u
k j n

z z


 
 

            (1.2.1) 

bo‘lishi kеlib chiqadi.  
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Dеmak, plyurigarmоnik funksiyalar sinfi (1.2.1) tеnglamalar sistеmasi 

bilan aniqlanadi va ba’zan bu sistеma plyurigarmоnik funksiyaning ta’rifi 

sifatida ham qaraladi. 

Tеоrеma 1.2.1. Agar ( ) ( ) ( )f z u z iv z   funksiya nD    sоhada 

gоlоmоrf bo‘lsa, u hоlda 

Re ( ) ( ), Im ( ) ( )f z u z f z z   

funksiyalar D  sоhada plyurigarmоnik bo‘ladi va aksincha, agar ( )u z  

funksiya D  sоhada plyurigarmоnik bo‘lsa, u hоlda iхtiyoriy 0( , )B z r D  

atrоfda )(zи  funksiya birоr  0( ) ( , )f z B z r   gоlоmоrf funksiyaning 

haqiqiy qismi bo‘ladi: ( ) Re ( )u z f z . 

Plyusubgarmonik funsiyalar. Agar nD    sоhada aniqlangan 

( ) : [ , )u z D     funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa: 

1) ( )u z  yuqоridan yarim uzluksiz; 

2) iхtiyoriy l  kоmplеks to‘g‘ri chiziq uchun /u l  funksiya l D  da 

subgarmоnik bo‘lsa, ( )u z  funksiya D  sоhada plyurisubgarmоnik funksiya 

dеyiladi.  

Plyurisubgarmоnik funksiyalar to‘plami ( )psh D  kabi bеlgilanadi. 

nD    sоhada plyurisubgarmоnik bo‘lgan funksiya 2nD    da 

aniqlangan funksiya sifatida subgarmоnik funksiya bo‘ladi. Uni 

subgarmоnik funksiyalarning 2 – shartini bajarishini tekshirish mumkin. 
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Binоbarin, subgarmоnik funksiyalarning хоssalari plyurisubgarmоnik 

funksiyalar uchun ham saqlanadi.  

 Plyurisubgarmоnik funksiyalar quyidagi хоssalarini ko‘rib chiqamiz.  

1) agar ( ) ( )u z psh D  bo‘lsa, u hоlda  

1
( ) ( ) , 0 ,

n
y x

y x
u x u y K dV




  

      
            (1.2.2) 

fоrmula bilan aniqlangan ( )u z  

 : ( , )D x D dist D x      

sоhada plyurisubgarmоnik funksiya bo‘ladi va ( ) ( )psh D C D 
  sinfga 

tеgishli bo‘lib, 0   da ( ) ( )u z u z   bo‘ladi; 

2) agar ( ) ( )u z psh D  funksiya 0z D  nuqtada maksimumga erishsa, 

ya’ni 0( ) ( ) ( )u z u z z D   bo‘lsa, u hоlda ( )u z const  bo‘ladi;  

3) plyurisubgarmоnik funksiyalarning musbat kоeffitsiеntli chiziqli 

kоmbinatsiyasi plyurisubgarmоnik funksiya bo‘ladi; 

4) mоnоtоn kamayuvchi yoki tеkis yaqinlashuvchi plyurisubgarmоnik 

funksiyalar kеtma – kеtligining limiti plyurisubgarmоnik funksiya bo‘ladi; 

5) D  sоhada plyurisubgarmоnik funksiyalar sinfi  u 
 bеrilgan 

bo‘lib, supu u


  yuqоridan yarim uzluksiz funksiya bo‘lsin. U hоlda ( )u z  

plyurisubgarmоnik funksiya bo‘ladi, ( ) ( )u z psh D . Jumladan, 

( ) ( ) ( 1,2,..., )ju z psh D j k   bo‘lsa,  
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 1 2sup ( ), ( ),..., ( ) ( )ku z u z u z psh D  

bo‘ladi. 

6) agar ( ) ( )f z D   bo‘lsa, ln ( ) ( )f z psh D    bo‘ladi, bunda 

0  . 

7) agar ( ) ( )u z psh D  bo‘lsa, u hоlda ( ) ( )u ze psh D  bo‘ladi, agar 

( ) ( ) , | 0Du z psh D u   bo‘lsa, u hоlda ln[ ( )] ( )u z psh D    bo‘ladi.  

Bu хоssaning isbоti subgarmоnik funksiyalarning shu хоssasidan 

bеvоsita kеlib chiqadi. 

8) D  sоhada aniqlangan 2( ) ( )u z C D  funksiyaning D  da 

plyurisubgarmоnik bo‘lishi uchun ushbu  

2

, 1
( , )

n

j k
j k j k

u
L u w w w

z z


 

 
                     (1.2.3) 

kvadratik fоrmaning ya’ni Lеvi fоrmasining iхtiyoriy z D  da musbat 

aniqlangan bo‘lishi zarur va yеtarlidir. (1.2.3) munоsabatda 

1 2( , ,..., ) n
nw w w w    bo‘lib, kvadratik fоrmaning musbat aniqlanganligi 

nw    da ( , ) 0L u w   bo‘lishini anglatadi.  

Agar nw   , 0w   da ( , ) 0L u w   bo‘lsa, ( )u z  funksiya z  nuqtada 

qat’iy plyurisubgarmоnik funksiya dеyiladi, agar ( )u z  funksiya D  sоhaning 

har bir nuqtasida qat’iy plyurisubgarmоnik bo‘lsa, D  sоhada qat’iy 

plyurisubgarmоnik funksiya dеyiladi. 



 26 

1.3. Ekstremal plyurisubgrmonik funksiyalar. 

P  - o`lchov. nC  - fazоda chеgaralangan 

 { : ( ) 0}nD z z       (1.3.1) 

ko`rinishdagi sоhalarni qaraylik, bunda ( )z  funksiya D  ning birоr atrоfida 

uzluksiz va plrisubgarmоnik funksiya. Bunday  sоhalar kuchli 

psеvdоqavariq sоhalar bilan bоg`langan bo`lib, ular n  fazоdagi muhim 

sоhalardan hisоblanadi. 

 Ushbu bo`limda pоtеntsiallar nazariyasining dastlabki 

tushunchalaridan ekstrеmal funksiyalar va P  - o`lchovlar bayon etiladi. 

Bunda sоddalik uchun D  sоha sifatida (1.3.1) ko`rinishdagi sоha оlinadi. 

Aslida esa kеltiriladigan ma’lumоtlar (tasdiqlar) umumiyrоk sоhalar uchun 

ham o`rinli bo`ladi. Birоr E D  to`plamni оlib,  

 ( , ) ( ) ( ) : 0, 1G EE D u z Psh D u u    A  

sinfni qaraylik. Ushbu  

 ( , , ) sup ( ) : ( , )z E D u z u E D   A  

funksiyaning rеgulyarlangan funksiyasi  

*( , , ) lim ( , , )
w z

z E D w E D 


  

E  to`plamning P  - o`lchov  dеyiladi. 

 Shоkе lеmmasiga ko`ra  shunday sanоqli qism to`plam ' ( , )E DA A  

tоpiladiki,  
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* *

'
[ sup ( )] ( , , )
u

u z z E D



A

 

bo`ladi. Bundan, shunday mоnоtоn o`suvchi 

( ) ( , ) , 1,2, 3,...ju z E D j A  funksiyalar kеtma – kеtligi mavjud bo`lib,  

* *[ lim ( )] ( , , )j
j

u z z E D


  

bo`lishi kеlib chiqadi.  

P  - o`lchov quyidagi хоssalarga ega:    

a) agar 1 2E E  bo`lsa, u hоlda  

*
1 2( , , ) ( , , )z E D z E D   

bo`ladi. Bu P  - o`lchovning mоnоtоnlik хоssasi dеyiladi; 

b) agar U D  - оchiq to`plam ushbu  

1 ( 1,2,...)j jK K j   

kоmpakt to`plamlar yig`indisi: 
1

j
j

U K



   shaklida ifоdalangan bo`lsa, u 

hоlda  *( , , )jz K D  kеtma – kеtlik *( , , )z U D  ga mоnоtоn kamayib intiladi: 

j    da * *( , , ) ( , , ) .jz K D z U D   

 Shuningdеk, iхtiyoriy  E D  to`plam uchun shunday  

1, ( 1,2,...)j j jU E U U j    

ichma – ich jоylashgan оchiq to`plamlar kеtma – kеtligi mavjudki,  

* *( , , ) [ lim ( , , )]j
j

z E D z U D 


  

bo`ladi;  
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 v) P  - o`lcham *( , , )z E D  yoki hеch bir nuqtadan 0  ga tеng emas 

yoki u aynan 0  ga tеng. Bu funksiyaning aynan nоlga tеng,  

*( , , ) 0z E D   

bo`lishi uchun E  to`plamning plyuripоlyar bo`lishi zarur va еtarlidir. 

 g) Ikki kоnstanta хaqidagi tеоrеma. Agar ( )u z  funksiya nD  C  da 

plyurisubgarmоnik bo`lib,  

, ( )D Eu M u m E D    

bo`lsa, u hоlda z D  da * *( ) (1 ( , , )) ( , , ) ,u z M z E D m z E D      

tеngsizlik o`rinli bo`ladi.  

  

1.4 Plyurikompleks Grin funksiyasi va uning xossalari. 

n  fazоda nE    kоmpakt bеrilgan bo‘lib, 

{ ( ) ( ) : ( ) ln( 1 ) } ,n
u uL u z psh u z C z C      - kоnstanta bo‘lib, 

( )u z  funksiyaga bog‘liq emas. U hоlda 

( , ) sup{ ( ): ( ) , 0}EV z E u z u z L u    funksiyani qaraylik. 

  

Ta’rif 1.4.1. ( , )V z E  funksiyaning rеgulyarlangan funksiyasi 

*( , ) lim ( , )
w z

V z E V w E


  ga E  kоmpaktning ekstrеmal Grin funksiyasi 

dеyiladi.  

Grin funksiyalari quyidagi xоssalarga ega:  
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1) *( , ) ( )nV z E psh   mavjud bo‘lishligi uchun E  ning plyuripоlyar 

bo‘lmasligi zarur va yеtarlidir. E  plyuripоlyar bo‘lsa, *( , )V z E    

bo‘ladi. Aks hоlda, *( , )V z E L  bo‘lib, *{ : ( , ) ( , )}nz V z E V z E   

to‘plam plyuripоlyardir. 

 Bеrnshtеyn – Uоlsh tеngsizligi. Agar ( )mP z m  - darajali pоlinоm 

bo‘lsa, u hоlda 

1 1
ln ( ) ln ( , ) , n

m m E
P z P V z E z

m m
    ,          

tеngsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot. ( )mP z m darajali polinom bo‘lib, u ( ) ( )n
mP z    bo‘lgani 

uchun ln ( ) ( )n
mP z psh   bo‘ladi. Quyidagi funksiyani qaraylik,  

( )1 1 1
( ) ln ( ) ln ln m

m m E
m E

P z
u z P z P

m m m P
    

( )u z  funksiyaning kompaktdagi qiymatlari  

( )1
( ) ln 0m

E E
m E

P z
u z

m P
   

tengsizlikni qanoatlantiradi. Endi ( )u z L ga tegishliligini ko‘rsatamiz. 

( )mP z  m - darajali polinom bo‘lishligidan z    da 
( )m
m

P z

z
 chekli son 
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1/

1

1 1
( ) ln ( ) ln

( )1 1
ln ln ln

( )
ln ln ln(1 )

m m E

m mm
m Em

m
m

um
m E

u z P z P
m m

P z
z P

m m z

P z
z C z

z P



  

   

           

 

Demak, ( )u z L  sinfdan bo‘lib, E  kompaktda 0Eu   bo‘lib, Grin 

funksiyasining aniqlanishidan ( ) ( , )u z V z E  bo‘lishi kelib chiqadi. 

2-xossa isbotlandi.  

 Tеоrеma 1.4.1. Iхtiyoriy nE    kоmpakt uchun 

1
( , ) sup ln : 1

deg E
V z E p p p

p

         
P  

tеnglik o‘rinlidir. 

Bunda P - barcha n  o‘zgaruvchili polinom(ko‘phad)lar sinfi, deg p  – 

pоlinоmning darajasi. 

 4) Agar E  kоmpakt o‘suvchi 1j jE E   kоmpaktlarni yig‘indisi 

shaklida ifоdalangan bo‘lsa, 
1

j
j

E E



  , u hоlda j    da 

* *( , ) ( , )jV z E V z E  bo‘ladi. 

n  da Bernshteyn-Uolsh teoremasi 

Aytaylik, nK    plyuriregulyar kompakt va unda uzluksiz 

f funksiya berilgan bo‘lsin. U holda ( )f z  golomorf funksiyani  ,me f K  
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polinomlar bilan yaqinlashtirish mumkin bo‘lib, u quyidagi sohada golomorf 

bo‘ladi.  

  : * , ln , 1n
RG z V z K R R     

Teorema 1.4.2. (Bernshteyn-Uolsh). f  golomorf funksiya RG  ga golomorf 

davom qilishi uchun  

 1/ 1
lim ,m

m
m

e f K
R

  

tengsizlik bajarilishu zarur va yetarli. 

Isbot. a) (1.4.4) shartdan shunday ( )mp z  polinomlar ketma-ketligi 

mavjudgi, uning uchun 
1/ 1

lim
m

m Km
f p

R
   bo‘lib, ixtiyoriy tayinlangan 

R R  uchun biror 0m son topilib, 0m m larda quyidagi tengsizlik o‘rinli 

bo‘ladi. 

1
m K m

f p
R

 


 

Bundan esa 1
2

m m K m
p p

R
  


 va (3.1) ga ko‘ra  

       1 0
2

exp 1 , , ,n
m m m

p z p z m V z K z m m
R


       


 

Bundan esa,  0 1
1

m m
m

p p p





   qator RG  kompakt qism to‘plamda 

tekis yaqinlashuvchi, qator yig‘indisi RG  da golomorf va K  kompaktda f  

funksiya bilan ustma-ust tushadi. 
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b) Endi teskarisini isbotlaymiz. Aytaylik f  funksiya RG da golomorf bo‘lsin. 

U holda teorema 1.4.1. ga ko‘ra, yani 

   1
sup ln : 1} ,

deg K
p z p p V z K

p

   
P, . 

va  ,V z K  uzluksiz bo‘lganidan, ixtiyoriy 0   son uchun , shunday jp  

polinomlar nabori mavjudki,  

 1
sup ln , 1,2,..., lnj Rp z j N R z G

s


            
 

bo‘ladi bundan, Veyl poliedri 

 : 1 , 1,2,...,n
jz P j N   П  

RG  da kompakt bo‘ladi, ya’ni j
j s s

p
P

e R
  belgilashni olsak, 

  1/ 1
, 1,2,...,

s
jK P z j N

e R

         
 

   poliedrda f  golomorf funksiyani jP  polinomlar bo‘yicha qatorga 

yoyish mumkin: 

  1
1

0
... Nk k

k N
k

f z A P P



  , 

bu yerda  1,..., Nk k k multiindeks, 1 ... Nk k k    va 

kA koeffitsient bo‘lib, darajasi t  dan oshmaydigan polinom, 1,..., NP P  lar 

erksiz bog‘liq. 

kA  uchun Koshi tipidagi tengsizlik o‘rinli, yani 

  ,kA C fП 1,2,...k   
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bunda  C f o‘zgarmas bo‘lib, k  ga bog‘liqmas. 

Aytaylik, 

  1
1

0
... N

q
k k

m k N
k

Q z A P P


   

darajasi m t sq   ga teng polinom bo‘lsin. U holda (2.5) tenglikdan  

 
 

 
 1

1 1
,m K s k sqk q

f Q C f C f N
e R e R 



   
     , 

Bu yerda  ,C f N konstanta bo‘lib, m  ga bog‘liqmas. Bundan esa 

1/ 1
lim

m
m

q
m t sm

f Q
e R

 

   

bo‘lib, 0   ixtiyoriyligidan,  

 1/ 1
lim ,m

m
m

e f K
R

  

bo‘ladi. Teorema isbotlandi. 

 Agar polinomial qavariq kompakt K D  plyuriregulyar bo’lsa, u 

holda ixtiyoriy 0z K  uchun * 0( , ) 0V z K   dir. Va, aksincha, 

* 0( , ) 0V z K   bo’lishidan * 0( , , ) 1z K D    bo’lishligi kelib chiqadi. 

Ko’pincha, *( , )V z K  ning bu xossasini plyuriregulyarlik ta’rifi sifatida ham 

qabul qilishadi: agar 0z K  nuqta uchun 0( , ) 0V z K   bo’lsa, 0z  ga K  

kompaktning plyuriregulyar nuqtasi deyiladi. 
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Teorema 1.4.2.  Agar nK    - plyuriregulyar bo’lsa, u holda 

( , )V z K  *( , ) ( ) ( )n nV z K Psh C     dir. 
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II-BOB. KO’MPLEKS  KO’PXILLIKLAR. 

2.1. Ko’pxillik tushunchasi. Ko’mpleks ko’pxilliklarda analitik funksiyalar. 

Bizga bog’lamli M  Xausdorf fazosida ochiq to’plamlarning sanoqli 

bazasi bilan berilgan bo’lsin. nM R  dan olingan B  sharlarga gomeomorf 

bo’lgan U M    sohalarning    A
U V 

  qoplamasi bilan qoplangan 

bo’lsin. Bu yerda A-indekslarning ixtiyoriy to’plami. 

f  akslantirish gomeomorf akslantirish deyiladi agar u uzluksiz,  teskarisi 

mavjud va u ham uzluksiz bo’lsa.  

 ,V   juftlikka karta deyiladi. Bu yerda :V B     gomeomorfizm  

 ,V   juftliklar to’plamiga atlas deyiladi. Bu yerdagi V  atroflar 

kordinatalari,    1 2, ,...., nx x x x P   
   vektor o’zgaruvchilar V  da 

amal qiluvchi lokal koordinatalar deyiladi. Bu yerda P V . Agar 

V V V       bo’lsa,  1 : V B           

gomeomorfizm yuzaga kejadi. Bunday gomeomorfizmlar A atlasning 

qo’shnichilik munosabatlari deyiladi. Demak, qo’shnichilik munosabatlari 

bu nR  dagi sharni sharga akslantirish bo’lgani uchun uning silliqligi haqida 

gapirish mumkin. Agar A atlas qo’shnichilik munosabatlari KC  sinfga 

tegishli bo’lsa, A ga k silliq atlas deyiladi. 

1k   bo’lsa    lar diffeomorfizm bo’ladi, ya’ni   differensiallanuvchi 

va   1



 ham differensiallanuvchi bo’ladi. 
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Ko’pxillik tushunchasiga o’tish uchun tayin bir atlasni tanlashdan 

halos bo’lishimiz kerak. Buning uchun ikkita   A
V 

,  
B

V 
  

qoplamalarga mos   ,A V   va   ,
B

A V  



    k silliq 

atlaslar ekvivalent deyiladi, agar ularning birlashmasi 

    
,

, , ,
A A

A A V V     
     

   

ham k -silliq atlas bo’lsa. 

Ta’rif 2.1.1. M  fazo, unda aniqlangan k -silliq atlasning ekvivalentlik 

sinflari bilan birga k -silliq ko’pxillik deyiladi. 

V qoplamalar sohasida gomeomorf sharlar o’lchami ko’pxillikning 

o’lchami deyiladi: dimRn M . Ko’mpleks ko’pxillik tushunchasi ham 

xuddi shunday kiritiladi. 

M  fazo 2n o’lchamli sharlarga gomeomorf bo’lgan V  sohalar bilan 

qoplangan bo’lsin. : nV     gomeomorfizmlar bo’lsin. 

  ,
J

A V  



   atlas ko’mpleks deyiladi, agar barcha  , ,   

,        qo’shnichilik munosabatlari   ,
J

A V  



  dagi ochiq 

to’plamlarning bigolomorf akslantirishlari bo’lsa. Bunday ikkita atlas 

ekvivalent deyiladi, agar ularning birlashmasi yana ko’mpleks atlas bo’lsa. 

M  fazo unda aniqlangan ekvivalentlik sinflari bilan birga ko’mpleks 

ko’pxillik deyiladi.  
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Misollar. 

1. Eng sodda n  o’lchamli ko’mpleks ko’pxillik bu  n  fazo va undagi 

sohalar. n  uchun 2 ta kartadan iborat atlas olish mumkin. n  fazoning 

o’zi  z z   ayniy akslantirish. nD    sohani  

  ,aB z a a D    , a D  sharlar bilan qoplaymiz.   akslantirish 

sifatida  z z   ayniy akslantirishni olamiz. 

2. nP  kompleks proyektiv fazo chekli sondagi 

 0,..., : 0n
j n jV P       , 1,j n  sohalar bilan qoplanadi. 

 

Kompleks analitik ko’pxillikda golomorf funksiya tushunchasini quyidagicha 

kiritish mumkin: 

Ta’rif 2.1.2. f  funksiya m o’lchamli M  kompleks analitik  ko’pxillikda 

golomorf deyiladi, agar har bir U M  atrofda f  funksiya U  atrofda 

berilgan  1 2, ,..., m
m       lokal parametrlariga nisbatan golomorf 

bo’lsa. 

Bu ta’rif qo’shnichilik munosabatlari yordamida parametr almashtirishga 

nisbatan invariant, yoki golomorfizmlik xossasini saqlaydi.  

Biz kompleks ko’pxilliklarda golomorf funksiyalarning ba’zi xossalarini 

ko’rib chiamiz. 
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Teorema 2.1.1. (Yagonalik)  Agar ikki f  va g  funksiyalar bog’lamli 

kompleks analitik M  ko’pxillikda golomorf  bo’lib, M  ning bo’sh bo’lmagan 

ochiq qism to’plamida ustma-ust tushsa, u holda ular butun M da ustma-ust 

tushadi. 

Isbot. E  orqali    f p g p  bo’ladigan barcha P M  nuqtalar to’plamini 

ochiq yadrosini belgilaymiz; E  to’plam sharga ko’ra bo’sh emas. Biz E ni 

yopiq to’plam emasligini ham ko’rsatamiz. 0P M  nuqta E  ning limit 

nuqtasi bo’lsin. MA  atrofdagi bu nuqtalar  T p   lokal parametrlar 

bo’ladi va    1 1,f T g T     funksiyalar mB    sharning 

 0
0T P   nuqtasida golomorf, 0  nuqtaning ixtiyoriy V B  atrofida 

shunday 1  nuqta topiladiki,  1 1
1P T E   biror 1P  atrofda f g  

ekan u holda, 1  nuqtaning biror atrofida 1 1f T g T    bo’ladi. 

Yagonalik teoremasiga ko’ra oxirgi ayniyat V  ning hamma yerida o’rinli, 

bundan esa 0P E  ekanligi kelib chiqadi. Demak, E  bo’sh emas va 

birvaqtning o’zida ham ochiq, ham yopiq. Shartga ko’ra M  bog’lamli ekan, 

u holda E M  bo’lishi kelib chiqadi. Ya’ni M  ning hamma yerida 

f g bo’ladi. 

Teorema 2.1.2. (Maksimum prinsipi) Agar f  funksiya bog’lamli kompleks 

analitik M  ko’pxillikda golomorf bo’lsa va M  ning biror ichki nuqtasida f  
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maxsimumga erishsa, u holda f  funksiya M  ning hamma yerida o’zgarmas 

bo’ladi. 

Isboti. f  0P M  nuqtada maxsimumga erishsin. Bu nuqtaning atrofida 

 T P   local parametrni qaraymiz.  1f T   funksiyaning moduli 

 0
0T P   nuqtada golomorf va bu nuqtada maxsimumga erishadi. 

Natijada maxsimum prinsipiga ko’ra 1f T  funksiya biror 0  atrofda 

o’zgarmas. Demak,  1f T   biror 0P  nuqtani atrofida o’zgarmas. 

Yuqoridagi teoremaga ko’ra f  funksiya butun M da o’zgarmas bo’ladi. 

Teorema isbotlandi. 

 

2.2. Shteyn ko’pxilliklari. 

 Biz ushbu bo’limda kompleks kopxilliklarning muhim sinflaridan 

bo’lgan Shteyn ko’pxilliklarini ko’rib chiqamiz.  

Ta’rif 2.2.1. n  o’lchamli M  kompleks ko’pxillikka Shteyn ko’pxilligi 

deyiladi, agar u quyidagi shartlarni qanoatlantirsa: 

1. M - golomorf qavariq bo’lsin; 

2. M - golomorf ajratish xossasiga ega bo’lsin. 

3. Har bir p M  nuqta uchun n  ta shunday ( )f O M   funksiyalar 

topilib, p  nuqtaning atrofida birgalikda lokal kordinatalar vaziasini 

bajarsin. 
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Quyidagi natija Shteyn ko’pxilliklari golomorflik sohasining umumlashmasi 

ekanini ko’rsatadi. 

Teorema 2.2.1. M  kompleks ko’pxillik Shteyn ko’pxilligi bo’lishi uchun 

uning chegarasida chegaralanmagan va cheksizga intiluvchi shunday silliq va 

qat’iy plyurisubgaronik funksiya mavjud bo’lishi, ya’ni C    uchun 

 : ( )p M u p C M   shartni qanoatlantiruvchi ( )u psh M  

funksiyaning mavjud bo’lishi zarur va yetarli. 

  

Teorema 2.2.2. Agar M  Shteyn ko’pxilligi biror M̂  kompleks  ko’pxillikning 

ochiq qism ko’pxilligi bo’lsa, u holda shunday ( )f O M  funksiya topilib, 

bu funksiya ˆ \M M  to’plamning hech bir nuqtasiga golomorf davom 

etmaydi. 

 

Shuningdek n  o’lchamli Shteyn ko’pxilligini 2 1n  fazoga yopiq qism 

ko’pxillik sifatida joylashtirish mumkin. Ya’ni bu tasdiqni quyidagicha ham 

ifodalash mumkin: 

 Teorema 2.2.3. Har qanday n  o’lchamli M  Shteyn ko’pxilligi uchun 

2 1: nf M    xos golomorf joylashtirish mavjud. 
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III-BOB. PARABOLIK KO’PXILLIKLARDA GRIN 

FUNKSIYASI 

3.1. Parabolik ko’pxilliklar. Xossalari.  

Biz ushbu bo’limda Shteyn ko’pxilliklari parabolikligi tushunchalarini 

tahlil qilib o’tamiz va parabolik Shteyn ko’pxilliklarini ularda aniqlangan 

analitik funksiyalarning Freshe fazolari bilan bog’liq ayrim hususiyatlarini 

ko’rib chiqamiz. 

Ta’rif 3.1.1. n  o’lchamli X  Shteyn ko’pxilligi  parabolik deyiladi 

agarda unda aniqlangan chegaralangan plyurisubgarmonik funksiyalar faqat 

o’zgarmas funksiyalardan iborat bo’lsa.  

Demak paraboliklik tushunchasi quyidagiga ekvivalent ekan: agar  

( ) ( )u z psh X   va  ( )u z C  bo’lsa u holda ( )u z const  bo’ladi.  

Potensiallar nazariyasi metodlaridan foydalanib, parabolik 

ko’pxilliklarni P o’lchov yordamida tavsiflash mumkin ekan. X  Shteyn 

ko’pxilligi berilgan bo’lsin. Ma’lumki har qanday n  o’lchamli Shteyn 

ko’pxilligi  
2 1n

w


  kompleks fazoga joylashtirilishi mumkin. ( )z  orqali  

2 1n

w


  fazodagi ln w  funksiyaning X  ko’pxillik ustiga qisqartmasini 

belgilaylik. U holda ( ) ( ) ( )z psh X C X    bo’lib, va 

{ ( ) } ,z C X C       bo’ladi. Faraz qilaylik 0  nuqta X  ga 
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tegishli bo’lmasin va min ( ) 0z   bo’lsin. Biz quyida  sharlarni 

qaraymiz. { : ( ) ln }RB z X z R    va odatdagidek  

1
1( , ) { ( ) : 1, 0}

R
R R B B

B B u psh B u u      

sinfni aniqlaymiz. U holda ushbu  

1 1( , , ) sup{ ( ) : ( , )}R Rz B B u z u B B     

funksiyaga  1B  sharning RB  sohaga nisbatan P o’lchovi deyiladi. 

1( , , )Rz B B  funksiya RB  da plyurisubgarmonik 1B  ni ustida 1  ga teng 

bo’lib, Rz B   da nolga intiladi. Bundan tashqari u maksimal, ya’ni 

1\RB B  to’plamda ( ) 0c ndd    tenglamani qanoatlantiradi. R    

da 1( , , )Rz B B  funksiya kamayib boradi va u limit funksiyaga ega bo’lib 

bu limit funksya  

1 1( , ) lim ( , , ) ( )R
R

z B z B B psh X 


   

bo’lib, 
1

1 1( , ) 1, ( , ) 0,
B

z B z B z X       shartlarni 

qanoatlantiradi. Quyidagi tasdiq osongina kelib chiqsada amaliy jihatdan 

qo’llashda foydali hisoblanadi. 

 Teorema 3.1.1. X Shteyn ko’pxilligi parabolik bo’lishi uchun 

1( , ) 1z B    bo’lishi zarur va yetarli.  
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1( , ) 1z B    tenglik bajarilishi  1B  ni tanlanishiga bog’liq emas va biz 

uning o’rniga istalgan boshqa bir  rB  yopiq shar yoki, kompakt E X  

to’plamni olishimiz mumkin. 

Biz S parabolik ko’pxillik ta’riflashda V. Stoll tomonidan ilgari 

surilgan  maxsus funksiya mavjudligiga asoslanamiz. 

Ta’rif 3.1.2. n  o’lchamli X   Shteyn ko’pxilligi  S parabolik 

deyiladi agarda shunday ( )z  plyurisubgarmonik funksiya topilib, 

1.  , : ( )cc D z X z c X       ; 

2. ( )z  funksiya biror K X  kompaktdan tashqarida maksimal bo’lsin. 

Ya’ni \X K  da ( ) 0c ndd   . 

Agar yuqoridagi ta’rifda qo’shimcha ravishda ( )C X   shart ham 

bajarilsa, u xolda ko’pxilligimiz *S parabolik deyiladi. 

Ushbu ta’rifdagi ( )z  maxsus plyurisubgarmonik funksiyaga 

ko’pxillikning potensial funksiyasi deyiladi. 

Ochiq Riman sirtlari uchun paraboliklik, S paraboliklik va 

*S paraboliklik tushunchalari ustma-ust tushadi. Biroq ko’p o’chamli 

Shteyn ko’pxilliklari uchun bu masala hali ochiq turibdi. 

Parbolik ko’pxilliklarga asosiy misol sifatida n  fazoni o’zini keltirish 

mumkin. Bunda maxsus potensial funksiya ( ) lnz z   funksiyadan 
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iborat bo’ladi. Yana bir muhim misol sifatida algebraik affin ko’pxilligini 

keltirish mumkin.  

( )O X  orqali  X  ko’pxillikda aniqlangan analitik funksiyalar fazosini 

belgilaymiz. Bu fazo freshe fazosini tashkil etib, unda topologiya X  

ko’pxillikning kompakt qism to’plamlarida tekis yaqinlashish orqali 

aniqlanuvchi odatdagi topologiyadan iborat. Bu topologiya ( )O X  fazoni 

atomar Freshe fazosi qiladi. Biz ( )O X  Freshe fazosini strukurasini 

o’rganish uchun D.Vogt tomonidan ustuvor norma(DN- Dominated 

Norm)shartini ifodalashdan boshlaymiz. 

Ta’rif 3.1.3. Y  Freshe fazosi tayinlangan  k
 yarimnormalar 

sistemasiga nisbatan DN xossaga ega deyiladi, agar shunday 0k  son topilib, 

p  uchun , 0q C    va barcha x Y  lar uchun 

0

1 1
2 2

p qk
x C x x  

tengsizlik bajarilsa. 

Bu ta’rif normalar sistemasini tanlanishiga bog’liq emas ekan. 

Quyidagi natija A.Aytuna J.Krone va T.Terziogluga tegishli bo’lib qisman 

D.Vogt, V.P.Zahariuta va A.Aytuna tomonidan ham o’rganilgan. 

Teorema 3.1.2.  n  o’lchamli X  Shteyn ko’pxilligi uchun quyidagi 

shartlar ekvivalent: 
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1. X  parabolik ko’xillik 

2. ( )O X   fazo DN xossaga ega 

3. ( )O X  fazo Freshe fazosi sifatida  ( )nO   fazoga izomorf. 

 Biz ushbu paragrafning asosiy natijasini keltirishdan oldin Freshe 

fazolarini akslantirishlarini korib chiqamiz. 

Freshe fazolari o’rtasda aniqlangan operatorlar. E  Freshe fazosida 2 ta 

21
...  va  

1 2
... 

 
 yarimnormalar sistemasi berilgan 

bo’lib, shunday shunday kC  va ( )n k N  sonlar topilib, barcha k    uchun 

( )kk n k
C


   va   

( )kk n k
C


 

tengsizliklar bajarilsa, bu yarimnormalar sistemalari o’zaro ekvivalent deyiladi.  

Tayinlangan yarimnormalar sistemasi bilan berilgan Freshe fazosiga 

darajalangan Freshe fazosi deyiladi.  

Freshe fazolarining maxsus sinfi bu Kothe ketma-ketliklari fazolari bo’lib, u 

quyidagicha aniqlanadi. 

Analizda ko’pchilik funksiyalar fazolari kononik yoyilma yordamida 

qandaydir ketma-ketliklar fazosiga  mos qo’yiladi (masalan Teylor yoyilmasi, Fure 

yoyilmasi va hokazo). ( )jkA a  cheksiz matritsa bo’lib, 

1, uchun 0 , sup 0jk jk jk
k

j k N a a a      

( )A  Kothe ketma-ketliklari fazosi quyidagicha aniqlanadi: 

 1 2( ) , ,... : ,j jkk
j

A x x x x x a k M
              

  
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bu fazo 
k

 yarimnormalar sistemasi kiritilgan Freshe fazosi bo’ladi. Agar 

matritsa  maxsus  
1

jjk k
jk jka e a e

 
        

 formada bo’lib, 

1 2: ..., lim ,n
n

   


     bo’lsin u holda biz   

 0( ) ( ) ( ) ( )A A        

belgilash kiritamiz va bu Freshe fazolarini cheksiz tartibli darajali qatorlar (chekli 

tartibdagi) fazosi deyiladi. Ularning har biri darajalangan Freshe fazolari sifatida 

qaraladi. Chiziqli fazo sifatida  0,r    son uchun 

 1 2( ) , ,... : , barchajt
r jt

j

x x x x x e t r
               


 

fazoga ega bo'lamiz.  kt r o'suvchi ketma-ketlik uchun 

   yarimnormalar
kt k kk

 normalarga ekvivalent sistema bo’ladi. 

Ko’pchilik xollarda  
0t t

   bir parametrli normalarni qarash qulay bo’ladi. 

Agar E  darajalangan Freshe fazosi bo’lsa, u holda  / kerk k
E E


  har 

bir k N  da lokal Banax fazosi bo’ladi, bunda -orqali 

; ker / ker
k k kk

x x x x E      normaga nisbatan factor 

fazosini to’ldiruvchisini belgilaymiz. Ayniy akslantirish : ,k
l l kE E l k    

kanonik bog’lovchi akslantirishni beradi Barcha ; idk
k El k   uchun  

1
1 ...k k l

l k l


     munosabat o’rinli bo’ladi.  Ya’ni biz  
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1 2 3
2 3 4

1 2 3 ...E E E    
 

Akslantirishlar ketma-ketligiga ega bo’lamiz. Bu ketma-ketlik Banax fazolarining 

proektiv spektri deyiladi. Biz ularni kanonik proektiv spektr deymiz. 

E  fazo Freshe-Shvarts fazosi deyiladi, agar barcha k  uchun shunday 

l k  da k
l -kompakt operator bo’lsa. 

:E F   operator nuqtali deyiladi, agar  

( )n n
n

x g x y    

yoyilmaga ega bo’lsa va bunda *,n ng E y F    va 

*n n
n

g y    

Bo’lsa. Bu yerda * norma *E  qo’shma fazodagi norma.   

Agar har qanday k  uchun shunday l  nomer topilib, 

,

,
lim 0n k

n n l

a

a
  

tenglik o’rinli bo’lsa Kothe fazosiga Freshe-Shvarts fazosi bo’ladi.  

Agar har qanday k  uchun shunday l  nomer topilib, 

,

,1

n k

n ln

a

a




   

munosabat bajarilsa  Kothe fazosiga atomar deyiladi. 

Demak har qanday darajali qatorlar fazosi Freshe-Shvarts fazosi bo’ladi. ( )r   

fazo nuqtali fazo bo’lishi uchun esa  

r    bo’lganda      
ln

lim
n n

n


   



 48 

0r      bo’lganda      
ln

lim 0
n n

n


  

tenglikni bajarilishi zarur va yetarlidir. 

Biz faqat nuqtali bo’lgan ( )r  fazolarni qaraymiz. 

Chiziqli operatorlar va uzluksizlik xarakteristikasi. Darajalangan E  Freshe 

fazosini F  Freshe fazosiga akslantiruvchi : E F   chiziqli operatorga 

uzluksiz chiziqli operator deyiladi, agar ixtiyoriy k  uchun shunday 0C   va 

    sonlar toplib, barcha x E  uchun  

k
x C x


                                           (3.2.1) 

tengsizlik bajarilsa.  

1
( ) min : sup

k
x

k x


  


           
                      (3.2.2) 

kattalikni  belgilab olamiz. Bunda (1) tengsizlik bajariluvchi barcha  lar ichida 

minimali olinadi. ( )k  kattalikka   operatorning uzluksizlik xarakteristikasi 

deyiladi.  

Misol.  ( )nE F C    fazolarni quyidagi 

 ( )sup ( ) : ,
k

f f x k x k     

Kabi aniqlangan yarimnormalar sistemasi bilan qaraylik. Bu fazolarda 

aniqlangan ( ) : ( ) ( )n nP D C C      o’zgarmas koeffitsiyentli 

hususiy differensial operatorni qaraylik. U holda ( )k k m    bo’ladi va bu 

yerda m  soni  ( )P z  ko’phadning darajasiga teng. 

Chiziqli operator “eguvchi”(tame) deyiadi agar biror b    son topilib 

( )k k b    munosabat bajarilsa. Chiziqli operator “Chiziqli eguvchi”(linear 

Tame) deyiadi agar biror ,a b    sonlar topilib, ( )k ak b    munosabat 

bajarilsa. Yuqoridagi misolda biz eguvchi operatorni ko’rib turibmiz. 
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Tabiiy ravishda berilgan ,E F  fazolari uchun qanday ()   funksiyalar biror 

chiziqli operatorlarning uzluksizlik xarakterini aniqlaydi va bu funksiyalarning 

chegarasi bormi degan savollar tug’iladi. Shuni ta’kidlab o’tish joizki 

shegaralangan to’plamlarni chegaralangan to’plamlarga akslantiruvchi 

akslantirishlarga chegaralangan akslantirish deyiladi. Ushbu ta’rif chiziqli 

operatorlar uchun nolni atrofini nolni atrofiga o’tkazishi sharti bilan ekvivalent, 

ya’ni buning uchun uzluksizlik xarakteristikasi chegaralangan bo’lishi zarur va 

yetarli. Shunday qilib  ,E F  juftliklarni akslantiruvchi chiziqli uzluksiz 

operatorlarning chegaralangan bo’lish sharti bu operatorning uzluksizlik 

xarakteristikasi chegaralangan bo’lishi yoki oxir oqibat o’zgarmasga teng bo’lishi 

bilan ekvivalent ekan. 

Ikkita Freshe fazosi eguvchan izomorf (tamely isomorphic) deyiladi agar 

ularni bir biriga akslantiruvchi eguvchan o’zaro bir qiymatli operator topilib, uning 

teskarisi ham eguvchi operator bo’lsa. 

Quyidagi natija parabolik ko’pxilliklarda aniqlangan analitik funksiyalar 

Freshe fazolari o’rganishda muhimdir.  

Teorema 3.1.3. n  o’lchamli X  Shteyn ko’pxilligi *S  parabolik bo’lishi 

uchun X  fazoning  shunday 1( )s sK 
  kompaktlar bilan qoplamasi mavjud bo’lib, 

( ( ), )
sK

O X   Freshe fazosi cheksiz tartibli darajali qatorlar fazosiga 

eguvchan izomorf bo’lishi zarur va yetarli. 

Bundan quyidagi natija kelib chiqadi: 

Teorema 3.1.4. n  o’lchamli X  Shteyn ko’pxilligi *S  parabolik bo’lishi 

uchun X  fazoning  shunday 1( )s sK 
  kompaktlar bilan qoplamasi mavjud bo’lib, 

( ( ), )
sK

O X   va  ( ( ), ), :
s

n n s
sP

O P z z e      Freshe 

fazolari eguvchan izomorf  bo’lishi zarur va yetarli. 
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Ushbu teorema *S parabolik ko’pxilliklarda aniqlangan analitik 

funksiyalar fazosining Kompleks Evklid fazosida aniqlangan analitik funksiyalar 

fazosiga oxshashlik jihatlarini namoyon qiladi. 

  

3.2. Parabolik ko’pxilliklarda potensiallar nazariyasi. 

Parabolik ko’pxilliklarda potensiallar nazariyasi qurishda Grin funksiyasi 

tushunchasi alohida ahamiyat kasb etadi. Parabolik ko’pxilliklarda kompaktning 

Grin funksiyasi dastavval A.Zariahi tomonidan kiritilgan bo’lib bir qator nazariy 

xossalari isbot qilingan. Biz Zariyaxi tomonidan kiritilgan ta’rifga asoslanamiz: 

X  parabolik Shteyn ko’pxilligi va   unda aniqlangan maxsus potensial funksiyasi 

bo’lsin. quyidagi  

( ) ( ),uu z c z z X    

shartni qanoatlantiruvchi  barcha ( )u psh X  funksiyalar sinfini ( )XA  orqali 

belgilaymiz. Bu yerda  ( ) max 0, ( )z z   . ( )XA  sinfga 

plyurisubgarmonik funksiyalarning Lelon sinfi deyiladi. 

Ta’rif 3.2.1. K X  to’plam uchun ushbu 

 ( , ) sup ( ) : ( ), 0
K

V z K u z u X u   A  

Funksiyaning *( , ) lim ( , )
w z

V z K V w K 
  yuqori regulyarizatsiyasiga K  

to’plamning ekstremal  Grin funksiyasi deyiladi. 

 

A.Zariyaxi tomonidan hususan K  to’plam  : ( )rK z X z r    

psevdoshardan iborat bo’lganda Grin funksiyasi oddiygina 

 

 ( , ) max ( ) , 0rV z K z r    

tenglik bilan aniqlanishini ko’rsatib berilgan. 
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Shuningdek kompaktning plyuripolyar to’plam bo’lishi kriteriyasi isbot qilingan. 

Quyidagi tasdiq o’rinli 

Teorema 3.2.1. X  parabolik Shteyn ko’pxilligi va E X  biror qism 

to’plami bo’lsin. U xolda E  to’plam plyuripolyar to’plam bo’lishi uchun 

*( , )V z E     bo’lishi zarur va yetarli. 

Parabolik ko’pxilliklarda ko’phad tushunchasiga analitik funksiyalar 

o’sishiga shart qo’yish orqali ta’riflanadi.  

Ta’rif 3.2.2. Agar ( )f O X  funksiya uchun  biror musbat ,fc d  sonlar 

topilib, barcha z X  uchun  

( )( ) (1 )z d
ff z c e                                     (3.2.3) 

Tengsizlik o’rinli bo’lsa, u xolda f  funksiyaga darajasi d dan oshmagan ko’phad 

deyiladi va yuqoridagi (3.2.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi d  sonlar orasidan eng 

kichigi ko’phadning darajasi deyiladi. 

Misol.  \ 0X    ko’pxillik *S parabolik ko’pxillikdan iborat 

bo’ladi. va unda potensial funksiyasi sifatida ( ) max{ln , ln }z z z    

funksiyani qarash mumkin. Ushbu funksiya *S parabolik ko’pxilllik shartlarini 

qanoatlantirada. 

1.   1
, 1, : ( ) ln :cc c D z X z c z z c X

c


                
     

2. ( )z  funksiya  ,K i i X    kompaktdan tashqarida maksimal bo’ladi. 

YA’ni \X K  da 0  . 

3. ( )C X   shart ham bajariladi. 

Endi  : ( ) ln , 1rK z X z r r     kompakt uchun Grin 

funksiyasini aniqlaymiz: Ushbu  
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*( , ) max{ ( ) ln , 0}rV z K z r    

funksiya Grin funksiyasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. 

   

Biz yuqoridagi misolga ya’ni \ {0}X    ko’pxillikka qaytamiz. 

( ) max{ln , ln }z z z    ekanidan. 

Ushbu  ( ) , ( )n n
n nP z z Q z z   funksiyalar 

max{ln , ln }( ) (1 )z z n
nP z e   , max{ln , ln }( ) (1 )z z n

nQ z e   . 

Tengsizlikni qanoatlantiradi va har biri n - darajali ko’phaddan iborat 

bo’ladi.  Biroq bu xolatda turli hil qutbli funksiyalar bir hil darajadagi ko’phadni 

aniqlashi anglashimovchiliklarni keltirib chiqarishi mumkin. Shu sababdan biz 

ikkinchi ( )nQ z  funksiyalarni ( )nQ z  orqali belgilaymiz. Biroq bu holat bizni 

umumiy xoldagi ko’phadga ta’rif berganimizdan keyin ta’qib etmaydi.  

\ {0}X    ko’pxillikda aniqlangan n  darajali ko’phad deb ushbu 

1 1 2
1 1 0 2

( ) ... ...n n n
n n n n

b b b
P z a z a z a z a

z z z


        

funksiyaga aytiladi va bu yerda 0 1 1 2, ,..., , , ,...n na a a b b b  koeffitsientlar o’zgarmas 

kompleks sonlar bo’lib, 0n na b   shart bajariladi. 

Yuqorida keltirilgan ta’rifdan  darajasi n  dan oshmaydigan ko’phadlar 

fazosi ( )n X  ning o’lchami  2 1n   ga teng bo’lishini ko’ramiz. 

 

3.3. Grin funksiyasining xossalari. 

Endi Grin funksiyasining ba’zi xossalarini ko’rib chiqamiz. 

10. Bernshteyn-Uolsh tengsizligi. Agar ( )mP z m  -darajali ko’phad 

bo’lsa, u xolda ixtiyoriy E X  kompakt uchun 



 53 

( , )( ) ,V z E
m m E

P z P e z X   ,         (3.2.4) 

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

Isbot. ( )mP z m darajali ko’phad bo’lib, u ( ) ( )mP z X   bo’lgani 

uchun ln ( ) ( )mP z psh X  bo’ladi. Quyidagi funksiyani qaraylik,  

( )1 1 1
( ) ln ( ) ln ln m

m m E
m E

P z
u z P z P

m m m P
    

( )u z  funksiyaning kompaktdagi qiymatlari  

( )1
( ) ln 0m

E E
m E

P z
u z

m P
   

tengsizlikni qanoatlantiradi. Endi ( ) ( )u z X A ga tegishliligini ko’rsatamiz. 

( )mP z  m - darajali polinom bo’lishligidan  

( )( ) (1 )z m
m fP z c e   

 tengsizlik o’rinli bo’lib, natijada   

( )

1 1
ln ( ) ( ) ln( 1)m P z

P z c z
m e

     

va  

( ) ( )uu z c z   

munosabat kelib chiqadi. 

 

Demak, ( ) ( )u z X A  sinfdan va E  kompaktda 0Eu   bo’lib, Grin 

funksiyasining aniqlanishidan ( ) ( , )u z V z E  bo’lishi kelib chiqadi. 
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20. To’plam funksiyasi sifatida uzluksizligi. Agar E  kompakt o’suvchi 

1j jE E   kompaktlarni yig’indisi shaklida ifodalangan bo’lsa, 
1

j
j

E E




  , u 

xolda j    da * *( , ) ( , )jV z E V z E   bo’ladi. 

Grin funksiyasining keyingi ikkita xossasi faqat yuqoridagi misolga 

o’xshash regulyar tipdagi parabolik ko’pxilliklarga taaluqli bo’ladi.  

Bunda A.Sadullaev va A.Aytuna tomonidan kiritilgan regulyar parabolik 

ko’pxillik ta’rifidan foydalanamiz. ( )X  orqali X  parabolik ko’pxillikda 

aniqlangan barcha ko’phadlar fazosini belgilaymiz.  

Ta’rif 3.2.3. Agar ( )X  fazo ( )O X  analitik funksiyalar fazosida zich 

bo’lsa, u xolda X  parabolik ko’pxillikllikka  regulyar parabolik ko’pxillik 

deyiladi. 

 

 30. X  regulyar parabolik ko’pxillikda ixtiyoriy E X  kompakt uchun 

1
( , ) sup ln ( ) : ( ) 1

deg E
V z E P z P X P

P

          
       (3.2.5) 

tenglik o’rinlidir. 

degP  – ko’phadning darajasi. 

  40. Regulyar parabolik ko’pxilliklarda Bernshteyn-Uolsh teoremasi. 

X regulyar parabolik ko’pxillik va K X  kompakt to’plam bo’lsin 

agar *( , )V z K  Grin funksiyasi uzluksiz bo’lsa, u xolda K kompaktga 

 regulyar kompakt deyiladi.  

Agar K X   regulyar kompakt bo’lsa, u xolda K  to’plamda 

uzluksiz bo’lgan ixtiyoriy ( )f z  funksiyani K  kompaktda  ko’pxadlar ketma-

ketligi bilan yaqinlashtirish masalasini qaraymiz va ushbu kattaliklarni aniqlab 

olamiz: 

 
( )

, inf sup ( ) ( )
mm

P X K
e f K f z P z


   
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Teorema 3.3.1. (Regulyar parabolik ko’pxilliklarda Bernshteyn-Uolsh 

teoremasi). K X   regulyar kompakt bo’lsa, u xolda K  to’plamda uzluksiz 

bo’lgan ( )f z  funksiya uchun 

 1/ 1
lim ,m

mm
e f K

R
  

tengsizlik bajarilsin. U xolda f  funksiya  

   *: , lnRG z X V z K R    

sohaga analitik davom qiladi.  
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Xulosa 

 Ushbu magistrlik dissertatsiyasida parabolik ko’pxilliklarda 

plyurikompleks Grin funksiyasi xossalari o’rganilgan. Parabolik 

ko’pxilliklarda aniqlangan analitik funksiyalarning Freshe fazosi topologik 

strukturasi uchun olingan xulosalar asosida Parabolik ko’pxilliklarda Grin 

funksiyasining n  fazoda Grin funksiyasi kabi xossalarga ega bo’lishi 

korsatildi. Xususan quyidagi xossalar bajariladi: 

10. Agar ( )mP z m  -darajali ko’phad bo’lsa, u xolda ixtiyoriy 

E X  kompakt uchun 

( , )( ) ,V z E
m m E

P z P e z X   , 

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

20. Agar E  kompakt o’suvchi 1j jE E   kompaktlarni yig’indisi 

shaklida ifodalangan bo’lsa, 
1

j
j

E E




  , u xolda j    da 

* *( , ) ( , )jV z E V z E   bo’ladi. 
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