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KIRISH

Plyurisubgarmonik funksiyalar kompleks analizda analitik
funksiyalar sinfi bilan bogliqligi yahshi ma’lum. Golomorf
funksiyalar uchun baholashlar olishda bu funksiyalar sinfining
orni beqiyosdir, zero har qanday golomorf funksiya modulini
logarifmasi plyurisubgarmonik funksiyani beradi. Shu o’rinda
plyurisubgarmonik funksiyalar orasida maksimallik hususyatiga
ega bo’lgan funksuyalarni organish muhim ahamiyat kasb etadi.
Dastlab bunday funksiyalar hususiy hollari Bremermann va Ciciak
tomonidan o’rganilgan. Bunda asosiy masala maksimallikni
ta’minlovchi mezonlarni izlashga qaratilgan. 1959 yilda Bremerman
maksimal funksiyalar kompleks gessian determinatini nolga
aylantirishini isbot qilib beradi. Keyinchalik Kerzman bu tasdiqgni
aksinchasi ham o’rinli bo’llishini ko’rsatib masalani silli
plyurisubgarmonik funksiyalar sinfida toliq hal qildilar. Biroq
umuman olganda maksimal funksiyalar silliq hatto uzluksiz ham
bo’lmasligini hisobga olsak hali masala to’liq yechilmaganini
ko’ramiz. Shu sabab A.Sadullayev tomonidan 1981 yilda maksimal
funksiyaga umumiy ta’rif berildi. Shu bilan birga maksimallik

hususiyatini ochib beruvchi bir qator natijalar olindi.

Ushbu bitiruv malakaviy ishida yuqorida qayd etib o’tilgan
klassik natijalar o’rganilgan. Bunda plyurisubgarmonik funksiyalar,
kompleks Monj-Amper operatori va ularni maksimal funksiyalar

bilan bog’lanishi keltirib o’tiladi.



I-BOB PLYURISUBGARMONIK FUNKSIYALAR.

1.1. Subgarmonik funksiyalar.

Faraz  qilaylik, D cCR" sohada  aniqlangan  lokal

integrallanuvchi

u: D — [—00,+00)

funksiya berilgan bo’lsin, u € L%O (D).

Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(z) yuqoridan yarim uzluksiz:

Vz? € D uchun lim u(z) < u(z?)

z—x°

(bundan wu(z) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda
yuqgoridan chegaralanganligi kelib chiqadi);

2) har bir z° € D nuqta uchun shunday r(z°) > 0 topiladiki,

r < r(z°) uchun

1

n—1

[ u@do; (1.1)
o.r

n S(z°,r)

u(z?) <

u holda u(z) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.

Subgarmonik funksiyalar sinfi Sh(D) kabi belgilanadi.

Kelgusida qulaylik uchun biz trivial u(z) = —oco funksiyasi ham D



da Sh(D) ga tegishli deb qaraymiz. Endi subgarmonik

funksiyalarning xossalarini keltiramiz:

a) subgarmonik funksiyalarning musbat koeffitsientli chiziqli

kombinatsiyasi subgarmonik funksiya bo’ladi:

u(r) € SMD), a, € R, (k=12..m) =
= auy () + ayuy(7) + ... +a,u, () € Sh(D) ;

b) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi

subgarmonik funksiya bo’ladi:

u (2),uy(2),...,u, (z) € SK(D) =
= max{ u(2),1y(2),..., u, (z) } € Sh(D) ;

v) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma -

ketligining limiti subgarmonik funksiya bo’ladi:

u;(z) € SA(D) ,  uix)2u; () (j=12..)=

= lim u (z) € SK(D) ;

j—oo 7

g) tekis yaqginlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma-ketligi

subgarmonik funksiyaga yaqinlashadi:

u;(z) € SH(D) (k =123,..), uj(x)—"—u(z) =u() € Sh(D)

d) Maksimum prinsipi. Agar u(z) € Sh(D) funksiya biror z° € D

nuqtada o’zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(xz®) = sup u(zx) (1.2)
zeD

bo’lsa, u holda u(x) = const bo’ladi.



Isboti. Ushbu
M:{xED: u(x):u(xo)}

to’plamni qaraylik. wu(z) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz
bo’llganligidan va (2) shartdan M to’plamning D da yopikligi kelib
chikadi.

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy p € M wuchun (1.1) formulaga

ko’ra

bo’ladi. Bu munosabatdan u‘S(p )= u(z°), yani p ning B(p,7(p))

atrofida wu(z) = w(z°) bo’lishini ko’ramiz. Bu esa M to’plamning D

da ochiq ekanligini ko’rsatadi. Demak, M = D.
el Agar z) € SW(D), wu(r)e H(D) funksiyalar uchun
S(z°,r) cC D sferada

I g< ulg

bo’lsa, u holda B(z°,r) sharda ¥(z) < u(z) tengsizlik o’rinli bo’ladi.

e) — xossadan quyidagi muhim hulosaga kelamiz. Faraz

qilaylik,

9(z) € Sh(D) N C(D)

berilgan bo’lib, B(z°,r) CC D bo’lsin. Ushbu



uz)= [ )Py)doly) € B°r)
S(z°,r)

Puasson integralini qaraylik. wu(z) € h(B) , u‘S: 19‘5 bo’lib, ye) -
hossaga kora B = B(z°r) da 9(z) <u(zr) boladi. Uzluksiz

funksiyalar uchun isbotlangan bu xossa ixtiyoriy v € Sh(D) uchun

ham o’rinlidir: ¥(z) < w(z) va deyarli barcha z €S lar uchun

Y(z) = u(x) o’rinlidir;

J) aytaylik, u(z) € Sh(D) funksiya va z° € D nuqta berilgan
bo’lsin. Ushbu
1

m(z°r) = u(z)do
o rn—l
" S(z0,r)
va
1
n(z?,r) = f u(z)dV,
Vo
B(x°,r)

bunda V,r" miqdor B(z°r) ning hajmi, integrallarni (orta
qiymatlarni) qaraylik.
1.1-teorema. Faraz qgilaylik, u(z) € Sh(D) va u(z) # —oo bo’lsin.

U holda ixtiyoriy z° € D uchun

w(z) < n(z°,r) < m(z°r), n(z®r) > —o0 , 0 < r < p(z°,dD),
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Bundan tashqari, agar r monoton
kamayib nolga intilsa, unda n(z°,r) va m(z°r) o’rta qiymatlar
monoton kamayib, u(z’) ga intiladi.
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1.1-teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo’lamiz: D C R"

sohada subgarmonik  wu(z) = —oo  funksiya D da lokal

integrallanuvchidir, ya’ni ixtiyoriy B CC D uchun f u(x)dV integral
B

mavjuddir;

2) subgarmonik funksiya D sohaning har bir nuqtasida uzi-
lishga ega bo’lishi mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema o’rinli
bo’ladi.

1.2-teorema. Agar u(z) € Sh(D) bo’lsa, u holda shunday

monoton to’plamlar

0.9
D;CcD;,CD, U1Dj:D
j:

ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar

u;(z) € SMD;) N c*(D;) , j=123,..

ketma — ketligi mavjudki,

u(z) = lim u,(z) (x € D)

Jj—00
bo’lad..
Isboti. Ushbu

1

2
K(z) ={ce 1-|z| agar ‘x‘ <1 bo'lsa;
0 agar ‘x‘ >1 bo'lsa.

funksiyani qaraylik. Bu funksiya C°(R") sinfga tegishli bo’lib,
uning salmog’i suppK(z) = B(0,1) dir. Endi K(z) ning ifodasidagi

ozgarmas c¢ ni shunday tanlab olamizki,
9



[ K@dv =1

Rn

bo’lsin. u(z) # —oco deb, bu yadro yordamida ushbu

us@)=— [ u(yk
|y—x|§6

ygxyv, §>0

integralni qaraylik. ug(z) funksiyasi

D6:{$€D: p(:c,@D)<(5}

ochiq to’plamda aniqlangan bo’lib, x € D da

ué(x)—éing; u(y)K[yéx]dV—Rn u(z + 6y) K(y)dV

(1.3)

bo’ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C°°(Dy) sinfga, ikkinchi

integral esa Sh(Dy) sinfga tegishli bo’ladi. Binobarin,

ug(x) € Sh(Dg) N C(Dy).

u(z) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, us; ning 6 | 0 da,

monoton kamayuvchi bo’lishligi va

[ K@adv =1

Rn

tenglikdan, ug(z) ning u(z) ga intilishini topamiz.

i) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda C? sinfga tegishli

bo’lmasligidan, Au - Laplas operatorini fagat umumlashgan

funksiya sifatida qarash mumkin bo’ladi:

Au(g) = [uire, ¢ € F(D).

10



1.3-teorema. Har ganday u(z) € Sh(D), u # —oo subgarmonik
funksiya, uchun umumlashgan ma’noda Au >0 tengsizlik o’rinli
bo’ladi, ya’ni ixtiyoriy ¢ € F(D), ¢ >0 uchun quqb >0

munosabat urinlidir.

Jumladan, wu(z) funksiya C? sinfga tegishli bolib, u

subgarmonik bo’lsa, u e Sh(D)N C?*(D), u holda
2 2
Au=200  P dir,
8:612 8@%

Yuqorida keltirilgan teoremaning aksi ham o’rinli: agar

umumlashgan funksiya v uchun
Au(@)= [ud¢ >0, ¢eFD), ¢>0,

munosabat bajarilsa, u holda v subgarmonik funksiya bo’ladi;

k) F.Riss teoremasi. Har qanday wu(x)é€ Sh(D), u % —o0,
funksiya olinganda ham D sohada shunday musbat o’lchov u

mavjudki, ixtiyoriy D° cC D soha uchun

u(z) = f K(z —y)dp, +up(2) (1.4)

DO

bo’ladi, bunda u,,(z) € H(D’) va
[ 1
—ln‘x ,agarn = 2 bo'lsa
27
K(r) = 1 1

_(n —2)o . ‘w‘n—2

, agar n > 2bo'lsa.

Eslatib o’tamiz, K(z) funksiyasi Laplas tenglamasining fundamental

yechimidir: AK(z) = é(xz) bo’lib, bu yerda §6(z) - Dirakning
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umumlashgan funksiyasi, 6 o ¢(z) = ¢(0), ¢ € F(R"). § ga massasi

r = 0 da bo’lgan birlik o’lchov (zaryad) mos keladi.
F. Riss teoremasini isbotlashda Awu ning musbat

funksionalligidan foydalaniladi. Ma’lumki, har bir musbat

funksional biror g o’lchovni aniqlaydi: Awuo ¢ = f opdp, ¢ € F(D).

f /o chekli o'lchov bo'lib,

ﬁ(x)ZfK(fc—y)du
DO

integral mavjuddir. Ayni paytda, AK(z-—y)=6(x—y) ligidan,
AY = p, ya’ni

f IAGdV = fgbd,u, Vo € F(DY),
bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bundan ushbu

® o(2) = u(z) — ¥(z)

ayirma uchun AuDO =0 bolishi, yani u ning D’ sohada

DO
garmonik funksiya ekanligi kelib chiqadi.

) Agar u(z) € Sh(D) bolsa, u holda ¢“*) e Sh(D) dir.

7z) — xossaga ko’ra, u(z) funksiyasini Sh va C°° funksiyalar

bilan yaqinlashtirish mumkin. Shundan kelib chiqib, garalayotgan

xossani  u(z) € Sh(D)NC™ (D) funksiyalar = uchun  isbotlash

yetarlidir. Bu holda De"") = " |A u + >0 ekanligini

ko’rish qiyin emas.

Xuddi shunday quyidagi xossa ham o’rinlidir.

12



m).  Agar  u(z) € Sh(D), u|p,<0  bolsa, u  holda
—In[—u(z)]€ Sh(D) dir.

Polyar to’plamlar. Aytaylik, D soha va undagi biror £ to’plam
berilgan bo’lsin: £ C D.
Agar shunday u(z)€ Sh(D), u(z) # —oo funksiya mavjud

bo’lsaki, Vzr € Fda u(z) =-—oco tenglik bajarilsa, E to’plam D

sohada polyar to’plam deyiladi.

Polyar to’plamlar quyidagi xossalarga ega bo’ladi:

a) ixtiyoriy D C R" sohada polyar to’plam butun R"da ham
polyar to’plam bo’ladi, ya’ni

u(z) € Sh(D), wu(r)# —o0, u|p= —00

bollsa, u holda shunday ¥(z) € Sh(R") funksiya topiladiki,
U(z) #F —o0 , U |p= —00
bo’ladi;
b) sanoqli sondagi polyar to’plamlar yig’indisi polyar to’plam

o

bo’lladi: E|,E,... polyar to’plamlar bo’lsa, EF = U Ej ham polyar
j=1

to’plam bo’ladi;

v) F ning polyar to’plam bo’lishi uchun, uning tashqi Nyuton
sig’imi capFE = 0 bo’lishi zarur va yetarli;

g) agar FE polyar to’plam bo’lsa, uning Xausdorf o’lchovi

HQn—Q—I—s

(E) =0, ¢€>0, boladiva, aksincha, agar H,, ,(F) < oo
bo’lsa, £ polyar to’plam bo’ladi;
d) subgarmonik funksiyalar nazariyasida yuqoridan lokal tekis

chegaralangan funksiyalar sinfi muhim rol o’ynaydi: agar har bir

2 € D nuqta uchun shunday atrof B(z",r) cc D va shunday M

13



konstanta topilsaki, {u,} C Sh(D) sinfdan olingan har bir u,(z)

funksiya ushbu
u,(z) <M (z€ B(z",r)

tengsizlik bajarilsa, {u,} sinfga D da yuqoridan Ilokal
chegaralangan subgarmonik funksiyalar sinfi deyiladi. Ravshanki,

qaralayotgan {u,} sinf uchun

u(x) = sup,, U, ()
funksiya mavjud va u D dan olingan har bir kompakt K CC D da
yuqoridan chegaralangandir. Agar bu funksiya yuqoridan yarim
uzluksiz bo’lsa, uning subgarmonik bo’lishligini isbotlash qiyin
emas. u(z) funksiya yuqoridan yarim wuzluksiz bo’lmasa, unda,

odatda quyidagi regulyarlash operatsiyasi garaladi, ya’ni

v (z)=lim  sup wu(y)= lim u(y).
r—0  yeB(z,r) y—z

Bunda u*(:c) funksiya wu(z) ning regulyarlangan funksiyasi

deyiladi. Regulyarlangan u*(:v) funksiya yuqoridan yarim uzluksiz
bo’ladi.
1.4-teorema. Yuqoridan lokal chegaralangan subgarmonik
funksiyalarning ixtiyoriy sinfi {u,} uchun
u'(z) € Sh(D)

bo’llib, N={zeD: uz)<u(z)} toplam D da polyar to’plam

bo’ladi, bunda u(r) = supu,(z).

(67

Shuningdek, quyidagi teorema ham o’rinli.

1.5-teorema. Faraz qilaylik,
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uj(z) € SWD) ,j=123,..
yuqoridan lokal chegaralangan subgarmonik funksiyalar ketma-

ketligi bo’lib, u(z) = lim u.(z) bolsin. U holda u (z)€ Sh(D) bo’lib,

j—oo
N={zeD: uz) <u (z)} toplam D da polyar to’plam bo’ladi.
1.1.2. Garmonik  o’lchovlar. Garmonik  o’lchovlar

tushunchasi «ikki konstanta haqidagi teorema» yoki «uch sfera

haqidagi teorema» larga borib taqaladi.
Ushbu masalani qaraylik: aytaylik, R" fazoda
S(0,7), 8(0, p), S(0,1) (r <p<1)
konsentrik sferalar va birlik B = B(0,1) sharda biror M soni bilan
chegaralangan u(zx) subgarmonik funksiyasi berilgan bo’lsin. Agar

u\sm’r)ﬁm, m<M,

bo’lsa, u(z) funksiya S(0,p) sferada yuqoridan baholansin.

l-chizma.

Buning uchun B(0,1) \ B(0,7) sohada garmonik bo’lgan ushbu

rn—2

1
w(z,r) ={1- —
‘x‘n 2

1__rn—2

15



funksiyadan foydalanamiz. Ravshanki, w‘ S(0r) = -1, w S(0,)= 0
bo’lib, bu funksiya E(O, r) ning B(0,1) sharga nisbatan garmonik

o’lchovi (merasi) deyiladi. w(z,r) funksiyani

subgarmonik

funksiya bilan solishtirib, maksimumlar prinsipiga ko’ra

uw— M
M —m

z € B(0,1)\ B(0,r) , bolishini topamiz. Bu tengsizlikdan z € S(0,p)

—w <0 yoki u(x)g—mw(w,r)—i—M[l—i—w(w,T’)} :

da
u(z) 5(0.0) §mC’(7’,p)+M[1—C’(r,p)], (1.5)
. _rn—2(1_ pn—2)
C( ’p)_pn—Q(l _pn 2)

tengsizlik kelib chiqadi. Odatda (1.5) tengsizlikka ikki konstanta

yoki uchta sfera haqidagi tengsizlik (teorema) deyiladi. Undan
m— —oo da u S(0,p) ning -oo ga intilishini baholashda
foydalaniladi.

Endi, umumiy holda garmonik o’lchov ta’rifini keltiramiz.

Bunda D sohadan uning regulyarligi, ya’ni

Ju(z) € S(D), wul|p<0, lim  wx)=0
r—0D

bo’lishligini talab etamiz. Berilgan K C D kompakt uchun Ushbu

A = A(K,D) = {ueShD): w/K<-1, u/D<0} funksiyalar

sinfini qaraylik. Quyidagi
w(z, K, D) = sup u(z)

16



funksiyaning regulyarlashdan hosil bo’lgan
w*(x,K,D) — lim w (y,K,D) funksiya K kompaktning D sohaga

y—x

nisbatan garmonik o’lchovi deyiladi.

2 —rasm.

Garmonik o’lchovlar quyidagi xossalarga ega bo’ladi:
a) garmonik o’lchov w" € Sh(D)N H(D \ K) bo’lib,

~1<w'@K,D)<0  (z€ D),

lim w (z,K,D) =0
x—0D

bo’ladi;
b) garmonik o’lchov w*(x,K ,D) yoki hech bir ¥ € D nugtada
nolga teng bo’lmaydi yoki D sohada aynan nolga teng bo’ladi.

Bundan tashgqari, w*(x, K,D)=0 < K — polyar;
v) agar wu(z) € SMD), wu|p< M, ul|y<m bolsa, u holda
zeD lar uchun u(z) <M1+ w (z))—mw (z) tengsizlik o’rinli

bo’ladi. Bu xossa ikki konstanta haqidagi teorema deb yuritiladi;

17



g) aytaylik, K CD kompakt va w*(x) = w*(:v,K,D) esa

garmonik o’lchov bolsin. Agar z' € K nuqtada w*(xo) = —1 bo’lsa,

0

r° nuqta K ning regulyar nuqtasi, w*(xo) > —1 bo’lsa, z’

irregulyar

nuqtasi deyiladi. Agar K kompaktning barcha z” € K nugqtalari
regulyar bo’lsa, bunday kompakt regulyar kompakt deyiladi.

K kompaktning irregulyar nuqtalari to’plami 1, polyar
to’plamdir. Bundan tashqari, agar K polyar to’plam bo’lsa, unda

I, = K dir.

1.2. Plyurisubgarmonik funksiyalar va ularning xossalari.

Plyurigarmonik funksiyalar. C" kompleks fazodagi D c C"
sohada u(z) funksiya berilgan bodlib, wu(z) € C*(D) bosin. Agar
ixtiyoriy 20 € D va bu nuqtadan o‘tuvchi ixtiyoriy kompleks to‘g‘ri

chiziq l:iz=2"4wé, weC”, ¢eC uchun ushbu

o) =u/1l=uz" +wf kesim — funksiya ¢ = 0 nuqtada garmonik,

O
o¢ - €

yani ¢=0 da 0 boilsa, wu(z) funksiya D da

plyurigarmonik funksiya deyiladi.
Plyurigarmonik funksiyalar sinfi ph(D) kabi belgilanadi.

Aytaylik, u(z) € ph(D) bolsin. Unda

9%u(20 + we)

= =0
0§ 0¢

18



bolib, murakkab funksiyaning differensiallash qoidasidan

n 821/! _
— ww, =0, we&C", ekanligini koramiz. Bundan va
jk=1 020z, g

: j

w € C" vektorning ixtiyoriyligidan

0%u B
0z j(‘?Ek N

0 (kj=1L12..n) (2.1)

bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, plyurigarmonik funksiyalar sinfi (2.1) tenglamalar
sistemasi bilan aniqlanadi va ba’zan bu sistema plyurigarmonik

funksiyaning ta’rifi sifatida ham qaraladi.

Teorema 2.1. Agar f(z) = u(z) + iw(z) funksiya D C C" sohada

golomorf bo‘lsa, u holda
Ref(2) = u(z), Tmf(z) = 0(2)

funksiyalar D sohada plyurigarmonik bo‘ladi va aksincha, agar u(z)

funksiya D sohada plyurigarmonik bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
B(2°,r) ¢ D atrofda u(z) funksiya biror f(z) € O(B(zo,r)) golomorf
funksiyaning haqiqiy qismi bo‘ladi: u(z) = Re f(z).

Plyusubgarmonik funsiyalar. Agar D cCC" sohada
aniqlangan u(z): D — [-oo,00) funksiya quyidagi ikki shartni
bajarsa:

1) u(z) yuqoridan yarim uzluksiz;
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2) ixtiyoriy [ kompleks to‘g’ri chiziq uchun « /[ funksiya [N D
da subgarmonik bo‘lsa, u(z) funksiya D sohada plyurisubgarmonik

funksiya deyiladi.

Plyurisubgarmonik  funksiyalar to‘plami  psh(D)  kabi

belgilanadi. D Cc C" sohada plyurisubgarmonik bo‘lgan funksiya

D c R?™ da aniqlangan funksiya sifatida subgarmonik funksiya
boladi. Uni subgarmonik funksiyalarning 2 — shartini bajarishini
tekshirish mumkin. Binobarin, subgarmonik funksiyalarning

xossalari plyurisubgarmonik funksiyalar uchun ham saqlanadi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar quyidagi xossalarini ko‘rib

chigamiz.

1) agar u(z) € psh(D) bolsa, u holda

ug(z) = — [ u(y)K[y_x]dV,6>O, (2.2)
6" Jy=al<e 0

formula bilan aniglangan u4(2)

Dy = {a: € D : dist(0D,z) > 6 }

sohada plyurisubgarmonik funksiya boladi va psh(Ds) N C>(Dy)

sinfga tegishli bo‘lib, ¢ | 0 da ug(2) | u(z) boladi;

2) agar u(z) € psh(D) funksiya 2 € D nuqtada maksimumga
erishsa, yani u(z')>u(z) (2 € D) bolsa, u holda u(z)= const

bo‘ladi;

20



3) plyurisubgarmonik funksiyalarning musbat koeffitsientli

chiziqli kombinatsiyasi plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi;

4) monoton kamayuvchi yoki tekis yaqinlashuvchi
plyurisubgarmonik funksiyalar ketma - ketligining limiti

plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi;

S5) D sohada plyurisubgarmonik funksiyalar sinfi {ua }ae/\

berilgan boflib, wu = supu, yuqoridan yarim wuzluksiz funksiya
a€EN

bolsin. U holda wu(z) plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi,
u(z) € psh(D). Jumladan, u,(z) € psh(D) (j =1,2,....,k) bo'lsa,
sup{ul(z),u2(z),...,uk(z)} € psh(D)
bo‘ladi.
6) agar f(z) € O(D) boilsa, a-ln‘f(z)‘ € psh(D) bo‘ladi, bunda

a>0.

7) agar u(z) € psh(D) boilsa, u holda ¢“?) € psh(D) bo‘ladi, agar

u(z) € psh(D) , u [p< 0 bolsa, u holda —In[—u(z)] € psh(D) boladi.

Bu xossaning isboti subgarmonik funksiyalarning shu

xossasidan bevosita kelib chigadi.

8) D sohada aniglangan u(z) € C*(D) funksiyaning D da

plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun ushbu

L(u,w) = an Ou w W (2.3)
0207, T |
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kvadratik formaning ya’ni Levi formasining ixtiyoriy 2z € D da

musbat aniqlangan bo‘lishi zarur va yetarlidir. (2.3) munosabatda

w = (wy,wy,...,w,) € C"  bolib, kvadratik formaning musbat

aniglanganligi Vw € C" da L(u,w) > 0 bo‘lishini anglatadi.

Agar Vw e C", w = 0 da L(u,w) > 0 bolsa, u(z) funksiya z nuqtada

gat’ly plyurisubgarmonik funksiya deyiladi, agar u(z) funksiya D
sohaning har bir nuqtasida qat’iy plyurisubgarmonik bo‘lsa, D

sohada qat’iy plyurisubgarmonik funksiya deyiladi.
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II-BOB. MAKSIMAL FUNKSIYALAR.

2.1. Maksimal plyurisubgarmonik funksiya

Qto’plam  C"fazoning ochiq qism toplami va u:QQ— R
plyurisubgarmonik funksiya bo’lsin. Agar ) ning ¢ barcha nisbiy
kompakt gism to’plam uchun G da har bir yuqoridan yarim
uzluksiz va v € psh(G) funksiya uchun 0G chegarada v <u
tengsizlik bajarilishidan G da ham v < wu bo’llishi kelib chigsa u
holda wu funksiya maksimal deyiladi. Ushbu ta’rif ilk bora

A.Sadullayev tomonidan kiritilgan.

Biz ) da maksimal plyurisubgarmonik funksiyalar oilasini
Mpsh(2) kabi  belgilaymiz. Maksimal plyurisubgarmonik
funksiyalarning ba’zi muhim sinflari o’tgan asrning 50-yillarda
o’rganilgantib o’tdi quyidagi tarixiy Siciak(1962) va
Bremermann(19359) ishlarini alohida ta’kidlab o’tish joiz. Sadullayev
tomonidan maksimallikning ta’rifiga ekvivalent bollgan qulay

ta’riflarni ifodalovchi quyidagi tasdiq muhim ahamiyatga ega.

Teorema 1.1. QC C" ochig to’plam va uw:Q) — R

plyurisubgarmonik funksiya bo’lsin. Quyidagi holatlar ekvivalent

() Agar Q) ning barcha G nisbiy kompakt ochiq qism to’plamlar
uchun va barcha v € psh(G) funksiya uchun barcha ¢¢€0G
nugtalarda liminf, | (u(z) —v(z)) 2 0 munosabat o’rinli bo’lishidan

G to’plamda u > v tengsizlik o’rinli bo’lad..
(I) Agar v € psh(G) finksiya va har bir ¢ >0 son uchun K C
kompakt to’plam va Q\ K da u—v > —¢ tengsizlik bajarilsa u

holda G to’plamda u > v tengsizlik o’rinli bo’lad..
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(Il) Agar v € psh(G) funksiya G to’plam () ning nisbiy kompakt
ochig qgism to’plami uchun barcha v € psh(G) funksiya uchun 0G
chegarada v > v bo’lishidan G toplamda wu > v tengsizlik o’rinli
bo’ladi.

(IV) Agar v € psh(G), G to’plam €2 ning nisbiy kompakt ochiq
gism to’plamini bo’lib, har bir £ € 0G uchun

liminf(u(z) — v(z)) > 0
z—¢&
zeCG

o’rinli bo’lsa u holda Gda uw > v bo’ladi.

(V) u maksimal funksiya bo’lad..

Isbot. (/) = (II) faraz qilaylik, v plyurisubgarmonik funksiya
uchun ihtiyoriy ¢ > 0 son uchun shunday K C Q) rjvgfrn mavud
bo’lib, O\ K da u—v>—e tengsizlik bajarilsin. Faraz qilaylik

birora € 2 nuqtada wu(a) — v(a) = n bo’lsin.

E={2€Q:u(a) <v(a)+n/2} to’plamning yopigi ? ning kompakt
qism to’plamidir. Shuning uchun shunday G ochiq to’plam topilib,
FE ni 0’z ichiga oladi. (I) ga asosan G ning ichida olingan har bir
a>v+mn/2 bolib, bu esa a € F bollishiga zid bo’ladi. Qolganlari
(I1I),(IV),(V) va (I) lar shartida

max{u(z),v(z)} (z € G)
u(z) (z € Q\G)

w(z) =

funksiyaning () da plyurisubgarmonik bolishi faktidan kelib
chiqadi.

Bir o’lchamli xolatda maksimal funksiyalar garmonik bo’lib,

hususan C(C°° sinfga tegishli bo’ladi. Bu katta o’lchamlarda to’g’ri

bo’ lmaydi.
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1-misol

UW(2yy-.eeor 2,) = log(max{| z; |,..... | z,, |})

Funksiyani qarasak, n>1 da u differensiallanuvchi. Uning

plyurisubgarmonikligi bevosita psh funksiyalar xossalaridan kelib

chiqadi. Bu funksiyaning maksimalligi har bir w € C" \ {0} nuqta
uchun Bir o’zgaruvchili ¢ — wu(tw) funksiya C)\ {0} da garmonik

bo’lishidan ta’rifga asosan to’g’ridan to’g’ri kelib chiqadi..

2-misol. Biz uzulishga ega bo’lgan maksimal funksiyalarni ham
ko’rsatib berishimiz mumkin

Biror w:C — R  uzulishga ega subgarmonik funksiyani olib,
(2,29) € C*  uchun wu(z,2) = w(z) funksiyani qaraylik. Har bir
a € C nuqta uchun 2z, — u(a,2,) ozgarmas va demak garmonik

bo’ladi. Bu esa v funksiyaning maksimalligini bildiradi.

Endi biz uzluksiz maksimal funksiyalarning o’ziga xos muhim
sinflariga yaqinroq nazar solamiz. Dasavval, bizga ba’zi

tushunchalar kerak bo’ladi.

0 - C" da chegaralangan soha va f € C(02) bo’lsin Dirixle

masalasi umumlashmasida shundan iboratki shunday u:Q — R

yarim uzluksiz funksiya aniqlash kerakki (u|€) € MPSH(?) va
u|0Q=f bolsin. C" da Q chegaralangan soha va f € C(09Q)

bo’lsin. () f) orqali biz 02 da v < f shartni qanoatlantirvchi
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barcha wu € psh(Q2) funksiyalarning oilasini  belgilaymiz. Bunda
barcha z € Q lar uchun

u*(z) = lim sup u(w)

w—=2
we

kabi aniglanadi.
Yo, p(2) = suplu(z) :u € AL f)}  (2€9Q)
funksiyani aniqlaymiz

(S s funksiya va f uchun Perron — Bremermann funksiyasi deb

ataladi. Bu funksiya haqiqiy patensiallar nazariyasida
foydalanilgan klassik Perron funksiyasiga o’xshash tarzda

Bremermann tomonidan kiritilgan.

Biz 1) ffunksiya 2 soha evklid shari bo’lgan holda Dirixle

masalasini yechimi bo’lishini ko’rsatamiz.

Teoremal.2. f € C(0B) bollsin B = B(a,r) - C" dagi ochiq shar

bo’lsin.

_ | ¥54(2) (z € B)

&= 1) (- < 0B)

¥ funksiya B to’plam va f funksiya uchun Dirixle masalasini
umumlashmasi uchun yechimidir bundan tashqari ¢ uzluksiz

bo’ladi.

Isbot. Umumiylikni yogotmasdan biz ¢ =0 deb faraz qilishimiz

mumkin. h B va f uchun klassik Dirixle masalasini yechimi

bo’llsin plyurisubgarmonik funksiyalar ayni vaqtda subgarmonik
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funksiyalar hamdir u B da vy ;< h subgarmonik funksiyalar
uchun maksimum prinspiga amal giladi. h B da (¢ f)* <h ga
egamiz. Asosan uni manosi (g f)* € A(B,f) va shuningdek B da

(Vg f)* funksiya ¢ bilan ustma-ust tushadi. Shuning uchun
1 € PSH(B). Teoremaning birinchi xulosasining isbotini tugatish
uchun. Buning uchun 0B chegarada (g f)* > f  ekanligini

ko’rsatish yetarli. Biz biror z; € B uchun kuchliroq xossasini

ya’ni

liminf ¢p ((2) > f(z))
z—2, ’
z2€B

ni isbotlaymiz. z, € 9B va ¢ >0 deb olamiz. Teorema isbotini
yakunlash uchun biz v |B e AB,f) va vz = fz) —¢
shartlarni Iganoatlantiruvchi v: B — R uzluksiz funksiya topsak
kifoya. Bu u(z) = c[Re<z,zO> — ]+ f(zy) — € funksiya bo’ladi
bunda ¢ >0 o’zgarmas va 0B da v < f tengsizlik bajariladign
qilib tanlangan. (Tortburchak gavs ichidagi ifoda B\ {z,} da

manfiydir).

Natijada, har bir 2, € 9B uchun

zh_}rrzl P(2) = () (2)

yani ¢ har bir chegaraviy nuqta uzluksiz bo’ladi. @ ning

maksimalligini ko’rsatish yanada oson. Haqgigatan ham, agar

G B ning nisbiy kompakt ochiq qism to’lami bo’lsa va
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v:G — [~00,00) yuqoridan yarim uzluksiz bollsa shuningdek

v| G € psh(G) va 0G da v <1 bo’lsa u holda

v — max{v, ¥}, ze(@
|y, z€ B\ G

funksiya (B, f)sinfga tegishli va V <1 bo’ladi. Hususan G da

v < tengsizlik o’rinli bo’ladi.

¥ ni uzluksiz ekanini ko’rsatish uchun, uni quyidan yarim

uzluksiz ekanini ko’rsatish yetarli. ¢ > Oson olamiz. 0B chegara

kompakt va ¢ |0B = f tekis uzluksiz bo’ladi. Buni (2) bilan

birlashtirib shunday 6 € (0,7 /2) mavjudligini va agar z€ B ,

we 0B va ||z—wl|l< 36 bolsa u holda

| 9(z) — dlw) < - @)
o’rinli. Bacha y € B(0,6) uchun

_ max{y(z), Y(z+y)-¢} (2€ BN(-y+ B))

2,0 =140 (- € B\ (y+ B))

funksiya aniqlaymiz. H, ning B ga cheklashini A(B, f) ga tegishli
bo’llishini takidlatmiz. B(0,r —¢) C BN (—y + B) = B(0,r) N B(—y,r)
ekanidan H, € PSH(B(0,r — 6)) bo’ladi, chunki Ikkita

plyurisubgarmonik funksiyalarning maksimumi bo’lgani uchun.

Boshqa tomondan B\ B(0,r —2¢) da H, = ¢ bo’ladi.

Haqiqatdan ham, H , hing anilanishiga ko’ra bu B\ (-y + B) dagi

holatdir. Agar z € BN (—y+ B)\ B(0,r —28) bolsa || z— z, ||< 26ni
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ganoatlantiruvchi z, € 0B nuqtani tanlaymiz. Biz ||z 4y — 7, |[< 36

ga egamiz va shunday qilib (3) ga asosan

| 9() — () < - va |9z +9) — Ulz) < 5
Shuning uchun
Y(z) > Yz +y)—¢ va H,(2) = ()

Hy € PSH(B) va 0B da Hy = f bo’ladi. talab qilingandek

H, € A(B,f) natijada H, <¢ buagar zw€ B va

W) 2 Hy (2) 2z +w—2) e = plu)

Shuning uchun ¢ quyidan yarim uzluksiz bo’ladi.

Natija 1.1. @  C"ning ochiq gism to’plami va uw € MPSH({?) bo’lsin.

Agar B, B C Q ochiq shar bo’lsa, u holda u | B gisqartma funksiya

B da uzluksiz maksimal plyurisubgarmonik funksiyalarning

kamayuvchi ketma-ketligining limiti bo’lad..

Isbot. G B ni o’z ichiga oladigan  ning nisbiy kompakt ochiq
qism to’plam  bo’lsin. 2-teoremaga kora u«  funksiyaga
{u;}jeny € C* N PSH(G) kamayuvchi ketma-ketlik  topishimiz
mumkin . Quyidagi funksiyani aniqlaymiz

vi(z) = (wB,Uj\aB(Z) (z € B)
J Uj(z) (z € G\E) .

U holda barcha  jv, € PSH(G) uchun v, |B € MPSH(B) va v,

ketma-ketlik v € PSH(G) funksiyaga kamayib intiladi.
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G da albatta v > v boladi. Shuningdek G\ B da v=u aynan
bir biriga teng bo’ladi. v funksiya B da maksimal v <u bo’ladi
bundan lim uj(z) = u(z) zeB .

J—00

C? sinfga tegishli plyurisubgarmonik funksiyalar uchun kompleks

Gessi matrisasi

0%
0z j(‘?Ek

maksimallik hagida malumot beradi.

Teorema 1.3. O C C" sohada u € C*(Q) bo’lsin. Agar u € Mpsh(Q)

2
bo’lsa, wu holda () da det 0 u_ =0 bo’ladi.
8zj8zk
Isbot. Faraz qilaylik
2
det 0 u_
8zj8zk

(2 sohada aynan O bo’lmasin. U holda har bir b € C" \ {0} uchun
shunday a €€} topiladiv va <Lu(a)b,b> > Obo’ladi. Ikkinchi tartibli
hosilalarni uzliksizligiga asosan r son (bu yerda r musbat son )
mavjud va z¢€ B(a,r) va be C"\ {0} uchun <Lu(a)b,b> > 0.
Shuning uchun biror ¢ >0 son uchun va b € C"\ {0}, z € B(a,r)

lar uchun <Lu(a)b,b> > c || b | boladi.

u(z) (z € Q\ Bla,r))

u(z) = u(z) +c(r®- || z- a|f (2 € B((ar))
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funksiyani aniqlaymiz u holda 0B(a,r) da v=u va v(a)> u(a)

bu esa wu ning maksimalligiga zid.

Teorema 1.4. () C" ning chegaralangan ochiq gism to’plam
bo’lsin va u,v funksiyalar Qning biror atrofida c? -
plyurisubgarmonik funksiyalar bo’lsin. Agar 0} chegarada v < u

va ) da

0%

0z j(‘?Ek -

det

bo’lsa, u holda ) da v <u bo’ladi.

Isbot. ¢ > 0 uchun

2 2
v.(2) = v(z) + (]| 2 || — sup [[w][[)
weds)

funksiyani aniqlaymiz. U holda

Bu yerda [Atjk ] ushbu

2
0z jéﬁk

(tv, + (1 —t)u)

5,k=1...,n

Matritsaning tashkil etuvchilari va [Bjk] ularning integrallaridan

iborat. Shuning uchun [Bjk] musbat aniglangan, yani v, —u
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funksiya () da lokal maksimumga ega emas. Natijada (2 da v, < u

va ¢ — (0 orqgali ko’zlangan natijaga ega bo’lamiz .

Natija 1.2. Q toplam C"ning ochiq gqism to’plami va
0%u

0z j(‘?Ek

=0 bo’lsa u

uwe C?NPSH(Q) bo’lsin. Agar Q to’plamda det

holda u maksimal bo’ladi.

Isbot (I): G to’plam () ning nisbiy kompakt ochiq qism to’plami va
v € psh(Q?) bo’llsin shu bilan birga JG chegarada v < u bo’lsin. Biz
(v=0)*z. <u uchun yuqoridagi xossaga murojat qilishimiz
mumkin. v ning o’rniga (v—0)* x. ni olib (bunda v > 0,e >0 ni
yetarlichakichik qilib ) G da (v—6¢)*z. <u va e — 0 bolganda
biz G da v < u baholashga ega bo’lamiz.

Isbot (II): Faraz qilaylik 2 va wu natija shartini qanoatlantirsin,

lekin u maksimal bo’lmasin. u holda biror v € psh(2) va G C
nisbiy kompakt ochiq to’plam uchun 0G da v <u bo’ladi, lekin
(v —u) funksiya G da o’zining maksimal qiymatiga biror e« € G ichki
nuqtada erishadi. Oldingidagidek biz faraz qilishimiz mumbkin.
v,e >0 bilan v, + &(|]s| +const) ning ko’rinishidir . b € C" \ {0} ni
tanlaymiz . Shu kabi (Lu(a)b,b)=0 O ning yetarlicha kichik
atrofiga tegishli ¢ € C uchun  f(t) = (v —u)(a + tb) ni aniqlaymiz.
f 0 da lokal maksimalga ega . (Af)(0) <0 boshqga tamondan.

(AF)(0) = 4(L(v — u)(a)b,b) = 4(Lv(a)b,b) > 0

va shuning uchun biz ziddiyatga kelamiz .
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2.2. Kompleks Monj-Amper operatori.
1. (dd cu)k- operator. Quyidagi operatorlarni qaraymiz:
d=0+0, d°=i(0-0)

bu yerda

C? sinfdan olingan ixtiériy u« funksiya uchun
(ddw)* =ddu\ dd“u ...Addu

deb olamiz. Bu (k,k)- bidarajali diferensial formani ifodalaydi. Bu

yerdan
Py
(dd‘u)" = z"nldet(—=2)B,
aZjaZk
tenglik o’rinli bo’llishini korish mumkin va bunda

B, = (é) Hdz jAdE ; —C" fazoning odatdagi hajmi formasi.
j=1

Ushbu holat yuqorida isbot qilingan teorema 1.3. va natija 1.2. ni

birlashtirib quyidagicha ifodalash mumkinligini ko’rsatadi

Teorema 2.1.  toplam C" ning ochiq qism to’plami va

ue C?Npsh(Q) bolsin u holda u maksimal bo’lishi uchun

to’plamda (dd‘u)" =0 tenglikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.
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Ixtiyoriy chegaralangan plyurisubgarmonik (psk) funksiya (ikki
marta silliq bo’lishi shart emas) uchun (ddu)*  operatorni
umumlashgan manoda aniqlash mumkin. # - Gc<C" sohada
chegaralangan psh funksiya bo’lsin, va D" %" _ G da (n—-k,n—k)

bidarajali asosiy differensial formalar fazosi bollsin. U holda

quyidagi rekkurent munosabat
[(dd“u)* Ao =[u(dd“u) " Add‘p, D" " (2.1)
(ddu)* ni (k,k)- bidarajali musbat oqim sifatida aniglaydi.

Haqiqatan ham, k=1 da bu isbotlangan. Induksiya bo’yicha
faraz qilaylik, k-1 uchun aytilgan tasdiq o’rinli bo’lsin, uni %
uchun isbotlaymiz. Farazga ko’ra (ddu)*~' musbatligidan u o’lchov
tipidagi ogim bo’lladi. Shuningdek, u(dd‘u)"™' ham o’lchov tipidagi
oqim va shuning uchun (1) ning o’ng qismi to’g’ri aniqlanadi.
Shunday qilib, (ddu)*oqim boladi. (dd‘u)* musbatligi isbotlash

uchun u; \ u approksimatsiyadan foydalanamiz. U holda
[u(ddu)*~" Add“p = lim [u,(dd‘u)*" Add‘p
Jj—o®©
(ddu)*" oqim tarifiga ko’ra

c k-1 c . _ c k=2 c. _ c k-1 c
[(ddu) ™" Au,dd e = [(ddu)” “Addu = [(dd“w)" Add‘u;\ ¢.

bo’ladi. Natijada  barcha  musbat Q forma  uchun
ju(ddcu)k_l Add @ >0 bo’ladi, chunki (ddcu)k_l induktiv farazga

kora musbat, dd CMA§0 forma esa gandaydir ikkita musbat
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formaning tashqi ko’paytmasi sifatida musbat. Bu yerdan (dd cu)k
ogimning musbat bo’llishi kelib chigadi. (dd cu)k operatorning
amaliy qullash bilan bog’lik asosiy giyinchilik monoton kamayuvchi
U; pSh funksiyalar ketma-ketligi uchun (dd‘u J-)k ogimlar ketma-

ketligining yaqinlashishini ko’rsatishdan iborat. Bu yerda biz fagat

tekis yaqinlashuvchi ketma-ketliklar uchun yaqinlashishini

ko’rsatamiz. Agar U uzluksiz psh funksiya bolsa, u holda uning
approksimatsiyasi U; bu C” funksiyalar sinfi tekis yaqinlashuvchi
bo’ladi, shuning uchun bu yerda oqim manosida (dd‘u;)" — (dd‘u)*
bo’lishi kelib chiqadi. k=12,..n. istalgan monoton ketma-ketlik

uchun (dd‘u j)k ni yaqinlashishi isbotlanadi, shungacha uzluksiz

funksiyalar bilan cheklanamiz.

Lemma. Agar G={p(z)<0} qatiy psevdogavariq soha,

peC’(G), c=minp(z) va U G dagi pSh uzluksiz funksiya
bollsa, u holda ixtiyoriy 7 va k, oc<r<0, 1<k<n uchun

jdr [(dacpy (ddu)" < (M —m) J(ddcp)”‘k+1 (dd* )

o p(z)<t p(z)sr

(2.2)

tengsizlik o’rinli bo’lib, bu yerda, M = maXGu (2) , m= minGu(z) .

Ikki marta sillig # funksiya uchun lemma Stoks formulasi va

Rudin teoremasidan kelib chiqgadi.
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Jar [(daspy aldd'w) = [dp nacun(dd® py™ atddu)” = aun

o p(z)<t pP<r p<r

d°p a(dd p)"™* add“w)™" = [dupd®p p(dd*p)™ n

P<r

(ddcu)k—l — J.udcp A(ddcp)n—kA(ddcu)k—l . J.u(ddcp)n—kﬂ . (23)
p=r pP<r

dpA(ddep) ™ A(dd“u) =26, buyerda 420 va o {p=r}

dagi evklid hajm formasi, va shuningdek (dd‘p)" "' A(dd‘u)""

musbat, u holda # baholanadi va yana bir marta Stoks

formulasidan foydalansak (2) ga ega bo’lamiz. u istalgan uzluksiz

psh funksiya xolida, u, L u approksimatsiya ishlatiladi. Limitga

o’tish uchun (dd‘u;)" oilalarning kompaktligini ko’rsatish yetarli.

u G dagi ikki marta silliq funksiya bollsin. Uni k=p,p—1,....1

uchun (2) tengsizlikga qo’llasak, biz quyidagiga ega bo’lamiz.

0 g tp—l
[dt[at,... [ dt, [(dd°p)"™" A(dd u)’ <(M —m)? [(dd‘p)". (2.4)
o o e p=t p=<0
P
Fiksirlangan o0 <r<0 da (4) ning gismini — j(ddcp)”_p
* p<r

A(dd“u)? miqdor bilan quyidan baholash mumkin.

Demak, istalgan 7 <0 uchun o’rtacha tekis baholash o’rinli.

[(dd°p)"™P A(dd u)? < C.(M —m)” (u), (2.5)

P=r
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bu yerda C, u ga boglik bolmagan o’zgarmas. Shuning uchun

(dd‘u)” kuchli musbat oqim va p qatiy psh, u holda (5) ning chap
qismi C- H(dd ‘u)? H dan kichik emas, bu yerda C>0 uzgarmas faqat p

ga bog’liq , ||| esa o’lchov tipli oqim massasini anglatadi .

Demalk, istalgan o € D" 7" ?) asosiy forma uchun

[a A (ddu)? <C,|a|, (M —m)? (u)

P<r

baholash o’rinli bo’ladi. Chegaralangan Psh funksiyalar sinfida

(dd‘u)” sust kompaktlar oilasini ifodalaydi. Bu baxolashdan

umumiy xoldagi lemma isboti kelib chigadi.
Olingan kompaktlar oilasini alohida tariflaymiz va limitga

o’tamiz.

Teorema 2.2. {u}-Gc C"sohadagi C’ sinfning lokal tekis

chegaralangan Psh funksiyalar oilasi bo’lsin. U holda {(dd ‘u)” }

ogimlar oilasi istalgan p, 1<p<n uchun G da sust kompaktdir.

Teorema 2.3. Agar u <€ C’(G) funksiyalar ketma-ketligi G soha

ichida « ga yaqinlashsa, u holda
(dd°u;)” —(ddu)’ 1< p<n

sust yaqginlashadi.

Bizning holda, p=1 uchun teorema ravshan. Faraz qilaylik, u

p—1 uchun o’rinli bo’lsin, uni p uchun isbotlaymiz. Tarifga ko’ra

istalgan asosiy & € D" P""P) forma uchun
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[(ddu;)? na=[u;(ddu;)P™" A(dd a) = [u(ddu;)?™" Adda +
G G G

+ [ (u; —u)(ddu;)’ Add‘a
G

Induktiv farazga ko’ra o’ng qismidagi birinchi integral

j u(ddu)’" Adda = j (dd‘u)’ Ao
G

G

c -1
ga, ikkinchi integral O ga intiladi, chunki (dd"u j)p

chegaralangan va u, —u tekis nolga yaqinlashadi.

C* sinfning Psh funksiyalar uchun olingan maksimallik

kriteriyasini uzluksiz funksiyalar uchun ham to’g’ri bo’ladi.

Teorema 2.4. ) toplam C" ning ochiq qism to’plami va

u € CNpsh() bo’lsin, u holda u funksiya maksimal bo’lishi uchun

Q2 to’plamda (dd“u)" = 0 tenglikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

38



Xulosa

Ushbu bitiruv malakaviy ishida maksimal plyurisubgarmonik
funksiyalarning kompleks Monj-Amper operatori bilan boglanishi

o’rganildi va uzluksiz plyurisubgarmonik funksiyalar faqat va faqat

(dd°u)" = 0 tenglikni qanoatlantirsagina maksimal bo’lishi va bu

kriteriyani nafaqat uzluksiz balki istalgan plyurisubgarmonik
funksiyalar uchun isbot qilish kompleks Monj-Amper operatorining

aniqlanishi bilan bog’lig masala ekanini ko’ramiz.
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