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Kirish

Tadqiqot mavzusining dolzarbligi. Matematik fizikaning bir qator
masalalari Shturm-Liuvill operatorining xos qiymatlarini va ortonormallangan xos
funksiyalarini topishga keltiriladi. Jumladan, klassik matematik fizikaning asosiy
tenglamalari hisoblangan tor tebranishi va issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamalarini
Furye wusuli bilan yechishda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos
giymatlarini, ortonormallangan xos funksiyalarini aniqlashga va ixtiyoriy
funksiyani ular yordamida Furye qatoriga yoyishga to‘g‘ri keladi. Bu yo‘nalishdagi
ilk natijalar D.Bernulli, J.Dalamber, L.Eyler, Liuvill va Shturmlar tomonidan
olingan. Shturm-Liuvill operatori spektral nazariyasining asosiy g‘oyalari XX-
asrda  G.D.Birkgoff, G.Veyl, D.Gilbert, V.A.Steklov, E.Ch.Titchmarsh,
N.Levinson, B.M.Levitan va boshqga olimlar tomonidan rivojlantirildi.

Spektral ~ xarakteristikalar ~ yordamida ~ Shturm-Liuvill  tenglamasi
koeffitsientini va chegaraviy shartlarni aniqlash masalasiga spektral analizning
teskari masalasi deyiladi.

Teskari masalalar nazariyasining rivojiga muhim turtki bo‘lgan ilk natija
1929 yilda taniqli astronom V.A.Ambartsumyan tomonidan olingan: agar ushbu

—V'+q(x)y =24, q(x)eC[0,7],
¥'(0)=0, y'(7)=0
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymatlari A, =n’, n=0,1,2,...
bo ‘Isa, u holda g(x)=0 bo ‘ladi.

Ambartsumyanning bu natijasi muhim ekanliliga birinchi bo‘lib, 1946 yilda
Shved matematigi G.Borg e’tibor berdi, u Ambartsumyanning natijasi umumiy
goidadan istisno ekanligini ko‘rsatib berdi, ya’ni faqat bitta spektr orqali Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasini bir qiymatli tiklab bo‘lmasligini ko‘rsatdi. G.Borg,
faqat bitta chegaraviy sharti bilan farq qiluvchi ikkita Shturm-Liuvill masalasining
spektrlari ma’lum bo‘lsa, bu spektrlar orqali dastlabki masalalar bir qiymatli
tiklanishini isbot qildi. Hozirda bu tasdiq, G.Borgning yagonalik teoremasi deb
yuritiladi.



1949 yilda A.N.Tixonov yarim o‘qda berilgan Shturm-Liuvill operatorini
I(A) “impedans” funksiyasi (ya’ni Veyl-Titchmarshning m(A) funksiyasi)
yordamida yagona tarzda qurish mumkinligi haqidagi teoremani isbotlashga
muvaffaq bo‘lgan. A.N.Tixonovning bu teoremasi, yer ichki qatlamlari elektrik
hossalarini o‘rganish masalalarini matematik asoslashda muhim ahamiyatga ega.

Veyl-Titchmarshning m(A) funksiyasi bo‘yicha chizigli oddiy differensial

operatorni qurish algoritmi V.A.Yurko tomonidan batafsil o‘rganilgan.
1950 yilda V.A.Marchenko Shturm-Liuvill operatori o‘zining spektral
funksiyasi orqali yagona aniqlanishini ko‘rsatib bergan. V.A.Marchenko

teoremasidan, hususan, A, xos qiymatlar va «, normallovchi o‘zgarmaslar ketma-

ketligi yordamida Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi bir qiymatli aniglashi kelib
chiqgadi.

Hozirgi kunda teskari masalalar nochiziqli evolyutsion tenglamalar uchun
qo‘yilgan Koshi masalasini yechishga tatbiq qilinayotganligi tufayli teskari
spektral masalalar sohasiga bo‘lgan qiziqish ortib bormogda. Jumladan, chegaraviy
sharti spektral parametrga bog'liq bo‘lgan Shturm-Liuvill operatorlari uchun
teskari masalalarni o‘rganish dolzarb masalalardan biridir.

Ilmiy izlanishning maqsad va vazifalari. Mazkur ishning asosiy maqsadi -
chegaraviy sharti spektral parametrga ratsional bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill
masalasi uchun umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslarni ta’riflash va Veyl-
Titmarsh funksiyasini spektral berilganlar orqali ifodalashni o‘rganish. Veyl-
Titmarsh funksiyasi uchun Loran yoyilmasini o‘rganish, Veyl-Titmarsh
funksiyasini xos qiymatlar va umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslar orqali
ifodalovchi formulalarga asoslanib, teskari masala uchun yagonalik teoremasini
isbotlash.

Mavzuning o‘rganilish darajasining qiyosiy tahlili. G.Borg maqgolasidan
keyin, Shtrum-Liuvill operatorini spektral funksiya bo‘yicha, Veyl-Titchmarsh
funksiyasi bo‘yicha, spektr va normollovchi o‘zgarmaslar bo‘yicha tiklash

masalalari o‘rganilgan. Bu yo‘nalishdagi tadqiqotlar N.Levinson, M.G.Kreyn,
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B.M.Levitan, B.A.Marchenko, B.A.Sadovnichiy, B.A.Yurko va boshqalar
tomonidan olib borilgan.

Chegaraviy sharti spektral parametrga bog'liq bo‘lgan Shtrum-Liuvill
masalalari bir qancha ishlarda, masalan: [1, 2, 4, 7, 8, 9, 14, 16, 18, 22, 30, 31, 32,
33] ishlarda o‘rganilgan. Bu turdagi chegaraviy masalaning matematik fizika
masalalariga va injeneriyaga tatbiqlari [9] ishda keltirilgan. Mazkur bitiruv
malakaviy ishda spektral berilganlar orqali Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun
formula keltirib chiqariladi.

Tadqiqotning ilmiy yangiligi. Mazkur ishda chegaraviy sharti spektral
parametrga ratsional bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi uchun umumlashgan
normallovchi o‘zgarmaslarni ta’riflangan va Veyl-Titmarsh funksiyasini spektral
berilganlar orqali ifodalovchi formulalar olingan. Veyl-Titmarsh funksiyasini xos
giymatlar va umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslar orqali ifodalovchi
formulalarga asoslanib, teskari masala uchun yagonalik teoremasi isbotlangan.

Tadqiqot predmeti va ob’yekti. Tadqiqot obyekti chegaraviy sharti
spektral parametrga ratsional bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi bo‘lib,
uning predmeti teskari spektral masalani o‘rganishdir.

Tadqiqotning ilmiy ahamiyati. Tadqiqotning ilmiy ahamiyati olingan
natijalar matematik fizikaning nochiziqli evolyutsion tenglamalarini yechishda

go‘llanilishi bilan asoslanadi.

11



1-§. Zaruriy ma’lumotlar

Quyidagi Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib chiqgamiz:

I(y)==y"+q(x)y=hy, 0<x<I (1)
y(0)cosa = y'(0)sina, (2)
&: Y 3
o) S ). 3)

Bu yerda g(x) haqiqiy differesialanuvchi funksiya bo‘lib,

Fy="00,
g

h(\) va g(A) haqiqiy koeffitsientli umumiy ildizga ega bo‘lmagan, ko‘phadlardir.

Agar A ning biror giymatida f(A)=o bo‘lsa, (3) chegaraviy shart y(1)=0
bilan almashtiriladi. Bu turdagi chegaraviy masalalar bir gancha ishlarda, masalan:
[1,2,4,7,8,9, 14, 16, 18, 22, 30, 31, 32, 33] ishlarda o‘rganilgan. Bu turdagi
chegaraviy masalaning matematik fizika masalalariga va injeneriyaga tatbiqlari [9]
ishda keltirilgan.

Bu ishdagi asosiy magsad, (1)-(3) masalaning spektrial berilganlari orqali
Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun formula keltirib chiqarishdir.

U(x, k) orqali (1) tenglamaning

v,A)=gR), V'LA)=h®)

shartlarni qanoatlantiruvchi noldan farqli yechimini belgilaymiz.

Ta’rif 1. Ushbu

_V'(0,A)cosa +v(0,A)sina
L'(0,A)sina — v(0,A)cosa

m(\) 4)

funksiyaga Veyl-Titchmarsh funksiyasi deyiladi.

Veyl-Titchmarsh funksiyasining qutb maxsus nuqtalari bilan (1)-(3)
masalaning xos qiymatlari ustma-ust tushadi. Bundan tashqgari, qutb nuqtaning
tartibi bilan xos qiymatning karrasi ustma-ust tushadi. Bu holda spektrial

berilganlar xos qiymatlardan va umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslardan
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iborat bo‘ladi. Chegaraviy shartda A gatnashmagan holda normallovchi
o‘zgarmaslar quyidagicha aniqlanadi

1,.2
a’ :Ide, a = 0.

" oui(0,N,)

Bu holda xos giymatlar haqiqiy bo‘lmasligi ham mumkin. Bundan tashqgari
karrali bo‘lishi mumkin. Bu holda umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslarni
ta’riflash masalasi kelib chiqadi.

Agar h(A) ko‘phadning darajasi g(A) ko‘phadning darajasidan oshmasa,
g(A) ko‘phadning darajasini M orqali belgilaymiz va g(A) ko‘phadning ildizlari
haqiqiy va karrasiz deb hisoblaymiz.

Agar h(A) ko‘phadning darajasi g(A) ko‘phadning darajasidan katta bo‘lsa,
u holda A(A) ko‘phadning darajasini M orqali belgilaymiz va A(A) ko‘phad
ildizilari haqiqiy va karrasiz deb hisoblaymiz.

Quyidagi funksiyani kiritib olamiz

D(A)=v'(0,\)sina —v(0,A)cosa.

A, xos qiymatlar D(A) funksiyaning nollari bilan ustma-ust tushadi. Bu xos
giymatlarni  shunday nomerlaymizki, bunda ularning haqiqiy qismlari
kamaymaydigan bo‘lsin:

Re(A,) <Re(Ar,,)).

Qisqalik uchun (1)-(3) masalani (a, f ,q) orqali belgilaymiz.

h(\) va  g(A)  ko‘phadlarning  xossalaridan  f(A)  uchun
deg(h(L)) < deg(g(L)) bo‘lgan holda

Mop,
fy=b-3 x (5)
k=1 - Ck
kelib chigadi. Agar deg(/#(A))>deg(g(1)) bo‘lsa, u holda
M
. ©)

=t

o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda b,b, ,c, sonlar haqiqiy.
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H =1%[0,1]® C" fazoda quyidagi bichiziqli formani kiritib olamiz:

1 M y E
<Y,Z >:J.y2dx+zﬂ. (7)
0 k=1 k
Bu yerda
y(x) z(x)
Y= M ’ 7= Z
Yu Zm

Bu belgilashlardan so‘ng (1)-(3) masala H Pontryagin fazosida quyidagi

I(y)

—b,y(l1
Ly = G ) Wy ®)

Cyu Yy — by y(D)
operatorning xos qiymatlarini topish masalasiga keltiriladi. Bu operatorning

aniqlanish sohasi quyidagicha
M
D(L)= {Y eH:y,y' e AC,I(y)e L’, y(0)cosa = y'(0)sina, y'(1) — by(1) = Zyk}.
k=1

A son (1)-(3) masalaning xos qiymati va y(x) unga mos keluvchi xos
funksiya bo‘lishi uchun A son L operatorning xos qiymati bo‘lib, unga
y(x)

bl
1
q_xy()

bM
cy — A

y(1)

xos funksiya mos kelishi zarur va yetarlidir. Bundan A #c;, j=1..,M kelib
chigadi.

H Pontryagin fazosida L operator o°‘z-o‘ziga qo‘shma, quyidan
chegaralangan bo‘lib, uning rezolventasi kompakt operator bo‘ladi. Bunga ko‘ra L

operatorning spektri diskret bo‘ladi. Hamda L operator +o ga intiladigan xos
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qiymatlarga ega bo‘lib, ulardan faqat cheklitasi kompleks bo‘lishi mumkin. Bu

fikrlar [8] ishda to‘liq isbot qilingan.
AZ ¢, j=L..M bo‘lganida

v(x, )
b v(1,2)
¢, — A
Vix,\)= _
Do)
Cy — A
vektor-funksiyani kiritib olamiz.
A =c;, bo‘lgan holda esa
v(x,c¢;) v(x,c;)
0 0
Vinep=| " ’
x,c;)=| , = ,
oV e) | | —biglle))
0 0
0 0

vektor-funksiya kiritib olamiz.

Bu funksiyalar yordamida esa quyidagi vector-funksiyani tuzib olamiz:

U(x,2)

U(x,\) vektor funksiya a#0

bo‘lgan holda v(0,A)=0 shartni

ganoatlantiradigan A nuqtada qutb maxsus nuqtaga ega o =0 bo‘lgan holda esa

L'(0,A) =0 tenglamani ganoatlantiradigan A nuqtalarda qutb maxsus nuqtaga ega.

Shuning uchun bunday nuqtalarda U(x, 1)

aniqlanmagan.
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{un }:O:O orqali (a, f ,q) chegaraviy masalaning xos qiymatlarini belgilaymiz.
m,_ orqali p xos qiymatning karrasini begilaymiz.

n ning katta qiymatlarida p, =A . bo‘ladi, bu yerda

n+m

m=> (m, —1). 9)
k=0
Bu yerda 0<m <o, ekanligi L operatorning / Pontryagin fazosida o‘z-o‘ziga
go‘shma bo‘lishidan kelib chigadi ([30]).

u, xos qiymat uchun quyidagi vektor-funksiyalarni kiritib olamiz ([28]):
U () =U(xm,),

U(j)(x):M

n d J ) j=1,...,m -1.
T TENTS

n

1, Xos qiymatning geometrik karrasi 1 ga teng. U’ (x) vektor-funksiyaning
birinchi komponentasini u'”(x) orqali belgilaymiz. Xuddi shunday ¥V (x,A)
vektor funksiyaning birinchi komponentasini v’ (x,L) orqali belgilaymiz. u(x,\)
orqgali (1) tenglamaning o #0 bo‘lganda u(0,A)=sino shartni ganoatlantiruvchi

biror yechimini belgilaymiz. Bu holda

d’U(0,1)

U (0,1)= o

=0, j>1

bo‘ladi. A =p, son ushbu
u'(0,1)sin o — (0,2 )cos o
funksiyaning m, karrali noli bo‘ladi. Shuning uchun

uvo,p,)=0, j=l.,m, —1,
U(o,u,)#0
bo‘ladi.
o =0 bo‘lgan holda U(x,A) yechim U'(x,A)=1 shartni qanoatlantiruvchi
yechim bo‘lib,

u'vo,n)=0,  j=1,
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uo,u,)=0, j=01..m —1,
U™(0,u,)=0.
Bundan tashgqari
LV (x,%)=AV(x,))
va
LU(x,1)=2U(x,1)
bo‘ladi. Bu yerda L orqali L operatorning ushbu
D(I)={r e H:y,y' e AC,i(y)e I*[0.1]}
sohadagi kengaytmasi belgilangan.
Endi biz umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslarni kiritamiz. Buning

uchun ushbu

[Y,Z] =<Y,7 >= j;y(x)z(x)dx + ibiykzk

k=1 Uy
belgilashdan foydalanamiz.

Ta’rif 2. Ushbu
o =lvP U], j=0Lem, 1
sonlarga p, xos qiymatlarga mos keluvchi umumlashgan normallovchi

o‘zgarmaslar deyiladi.

Izoh. Agar pn, kompleks xos qiymat bo‘lsa, u holda

Uix,un ): U(x,ﬁn ),

U(j)(x9 Mn ) = U(j)(‘xﬂﬁn )
bo‘ladi.
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2-§. Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun Loran yoyilmasi

Lemmal. ¢ nuqta F (k) funksiyaning N karrali noli bo‘lib, F (k) funksiya
bu nuqtaning atrofida golomorf funksiya bo‘lsin. U holda a nuqtaning biror

atrofida quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

L gyt

m = (X—a)k‘

Buyerda £ (k) funksiya A = a nuqtaning biror atrofida golomorf bo‘lib,

B=—

1d

k! d?»"
Teoremal. Quyidagi tenglik o‘rinli
{U'(’"””)(O 1 )sina, a#0

m oo
—~u"™*(o,u,), a=0.

n"n m,+j

Isbot. Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:

(= p)7 (e, &),V (e, )] = A7 Ge, )7 (e )] = [V (e 2 ) P (e, )] =
—|EV (e )V ()|~ [ (e 0). 2V () | =

= 0L, )o(L )1 () = £ ()] = [0(0,2)0'(0, 1) = /(0,1 )o (0, )] +
+0(L Aol () = ()] = 0'(0,2)0(0, 1) = 00, )0'(0, ).
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Bu yerda [X Y ] skalyar ko‘paytmaning ifodasi, V(x, K) vektor-funksiya ta’rifi
hamda bo‘laklab integrallash qoidasi ishlatildi. Bunga ko‘ra
(=)l (e, 2) 7 e, )] = 0(0,2)0(0,1) = (0,2 )0'(0, ) (10)

bo‘ladi. Bu tenglik A #c;va p+#c, bo‘lgan holda keltirib chiqarildi. Ammo (10)
tenglikdagi funksiyalarning uzluksizligidan (10) tenglik A =c,va p=c; bo‘lgan
holda ham o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.

o # 0 holini ko‘rib chigamiz. Bu holda (10) tenglikni v(0,u)u(0,2) ga bo‘lib
va sina ga ko‘paytirib quyidagi tenglikni olamiz:

e U= (0.0) (0.

Bu tenglikdan A bo‘yicha j -tartibli hosila olamiz
(= U b UG]S DU ()= sinoar(0,0). (1)
Buyerda A=p , p=p, desak, quyidagi tenglik kelib chiqadi.
AU @)U ()] =sinow Y (0.p,) (12)

Xususan, j=m, bo‘lganida quyidagi tenglikni olamiz

@O @)= 2 o, ). (13)
m

n

(11) ayniyatdan p bo‘yicha & marta hosila olamiz
(n =2 (e, 1)U e )+ 02,2, 00 (o, )| = AU, 2), 0 (v )

Buyerda A =p va p=p _desak, quyidagi tenglik kelib chigadi.

KU, (@)= @Ok
Bundan foydalanib, quyidagi tenglikni keltirib chigaramiz:

ct o v = [ut,u ] (14)
(12), (13) va (14) tengliklarga ko‘ra
sinau'V")(0,1) = (m, + UV, U0 )=

n n

:(m +])_(m” +j—1)!|:U(m,,1) U,SJ)]:WZ (mn +])'(X£1])
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bo‘ladi.
Endi o=0 holni ko‘rib chigamiz. (10) tenglikni v'(0,u)u’(0,1) ga bo‘lib
quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:
A= w[U(x2), U w)]=(0,1) - u(0,2).
Bu tenglikka yuqoridagi usulni qo‘llasak,

o )=m Tt i)

m!j!

_ u(-“’”")(

formula kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Lemmal va teoremal ga asosan m(A) Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun

yozilgan Loran yoyilmasining singulyar qismini normallovchi sonlar orqali
topishimiz mumkin.
Natija. m(X) Veyl-Titchmarsh funksiyasi p, xos qiymat atrofida quyidagi

Loran yoyilmasiga ega

n )
m(})=E,(\) + ;(xf—u)k (15)

Buyerda E (\) funksiya p,k xos qiymatning biror atrofida analitik funksiya

bo‘lib,
(m,) _ (mn —1)' 16
P, a(,,o) ) (16)
- (j=#)
(i) _ S mk) Oy .
D, =) p, ", j=L..,m —1. (17)
kzo (j—k)al
Isbot. o #0 bo‘lsin. Veyl-Titchmarsh funksiyasini quyidagi tarzda yozib
olamiz:
m(\) = ctga. + L
Sz
Bu yerda

Z(A)=sinau'(0,1)—cosasina.

1-lemmani tatbiq qilsak, quyidagilar kelib chiqadi

20



- 1
P = (18)

. 1 & ,
pr(lm"_j) __ Zpﬁm”_k)a(mﬁ]_k) , ] = 1,,,,,M — 1, (19)

Ammo 1-teoremaga ko‘ra

(m,+j) _ SINOL (i, +)) 0 _ %
YT Gam ) (M)waﬂ

Buni hisobga olib, (18) va (19) dan (16) va (17) tengliklarni keltirib chiqaramiz.
o =0 bo‘lganida quyidagi tenglik o‘rinli:

m()=————

u(0,1)
Agar 1-lemmani Z (X) = —u(O,?») ga qo‘llasak quyidagi tenglikni olamiz:

(/)
(med) =L ) _ o,
’ (m, + )1 “”(m%ﬁf

Shundan so‘ng a # 0 bo‘lgan holdagi usulni qo‘llasak, (15) tasvir hosil bo‘ladi.
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3-§. Veyl-Titchmarsh funksiyasini xos qiymatlar va normallovchi

o‘zgarmaslar orqali tasvirlash

Oldingi paragrafda Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun (15) tasvir olingan
edi. Bu yerdagi ifodaning singulyar qismi xos qiymatlar va normallovchi

o‘zgarmaslar orqali ifodalangan edi. Bu paragrafda (15) formuladagi En(K)
funksiyani xos qiymatlar va normallovchi o‘zgarmaslar orqali ifodalash bilan

shug’ullanamiz. Buning uchun quyidagi teoremalardan foydalanamiz.

Teorema2. Quyidagi asimptotik formulalar o‘rinli

1
m(k)zctga+0[—J, A —> —0, a#0, (20)
W
m(h)= | +O(1), A >-o, a=0. (21)

n ning yetarlicha katta qiymatidan boshlab, barcha xos qiymatlar oddiy,
ya’'ni karrasiz bo‘ladi. Shuning uchun normallovchi o‘zgarmaslar asimptotikasi
fagat oddiy xos gqiymatlar bilan bog‘liq.

Teorema3. ¢(x) absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda quyidagi

asimptotik formulalar o‘rinli

ol = %sinz o+ o(izj, a %0, (22)
n
0= 1, of L : o =0. (23)
" 21 n*

Isbot. n ning yetarlicha katta qiymatlarida m, =1 bo‘ladi.

| 20 !
G,E,O) = I:U;SO)aU;EO)]: Iu;gz)dx + i[ bk ) un (1) - Iu’(’Z)dx + f,(un )147(12)(1) (24)
0 k=1\ C; — M, b, 0

[9] ishga ko‘ra

—{sm(xcosocsin w,x+

i

u,(f)(x,K): 2cos\/u7x ,
K,
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+sin’ ocjiq(t)cos Jutsingfu, (x - t)dt} +
0

e‘lm@x‘
+sin’ acos’ \/ju, x + O , o=0,

K,

2 / ‘lmrx‘
sin qu sm w, ¢sin un —tdt+0[ a=0. (25)

;,Ln\/;,T Th

Endi [9] ishdagi xos qiymatlarning asimptotikasidan foydalanamiz:

@:(m+n—M)n+o(lj, a0, (26)
n

\/;,Tn:(m+n+%—M]n+O(%j, a=0. (27)

(26) va (27) ifodalarni (25) tengliklarga qo‘ysak,

u,(f)(l)zsinzoc+0(l), o#0
n

n,
bo‘ladi. (26) va (27) asimptotikalardan yanada foydalanamiz:

_Izcosfxs1n\/7xdx—\/iT.lfsinA/Exdx:l_cgsz al :O(sz.
n 0

n 0 “’n n

Yugqoridagilarni hisobga olsak, quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

1 2 X

j"‘”r“"x [q(e)cos i, £sin i, (x — ¢ )drdx =
R, 0

0

1 Lcos./p, xsinqfu, (x —¢)
=|2qlt)cos/1L,t . dxdt =

'([ ( ) '! VH,

= l%j [sin \/an(Zx —t)-sin @t]dxdt =
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= —Li(l —t)q(t)sin 2./, tdt + O[Lj =

o u,
_ _%m{q(op iwcos 2/, tdt} ; O(MLJ _ O(u%j’

Xuddi shunday quyidagi tenglikni olamiz:
jqu(t)sin \/ant sin \/E(X —t)dtdx = O(Lj
TR ,
Bulardan (22) va (23) formulalar kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
Lemma 2. Agar A son (1)-(3) masalaning xos qiymati bo‘lmasa, u holda
quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi.

m(A)=m +wmn(j) ! —1..
(4)=m(0) ZOJZIP {(%un) (un)’} 9

Isbot. ¢, = (n +%jn bo‘lsin. y, orqali quyidagi konturni belgilaymiz:

&

ic, |

v

e
i,

.
™

(1-rasm)
I = {&2 :Ee yn} bo‘lsin. n ning yetarlicha katta qiymatlarida
m(p)=0(n),  pel
bo‘ladi. Agar
m(p)
H(p)=
W) u - 2)

bo‘ladi va bundan
24



hmJ'H du 0

n—)oo

kelib chiqadi. Shunday qilib, A # 0 deb va A xo0s qiymat emas deb olsak, ushbu

o) _m () v3$ p) D 1;(1+Lj

A nO]l( )D 4 7&—“

=y,
tenglik hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikdan esa (28) formula kelib chigadi. Lemma 2
isbotlandi.

Teorema 4. Agar =0 va A=p,, n=0,12,... bo‘lsa, u holda quyidagi

tasvir o‘rinli bo‘ladi

o my ()

m(h)=cigo+ 33

k=0 ;= ‘(7L l"tk)

Isbot. & ning yetarlicha katta qiymatidan boshlab, m, =1 bo‘ladi. Shuning

(29)

uchun (15) va (22) formulalarga ko‘ra

m(n)—m(0)- >3 A, (30)
n=0 j=1 (_ Mn)
(20) tenglikka ko‘ra
m(L)— ctgo, A — —o0. (31)

bo‘ladi. (30) va (31) munosabatlarni taqqoslab,
w m, p(f)
m(0)= ctgo+ Y. —"— (32)
n=0 j=l1 (_ W, )

tenglikni olamiz. Bu ifodani (28) tenglikka qo‘yib, (29) formulani keltirib

chigaramiz. Teorema isbotlandi.
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4-§. o =0 bo‘lgan holda Veyl-Titchmarsh funksiyasini xos qiymatlar va

normallovchi o‘zgarmaslar orqali tasvirlash

Lemma 3. a =0 bo‘lgan holda quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi.

m(—sz)zs+0(lj, § —> 0, (33)

S
Xususan, m()\)+ ik —>0, L—>—ow.
Isbot. [9] ishga asosan A =is desak,

v(0,-5)= Gl)ﬁi#[z + O(lﬂ,

S

o)L o1

S

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan quyidagi tenglik kelib chiqadi:

m(s) 5= v'(0,-5%)+ s0(0,-5%) _ O(lj'

U(O,—Sz) s

Lemma isbotlandi.
Teorema 5. Agar a=0 va M =deg(h)>deg(g) bo‘lsa, quyidagi tenglik

o‘rinli bo‘ladi

o[ m, (/)
m(\)=1+2(m - M)+ 2{22( P } (34)
Bu yerdagi m — M o‘zgarmas
@:(m+n+l—M)n+O(l), n— oo, (35)

asimptotikadan aniglanadi.

Isbot. (35) ga ko‘ra
w=mn+1+m-M)>n* +0(1)

o‘rinli bo‘ladi. Quyidagi tenglik bajariladi:
ct =—i +0| e : —> —0.
Vietgk =i 1+0( e )],
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Bu tenglik va 3-lemmaga ko‘ra
kli{n [m(?») - \/thg\/x] =0

bo‘ladi. (28) tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

m(0) = m(0)+S()+> pfﬁ[ L . i}. (36)
n=0 7\‘_“’n Hn
Bu yerda
s)=3 y pgﬂ[ L1 J (37)
2 (h-p,) (n,)

Oxirgi yig’indi aslida chekli yig’indidir, chunki faqat cheklita xos giymatgina
karrali bo‘ladi. Quyidagi belgilashni kiritib olamiz:

S, —th( ) ioi

')

(u)

(38)

A—>—o0
Mittag-Leffler yoyilmasiga ko‘ra

2 2A
Vg7 =1-3 2

n=0 1 TC 7\‘

bo‘ladi. Bularni hisobga olsak.

m(L)— Vietgh = m(0)+S(L)+1+
- 1 1 % p(l)M, L A A
+— |+ n+ m _ 2 —
’;) (7\‘ Mn Mnj ”Zzo|:un+M—m—l 7\‘_Hn+M—m—l k_nznz

)
=m(0)+ S(?\)+1+Z{p"”‘4"”‘l —2} A +

n=0 Mn-%—M—m—l 7\’ - ,""n+M—m—1

+M§—2p’(11)( 1 +L]+i|: 2A B 2A :| (39)

7\' - “n l’ln n=0 7\‘ - l’ln+M7m71 7\' - nznz

tenglikdan foydalansak,
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0)
P :2+0(i2], 11— 0 (40)
W, n

asimptotik formula kelib chiqadi. Bunga ko‘ra

<[ pt o [ p0)
llm Z|:pn+Mml _2:| }\‘ 7\' — z|:pn+Mm] 2:|
n=0 —

227 020] Mpp et Mpist-m1 n=0] Mpsrs-ma
bo‘ladi. Ushbu
Hoerroms =1 = 0(1)
tenglikni inobatga olsak, shunday manfiy, modul jihatdan yetarlicha katta bo‘lgan
K son topiladiki, bunda A — —oo da quyidagi baholash o‘rinli bo‘ladi

20 B | W (\/_ctgﬁ + 1)
= 0 x\i =N 2\

}\‘ - unJermfl ‘
Yugoridagi munosabatlarni hisobga olsak, ushbu

m(L)—hctgah — m(0)+ S, +1+M§mj; 1 Z{M—z}

= Mn n=0 “

e}

2

n=0

— 0.

munosabat kelib chigadi. Bunga asosan

(/) (1)

m(0) = iz"#.—l—z(M—m—l)—i{p—"—z}
== (-n, ) oL M,
bo‘ladi. Bu ifodani (36) tenglikga qo‘ysak, quyidagi formulani olamiz

w om0 [ 0 o omy
m\)=1-2M +2m+> Y L j—z{pn —2}+22p£]{ L1 j}:
Wy

n=0 j=2 (_ ,""n) n=0 M

o m, ) 1 0 p(l)
=1-2M +2m+ 3> pV —— 4} 2+%—” :

n=0 j=2 (7b - M,,) n=0
Teorema isbotlandi.

Teorema 6. Agar a.=0 bo‘lib, M =deg(g)>deg(h) bo‘lsa, u holda

quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi

m(%)=2(m—M)+i{2+zL}.

n=0 j 1(}\4 9 )
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2
Isbot. Bu holda p, = (n +m+ % - Mj n* +O(1) bo‘ladi. Ushbu

Vg = iﬁ[l + O(e_zlmﬂ H, A — o0

formulaga asosan quyidagi tenglik ([34], 113 bet) kelib chiqadi

Buni hisobga olsak, 3-lemmadan klir_n (m(k)+ \/th\/x ) =0 tenglik kelib chigadi.

(36), (37) va (38) tengliklar hamda Mittag-Leffler yoyilmasiga asosan,

quyidagi formula o‘rinli:

m(L)+ gk = m(0)+ S(L) + i{pi’w _ 2} . Ao

M—m-1 1 1 ©
+an +—|+2 -

7\' “n l’ln n=0 }\’_“;HMfm 7\,—(1/1+1J2ﬂ72
2

(40) munosabatdan foydalanib, ushbu tenglikni olamiz:
0 1
hm Z{M_ 2:|— — z|:pn+M m. :|
A= o Mn+M—m 7\' l""n+M m n=0 “n+M -m

2
Ushbu p ., . — (n + %) n> =0(1) tenglikni hisobga olsak,

=l 2) 20 = X

> - <Ky

n= 7\/ - : n= 2
o~ Hoeatm A — (n + 1) 7’ ' W[(n + lj n’ — kj
2 2

th\/_
21

baholash kelib chigadi. Demak, quyidagi munosabat o‘rinli

—0, A — —0
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R

n l"tn+M -n

Bunga ko‘ra
= [ pW
0=m(0)+2(M —m)+S, +> | -2
n=0 l’ln
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu ifodani (36) tenglikka qo‘ysak, quyidagi formula kelib
chiqadi

o m, (J) % p(l)
m(L)=—2(M —m)+ ZZ 2}{2+x—”}

n=0]=2( —-u, ) n= —-u,

Teorema isbotlandi.
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5-§. Teskari masala yechimining yagonaligi

Teorema 7. (1)-(3) chegaraviy masala o‘zining p,, n =0, Xxos qiymatlari

va umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslari ocff ), n=0,00, k=0,m, orqali bir

qiymatli aniglanadi. Boshgacha qilib aytganda q(x), f (7») funksiyalar va o son

{un ,ocik), n=1,0, k=0,m, } spektral berilganlar orqali bir qiymatli aniqlanadi.

Isbot. Beshinchi va oltinchi teoremalarga ko‘ra

l,, ocfzk ), n=1,00, k=0,m, spektral berilganlar bo‘yicha m(k) Veyl-Titchmarsh

funksiyasi bir qiymatli aniqlanadi. [9] ishda (1)-(3) masala Veyl-Titchmarsh

funksiyasi bo‘yicha bir qiymatli aniqlanishi isbotlangan. Teorema isbotlandi.
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Xulosa

Mazkur bitiruv malakaviy ishida chegaraviy sharti spektral parametrga
ratsional bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi uchun umumlashgan
normallovchi o‘zgarmaslar ta’riflangan va Veyl-Titmarsh funksiyasini spektral
berilganlar orqali ifodalovchi formulalar olingan. Jumladan, birinchi chegaraviy
shartda qatnashadigan o sonning nolga teng bo‘lmagan va nolga teng bo‘lgan
hollari alohida garalgan. Shu bilan birga ikkinchi chegaraviy shartda ishtirok
qiluvchi A(A) va g(A) ko‘phadlar darajalarining katta kichikligiga qarab,
formulalar o‘zgarishi hisobga olingan. Asosiy formulani keltirib chiqarishda Veyl-
Titmarsh funksiyasi uchun Loran yoyilmasidan foydalanilgan.

Veyl-Titmarsh funksiyasini xos qiymatlar va umumlashgan normallovchi
o‘zgarmaslar orqali ifodalovchi formulalarga asoslanib, teskari masala uchun

yagonalik teoremasi isbotlangan.
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