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Kirish

Tadqiqot mavzusining dolzarbligi. Nochizigli evolyutsion tenglamalarga
qo‘yilgan Koshi masalalarining global yechimlarini teskari masalalar usulidan
foydalanib topish masalasi matematika va fizikaning muhim masalalardan biridir. Bu
masalalar hozirgi kunda ko‘plab amaliy tadbiglarga ega, ulardan Kvant fizikasi,
chizigli va nochiziqli xususiy hosilali tenglamalar nazariyasi, kristallografiya,
geologiya-razvedka kabi masalalarni hal qilishda matematik apparat sifatida unumli
foydalanib kelinmoqda. Toda tenglamasi yuqorida qayd qilingan nochiziqli
evolyutsion tenglamalardan biri bo‘lib, qattiq jismlar mexanikasida muhim amaliy
tadbiglarga ega. Bundan tashqari KdF tenglamasini yechish uchun Gardner
almashtirishining mavjudligi bu  boradagi muammolarni kamaytirdi. Bizga
ma’lumki Shredinger tenglamalari Kvant mexanikasida atom strukturasini
ifodalaydi va bu tenglamaning saqlanish qonunlarini o‘rganish muhim ahamiyatga

ega.

Ilmiy izlanishning maqsad va vazifalari. 1967-yilda Amerikalik olimlar
K.S.Gardner, J.M.Grin, M.Kruskal va R.Miuralarning[1] izlanishlariga ko‘ra
barcha boshlang‘ich  shartlardan foydalangan holda  Korteveg-de friz(KdF)
tenglamasining yechimini butun son o‘qidagi ko‘rinishini aniglashga uringanlar.
Bu metod sochilish nazariyasining teskari metodi(SNTM) nomi bilan atalib,

butun son o‘qida berilgan ushbu
Ly =-y"+u(x)y

Shturm-Liuvill operatorining potensialini tiklash haqidagi muhim masaladan

foydalanib yechiladi.



Bundan tashqari 1.Key va X.Mozes[2], L.D.Faddeev[3], V.A.Marchenko[4],
B.M.Levitan[5], P.Deyft va E.Trubovits[6], Sh.A.Alimov [7] va boshqalar sochilish

nazariyasining teskari masalasi uchun Shtrum-Liuvill operatorini o‘rgandilar.

Mavzuning o‘rganilish darajasining qiyosiy tahlili. Sochilishning teskari
masalasi va umumlashgan KdF tenglamasi uchun universal metod P.Laks[§8]
tomonidan ishlab chiqildi, buni umumiy KdF tenglamsi uchun “kirish” deb

tushunish mumkin.

Keyinchalik  bu-—sochilishning  teskari masalasi metodini differensial
o‘zgaruvchili sistemaga tadbiq etilishi bilan bog‘liq g‘oyalar ham rivojlangan. Bu
tenglamalar sistemasi shunday sonli sistema bo‘ladiki, uning dinamikasida o‘zaro

yaqin yonma-yon holdagi ta’sirlashishlar o‘suvchi exponensial bir o‘lchovli zanjir
ko‘rinishida bo‘ladi:
d°u

n

dt> = eXp(un—l —Un)—GXp(Un _un+l) , N€E Z (1)

bu yerda  u, (t) deb zanjirdagi n-atomning koordinatasini tushunish mumkin.

(1) — sistema Toda zanjiri deb atalib , ilk marotaba 1970 — yilda shunga o‘xshash
zanjir va (1) — soliton tenglamasining aniq yechimi topilgan va bu zanjirda siljish

harakati deb tavsiflangan.

Keyingi belgilashimiz (1) — sistema uchun kontinual chegara sifatida

quyidagi nochizigli bog‘langan tenglama bo‘ladi

o'u 282u+84u+ o*
ot? ox*  ox'  ox?

Shuningdek, bu sochilishning teskari masalasi metodini yaxlit bir holga

keltirishimizga ham yordam beradi.



(1) — tenglamani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

an = an (bn - bn+1)9
b, =2(a>,-a’), neZ, 2)

bunda

1 u.—u
anZECXp(n—nﬂj, bn:lan’ ne?Z

S.V.Manakov[9] va N. Flashkalarning[10] ishlarida sochilish masalasini

Shturm — Liuvill operatoriga tadbiq qilishning turli usullarini

L(t)y =a,, Yt bn Yo t& Yoy . N’

(2) — tenglamalar sistemasini yechish uchun sochilish masalasining teskari metodi

sifatida ko‘rishimiz mumkin.

Sochilish  masalasi uchun  diskret Shtrum — Liuvill operatorining
qo‘llanilishi K.Keys va M.Katsening ishlarida rivojlantirildi va keyinchalik biz
yuqorida aytilgan S.V.Manakov va N.Flashkaning izlanishlari bu masalani

yanada oydinlashtirishga imkon yaratdi[11].

Tadqiqotning ilmiy yangiligi: Mazkur bitiruv ishida Toda zanjiri uchun
saglanish qonunlari o‘rganilgan. Bundan tashqari KdF[12] va nochiziqli
Shredinger tenglamasi  uchun Gardner almashtirishi va Lax juftligining
go‘llanishlari ko‘rsatilgan. Nochiziqli Shredinger tenglamasining lokal sohada

saglanish qonunlari keltirilgan.

Tadqiqot predmeti va ob’ekti. Bitiruv malakaviy ishda oddiy differensial

tenglamalar, oliy matematika, matematik fizika tenglamalari, funksional analiz,
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differensial operatorlarning spektral nazariyasi predmetlari usullaridan foydalaniladi.

Tatqigotning ob’ekti nochizigli Shredinger tenglamasining saqlanish qonunlari.

Tadqiqotning ilmiy ahamiyati. O‘rganilgan natijalar amaliy ahamiyatga ega
bo‘lib, qattiq jismlar mexanikasi, kristallografiya va Kvant mexanikasining

masalalarida muhim tadbiqglarga ega.
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1-§. Toda zanjiri uchun tenglamalar sistemasi.

Maxsus Fermi — Past — Ulam(FPU) zanjiridan kelib chigqan holda Toda

zanjiri oddiy nochiziqli tenglamalar sistemasi ko‘rinishida tasvirlanishi mumkin.

2

d-q,

dtz :V'(qn+l_qn)_v'(qn_qn—1)

m

Toda zanjiri uchun m=1 bo‘lgan holni qaraymiz va sakrash natijasidagi potensial

energiyani
V'(A):VTODA =e”
ko‘rinishida izlaymiz. U holda

d?q
dt?

n — eQn+l_qn _ eQn_qn—l

ga ega bo‘lamiz. Yuqoridagi tenglamaga ekvivalent bo‘lgan quyidagi tenglamalar

sistemasini kiritamiz:

On+1=Gn

1
== b ==-(e 2
PR " 2( )

Endi quyidagilarni hisoblaymiz:

db 1 1 A= dg dq
n — — ., —e 2 . n+l n — b a —a
dt 2 ( 2 ) ( dt dt ) 2 (8ni ")
da 1 d? 1 ) )
dtn — E dtqzn — E ( eqn+1 qn eqn On-1 ) — 2( bnz _ bnz_l )

Bunda agar b , = b, =0 deb olsak, u holda

12



E: 2b02, ’tlt_l = _2bl3|—1
da _
= 2h 20, k=0,N-2
va
db
d—::bk(akﬂ_ak) k=0,N-1.

Endi Toda zanjiri uchun NxN o‘lchamli va haqiqiy bo‘lgan Yakobi matritsasini

quramiz:
_ao b, O 0 0 0 |
b, a b 0 0 0
b, & 0 0 0
0 0 0 .. ay,; b3 O
0 0 0 .. by; a., by,
0 0 0 .. 0 by, a

Biz barcha b lar uchun b>0 bo‘lsin deb gabul qilamiz. L simmetrik

matritsadan qiya — simmetrik bo‘lgan NxN o‘lchamli B matritsani quramiz:

0 b, 0 .. O 0 0 |
-b, 0 b, .. O 0 0
0 —b, 0 0 0
B:=L, -L =
0O 0 0 0 by O
0O 0 0 ~by, 0 by,
0 0 0 0 by, O |

13



(15

Bunda “+” plyus ishorasi L ning yuqori uchburchak qismiva “-" minus ishorasi

L ning pastki uchburchak qismini bildiradi.

Teorema(Flashka, Manakov): Toda zanjiri tenglamalariga ekvivalent bo‘lgan

matritsali tenglama uchun

dL
—+|L,B|=0
LBl

o‘rinli bo‘ladi. Bunda [L,B]:=LB-BL.

Teorema: Toda zanjiri tenglamalari uchun L matritsaning har bir 4,

giymatlari o‘zgarmas sondir. Ya’ni:

g
dt

Bizga ma’lumki,
S, =1z(L)=a,+a, +a, +....+a,_,
S, =1z(L")
S, =4 + A4+ A+ A
Demak, Toda zanjiri uchun L Yakobi matritsasining darajali giymatlari

saglanib qolgan sonlar bo‘ladi. Yani L matritsaning izi o‘zgarmas son

ko‘rinishida bo‘ladi:

EIE(LF) = ¢

Shunday ekan L¥ matritsaning izi — diagonal elementlarining yig‘indisi “diskret

zichlik” bilan ifodalanadi:
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N-1

T=0
Bu yerda = LF ning diagonal elementlari. Ma’lumki, shunday Fen diskret
qiymatlar(potoklar)ni ham mos ravishda topish mumkinki
FpaamFpnea =0 vy

dety
di -+ fgprr - fgp.'rr-n =0

o‘rinli bo‘ladi. n uchun % = Q,..,/¥ - 1. Masalan, agar ™ 1 bo‘lsa
@10~ ¥ va PLu = -2k,

Biz ko‘rib turibmizki, diskret qiymatlar(potoklar) mavjudligining
saglanish haqidagi qonuni, biz izlagan qonunga olib keladi. Shunday usul
bilan boshqa ®pn diskret qiymatlar(potoklar) uchun ham natija olish

gf
mumkin. Agar p ning o‘sishi uchun ? va barcha yig‘indilarni qarasak, u holda

p ning lokal sohada saglanish qonunlari funksiya ko‘rinishiga keladi:

d
dt e 1 FrEr- Fuoe — Q.

bunda
[ 'EL T— z i-plﬂl A
o
Ya’ni:

€ €
N+F.‘?l+?}?: + o= 24 szf.]+?-l'sz.“]+ e =

=lz([ el s FLs 4 o )= Iz (67L).
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2-§. KdF tenglamasi uchun Gardner almashtirishi.

Biz KdF tenglamasi
WUp + Ully + Ugyey = 0
uchun lokal sohada cheksiz sonlarni topish mumkinligi to‘g‘risidagi saqlanish
gonunini Gardner almashtirishi yordamida ko‘rib chigamiz . Izoh: yangi @
no’malumni kiritamiz

Fops
U= + €€y = .
6

va Gardner almashtirishini KdF ga qo‘ysak, ya’ni

8 g
Ty m akp b Elbpp ——EE
S0y

Ty m Gy b F0F o = T

n

El

W = e+ §W g = gy

g
Wz ™ O o b FW oo = =g @W R Wy + WO
Topilganlarni KdF ga qo‘ysak

ES Ehgy s
G+ Wy = _a{"" (w + Wy - —)(wa- + gy =

[ 8

8 ﬁ-)
g
b (F oo b GG o ?(3511‘ x G o o G EF ) Q)

ES IOy
2

il eS0Ty
8 1]

€5 iy
Wy o+ S pp = —B{-r- Gy o SOy = + FwWE - +

16



Guruhlasak,

(W;-h Ew‘ -%wﬁ +wﬁ-ﬁ-]ﬁ_)( -EETW)+

'}
+E [wr + Ewi -%wﬁ + wa-a-]a_] = (
Al

har bir yig‘indini nolga tenglasak,
o +[iw“-giwﬁ+w ] - 0
e Te A .
ko‘rinishidagi tenglama hosil bo‘ladi. Bundan tashqari & ixtiyoriy

€  parametrga ham bog‘liq. Biz ko‘rib  turibmizki, @ — Jokal sohada
saglanuvchi solishtirma og‘irlik funksiyasini ifodalaydi va bu moslik funksiyalar
sinfidan hosil qilinadi.

Shu bilan bir vaqtda bunga o‘xshash ko‘rinishni endilikda biz Toda
zanjiri muammosi uchun ham yaratamiz, Gardnerning almashtirishining
sistemali hosil bo‘lishini ko‘rib chiqamiz. Boshqacha aytganda Gardner hosil
qilganidek, matematik struktura hosil qilamiz, gaysiki ma’noda, biz uni KdF
uchun fundamental asos deb qgabul qila olsak.

Biz quyida chiziqli bo‘lmagan KdF tenglamalarining fundamental
ko‘rinishlarini  ko‘rib ~ chiqamiz. Chizigli  tenglama yuqoridagi  KdF
tenglamasining xususiy holini keltirib chiqaradi.

Quyidagi operatorlarni garaymiz:

2
L——6d—2 u;
dx
3
S M B
dx dx 2

17



Le = Ad, Le=-6d,, —Ud

va chizigli tenglamaning o°‘sishi
I 1I

by = B rm =y = Uy = gUad:

Endi quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:

i, dL dL
ﬁ(ﬂb}— b+ L = o+ LB&

va
@ o)=L (24)= 2, = 2Bp = B(i9) = BL
ar ‘P‘a,ﬁ, f)=Adr = $= )= &

bundan
dL
BLe = — LB
& d?¢+-’f &
dal
qu'i'LB*—BL*—ﬂ

oL jpy=o,

Yugqorida tilga olingan ikki chiziqli (Laks juftligi) muammolar ¢ uchun
ham yechilishi mumkin, ixtiyoriy A 2L ychun. Boshqgacha aytganda, har gal KdF
ni qanoatlantiruvchi % (%,€,4) funksiya mavjud bo‘lsa, u Laks juftligining ikkala

tenglamasini ham bir vaqtda qanoatlantiradi. Bunda funksiya 4 xos qiymatga
ham bog‘liq bo‘ladi. Buni Gardnerning almashtirishi yordamida aniglab olishimiz

mumkin.

Berilgan P Cx" L ﬂ}' funksiya uchun quyidagi tenglama o‘rinli:

18



3 3 a 9
at g "W = g oo lmED-

Bundan lokal sohada saqlanish haqidagi qonunning quyidagi formasiga
ega bo‘lamiz.
D+ Fy=0
bu yerda

. i - i
B (1-1 'E'.l fi.l - ﬁlnﬁlﬂ; F (111.-1 f‘.l ﬁ-]l — _ﬂf-_‘ ].H.(.ql]u
Bu —saqlanish qonuni lokal sohada trivial bo‘lishi ham mumkin, chunki

zichlik funksiya X ning tanlanishiga bog‘liq. Lokal sohada saqlanish qonuni
trivial bo‘ladi, agarki In@) ning differensialini u ga nisbatan darajali ko‘phad
ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa. Ehtimol ¢ - differensial tenglamani
ganoatlantirganligi sababli, U ning darajalari oldidagi koeffisiyentlari qaytarilishi
mumkin, chunki ® U ga nolokal tarzda bog‘liq va bu notrivial saqlanish
gonunini ifodalaydi.

Laks juftligidan foydalanib navbatdagidek F (potok)ni hisoblashimiz

mumkin:

Fadi_ fun, B,
@ @ ¢

ra | =

by =

19



Demak, biz lokal sohada KdF tenglamasining saqlanish qonunlari formasini Laks

juftligi uchun hosil qildik :

' 1 1 _
Bg'f' 50— ZH.}D ﬁtf.g., -—0.

Biz buni lokal sohada hosil qilingan saglanish qonunlari deb
tushunishimiz uchun D ning ofsishi 4 parametrga  bog‘liq va

mulohazalarimizga ko‘ra differensial ko‘phadli U ning yoyilmasidagi barcha
koeffisiyentlari X ga bog‘ligligini tasdiglashga zarurat sezamiz(aniqrog‘i lokal
sohada solishtirma og‘irlikning saqlanishi notrivial ekanligini).

Buni hosil qilish uchun biz D ni qanoatlantiruvchi differensial tenglamani

keltirib chigaramiz:

20



Bunday tenglama esa birinchi tartibli Riccati kvadrat tenglamasi hisoblanadi.
Biz Riccati tenglamasining yechimi ' uchun KdF tenglamasiga Gardner

almashtirishi mavjud deb hisoblaymiz. Biz oddiy o‘zgaruvchi va 4 parametrni

almashtirishni garaymiz:

1

tAZ W ‘6
=?(l+—,), E'r'=% T
+h 24 IiAT

U holda bu almashtirishlar Riccati tenglamasi uchun D ni beradi.

i
k=,
6

W=+ €y -

Endi aniq bo‘ldiki, W ning o‘sishi € ning kichik qiymatlariga va katta 4 larda
D ning o‘sishiga ekvivalent ekan. Bu shuni ko‘rsatadiki, KdF uchun Gardner

almashtirishi to‘g‘ri Laks juftligini hosil qilar ekan.

3-§. Nochiziqli Shredinger tenglamasi uchun saqlanish qonunlari.

Lokal sohada saqglanish qonunlarini cheksiz sonlar uchun navbatdagi
nochizigli Shredinger tenglamasi bilan o‘xshashligi haqidagi nazariyani tekshirish
uchun biz quyidagilarni ko‘rib chigamiz, ma’lumki, bu yondashuv KdF uchun
ham o‘rinli bo‘ladi.

Fokuslangan va  defokuslangan(yig‘ilgan) nochiziqli ~ Shredinger
tenglamasining maxsus holi nol — qayrilish holatida muayyan bir vaqtda ikkita

birinchi tartibli chiziqli tenglamalardan iborat bo‘ladi:

w2 2]
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s

Ar +
ixchamlasak
¢ d
D: = ﬂ—ln{qxi} F: = 'Elﬂ{qﬂ}r

yuqoridagi munosabatdan foydalansak
Do+ Fy=10,
va lokal sohada saqlanish qonunlari hagidagi 4 ga xos bo‘lgan o‘sishni gabul
qilishga harakat qilamiz.
Birinchidan, mavjud F (potok)ning hosil qilinishini e’tiborga olamiz.

Laks juftligidagi F ni biz quyidagicha ifodalaymiz:

F =-I=-H -—Eq*"i"(g“fﬂ _’iq)‘hi

Endi, D ni hosil gilamiz:

D =+ qh,

1

va F ni D bo‘yicha quyidagicha tasvirlaymiz:
D-iA
q

Fa ift %i'ifi“-f-gf@ﬁ-—ﬁ.q)
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Shunday qilib biz ta’kidlagan lokal sohada saglanish qonunlari quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
AGe 1. L —
W-thr'-( -E)DL. =0,

Endi  biz nochiqli Shredinger tenglamasi uchun ham  Gardner

E'p-b

almashtirishiga munosabatga zarur bo‘lamiz. Bu xuddi KdF kabi hosil gilinadi,

D uchun Riccati tenglamasini hosil qilamiz. Laks juftligidan

Ps
Shundan so‘ng biz yuqoridagi #1 ni D bilan bog‘liq ifodasidan foydalanamiz:

Dy= qr +(@x- 2g - qD)2 7 ‘.

«(gr-ia4E-as)+ 22D D,
(or- -2+

Bu D uchun Riccati tenglamasi hisoblanadi.

Lokal sohada saqlanish qonunlariga ega bo‘lish uchun biz Dni 4 ga
nisbatan “yoyib” garaymiz.

KdF dagi kabi # = * da yoyamiz. Bu limitda tenglikning bosh argumenti
D = 14 gakeladi, shunday £ = {4 (1 4+ ©) ifodani qaraymiz 4 = = bo‘lgani

uchun V ning kichik miqdor bo‘lishini ko‘ramiz. Riccati tenglamasi ga

nisbatan quyidagi tenglamaga aylanadi:
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LAv, = gr+ (E.?t %+ 2&“)1‘ o

Endi yuqoridagi ifoda uchun A giymatga proporsional bo‘lgan
" ni tanlash kerak.

Shunday qilib, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi

€

v —

215
va tenglama esa

P fGn 1
o= w +—1(&w—w¢)-—”w*
2A\Ng

L ik
ko‘rinishda bo‘ladi.
Va nihoyat, biz
ol
24
deb olib 4 parametrni o‘zgartirishimiz mumkin.
Bu esa bizga Gardnerga o‘xshash akslantirishni hosil qilishga imkon beradi, endi

Riccati tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

gr = w +E{%w—%—l+ he® .

Biz buni “Shredinger nochiziqli tenglamasi uchun Gardner almashtirishi
yoki akslantirishi” deb atashimiz mumkin.

Keling bu akslantirishni ko‘rib chigamiz, bu lokal sohada saqglanish
haqidagi trivial bo‘lmagan qonunni qanday ganoatlantirishini ko‘ramiz. Yoyilma
almashtirishi
Wiy + €W, + €5 W5 4o, g=0,
va yig‘ish imkoniyati € ga muvofiq, biz quyidagiga ega bo‘lamiz
o m 17,
va
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rm (e

\ g

va & & 2 ychun bizda rekursiya munosabati mavijud

K-g
W= '(%%WH-:. - Wﬁ-m—)' W Ragaj o

L]

Trivial bo‘lmagan zichlik e ™ €7 bilan bog‘liq bo‘lgan saqlanishlar
sonini biz bazan norma deb ataymiz, chunki, biz fokuslashning maxsus

holatini va defokuslash(yig‘ish) holatini garaganda:
fokuslash holati: 7 = & | defokuslash(yig‘ish) holati: T ™ =§"

biz quyidagilarni ko‘ramiz:

Llglm [ wodxm 2 [ lqontafic

bu kvadrat L* normaga proporsional. Ikkinchi saqlangan zichlik

ey = (@), — GuT = QT

" = £4° bo‘lganda murakkab ishorali €. =#%gd% ni ko‘ramiz. Endi biz uni

quyida real va mavhum qismlarga ajratishimiz mumkin:

R@.) = £5(005 + 9°0) = 3 (),

ko‘rinadiki, saqlanish haqidagi trivial gonun hosil bo‘ldi va

1
) = £—1Ga5 - 67,

Kvant mehanikasida bu ifodani impuls zichlik interpretatsiyasi mavjud va

shunday qilib biz mos saqlanish soniga murojaat qilamiz:
1 " - 2 - . - = -
Lilq]mt— [ (00 0G0 £ - @05 0@ty ) da
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Uchinchi saqlangan zichlik
wz =Gy GaTu CQEF’)ZE’ = GV — (sz"“;'zs '
Bu yana T ™ & bo‘lganda murakkablashadi, shunday qilib biz uni real va
mavhum qismini ajratishimiz mumkin:
RGs) = 23(00%: + €'0u)- 101" = £5(995 + 9°8), F g -lal".
va
Jew) = i‘i(‘?‘-ﬁ'x — = 1 i&zq& = G Gl
Ko‘rinadiki, bu saqlanish haqidagi trivial qonunni beradi. Shuning uchun
ham yangi saglanish soniga ega bo‘lamiz:
Ii]g] - f (lgxen 0 + lgon 0 )dx .
Bu saqlangan miqdor — Gamiltonian miqdoridir. Shunday qilib NLS

tenglamasini Gamiltonian funksionaliga va o‘zlashtiruvchi Poisson turkumiga

nisbatan cheksiz o‘lchamli Gamiltonian sistemasi ko‘rinishida yozish mumkin.

Bu protsedura ixtiyoriy miqdor uchun va T ™ 24 bo‘lganda ham bajarilishi
mumkin, lokal sohada saqlanish haqidagi notrivial qonun ham real miqdor

uchun hosil qilinadi.

Xulosa

Ushbu bitiruv malakaviy ishida nochiziqli Shredinger tenglamasining saqlanish

gonunlari o‘rganilgan. Shuningdek, Toda zanjiri uchun saqlanish qonunlari KdF
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tenglamasi uchun Gardner almashtirishi va uning natijalari to‘g‘risida ma’lumotlar

keltirilgan.

Toda zanjiri uchun tenglamalar sistemasining ko‘rinishlari keltirilgan.
Tenglamalarning lokal sohada saqlanish  qonunlari funksiya  ko‘rinishiga
keltirilgan holda tasvirlangan. Bundan tashqari, lokal sohada KdF tenglamasining

saglanish qonunlari formasini Laks juftligi uchun hosil qilish ko‘rsatilgan.

Nochizigli Shredinger tenglamasi uchun ham Gardner almashtirishining
ko‘rinishlari keltirilgan. Laks juftligidan foydalanib tenglamaning lokal sohada

saglanish qonunlari keltirilgan. Saqlangan miqdorlar uchun formulalar tasvirlangan.
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