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Asosiy tushunchalar

Biz mazkur bobda, sonli qatorlarni, ularning yaqinlashishi, uzoglashishi,
yaqginlashish  alomatlari hamda yaginlashuvchi gatorlarning  xossalarini
o’rganamiz.

Ushbu

a, Ay, Ay, «ouy Bpyenn @

haqiqiy sonlar ketma—ketligi berilgan bo’lsin.

1-ta’rif. Quyidagi

a+a,+a,+ ...+a,+... (2)

n

ifoda gator (sonli gator) deb ataladi. Uni ian kabi belgilanadi:

n=1

n

da,=a+a,Fag+ ...+ .
=1

(1) ketma—ketlikning a,, a,, a;, ..., a elementlari gatorning hadlari deyiladi,

niee:

a, esa gatorning umumiy (n—chi ) hadi deyiladi. (2) gatorning hadlaridan

quyidagi
A1 =4a,,

A, =a +a, ,
A, =a, +a, +a,,

yig’indilarni tuzamiz . Ular qatorning gismiy yig’indilari deyiladi.
Demak, (2) qator berilgan holda har doim bu qatorning qismiy
yig’indilaridan iborat ushbu A,:
AALA, LA
sonlar ketma —ketligini hosil gilish mumkin.
2—ta’rif. Agar n—o da (2) qatorning qismiy yig’indilaridan iborat
A, ketma—ketlik chekli limitga ega, ya’ni

limA =A (AeR)

nN—oo



bo’lsa, (2) gator yaginlashuvchi deyiladi.

Bu limitning giymati A son (2) gqatorning yig'indisi deyiladi va

quyidagicha yoziladi:

A=a +a, +...4a,+...= ) a,
=1

3—ta’rif. Agar n—o da (2) qatorning qismiy yig’indilaridan iborat

A, ketma—ketlikning limiti cheksiz bo’lsa yoki bu limit mavjud bo’lmasa, u

holda (2) gator uzoglashuvchi deyiladi. Masalan:
1) Ushbu

1
1+ —+ +...+ +
1.2 2-3 (n=Dn

gator yaginlashuvchi, chunki

An=1+i+i+...+ ! :1+(1—£j+(1—£j+...+
: : n-1n
1.2 2.3 (n-1) 2 2 3

limA, =2.

2) Quyidagi
1+2+3+...+n+...

gator uzoglashuvchi, chunki

An=1+2+3+...+n=—n(n2+1)
bo’lib,
||m An =00,
3) Quyidagi
1-1+1-1+...
gator ham uzoglashuvchi, chunki
A =1-1+..+(-1)= 0, agar n juft son bo'lsa,
. |1, agar n toq son bo'lsa

bo’lib, A, ketma—ketlik limitga ega emas .

1—-misol. Geometrik progressiya a, aqg,...,aq"*,... hadlaridan tuzilgan

a+agq+aq’...+aq"" +...



gatorni yaginlashuvchilikka tekshirilsin. Odatda bu qator geometrik qgator
deyiladi.

Ravshanki,

An=a+aq+aq2+...+aq“=%. (q=1)

Agar |g/<1 bo’lsa,

a

IimA =——
nI—mA” 1_q

bo’ladi . Demak, bu holda geometrik gator yaqinlashuvchi va uning yig’in—
disi -2 songa teng .
1-q g g

Agar g>1 bo’lsa, limA, = bo’lib, qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

Agar g=1 bo’lsa, n—ew da A =na—>wo bo’lib gator uzoglashuvchi,

g<-1 bo’lganda esa A, ketma—ketlik limitga ega emas. Demak, bu holda

ham qator uzoglashuvchi bo’ladi.

Shunday qilib geometrik qator |g/<1 bo’lganda yaqinlashuvchi, [g/>1
bo’lganda esa uzoqglashuvchi bo’ladi.
2—misol. Quyidagi

1+£+£+...+1+... (3)
2 3 n

qatorni uzoqlashuvchi bo’lishi ko’rsatilsin. Bu qator garmonik qator deb
ataladi.

(2) gatorning birinchi 2% ta (keN) hadidan tuzilgan

Azk:1+1+l+1+...+ 1 + L

2k71 1 ot 2_k
qismiy yig’indisini olib, unu quyidagicha yozib olamiz.

1 1 1 1 1 11 1 1 1
A =1+ |+ -+ |+ oo+ o+ |+ o=+ = |+ +
2 ( 2) [3 4) (5 6 7 8) (9 10 j

16
+( ! + 1 + +ij
241 2ktao T2k )

Endi ushbu



>+ =

3 4 4 4 2

1111 1111 1 1

>+ + =4 =

5 6 7 8 8 8 8 8 8 2

1 1 1 1 1

~+ > 4.+ =8 ="

9 16 16 16 16 2

1 eI S S ST P D S

241 242 2k 2k 2K 2 2% 2
tengsizliklarni etiborga olsak, unda

A2k>1+k-%

tengsizlikning o’rinli bo’lishi kelib chiqadi. Ravshanki, A, ketma—ketlik

2

o’suvchi va limA, =«. Shunday gilib, garmonik gator uzoglashuvchi.

N—o0

3—misol. Ushbu

1 1 1 1
I- =+ ===+ .+ (D" =+... 4
2 3 4 ) n )

qatorni yaqinlashuvchiligi, yig’indisi In2 ga tengligi ko’rsatilsin.

Bu gatorning qismiy yig’indisini yozamiz:

1 1 1 1
=l-=4+=—-=+.. . +(-D"*".=.
A 2 3 4 D n
Ma’lumki,
x2 x* x* X"
NA+X)=x——+——-——+...+(-D" - —+r (X
(1+x) >3 (-1 . , (%)
bunda 0<x<1 uchun
1
r (x)|<—
|"( )| n+1

tengsizlik o’rinli . Yuqoridagi formulada x=1 deb topamiz:
In2=A, +r,1),

natijada ushbu

1
—-In2=|r, ()| <—
A, -2 =Ir,0)= -1



tengsizlikka kelamiz. Undan
IimA, =In2

N—o0

kelib chigadi. Demak, (4) qator yaqginlashuvchi va uning yig’indisi In2 ga
teng.
Aytaylik

da,=a+a,+a,+ ...+a, +...

n=1 "
qator berilgan bo’lsin. Bu qatorning dastlabki m ta hadini tashlash natija-sida

hosil bo’lgan ushbu

Qg+, +eo= D8, (5)

n=m+1

qator ian gatorning ( m—chi hadidan keyingi) goldig’i deyiladi.

2. Yaqinlashuvchi qatorlar. Koshi teoremasi

1°. Yaginlashuvchi gatorning xossalari. Biror

Ya, =a,+a,+...+a, +... (2)
n=1

gator berilgan bo’lsin. Agar qator yaqginlashuvchi bo’lsa, u ma’lum xos-
salarga ega bo’ladi.
1—xossa. Agar (2) qator yaginlashuvchi bo’lsa, uning istalgan (5)
qoldig’i ham yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha.
(2) gator berilgan bo’lsin. Biror m natural sonni tayinlab, (5)
atorning qismiy yig’indisini A,_ bilan belgilaylik:
A =a_ , +a.,,+.+a,,.
Ravshanki ,
A=A A, A=A, +Anrn (n>m)  (6)
bunda A, =a +a,+...+a, bo’ladi.

(2) qator yaqinlashuvchi bo’lsin. Ta’rifga ko’ra



lim A, = A (A— chekli son)

bo’ladi. k >+ da (11.6) tenglikdan limitga o’tib topamiz:
limA =A-A,.

k—o0

Buesa (5) qatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
Endi (5) qator yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda ta’rifga ko’ra

limA =A (A— chekli son)

k—o0

bo’ladi. (6) tenglikda n—+ew da limitga o’tsak, u holda

limA =A+A,

bo’lishi kelib chiqadi. Buesa (2) gatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
Shunday qilib, qatorning dastlabki chekli sondagi hadlarini tashlab
yuborish yoki qatorning boshiga chekli sondagi yangi hadlarni qo’shish
uning Yyaginlashuvchiligi xususiyatiga ta’sir gilmaydi.
1-natija. Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo’lsa, uning qoldig’i

r

=a A, t...ta ...

m+1

m—o0 da nolga intiladi.
Hagigatan ham (2) gator yaqginlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi A
bo’lsin, u holda
A=A+, r,=A-A,
bo’lib,
limr, = A-A=0

bo’ladi.
2—Xxossa. Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi A
bo’lsa, u holda

D ca, =ca, +Ca,+... +Ca, +... (7)
n=1

gator ham yaginlashuvchi va uning yig’indisi cA ga teng bo’ladi (c#0- n ga

bog’liq bo’lmagan o’zgarmas son).



(7) qatorning qgismiy yig’indisini A} bilan belgilasak, u holda

Al =ca,+ca,+...+ca, =c(a, +a,+...+a,) =c4,
bo’lib, undan

lim A; =cA

n—o

bo’lishi kelib chigadi. Bu esa (.7) qatorning yaqinlashuvchi bo’lishini va
uning yig’indisi cA ga teng ekanini bildiradi.
Bu xossa yaginlashuvchi gatorlarda ushbu

c(a,+a,+...+a,+..)=ca, +ca, +... +ca, +...
munosabatning o’rinli bo’lishini ifodalaydi.

3—xossa. Agar

o0

da, =a,+a,+...+a, +...,

n=1 "
Db, =b+b, ... +b +..
n=1

qatorlar yaginlashuvchi bo’lib, ularning yig’indisi mos ravishda A va B ga

teng bo’lsa, u holda
i(an+bn):(a1+b1)+(a2+b2)+...+(an+bn)+... (8)
n=1

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig’indisi A+B ga teng bo’ladi.

0 o0

D> a, va > b, qatorlar yaginlashuvchi bo’lsin. Demak , bu gator-ning

n=1 n=1

qismiy yig’indilari ( A, va B, lar ) uchun IimA =A, IimB, =B teng-liklar

o’rinli bo’ladi . (8) qatorning qismiy yig’indilarini C, bilan belgi-lab

topamiz:
C,=(a,+b)+(a,+b,)+...+(a,+b,)=(a,+a,+... +a,)+ (b, +b,+... +b,) = A, + B,
Bundan

IimC =A+B.

n—oo

Keyingi tenglikdan xossaning isboti kelib chigadi.



2—natija. Agar ian va ibn gatorlar yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
n=1 n=1

S (ca, +1b,)
gator ham yaginlashuvchi va

S (ca, +Ib,) =c>a, +1b,
n=1 n=1 n=1

tenglik o’rinli bo’ladi ( bunda c¢,l —n ga bog’liq bo’lmagan o’zgarmas
sonlar).

4—xo0ssa. Agar (2) qator yaqginlashuvchi bo’lsa, bu gatorning umumiy
hadi a,,n—« da nolga intiladi.

(2) qator yaqinlashuvchi bo’lsin, ya’ni limA =A ( A— chekli son).

Agar
a, = A~ A
bo’lishini e’tiborga olsak, u holda limitlar xossalariga ko’ra
ima, =1in (A~ A,,) =A-A=0
bo’lishini topamiz.
Eslatma. Qatorning umumiy hadi n-—o da nolga intilishdan uning

yaginlashuvchi bo’lishi har doim kelib chigavermaydi.

=1 bolib, u
n

Masalan. Garmonik gator i% ning umumiy hadi a
n=1

n—oo da nolga intiladi, ammo bu qator uzoglashuvchi.

Yugorida Kkeltirilgan 4—xossa qator Yyaqginlashishning zaruriy shartini
ifodalaydi.
2°. Koshi teoremasi. Aytaylik,

da, =a,+a, ... +a, +...
=1

qator berilgan bo’lib,
A =a,+a,+...+4a,
uning qismiy yig’indisi bo’lsin.
10



1-teorema. ian qatorning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun Ve>0
=1

olinganda ham shunday n,eN topilib, vn>n, va m=123... lar uchun

A = A=A Fan., ... +aggl<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teorema muhim nazariy ahamiyatga ega bo’lib, undan amaliy
masalalarni hal etishda foydalanish qiyin bo’ladi.
3. Musbat gatorlar
1°. Musbat qatorlarning yaqinlashuvchi bo’lishi sharti. Biror (2)

qator berilgan bo’lsin:

da, =a,+a, ... +a, +... 2)

n=1

Agar a, >0(n=1,2,3..) bo’lsa, u holda (2) qator musbat hadli gator yoki,

gisgacha, musbat gator deb ataladi.

2—teorema. Ushbu ian musbat gator yagqinlashuvchi bo’lishi uchun

n=1
uning qismiy yig'indilari ketma—ketligi yuqoridan chegaralangan bo lishi

zarur va yetarli.

Zarurligi. ian qator yaqinlashuvchi bo’lsin: limA =A ( A— chekli

n—oo
n=1

son). U holda A, ketma—ketlik yaqginlashuvchi binobarin chegaralan-gan,

jumladan u yuqoridan chegaralangan bo’ladi.

Yetarliligi. ian qatorning  qismiy yig’indilari ketma—Kketligi A,

n=1
yuqoridan chegaralangan bo’lsin.

Qatorning har biri hadi manfiy bo’lmagani uchun

An+1:'A‘n +an+l 2'A‘n

11



tengsizlik o’rinli, ya’ni A, ketma—ketlik usuvchi. Shuning uchun 3-bob-

n

dagi 7—teoremaga ko’ra A ketma—ketlik chekli limitga ega: lim A, =A. Bu

esa ian gator yaginlashuvchi ekanini bildiradi.

n=1

4— misol. Ushbu

=1 1 1 1
D =lb ot o — o
e n< 2a 3¢ n<

gatorni  (uni  umumlashgan garmonik qator deyiladi) «>1 bo’lganda
yaqinlashuvchi ekanligi ko’rsatilsin.

Ravshanki qismiy yig’indilardan tuzilgan

1 1 1
=l4+—+ —+...+—
An 2(1 30{ na

ketma—ketlik o’suvchi. Demak A <A, ., (n=12..) Ayni paytda

1 1 1 1 1 1 1
Ay =l+—+—+...+ =1+ —+ —|+...+ + <1+
2% 3 (2n+1)* 2% 3 2n)*  (2n+D“

+2—a+4—a+...+ (2r21)“ =1+ 231 A,
bo’ladi.
Oxirgi ikki munosabatdan ushbu
A <1+ 23_1 A,

tengsizlik kelib chigadi. Bundan « >1 bo’lganda

A, <1+ (n=12,..)

27t —1
tengsizlik hosil bo’ladi. Bu esa A, ketma-—ketlikning yuqoridan chegaralan-
ganligini bildiradi. 2—teoremaga ko’ra berilgan qator yaqinlashuvchidir.
3—natija. Musbat gatorning qismiy yig’indilaridan iborat ketma—ketlik
yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, qator uzoqlashuvchi bo’ladi.
2°. Musbat gatorlarni taggoslash hagida teoremalar. Ma’lum musbat
gatorning yaginlashuvchanligi yoki uzoglashuvchanligini bilgan holda, hadlari

bu qator hadlari bilan biror munosabatda bo’lgan (taqqoslangan ) ikkinchi
12



musbat gatorning yaginlashuvchiligi  yoki  uzoglashuvchiligini  aniglash

mumkin. Ular quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi.

Ikkita musbat ian va ibn qator berilgan bo’lsin.
n=1 n=1

3—teorema. n ning biror n, (n, >1) giymatidan boshlab barcha n=>n,

lar uchun
a, <b, 9)

tengsizlik o’rinli bo’lsin. Agar: a) ibn qator yaqinlashuvchi bo’lsa, > a,
=1

gator ham yaginlashuvchi bo’lad; b) ian qator uzoqlashuvchi bo’lsa, ibn
n=1 n=1

qator ham uzoqlashuvchi bo’ladi.

Qatorning yaqinlashuvchi ( uzoqlashuvchi ) bo’lishiga uning chekli
sondagi dastlabki hadlarining ta’siri bo’lmaydi. Shu sababli (9) tengsizlik
n,=1 dan boshlab o’rinli bo’lsin, deb garash mumkin. Demak , a, <b,
(n=12,..) tengsizlik o’rinli. U holda berilgan qatorlarning qismiy yig’indilari

A =a+a,+...+a,,
B,=b,+b,+... +b,

uchun ushbu
A <B, (n=12..) (10)

tengsizlik o’rinli bo’ladi.

Avval ibn gator yaginlashuvchi bo’lsin. U holda 2—teoremaga ko’ra

n=1
B, ketma—ketlik yuqoridan chegaralangan bo’ladi: B, <M (n=12,..).
Bundan (10) tengsizlikka asosan A <M (n=12,..) tengsizlik ham o’rinli

ekani kelib chigadi. Demak, A, ketma—ketlik ham yugoridan chega-ralangan.
U holda yana o’sha 2-teoremaga ko’ra ian gatorning yagin-lashuvchi

bo’lishi kelib chigadi.

13



Endi 3 a, qator uzoglashuvchi bo’lsin. U holda A, ketma—ketlik yugo-
n=1

ridan chegaralanmagan. (10) tengsizlikka asosan B, ketma—ketlik ham

yugoridan chegaralanmagan bo’ladi. Bundan esa ibn gatorning uzogla—

n=1

shuvchi bo’lishi kelib chiqadi.

5—misol. Quyidagi sinlﬁz+sin212+sin3£2+...+sinn£2+...

gatorning yaginlashuvchiligi tekshirilsin .

Bu qator hadlari uchun

. T T
O<sm—2<—2
n n

(n=12,..)

tengsizlik o’rinli bo’lishini ko’rsatish gqiyin emas. Demak, berilgan gatorning
1
n?

har bir hadi yaginlashuvchi i gatorning mos hadidan kichik. 3—teoremaga

asosan berilgan gator yaginlashuvchi.

4—teorema. Ushbu

lim 2 — i (0<k <o)

n—o0

limit mavjud bo’lsin. Agar: a) k<o Vva ibn qator yaqinlashuvchi bo’lsa , u

n=1

holda ian qator ham yagqinlashuvchi bo’ladi; b) k>0 va ibn qator
n=1 n=1

uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda ian qator ham uzoqlashuvchi bo’ladi.
n=1

a) k<o bo’lib, b, qator yaginlashuvchi bo’lsin. Limit ta'rifiga
=1

ko’'ra  Ve>0 son olinganida ham shunday n,eN son topiladiki, barcha

n>n, laruchun

‘ﬁ—k <&
b,

ya ni

14



(k—e)b, <a < (k+e)b, (12)

tengsizliklar o’rinli bo’ladi.

Shartga ko’ra ibn gator yaginlashuvchi. Shuning uchun Zm:(kw)bn

n=1 n=1

gator ham yaqginlashuvchi bo’ladi. U holda (11) tengsizlikdan va 3-teore-

madan ian qatorning yaqinlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.

n=1

b) k>0 bo’lib, ibn qator uzoqglashuvchi bo’lsin. Agar 0<k, <k
=1

olsak, u holda lim 22 — k limit o’rinli ekanidan va k> k, bo’lishidan, shunday

n—o0

n,eN son topiladiki, n>n, bo’lganda Z—”>k1 tengsizlik o’rinli bo’ladi.

n

Demak n>n, bo’lganda b, <kian tengsizlik bajariladi. Bundan 3—teoremaga

1

asosan ian qatorning uzoqlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.

n=1

4—natija. Agar ushbu

. a
lim—= =k

n—o bn
limit o’rinli bo’lib, 0<k <o bo’lsa, u holda > a, va > b, qatorlar bir
=1 n=1

vagtda yaginlashuvchi, yoki bir vaqtda uzoglashuvchi bo’ladi.
6— misol. Ushbu

gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.

Bu gatorni garmonik qator i% bilan taqgoslaymiz. Bu ikki gator

umumiy hadlarni nisbatining limitini topamiz:

15



=

1+

S

im™ " —im " —imt =1
0 l - ) l N oo N T
oo 1 n— 1+n n—o 1/n

n
n

Demak, 4—natijaga ko’ra berilgan qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

5—-teorema. neN ning biror n, gqiymatidan boshlab barcha n>n, lar

uchun

M < % (12)
a b

n n

tengsizlik o’rinli bo’Isin. Agar : ibn qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda ian

n=1 n=1

qator ham yagqinlashuvchi bo’ladi; ibn qator uzoglashuvchi bo’lsa, u holda

n=1

ian gator ham uzoglashuvchi bo’ladi.

Avval aytganimizdek (11.12) tengsizlik n=1,2,... giymatlarda baja-riladi

deb hisoblash mumkin. Shunday qilib,

LIy _
a hS bn (n=12,..)
tengsizlik o’rinli deb garaymiz. Unda quydagi
a_ZE . a, <b_2b_3 . b”
al a2 an—l - bl b2 bn—l
tengsizlik kelib chigadi. Bundan ushbu
a <ip (13)
bl

tengsizlikka ega bo’lamiz.

Agar ibn qator yaqinlashuvchi bo’lsa , unda i%bn gator ham
=1 n=1 M1

yaqinlashuvchi  bo’ladi. Natijada (13) tengsizlik va 3-teoremaga asosan

0

> a, gatorning yaginlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.

n=1

16



(12) tengsizlik o’rinli bo’lganda ian gatorning  uzoglashuvchi
n=1

bo’lishidan ibn gatorning  ham uzoglashuvchiligi kelib chigishi shunga

=i
o’xshash isbotlanadi.

3°. Musbat qatorlar uchun vyaginlashuvchilik alomatlari. Biz
yugorida musbat gatorlarni taggoslash teoremalarini keltirdik. Garchi bu teo-
remalar yordamida tekshiriladigan qator hadlarini ikkkinchi gator hadlari
bilan taqqoslab, garalayotgan gatorning yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuv-
chiligi masalasi hal bo’lsa ham taqqoslash teoremalari ma'lum noqulay-
liklarga ega. Bunday noqulayliklardan biri berilgan gator bilan taggoslana-digan
qatorni tanlab olishning umumiy qoidasi yo’qligidir.

Berilgan qatorni  geometrik hamda umumlashgan garmonik qatorlar
bilan taqgoslab, gatorning yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini ifoda-

laydigan alomatlarini keltiramiz:

a) Koshi alomati. Musbat gator ian berilgan bo’lsin. Agar neN

n=1

ning biror n, (n, >1) giymatlardan boshlab barcha n>n, qiymatlari uchun
Ja, <q<1 (+/a, =)

tengsizlik o’rini bo’lsa, ian gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’ladi.

n=1

Avval ian gator uchun n>n, bo’lganda ./a, <q<1 tengsizlik
n=1
o’rinli bo’lsin. Bu tengsizlik ushbu a, <q" tengsizlikka ekvivalentdir. 3-
teoremaga ko’ra ian qator yaqinlashuvchi bo’ladi.
n=1

Agar barcha n>n, lar uchun .a, >1 ya’ni a,>1 tengsizlik o’rinli

bo’lsa, u holda berilga gatorning har bir hadi uzoglashuvchi il gatorning

n=1
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mos hadidan kichik bo’lmaydi. Yana o’sha 3—teoremaga ko’ra, ian qator
=1

uzoqlashuvchi bo’ladi.

Amaliy masalalarni hal qilishda ko’pincha, Koshi alomatining quyi-dagi
limit ko’rinishidan foydalaniladi.

Agar ushbu

limya, =k

n—oo

limit mavjud bo’lsa, u holda ian gator k<1 bo’lganda yaqinlashuvchi,
=1

k >1 bo’lganda esa uzoqlashuvchi bo’ladi.

7—misol. Quyidagi 1+(3]+(§jz +[ﬂj3 +...+[ n+1 jn +... gatorning
3) \5 7 2n+1

yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin.

Berilgan gator uchun

[n+1j” n+1 . 1
Q/a_n= = Ilmnan:E

on+1) 2n+1’ nsoo

bo’ladi.

Demak , Koshi alomatiga ko’ra berilgan qator yaqinlashuvchi.

b) Dalamber alomati. Agar neN ning biror n,(n,>1) giymatidan

boshlab barcha n>n, giymatlari uchun

ﬁ§q<1 hzl
an an

tengsizlik o’rinli bo’lsa, ian gator yaginlashuvchi (‘uzoglashuvchi)
n=1

bo’ladi.

Berilgan ian gator bilan birga yaginlashuvchi

Da"=q+0°+0°+...+9" +... (0<q<1)

n=1

18



geometrik gatorni garaylik. Ushbu %Sqd tengsizlikni

n

n+1

an+1< :q
a g

ko’rinishda yozib, so’ngra tagqoslovchi 5—teoremani qo’llaymiz. Shu teore-

maga ko’ra iq” gatorning yaginlashuvchiligidan ian gatorning yaginla-

n=1

shuvchiligi kelib chigadi. %21 bo’lganda ian gatorning uzoqlashuvchi

n n=1
bo’lishi ravshan .
Dalamber alomatini ham limit ko’rinishida ifodalash mumkin.

Agar ushbu

. a
lim—L =d

n—o a’n
limit mavjud bo’lsa, u holda d<1 bo’lganda qator yaqinlashuvchi, d >1
bo’lganda esa qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

8—misol. Ushbu

gatorning yaginlashuvchiligi tekshirilsin.

Bu gator uchun quyidagilarga egamiz:

L N a,  (+1y nt 1
n_nn’ a, _n+1n+1'F_ n*
(n+1) (“1)
n
Undan limitga o’tib topamiz:
. a
lim % ==,
n—oo an e

Dalamber alomatiga ko’ra berilgan qator yaqinlashuvchi.

v) Raabe alomati. Ushbu ian musbat qator berilgan bo’lsin. Agar

n=1

neN ning biror n,(n, >1) giymatidan boshlab barcha n>n, giymatlar uchun

19



a a
n(l—"—”}2r>1 (n(l—"—HJSl]
an an

tengsizlik o’rinli bo’lsa, ian gator yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’ladi.

n=1

Avval n>n, lar uchun n[l—%jzwl tengsizlik bajarilsin, deylik. Bu

tengsizlikni quyidagi

M<1_

a

L (14)
n

ko’rinishda yozib, so’ng r>a>1 tengsizlikni ganoatlantiradigan « son
olamiz. Ma’lumki,

n—oo

Tanlanishiga ko’ra a<r  bo’lgani uchun shunday njeN  son

topiladiki, barcha n>n/ lar uchun

-
ALV

tengsizlik kelib chigadi. Endi  max{n,,n;}=n, deb olsak, barcha n>n, lar

uchun (14) va (@5) tengsizliklardan

G o (1—1)a (16)

a n

n

tengsizlikka ega bo’lamiz. Agar (16) tengsizlikni ushbu

1
nO{

n+1 <

(n-1)°

20



ko’rinishda yozsak, unda berilgan qator hadlari bilan i% umumlashgan
n=1 n

garmonik qator hadlari orasida (12) ko’rinishda munosabat borligini
payqaymiz. Ma’lumki, « >1 da umumlashgan garmonik gqator yaginlashuvchi.
Demak, 5—teoremaga ko’ra berilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi.

Endi barcha n=>n, lar uchun

a
n[l— "—AJ <1
al’]

tengsizlik o’rinli bo’lsin. Undan

tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun 5—teoremaga asosan il garmo-nik

n=1
gatorning uzoglashuvchi bo’lishidan berilgan qatorning uzoqlashuvchi ekani
kelib chigadi.
Bu alomatni ham quyidagicha limit ko’rinishda ifodalash mumkin.

Agar ushbu

lim n(l—hj =g (g = const)
a

N—o0
n

limit o’rinli bo’lsa, g>1 bo’lganda qator yaqinlashuvchi, g<1 bo’lganda

esa qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

9—misol. Quyidagi

1 131 1351 13571 (2n—1)u
+ _____ + _______ + _________ +

— ...t
2 242 2463 24684 (2n)n

S

+...

gatorni yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

Bu qgator uchun

2
n[l_hj:n(l_(znﬂ)!!_ 1 (2n) nJ_ 3n” —3n ,|imn[1—h}g>1

a 2n+2)t 1+n (20— 1) 2n% +4n+2" n» a

n n

bo’ladi. Demak, Raabe alomatiga ko’ra berilgan qator yaqinlashuvchi.
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g) Integral alomat (Koshining integral alomati). Ushbu ian musbat
=1

qator berilgan bo’lsin.

Faraz qilaylik, [L,+] oraligda aniqlangan, uzluksiz, o’smaydigan
hamda manfiy bo’lmagan f(x) funksiya uchun f(n)=a, (n=12,...) bo’lsin.
U holda berilgan gator quyidagi

Ma, =Y f(n)
n=1 n=1
ko’rinishni oladi. Ravshanki, n<x<n+1 bo’lganda
f(n)> f(x)> f(n+1)
ya’ni a,>f(x)>a,, tengsizliklar o’rinli. Keyingi tengsizliklarni [n,n+1]

oraliq bo’yicha integrallab topamiz:

n+l

a, < | f(x)dx<a 17
n+l n

Endi berilgan gator bilan birga ushbu

inff (X)dx (18)

n=l o

gatorni ham garaylik. Bu gatorning qismiy yig’indisini yozamiz:

n k+l n+1

> [ 109dx = [ f(x)dx (19)

k=1 k 1
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [1,+«] oraligda F(x) boshlang’ich
funksiyaga ega bo’lsin (F'(x)= f(x)) [L+w] oraligda f(x)>0 bo’lgani uchun
F(x) funksiya shu oraligda o’suvchi bo’ladi. F(x) funksiyani yuqori

chegarasi o’zgaruvchi bo’lgan aniq integral ko’rinishda yozish mumkin:
F(x) = f @, F(1)=0
1

Natijada (19) tenglik ushbu

in (X)dx = F(n+1)

ko’rinishga keladi. Demak, (18) gatorning qismiy yig’indisi F(n+1) ga teng.
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Agar n—>o da F(n+1) chekli songa intilsa, shu gator yaginlashuvchi
bo’ladi. Unda (17) tengsizlik hamda 5—teoremaga ko’ra qaralayotgan gqator
ham yagqinlashuvchi bo’ladi. n—>« da F(x)>o bo’lsa, berilgan gqator
uzoqlashuvchi bo’ladi.

Shunday qilib, quyidagi integral alomatiga (Koshi alomatiga) kelamiz:

Agar f(x) funksiya [1,+«] oraligda aniglangan, uzluksiz va o’smaydigan
bo’lib, F(x) shu funksiya uchun boshlang’ich funksiya va ian gator
n=1

uchun f(x)=a, (n=12,...) bo’lsa, u holda berilgan qator lim F(x) = A limit
chekli bo’lganda yaqinlashuvchi, cheksiz bo’lganda uzoglashuvchi bo’ladi.
10—misol. Quyidagi i:ni“ umumlashgan garmonik gator  yaginla-
shuvchilikka tekshirilsin.
f(x):xia (>0) deb olaylik. Ravshanki, bu funksiya [i,+x] da
uzluksiz, kamayuvchi hamda shu oraligda manfiy emas. Shu bilan birga

x=n bo’lganda f(n)= nla . Ravshanki

t7a+l X

ey
= a-1 _1 '
1—05|l 1-a\ X

F(x)=if(t)dt= j%dt:

Bundan quyidagi natija kelib chigadi:

1 1 1 agar a>1 bo'lsa
lim F(x):lim—[ —1j= a1 & !

X% xow]— g\ x¢t '
0, agar a<1 bo'lsa

Agar a=1 bo’lsa, x> da

F(x)=|=dt=Inx —>

P C— <
—~ | =

bo’ladi.
Demak , integral alomatiga ko’ra berilgan qator «>1 bo’lganda

yaqginlashuvchi, «<1 bo’lganda esa uzoqlashuvchi bo’ladi.
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XULOSA

Biz mazkur ishda, sonli gatorlarni, ularning yaginlashishi, uzoglashishi,
yaginlashish alomatlari hamda yaginlashuvchi gatorlarning  xossalarini
o’rganamiz.

Matematik analiz fanining dastlabki elementlari hozirda akadenik litsey va
kollejlar matemika kursida uchraydi. Shunday ekan, bunday ta’lim muassasalarida
o’qituvchi bo’lib i1shlashni maqgsad qilgan talaba fanni puhta o’rganishi muhim.

Kurs ishni tayyorlash davomida matematik analiz fani qizigarli fan
ekanligini yana bir bor his gildim. Aynigsa ishning mavzusi nazariyada eng ko’p
o’rganilgan mavzulardan biridir. Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamalarni
integrallashda ularni hosilaga nisbatan yechilgan tenglamaga aylantirishga harakat
gilinadi. Yoki yuqori tartibli differensial tenglamalarni integrallashda, ularning
tartibi pasaytirilib hosilaga nisabatan yechilgan tenglamaga olib kelishga urinamiz.
Hulosa qilib aytganda hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli tenglamalar
differensial tenglamalar fanning negizi deb aytish mumkin. Fanning boshga fanlar
bilan chambarchas bog’langanligi, uning tadbiq ko’lamini kengligidandir. Lekin bu
fanga oid adabiyotlarni o’zbek tilida kam ekanligi va o’zimni rus tilini yahshi

bilmasligim ishni tayyorlashim qiyin kechishiga sabab bo’ldi.
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