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REJA:

Vektorlarning chizigli kombinatsiyasi.

Chizigli bog‘langan va bog‘lanmagan vektorlar.
Vektorlar sistemasining bazisi va rangi.

Ortogonal vektorlar sistemasi.

Vektorlar sistemasining igtisodiyotda qo llanilishi.
Tekislikda yo‘nalishni aniqlash.

Uchburchak yuzi.

Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi.



I. O'zaro perpendikulyar kesishuvchi uchta o'glar, ularning kesishish nuqtasi bo’lgan
koordinata boshi va birlik masshtabga ega bolgan tartiblangan sistema fazoda to'g'ri burchakli
dekart koordinatalar sistemasi deyiladi. OX - abtsissa, OV - ordinata va OZ-applikata o gklari
deyiladi. Natijada OXYZ koordinatalar fazosi hosil bo'ladi. Bu fazoda ixtiyoriy M nuqgta olib,

OM vektorni hosil gilamiz. Bu vektor radius-vektor deyiladi.

OM vektorni o’glarga prEfektsiyaIaymiz. Bu vektorni o'qglardagi proektsiyalarini np, OM =x,

np, OM =y, np, OM =z deb belgilaymiz. Shu x, y, z lar M nugtaning koordinatalaridir, ya'ni
M(x, y, ). OX, OV, OZ o glarda uzunligi bir birlikka teng bo’lgan i, j, k birlik vektorlarni yoki

ortlarni tanlab olamiz, M =‘ J‘ =‘k‘ =1
Teorema. Har ganday vektorni koordinata o glardagi ortlar bo"yicha yoyish mumkin.

Isbot. FAZO fazoda ixtiyoriy a vektor berilgan bo’lib, x, y, z bu vektorning koordinata
o glaridagi proektsiyalari bo’lIsin.

a=0M deb olamiz.
Vektorlarni goshish qoidasiga asosan:
OM =0OA+ AD + DM
Lekin E)=O_B, DM=0C bo"lgani uchun
OM=0A+0B+ 0OC )
Vektorni songa ko paytirish goidasiga asosan:
OA =xi; OB=yj; OC=zk bo'lgani uchun

a=xi+yi+zk )
ni hosil gilamiz.
Bu tenglik a vektorni koordinata o'qlari bo yicha yoyilmasi deyiladi. Bu yozuvni
a=(x;y;2) ©)
ko rinishda ham yozish mumkin.

Koordinata o’qlarining o'zaro perpendikulyarligidan a vektorning uzunligi Xi, Yj, Zk
vektorlarga ko'rilgan parallelopipedning diogonalini uzunligidan iborat bo'lishi kelib chigadi va

u quyidagi tenglik orqali ifodalanadi:
la|=yx2 +y? +7° ()

Vektor boshlang’ich va oxirgi no'qtasining berilishi bilan to'la aniqlangani uchun uning
koordinatasini shu no"qtalar koordinatalari orgali ifodalash mumkin.

Aytaylik, berilgan koordinata sistemasida o) vektorning boshi



A (x1; y1; 71) Va oxiri B(xz, y2; Z2) no qtalarda bo’lsin.
U holda OA =X, + Y1+ zk OB=x, + Yo+ Z,K bo'ladi.

OB =OA+ AB tenglikdanﬁB = OB — OA ni yozish mumkin.
z

\L
7

Bu yerdan a=AB= (X, = x)i+Y, — ¥;) 1+ (z, — ;) K yoki koordinatalar shaklida

a= (XZ_XI; y2_yl;22_zl) ®)
kelib chigadi, ya'ni vektorning koordinatalari shu vektor boshlang’ich va oxirgi bir gismli
koordinatalarining ayirmalariga teng. Bu vektor uzunligi quyidagi formula bilan Tormnamu:

a :\/(Xz - X1)2 + (yz - yl)z + (22 - 21)2 (6)
(6) formula fazoda ikki A(x1; y1; z1) va B(X2; Y2; z2) no'qtalar orasidagi masofani topish ham deb
yuritiladi.
Endi koordinatalari bilan berilgan ikki vektorlar ustidagi amallarni ko rib chigamiz.

Ikkita
a=xi+yj+zk, b=xi+y,j+z,k
vektorlar va A-ixtiyoriy hagigiy son berilgan bo'Isin. U holda
Aa=A4(Xi+Y]+zK)=AXi+Ay,J+A42Z  yoki
Aa=(AxX; Ay, A7)
atbh=0XX)i+(y,£y,)j+(z,+2,) yoki (7.8)
ath =(X X3y £ Y5323 7,)
Il. 1-ta’rif. A, Q,,...,Q,, vektorning chizigli kombinatsiyasi deb,

ﬂula +/12a_2+...+/1m a,, yig'indiga aytiladi, bu yerda A4, 4s,..., Am haqigiy sonlar, bu chizigli

kombinatsiyaning koeffitsiyentlari deyiladi.
Vektorlarning chizigli kombinatsiyasi vektorlardan tuzilgan bo'lib, u vektorni songa
kopaytirish va qo’shish amallari yordamida hosil bo'ladigan vektordir.

Misol. a1 =(2;—1,0), a2 = (-3; 2;1) vektorlarni 4,=2, 1,=3 koeffitsiyentli chizigli

kombinatsiyasini tuzing.
Yechish.

aid, = 2a1 =(4;— 2; 0)
5212 = 35.2 =(-9;6;3)
ad, +a,A, = 2a1 + 3az = (4;— 2; 0) + (<9;6; 3) = (-5,4;3)



Misol. a, = (5,4), &, = (-1,2), a, = (<10;—1) vektorlarni 41=3, =5, A=2
koeffitsiyentli chizigli kombinatsiyasini tuzing.
Yechish.

a1 A, =3a: = (15;12)
a,A ,= —5a, = (5,—10)
a, A, =2a3=(-20; - 2)

aild, +az A, +asd, = (15,12) + (5, 10) + (-20; — 2) =(0; 0)

Demak, ba'zida koeffitsiyentlarni shunday tanlash mumkinki, berilgan vektorlar
sistemasining chizigli kombinatsiyasi nol vektorga teng bo’lsin. Koeffitsiyentlarni bunday
tanlash har ganday vektorlar sistemasi uchun ham o'rinli bo'lavermaydi. Bunda hamma
koeffitsiyentlar bir vaqgtda nolga teng bo la olmaydi deb faraz gilinadi.

2-ta’rif. A1, A&2,...,m chekli sondagi vektorlar uchun kamida bittasi noldan farqgli
shunday A, A4,,...,4 , sonlar topilsaki, ular uchun
/1151 +/1252+...+lm a,=0 (9)
tenglik bajarilsa, u holda berilgan 51, 52,...,5m sistema chizigli bog'langan sistema
deyiladi.
3-ta’rif. Agar (9) tenglik fagatA,, 4 ,,...,4 ,= 0 bo’lgandagina bajarilsa, u holda
51, as . ,g.m sistema, chizigli erkli yoki chizigli bog'lanmagan sistema deyiladi.
4-ta’rif, Agar x; (I = ﬁ) sonlar uchun
5=/111a—1+/1252+...+ﬂ,kak (10)

tenglik bajarilsa, u holda & vektor 5,52,...,a_k vektorlar orgali chizigli ifodalanadi yoki a

vektor X; ai,da2,..., @k vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat deyiladi.

Masalan, a=(6; 4; 4) vektor a;=(1, 2, 3), a,=(3, 2, 1) va
a,=(1; -2; -3) vektorlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat, chunki

2a +1-a_2 +l-as=a
tenglik o’rinli, ya'ni
25+1-a_2+1-53 =2(1,2;3)+(3,2,1) + (,—2;—-3) = (6;4;4) = a

I11. Fazodagi chekli vektorlar sistemasining chizigli bog lanishi quyidagi xossalarga ega:

1-xossa. a1, &z2,...,&m Vektorlar sistemasining:

a) kamida bitta vektori nol vektordan iborat bolsa;
b) qandaydir 2 ta vektori proportsional bo'lsa, bu sistema chiziqli bog'langan bo'ladi.

2-xossa. Agar ai, az,...,am sistema chizigli bog'langan bo’lsa, istalgan b1, b2,..., b«
sistema uchun

a,,a,,..., a,,0b,b,,....0 (11)
sistema ham chizigli bog'langan bo"ladi.
3-xossa. Berilgan V fazoda a1, az,...,a&m sistema chizigli bog lanmagan bo’lsa, uning har

ganday kism sistemasi ham chizigli bog'lanmagan boladi.
4-xo0ssa. ai, az,...,a&m Vektorlar sistemasining istalgan vektori bu sistema orgali chizigli
ifodalanadi, ya'ni



a =0a+0-a,+.+1-a +0-ai1+...+0-am

5-x0ssa. a1, a&z2,...,&m vektorlar sistemasi chiziqli bog'langan bo’lish uchun ulardan kamida
bittasi golganlari orgali chizigli ifodalanishi zarur va yetarlidir.

S-ta’rif. P sonlar maydoni ustida ko rilgan chizigli fazoning biror chekli bo 'lmagank
vektorlar sistemasi o zida kamida birorta chekli sondagi chizigli bog'langan vektorlar
sistemasini saqlasa, k vektorlar sistemasi ham ozaro chizigli bog'langan deyiladi. Agar K
vektorlar sistemasining barcha chekli sondagi vektorlar sistemasi chizigli bog lanmagan bo 'Isa,
k vektorlar sistemasi ham chiziqli bog lanmagan sistema deyiladi.

6-ta’rif. Vektorlarning S sistemasi bazisi deb, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi S’
gism sistemasigi aytiladi:

1. S~ chizigli bog lanmagan vektorlar sistemasi;
2. S sistemaning har bir vektori S “sistema vektorlarining chiziqli kombinatsiyasi bo ladi.
7-ta’rif. Agar V vektorlar fazosining o zaro chizigli bog 'lanmagan shunday

X1, X2, 000y X0y eeey Xk (12)
vektorlar sistemasi mavjud bo'lsaki, V vektorlar fazosining qolgan barcha vektorlari

ai, az,...,am sistema orgali chizigli ifodalansa, u holda ai, az,...,am vektorlar
sistemasi V vektor fazoning bazisi deyiladi.

8-ta’rif. V fazoning aai, az,...,an vektorlari uchun
a=A a1+ A,az+...+4,an (13)
tenglik o'rinli bo'lsa, (A1, Az,..., Ay) kortejga a vektorning 5.1, 5.2,...,6_1n bazisga

nisbatan koordinata satri deyiladi.
Agar 7-ta’rifni ganoatlantiruvchi (12) sistema chekli bo'Imasa, u holda bunday vektor
fazoga cheksiz o’Ichovli vektor fazo deyiladi.
9-ta’rif. Chekli vektorlar sistemasining rangi deb undagi chizigli bog lanmagan
vektorlarning maksimal soniga aytiladi.
IV. 10-ta’rif. Agar V vektor fazoning biror
ai, d2,...,an (14)
vektorlari sistemasining istalgan ikki vektorlari o"zaro ortogonal bo’lsa, (14) sistema ortogonal
vektorlar sistemasi deyiladi.
Masalan: e;=(1; 0; 0), e,=(0; 1; 0), e3=(0; 0; 1) vektorlar sistemasi ortogonaldir, chunki
e1-e,=(1;0;0) -(0; 1; 0)=10+0-1+0-0=0
e1-e3=(1;0; 0) - (0; 0; 1) =1-0+0-0+0-1=0
er-e3=(0;1;0)-(0;0;1) =00+ 10+0-1=0
11-ta’rif. Agar ortogonal sistema garalayotgan fazoning bazisi bo'Isa, bunday sistemaga
ortogonal bazis deyiladi.
V. Vektorlar sistemasi igtisodiyotda keng qo’llaniladi. Masalan, ishlab chiqgariladigan
mahsulot turlari, hajmlari va baholari vektorlar sistemasini tashkil giladi.
Har bir mahsulot birligini ishlab chigarish uchun xom-ashyo sarfi vektor tashkil giladi.
Ishlab chigarishni optimal rejasini tuzish vektorlar sistemasini qo llashga asoslanadi.



V1. Ma’lumki, har bir vektorning yo‘nalishini uning koordinata o‘qlari bilan
tashkil etgan burchaklari to‘la aniqlab beradi. Masalan, tekislikdagi vektorni
garasak, u Ox va Oy o‘qlari bilan mos ravishda « va g burchaklar tashkil etadiki,

bu burchaklar uchun «+ ﬁ=% munosabat o‘rinlidir. Shu sababli, berilgan vektor

yo‘nalishini faqat bitta burchak yordamida ham aniqlasa bo‘ladi deyish mumkin,
lekin bunda tekislikda musbat aylanma yo‘nalish kiritilgan bo‘lishi shart.

Ta’rif. O‘zaro parallel bo‘lmagan a va b vektorlar aniglagan tekislikdagi

aylanma yo‘nalish deb, a vektordan b vektorgacha bo‘lgan eng gisqa (ya’ni 7
dan kichik) burilish burchagiga aytamiz.
Musbat yo‘nalish deb i va ] ortlar aniglagan aylanma yo‘nalishni

tushunamiz.

iV X
NaE%

1-rasm

Faraz qgilaylik, P -tekislikning ixtiyoriy vektori bo‘lsin. Uning boshini
koordinata boshi O ga ko‘chirib, OM radius-vektor bilan ustma-ust tushiramiz.
@ - P vektorni Ox o‘qi bilan tashkil etgan burchagi, ya’ni Ox ni musbat
yo‘nalishda burganda OM bilan ustma-ust tushish burchagi bo‘lIsin.

@ deb nainki aylanish burchagini, balki 2z dan oshiqg giymatlarni ham gabul
qiladigan burchakni tushunamiz, ya’ni bu yo‘nalishni necha marotaba 27
burchakka burmaylik, natijada yana dastlabki yo‘nalishga qaytamiz.



Y/

D X
S

2-rasm

@ manfly qiymatlar ham gabul qilishi mumkin, ya’ni Ox o‘qni manfiy
yo‘nalishda aylantirib P=OM vektor bilan ustma-ust tushirish mumkin. Lekin

bunda ¢ burchak endi P vektorning Ox o°q bilan tashkil etgan burchagi bilan bir
xil bo‘lmaydi. Masalan, 2- rasmdagi holatda « = dan kichik bo‘lgan musbat

burchak, ¢ esa yo -«, yoki 27—« ga teng. Shu sababli, agar «, g lar mos
ravishda P vektorning Ox va Oy o‘qlari bilan tashkil etgan burchaklari bo‘lsa, u
holda ¢

1-chorakda bo‘lsa: a=¢, A :%_go

2-chorakda bo‘lsa: a=¢, f=p-=

2

3-chorakda bo‘lsa: a=27-¢, p= go—%

4-chorakda bo‘lsa: a=27- o, ,8=27r+%
bo‘ladi.

Agar P={X, Y}bo‘lsa, u holda
X=‘F3‘COS(p, Y=‘I5‘singo, ‘5‘=m
ekanligini e’tiborga olsak ,

CoS = sinp= (1)

X Y
JXZy? JXZ+Y?
kelib chigadi. (1) formulalar P vektorning yo‘nalishini to‘la aniglab beradi. ¢ ni
giymatini (1) ning bitta formulasidan, masalan sing orgali aniqglasa bo‘ladi, lekin

bu vektorning yo‘nalishini aniglash uchun yetarli emas, buning uchun cos¢ ning
ishorasini ham bilish kerak bo‘ladi.



3-rasm

Faraz qgilaylik, P,={X,,Y,} va P,={X,,Y,} vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu
vektorlar orasidagi burchakni, agar u P, dan P,ga qarab o‘lchansa, PP,

ko‘rinishda ifodalaymiz; agar bu burchak yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsa, bu
burchakni musbat giymatlar bilan ifodalaymiz, aks holda bu burchak kattaligini

manfiy giymatlar bilan ifodalaymiz. P vaP, lar orasidagi burchakni topaylik. Agar
P vaP, vektorlarning Ox o‘q bilan tashkil etgan burchaklari mos ravishda ¢, va
@, bo‘lsa, u holda
P=0, — ¢

Bundan

cosp=cos(p,~¢,),  sinp=sin(p,~¢,)
yoki

cos (p, — ¢, )=Cos @, 0S¢, +sin @, sing,,

sin(p, —@, )=sin @, cosp, —sin ¢, cos @,,

X, _ Y,
COSQ =———t—, Ssingp =—r—t—ro
L X2y b X2y
ekanligini e’tiborga olsak,
s X1 Xa VY, 2
2 2 2 2
JXZ+Y2 X2 1Y,
singp= X, Yo =X, Yy (3)

\/X12 +Y)° \/Xz2 +Y,
munosabatlarni  hosil qilamiz. (2) formulaning o‘ng tomoni vektorlarning
koordinatalariga nisbatan simmetrik bo‘lsa, (3) formulaning o‘ng tomoni, P bilan
P,ning o‘rinlarini almashtirganda, o‘z ishorasini teskarisiga almashtiradi. Shu
sababli,
(B,.B)=— (BB, )+ 2k z
AN A\ AN
cos(ﬁz,ﬁl)zcos(lf’l,ﬁz), sin(ﬁz,ﬁl)z—sin(ﬁl,ﬁz)

bo‘ladi.



Misol. Q={3; 4} vektor bilan Q~P=60° burchak tashkil etuvchi, uzunligi 2
bo‘lgan P vektorni toping.
Yechish. Agar ¢p=0x, Q desak, u holda ¢+60°=0x, P bo‘ladi. Shu sababli,

Cosgozg, sin (p:g ekanligi uchun

X =2c0s (¢+60°)=2(005gocos 60° —sin gsin 600):

=2 COSgol—Sinq)ﬁ :§—£\/§=3_4\/§
2 2 5 5 5

Y =2sin (p+60° )=2(sin ¢ cos 60° + cos sin 60° )=

(41 sﬁj 44343
=2| ——4+——|=

5

VII. Boshlari A nugtaga keltirilgan P,=AB={X,,Y,} va P,=AC={X,,Y,}
vektorlar berilgan bo‘lsin.

a) b)
4-rasm
B va C uchlarini birlashtirib  ABC uchburchakni hosil gilamiz. Shu
uchburchak yuzini hisoblaylik. Agar p=(B, B,) bo‘lsa, ma’lumki

s=2|F[| B sing
(4)

Bu yerda, agar P, P, vektorlar aniglaydigan aylanma yo‘nalish Oxy tekislikning
musbat aylanma yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsa (4-rasm, a)), yuza giymati musbat,
aks holda (4-rasm, b)) manfiy bo‘ladi.
Endi (4) da sin ¢ o‘rniga (3) ni qo‘ysak:
1 1‘ X, Y,

S==(X,Y,-X,Y,)==
2(12 21)2X2 Y,

()

formulani hosil gilamiz.
Agar P, va P, vektorlarga tortilgan parallelogrammni ko‘rsak, uning yuzi
uchun



Xy Y

S=
XZ YZ

formulaga ega bo‘lamiz.
Endi faraz gilaylik, ABC uchburchakning uchlari
A(X,Y,), B(X,,Y,), C(X;,Y,) nuqtalarda bo‘Isin. Berilgan uchburchakning yuzi AB
va AC vektorlarga qurilgan uchburchak yuziga teng bo‘ladi. Agar
ﬁ:(xz—xl, yz_y1)1 Aé:(xs_xl’ y3_y1)

ekanligini e’tiborga olsak, (5) formulaga ko‘ra
_1 X=X Y= %
X3—=X; ¥Y3— Y1

2

yoki
Xl yl 1
S =5 X, Y, 1
X3 Y5 1
formulalarga ega bo‘lamiz.

VIII. Ta’rif. & va bvektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb, ular
uzunliklarining, ular orasidagi burchak kosinusiga bo‘lgan ko‘paytmasiga aytamiz,
ya’ni

dob= \b\cos(ab)

‘ ‘ éz‘é‘-npgﬁ

Q|

b
5-rasm

Vektorning proyeksiyasini ta’rifiga ko‘ra, |a|-cose (bu yerda az(é,ﬁ)) a

vektorning b vektordagi proyeksiyasiga teng bo‘ladi, shu sababli skalyar
ko‘paytmani

506=‘ 5‘~np5 §:| aﬁ|~npa b
ko‘rinishda ham yozsa bo‘ladi (5-rasmga garang).
Skalyar ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

c
3. (1a)olub |=(2 u)- éoB) (4,1 - ixtiyoriy sonlar)

yetarlidir.



1%-xossaning isboti.
306:|é|-‘6‘-c03a:603
2°, 3°, 4%xossalarning isbotini bajarishni o‘quvchining o‘ziga havola
gilamiz.
5°-xossaning isboti. Zarurligi. a-b=0 bo‘lsin. U holda, 0=a-b=|a|-|b|-cosa

dan |a|=0, ‘5‘:&0 bo‘lgani uchun cosa=0, 0‘z navbatida bundan a:%, ya’ni d1b

ekanligi kelib chigadi.
Yetarligi. Agar a:(éAB):% bo‘lsa, u holda cosa=0, shu sababli

506:|a|.\5\.cos%:o bo‘ladi.

5°-xossa vektorlarning perpendikulyarlik sharti deb ataladi.
4° va 5° - xossalarga asosan

- - = - -

(ox

Endi agar a=(x,,v,,2,), b=(x,,y,,2,) bo‘lsa, u holda

éoB:(xli +y, j+2, IZ)o(x2 i+y,j+2, E)le X, 1 2+X, Y,00]

e

+
- — - =2 - — = e
+X, ZyloK+Y, X, Jol+Y, Y, J°+Y, 2, Jok+Z, X, Kol +2, y, Ko j+
2
+2,2,k =X, X, + Yy, Y, +2, Z,

Xususan, agar a=b bo‘lsa,
yoki

bo‘ladi.
Bu formuladan foydalanib, fazoning ixtiyoriy A(x,v,,z,) B(X,,Y,,2,)
nuqtalari orasidagi masofa d,, ni quyidagicha topsa bo‘ladi:

dAB :| §|:‘ ﬁ ‘:\/ (Xz _Xl)2 +(Y2 _Y1)2 +(Zz _Zl)2
1-misol. (1, 1, 1) va (1,2,3) vektorlarning uzunligini toping.

Yechish.
QL) =/T +27 1 =3 (12,3)| =+ 2 132 =14

2-misol. a=(1,0,1) va b=(1,2,2) vektorlar orasidagi burchakni toping.
Yechish. Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan
dob
b

COSa =

formulani keltirib chigaramiz. Bundan
8] =17 407412 =v2, | |=y1+27+2° =3
dob=1-1+0-2+1.2=1+2=3

Demak,



COSOtzi:i azz.
342 V20 4
Faraz qgilaylik, berilgan a vektor x o‘qi bilan « burchak, y o‘qi bilan g
burchak, z o°qi bilan y burchak tashkil etsin. U holda
X=np, §:|é|-cosa,
Y =np, é:|é|-cosﬂ,
Z=np, é:|§|-0087/

ekanligidan
X

cosa = \
JX2+Y2 4272

cos f= Y , (6)
JX24Y242Z2

VA

cosy=
JXZ+Y?24Z7
kelib chigadi.

(6) n1 kvadratlarga ko‘tarib, o‘zaro qo‘shsak,

X?+Y?+2Z° - - Hammi
———————=1 munosabatni hosil qgilamiz. (6) dan
X +Y“+Z

topiladigan cose, cos g va cosy giymatlar a vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslar
deb ataladi.

Agar a=e=(I,m,n) ort bo‘lsa, u holda
I =cosa, m=cos 5, n=cos y

cos’ o +€0s” f+C0s® y=

bo‘ladi.
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