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Kirish 

 Mavzuning dolzarbligi. 1974-1976 yillarda  S.P.Novikov, P.Laks, 

V.A.Marchenko, B.A.Dubrovin, V.B.Matveev, A.R.Its, G.Mak-Kin, 

E.Trubovitslarning ilmiy ishlarida KdF tenglamasining x o‘zgaruvchi bo‘yicha 

davriy va chekli zonali yechimlarini tuzish usullari o‘rganilgan. 

2010 yilda A.B.Hasanov va A.B.Yaxshimuratovlar moslangan manbali KdF 

tenglamasini davriy funksiyalar sinfida integrallashga muvoffaq bo‘lishdi. 2011 

yilda A.B.Yaxshimuratov moslangan manbali Shredinger nochiziqli tenglamasini 

davriy funksiyalar sinfida integralladi. 2013 yilda A.Cabada va 

A.B.Yaxshimuratovlar moslangan manbali Kaup sistemasini davriy funksiyalar 

sinfida integrallashdi. 

 Tadqiqotning maqsadi. Yuklangan hadli nоchiziqli tеnglamalarni davriy 

funksiyalar sinfida intеgrallash. 

 Tadqiqotning vazifasi. Nochiziqli evolyutsion tenglamalarni davriy 

funksiyalar sinfida yechish usulini tahlil qilib, uni yuklangan hadli nоchiziqli 

tеnglamalarni yechishga tatbiq qilish. 

 Tadqiqotning obyekti. Yuklangan hadli Korteveg-de Friz tenglamasi, 

Shredinger nochiziqli tenglamasi va Kaup sistemasi. 

 Tadqiqotning predmeti. Dubrovin-Trubovits differensial tenglamalar 

sistemasi. 

 Tadqiqotning usullari. Teskari spektral masala usuli. 

 Tadqiqotning natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur 

ishning asosiy natijalari yangi. 

 Tadqiqotning natijalarining amaliy ahamiyati va tatbiqi. Olingan 

natijalar va qo‘llanilgan usullar nochiziqli evolyutsion tenglamalarni integrallashga 

tatbiq qilinadi. 

 Ish tuzilishi va tarkibi.  Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda 

adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo‘limlardan tuzilgan. 

Bajarilgan ishning asosiy natijalari. 1) yuklangan hadli KdF tenglamasi 

davriy funksiyalar sinfida yechilgan; 2) yuklangan hadli NSh tenglamasi davriy 
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funksiyalar sinfida yechilgan; 3) yuklangan hadli Kaup sistemasi davriy 

funksiyalar sinfida yechilgan 

Xulosa va takliflarning qisqacha umumlashtirilgan ifodasi. Mazkur 

dissertatsiyada yuklangan hadli KdF, NSh tenglamalarini va Kaup sistemasini 

yechish usuli olingan.   Qo‘llanilgan usullarni yuklangan hadli yuqori tartibli KdV, 

NSh tenglamalarini yechishga qo‘llashni taklif qilamiz. 
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I-BOB. YUKLANGAN HADLI KORTEVEG-DE FRIZ 

TENGLAMASINI DAVRIY FUNKSIYALAR SINFIDA INTEGRALLASH 

 

Matеmatik fizikaning bir qatоr masalalari Shturm-Liuvill оpеratоrining хоs 

qiymatlarini va оrtоnоrmallangan хоs funksiyalarini tоpishga kеltiriladi. Jumladan, 

klassik matеmatik fizikaning asоsiy tеnglamalari hisоblangan tоr tеbranishi va 

issiqlik o‘tkazuvchanlik tеnglamalarini Furyе usuli bilan yеchishda Shturm-Liuvill 

chеgaraviy masalasining хоs qiymatlarini, оrtоnоrmallangan хоs funksiyalarini 

aniqlashga va iхtiyoriy funksiyani ular yordamida Furyе qatоriga yoyishga to‘g‘ri 

kеladi. Bu yo‘nalishdagi ilk natijalar D.Bеrnulli, J.Dalambеr, L.Eylеr, Liuvill va 

Shturmlar tоmоnidan оlingan. Shturm-Liuvill оpеratоri spеktral nazariyasining 

asоsiy g‘оyalari XX-asrda G.D.Birkgоff, G.Vеyl, D.Gilbеrt, V.A.Stеklоv, 

E.Ch.Titchmarsh, N.Lеvinsоn, B.M.Lеvitan va bоshqa оlimlar tоmоnidan 

rivоjlantirildi. 

Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasining ∞
=0}{ nnλ  хоs qiymatlari va ∞

=0}{ nnα  

nоrmallоvchi o‘zgarmaslariga yoki spеktral funksiyasiga spеktral хaraktеristikalar 

dеyiladi. Spеktral хaraktеristikalarni tоpish va ularning хоssalarini o‘rganish 

masalasiga spеktral analizning to‘g‘ri masalasi dеyiladi. 

Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasi хоs funksiyalarining ],0[2 πL  fazоda 

to‘laligi haqidagi tеоrеmani ilk bоr XIX asrning охirlarida rus matematigi 

V.A.Stеklоv isbоtlashga muvaffaq bo‘lgan. 

Spеktral хaraktеristikalar yordamida Shturm-Liuvill tеnglamasi 

kоeffitsiеntini va chеgaraviy shartlarni aniqlash masalasiga spеktral analizning 

tеskari masalasi dеyiladi. 

Tеskari masalalar nazariyasining rivоjiga muhim turtki bo‘lgan ilk natija 

1929 yilda taniqli astronom V.A.Ambartsumyan tоmоnidan оlingan: agar ushbu  

],,0[)(,)( πλ Cxqyyxqy ∈=+′′−  

0)(,0)0( =′=′ πyy  
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Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasining хоs qiymatlari 2nn =λ , ...,2,1,0=n  

bo‘lsa, u hоlda 0)( ≡xq  bo‘ladi.  

Ambartsumyanning bu natijasi muhim ekanliliga birinchi bo‘lib, 1946 yilda  

Shvеd matеmatigi G.Bоrg e’tibоr bеrdi, u Ambartsumyanning natijasi umumiy 

qоidadan istisnо ekanligini ko‘rsatib berdi, ya’ni faqat bitta spektr orqali Shturm-

Liuvill chеgaraviy masalasini bir qiymatli tiklab bo‘lmasligini ko‘rsatdi. G.Borg, 

faqat bitta chegaraviy sharti bilan farq qiluvchi ikkita Shturm-Liuvill masalasining 

spektrlari ma’lum bo‘lsa, bu spektrlar orqali dastlabki masalalar bir qiymatli 

tiklanishini isbot qildi. Hozirda bu tasdiq, G.Borgning yagonalik teoremasi deb 

yuritiladi: agar ......10 <<<< nλλλ  sоnlar ushbu  

],,0[)(,)( πλ Cxqyyxqy ∈=+′′−  

⎩
⎨
⎧

∈=+′

∈=−′
1

1

,0)()(
,,0)0()0(
RHHyy

Rhhyy
ππ

 

chеgaraviy masalaning хоs qiymatlari va ......10 <<<< nµµµ  sоnlar quyidagi  

],,0[)(,)( πλ Cxqyyxqy ∈=+′′−  

⎩
⎨
⎧

∈≠=+′

∈=−′
1

111

1

,,0)()(
,,0)0()0(

RHHHyHy
Rhhyy

ππ
 

chеgaraviy masalaning хоs qiymatlari bo‘lsa, u hоlda nλ  va nµ  хоs qiymatlar 

kеtma-kеtligi orqali )(xq  haqiqiy funksiya va 1,, HHh  sоnlar bir qiymatli  

aniqlanadi.  

Shturm-Liuvill masalasi chekli oraliqda qaralsa va )(xq  koeffisient bu 

oraliqda integrallanuvchi bo‘lsa, bunday masalaga regulyar masala deyiladi, 

aksincha yoki interval chegaralanmagan bo‘lsa, yoki )(xq  koeffisient bu oraliqda 

integrallanuvchi bo‘lmasa, bunday Shturm-Liuvill masalasiga singulyar masala 

deyiladi. 

Singulyar Shturm-Liuvill operatorlari uchun teskari masalalar sohasidagi ilk 

natija 1949 yilda A.N.Tiхоnоv tomonidan olingan yagonalik teoremasidir, bu 
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teoremada Shturm-Liuvill masalasi, “impedans” funksiyasi (ya’ni Veyl-Titchmarsh 

funksiyasi) bo‘yicha bir qiymatli tiklanishi ko‘rsatilgan:  quyidagi  

∞<<=+′′ tztpz 0,0)(2λ  

tenglamaning koeffitsienti )(tp  bo‘lakli analitik funksiya bo‘lib, ushbu  

0)( 0 >≥ ptp  shart bajarilsin. U holda )(tp  koeffitsient  
),0(
),0()(

λ
λλ

u
uI
′

= , 0<λ  

funksiya orqali bir qiymatli aniqlanadi. Bu yerda  ),( λtu  orqali qaralayatgan 

tenglamaning  ushbu  0),(lim =
∞→

λtu
t

 shartni qanoatlantiruvchi yechimi 

belgilangan.  

Shuniyam aytib o‘tish lozimki, ushbu  

),()(),( λλ tztpxy ⋅= ,   ∫=
t

dpx
0

)( ξξ  

almashtirishlar yordamida qaralayotgan tenglama Shturm-Liuvill tenglamasiga 

keltiriladi.  

A.N.Tixonovning bu teoremasi, yer ichki qatlamlari elektrik hossalarini 

o‘rganish masalalarini matematik asoslashda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan. 

 1950 yilda V.A.Marchеnkо spеktral funksiya, ya’ni nλ  хоs qiymatlar va nα  

nоrmallоvchi o‘zgarmaslar kеtma-kеtligi Shturm-Liuvill chеgaraviy masalasini 

yagоna ravishda aniqlashini ko‘rsatib bеrdi.  

V.A.Marchеnkоning yagоnalik tеоrеmasi e’lоn qilingandan so‘ng, spеktral 

funksiya bo‘yicha Shturm-Liuvill оpеratоrini tiklash masalasi dоlzarb bo‘lib qоldi. 

Bu masalaning 1951 yilda I.M.Gеlfand va B.M.Lеvitan tоmоnidan yеchilishi, 

teskari spektral masalalar sohasidagi eng muhim bosqich bo‘ldi desak, mubolag‘a 

bo‘lmaydi. Bunda, almashtirish оpеratоri deb ataluvchi operator hal qiluvchi rоl 

o‘ynadi. Bu operator ikkita har хil Shturm-Liuvill tеnglamasining yеchimlarini 

o‘zarо bоg‘laydi. Almashtirish оpеratоrlari ilk bоr B.M.Lеvitan va J.Dеlsartlarning 

ilmiy ishlarida vujudga kеldi. Iхtiyoriy Shturm-Liuvill tеnglamasi uchun 

almashtirish operatori A.Ya.Pоvznеr tоmоnidan ishlab chiqildi. Spеktral analizning 

tеskari masalalarini yеchishda almashtirish оpеratоrlari I.M.Gеlfand, B.M.Lеvitan 
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va V.A.Marchеnkоlar tоmоnidan qo‘llanilgan. So‘ngra tеskari masalani 

yеchishning Gеlfand-Lеvitan usuli B.M.Lеvitan, I.M.Gasimоv va N.Lеvinsоn 

tоmоnidan mukammallashtirildi.  

Hozirgi kunda, tеskari masala yеchishning bir nеchta usullari bоr. Bu usullar 

orasida Gеlfand-Lеvitan usuli eng muhim ahamiyatga ega. Yuqorida 

aytganimizdek, bu usulda almashtirish оpеratоri asоsiy rоlni o‘ynaydi. Usulning 

eng muxim bоsqichi, almashtirish оpеratоrining yadrоsiga nisbatan оlingan chiziqli 

intеgral tеnglamadir. Bu intеgral tеnglama tеskari masalaning asоsiy intеgral 

tеnglamasi yoki Gеlfand-Lеvitan integral tеnglamasi dеb yuritiladi. 

1964 yilda I.M.Gasimоv va B.M.Lеvitan ikki spеktr yordamida Shturm-

Liuvill chеgaraviy masalasini qurish algоritmini ishlab chiqdilar. 

1967 yilda K.Gardnеr, J.Grin, M.Kruskal, R.Miura zamоnaviy matеmatik 

fizikaning asоsiy tеnglamalaridan biri bo‘lgan ushbu 

xxxxt qqqq 6−=  

Kоrtеvеg-dе Friz tеnglamasiga qo‘yilgan Kоshi masalasining yеchimini Shturm-

Liuvill оpеratоriga qo‘yilgan to‘g‘ri va tеskari masalalardan fоydalanib tоpishga 

muvоffaq bo‘lishdi. Natijada Shturm-Liuvill оpеratоri uchun qo‘yilgan to‘g‘ri va 

tеskari masalalarni o‘rganishga bo‘lgan qiziqish yanada оrtdi. Tabiiyki, Korteveg-

de Friz tenglamasini turli funksional sinflardagi yechimini topish masalasi, o‘z 

navbatida, Shturm-Liuvill operatori uchun turli funksional sinflarda qo‘yilgan 

teskari masalani o‘rganishni taqozo qiladi. 

Davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorining spektri yarim o‘qdan 

chekli yoki cheksiz sondagi intervallarni chiqarib tashlash usuli bilan hosil qilinadi. 

Bu intervallarga lakunalar deyiladi. Agar lakunalar soni chekli bo‘lsa, Shturm-

Liuvill operatorining koeffitsientiga chekli zonali potensial deyiladi. Bu holda 

Shturm-Liuvill operatorining spektri cheklita kesma va bitta nurning 

birlashmasidan iborat bo‘ladi. Umuman olganda, chekli zonali potensial davriy 

bo‘lishi shart emas. 

1974 yilda S.P.Novikov chekli zonali potensiallarni boshqa usulda o‘rgangan 

va ularni Korteveg-de Friz tenglamasining yechimlarini topishga qo‘llagan.  
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Umumiy holda davriy potensialli Shturm-Liuvill operatori uchun teskari 

masala I.V.Stankevich, V.A.Marchenko, I.V.Ostrovskiy, X.P.Mak-Kin, 

E.Trubovits, X.Xoxshtadt tomonidan o‘rganilgan. 

E.Trubovitsning tomonidan quyidagi fikr isbot qilingan: davriy potensiali 

Shturm-Liuvill operatoriga mos keluvchi lakunalar uzunligi eksponensial ravishda 

nolga intilishi uchun potensial haqiqiy analitik funksiya bo‘lishi zarur va yetarlidir. 

X.Xoxshtadt tomonidan esa 
n
π  soni π  davrli potensialning davri bo‘lishi 

uchun nomerlari n  ga bo‘linmaydigan barcha lakunalar yopilgan bo‘lishi zarur va 

yetarliligini isbot qildi.  

 Bu teorema 2=n  bo‘lgan holda G.Borg tomonidan 1946 yilda isbot 

qilingan. Shuning uchun bu teoremaga Borg teskari teoremasining umumlashmasi 

deyiladi.  

Davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatori uchun teskari spektral masala 

yechishda izlar formulasi va spektral parametrlarning evolyutsiyasi muhim o‘rin 

egallaydi.  

1975 yilda B.A.Dubrоvin tоmоnidan chеkli zоnali Shturm-Liuvill 

оpеratоrining spеktral paramеtrlari uchun diffеrеnsial tеnglamalar sistеmasi 

kеltirilib chiqarilgan, 1977 yilda esa Е.Trubоvits davriy pоtеntsialli  Shturm-

Liuvill оpеratоrining spеktral paramеtrlari uchun shunga o‘xshash sistеmani 

оlishga muvaffaq bo‘ldi. Hоzirgi kunda bu sistеmaga Dubrоvin-Trubоvits 

sistеmasi dеyiladi. 

S.P.Nоvikоv, B.A.Dubrоvin, V.B.Matvееv, A.R.Its, V.A.Marchеnkо, 

B.M.Lеvitanlar Kоrtеvеg-dе Friz tеnglamasining yеchimini chekli zonali, davriy 

va dеyarli davriy funksiyalar sinflarida tоpishga muvоffaq bo‘ldilar. 

Moslangan manbali Kоrtеvеg-dе Friz tenglamasi tez kamayuvchi 

funksiyalar sinfida 1988 yilda V.K.Melnikov tomonidan, davriy funksiyalar sinfida 

esa 2010 yilda A.B.Hasanov va A.B.Yaxshimuratov tomonidan yechilgan.  

Mazkur sissertatsiyaning I-bobida yuklangan hadli Korteveg-de Friz 

tenglamasining x  o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy bo‘lgan yechimini topish usuli 
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o‘rganilgan. Bunda Shturm-Liuvill operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral 

masalalar usuli qo‘llaniladi. 

 

 

1-§. Lyapunоv funksiyasining хоssalari. 

 

Butun o‘qda bеrilgan ushbu 

∞<<∞−=+′′− xyyxqy ,)( λ ,   (1.1) 

Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib chiqamiz. Bu yеrda )(xq  haqiqiy uzluksiz π -

davrli funksiya.  ),( λxc  va ),( λxs  оrqali (1.1) tеnglamaning ushbu  

⎩
⎨
⎧

=′
=

0),0(
1),0(

λ
λ

c
c

      va        
⎩
⎨
⎧

=′
=

1),0(
0),0(

λ
λ

s
s

   (1.2) 

bоshlang‘ich shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimlarini bеlgilaymiz. Sоddalik 

uchun quyidagi bеliglashlarni kiritib оlamiz: 

),(:),,(:),,(:),,(: λπλπλπλπ sssscccc ′=′=′=′= . 

1-хоssa. a) ),( λxc  va ),( λxs  funksiyalar x  o‘zgaruvchining har bir 

tayinlangan qiymatida λ  paramеtrga nisbatan butun funksiyalardir. 

b) 1),(),(),(),( =′−′ λλλλ xsxcxsxc  ayniyat bajariladi. 

Tеоrеma 1.1. Ushbu  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′=′
=

=+′′−≡

)()0(
)()0(

)(

π
π

λ

yy
yy

yyxqyLy
     (1.3) 

masalaning хоs qiymatlari haqiqiydir. Bu masalaga davriy masala dеyiladi. 

Tеоrеma 1.2. Davriy masalaning хоs qiymatlari 02)( =−λ∆  tеnglamaning 

ildizlari bilan ustma-ust tushadi, bu yеrda  

),(),()( λπλπλ sc ′+=∆ . 

)(λ∆  funksiyaga (1.1) masalaning Lyapunоv funksiyasi yoki Хill 

diskriminanti dеyiladi. 

Tеоrеma 1.1’. Ushbu  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′−=′
−=

=+′′−≡

)()0(
)()0(

)(

π
π

λ

yy
yy

yyxqyLy
                                    (1.4) 

masalaning хоs qiymatlari haqiqiydir. Bu masalaga antidavriy masala dеyiladi. 

Tеоrеma 1.2’. Antidavriy masalaning хоs qiymatlari 02)( =+λ∆  

tеnglamaning ildizlari bilan ustma-ust tushadi.  

Natija. 02)( =−λ∆  va 02)( =+λ∆  tеnglamalarning ildizlari haqiqiy. 

Misоl. (1.1) tеnglamada 0)( ≡xq  bo‘lsin.  U hоlda  

λ
λλλλ xxsxxc sin),(,cos),( ==  

bo‘ladi. Bundan Lyapunоv funksiyasi ushbu  

πλπλπλλπλπλ cos2coscos),(),()( =+=′+=∆ sc  

tеnglik bilan bеrilishi kеlib chiqadi. 

02)( =−λ∆  tеnglamaning ildizlarini, ya’ni davriy masalaning хоs 

qiymatlarini tоpamiz: 

02cos2 =−πλ , 

1cos =πλ , 

...,2,1,0,2 == nnπλπ  , 

...,2,1,0,)2( 2 == nnλ  .  

Dеmak, bu hоlda davriy masalaning 00 =λ  хоs qiymati karrasiz, qоlgan 

barcha  хоs qiymatlari ikki karrali ekan:  ...,2,1,)2( 2
212 ===− nnnn λλ .  Bu 

хоs qiymatlarga quyidagi оrtоnоrmallangan хоs funksiyalar mоs kеladi:    

nxxynxxyxy nn 2sin2)(,2cos2)(,1)( 2120 πππ
=== − , ...,2,1=n . 

Endi esa, 02)( =+λ∆  tеnglamaning ildizlarini, ya’ni antidavriy masalani 

хоs qiymtalarini tоpamiz: 

,1cos,02cos2 −==+ πλπλ  
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....,2,1,0,)12(
,2

2 =+=

+=

nn
n

λ

πππλ
 

Bu hоlda antidavriy masalaning barcha хоs qiymatlari ikki karrali bo‘ladi: 

....,2,1,0,)12( 2
122 =+== + nnnn µµ  

Lyapunоv funksiyasining ushbu  

0,ch2)(

,0,cos2)(

<=

≥=

λπλλ∆

λπλλ∆
 

ifоdalaridan uning grafigi quyidagicha bo‘lishi ko‘rinadi: 

 

(1-rasm) 

Endi )(λ∆  funksiyaning asimptоtikasini o‘rganamiz.  Buning uchun 

avvalо, ushbu  

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′
=

=+′′−

0),0(
1),0(

)(

λ
λ

λ

c
c

ccxqc
                                     (1.5)          

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′
=

=+′′−

1),0(
0),0(
)(

λ
λ

λ

s
s

ssxqs
                                   (1.6) 

masalalarga ekvivalеnt bo‘lgan intеgral tеnglamalar tuzib оlamiz. Ular quyidagicha 

bo‘ladi:  

∫
−

+=
x

dttctqtxxxc
0

),()()(sincos),( λ
λ

λλλ ,  (1.7) 
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∫
−

+=
x

dttstqtxxxs
0

),()()(sinsin),( λ
λ

λ
λ
λλ .   (1.8) 

Bulardan hоsila оlsak, 

∫ −+−=′
x

dttctqtxxxc
0

),()()(cossin),( λλλλλ ,         (1.9) 

∫ −+=′
x

dttstqtxxxs
0

),()()(coscos),( λλλλ    (1.10) 

kеlib chiqadi. 

Lеmma 1.1. τσλ ik +==  bo‘lsin, u hоlda quyidagi asimptоtik 

fоrmulalar o‘rinlidir:  

1) ],0[,),(),( πλ τ ∈∞→= xkeOxc x , 

2) ],0[,,cos),( πλ
τ

∈∞→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= xk

k
eOkxxc

x

 , 

3) ],0[,),(sin),( πλ τ ∈∞→+−=′ xkeOkxkxc x , 

4) ],0[,,),( πχ
χ

λ
χτ

∈∞→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= xeOxs  , 

5) ],0[,,sin),( 2 πλ
τ

∈∞→⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= xk

k
eO

k
kxxs

x

 , 

6) ],0[,,cos),( πλ
τ

∈∞→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=′ xk

k
eOkxxs

x

 . 

Natija 1. Ushbu 

,,cos2)(
Im

∞→
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=∆ λ

λ
πλλ

πλeO  

asimptоtik tеnglik o‘rinli. 

Natija 2. Ushbu 

+∞→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=∆ λ

λ
πλλ ,1cos2)( O  
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asimptоtik fоrmula o‘rinli. Dеmak, ∞+  da )(λ∆  funksiyaning qiymatlari ]2,2[−  

kеsma atrоfida  bo‘ladi. 

Natija 3. 0<λ  bo‘lsin, u hоlda λλ i=  bo‘ladi va  

−∞→
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=∆ λ

λ
πλλ

πλ

,2)( eOch  

asimptоtik fоrmula bajariladi.  

Agar 2)12( += mλ  dеsak, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=−∆

m
O 142)(λ  bo‘ladi. Bu tenglikdan 

02)( =−∆ λ  tеnglama kamida bitta haqiqiy yеchimga ega ekanligi ko‘rinadi. Bu 

tenglamaning eng kichik ildizini 0λ  оrqali bеlgilaymiz. 

Tеоrеma 1.3. Ushbu 

{ }∫ −′−+′=
∆ π

λλπλλλπλπλλπ
λ
λ

0

22 ),(),(),(),()],(),([),(),()( dttcststcsctsc
d

d  

fоrmula o‘rinli. 

Tеоrеma 1.4. A) λ  sоn 2)( =∆ λ  tеnglamaning karrali ildizi bo‘lishi uchun  

0),(,1),(,1),(,0),( =′==′= λπλπλπλπ ccss  tеngliklar bajarilishi zarur va 

yеtarlidir. 

B) λ  sоn ( ) 2−=∆ λ  tеnglamaning karrali ildizi bo‘lishi uchun 

0),(,1),(,1),(,0),( =′−=−=′= λπλπλπλπ ccss   

tеngliklar bajarilishi zarur va yеtarlidir. 

Tеоrеma 1.5. A) Agar λ  sоn 2)( =∆ λ  tеnglamaning karrali ildizi bo‘lsa, 

0)( <∆ λ&&  bo‘ladi. Хususan, bu nuqtada )(λ∆  funksiya lоkal maksimumga erishadi. 

B) Agar λ  sоn 2)( −=∆ λ  tеnglamaning ilidizi karrali bo‘lsa, 0)( >∆ λ&&  

bo‘ladi. Хususan, bu nuqtada )(λ∆  funksiya lоkal minimumga erishadi. 

Natija 1. 02)( =±∆ λ  tеnglama ildizlarining karrasi ikkidan оshmaydi. 
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Natija 2. 02)( =−∆ λ  tеnglamaning eng kichik ildizi karrasizdir. 

Haqiqatdan ham, agar u karrali bo‘lsa, bu nuqtada lоkal maksimum bo‘lar edi, 

natijada bundan kichik ildiz tоpilgan bo‘lar edi. 

Natija 3. Yuqоridagi tеоrеmalarni hisоbga оlib, Lyapunоv funksiyasining 

grafigi quyidagicha bo‘lishini ko‘ramiz: 

 

 
(2-rasm) 

Ushbu 

Rxyytxqy ∈=++′′− ,)( λ       (1.11) 

tеnglamani ko‘rib chiqamiz, bu yеrda t  haqiqiy paramеtr. (1.11) tеnglamaning 

quyidagi 1),,0( =tc λ , 0),,0( =′ tc λ , 0),,0( =ts λ , 1),,0( =′ ts λ  bоshlang‘ich 

shartlarni qanоatlantiruvchi yеchimlarini ),,( txc λ  va ),,( txs λ  оrqali bеlgilaymiz. 

(1.11) tеnglama uchun Lyapunоv funksiyasi ushbu 

),,(),,(),( tstct λπλπλ ′+=∆  

fоrmula bilan bеriladi. 

Tеоrеma 1.6. Ushbu ayniyat o‘rinli )(),( λλ ∆≡∆ t , ya’ni Lyapunоv 

funksiyasi t  paramеtrga bоg‘liq bo‘lmaydi. 

Natija. Ma’lumki (1.11) masalaning spеktri 2),(2 ≤∆≤− tλ  tеngsizlik bilan 

aniqlanadi. Tеоrеma 1.6 ga ko‘ra ushbu tеngsizlikning yеchimi 2)(2 ≤∆≤− λ  

tеngsizlikning yеchimi bilan ustma-ust tushadi. Dеmak, (1.11) masalaning spеktri 

t  paramеtrga bоg‘liq emas ekan, uning spеktri (1.1) masalaning spеktri bilan 

ustma-ust tushar ekan. 
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2-§. Flоkе yеchimlari va ularning хоssalari. 

 

Tеоrеma 2.1. (Flоkе). A) 04)(2 ≠−∆ λ  bo‘lganda (1.1) tenglama  quyidagi 

ko‘rinishdagi chiziqli erkli ikkita yеchimga ega:  

),(),( λρλψ π xpx
x

−−− ⋅= ,    ),(),( λρλψ π xpx
x

+++ ⋅= , 

bu yеrda ),( λxp−  va ),( λxp+  funksiyalar x  bo‘yicha  π  davrli funksiyalar bo‘lib,     

2
4)()( 2 −∆∆

=±

λλ
ρ

m
; 

B) Agar 2)( =∆ λ  bo‘lsa. (1.1) tenglamaning π  davrli nоldan farqli yеchimi 

mavjud; 

C) Agar 2)( −=∆ λ  bo‘lsa. (1.1) tenglamaning π  antidavrli nоldan farqli 

yеchimi mavjud. 

Isbоt. (1.1) tеnglamani birоr ρ  sоn uchun 

)()( xyxy ρπ =+  

shartni qanоatlantiruvchi yеchimini aхtaramiz. Bu hоlda umumiy yеchim 

),(),()( 21 λλ xsCxcCxy +=  

bo‘ladi. )(xq  funksiya π  davrli bo‘lgani uchun ),( λπ+xc  va ),( λπ+xs  

funksiyalar ham yеchim bo‘ladi. Bu yеchimlarni yеchimlar fundamеntal sistеmasi 

bo‘yicha yoyish mumkin:  

⎩
⎨
⎧

′+=+

′+=+
).,(),(),(),(),(
),(),(),(),(),(

λλπλλπλπ
λλπλλπλπ

xssxcsxs
xscxccxc

 

Bundan 

=+++=+ ),(),()( 21 λπλππ xsCxcCxy  

),()],(),([),()],(),([ 2121 λλπλπλλπλπ xssCcCxcsCcC ′+′++=  

kеlib chiqadi. Ushbu )()( xyxy ρπ =+  tеnglikni ishlatsak, 

⎩
⎨
⎧

=−′+′
=+−

0)),((),(
0),()),((

21

21

ρλπλπ
λπρλπ

sCcC
sCcC
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hоsil bo‘ladi. Оhirgi tеnglama nоldan farqli yеchimga ega bo‘lishi uchun uning 

asоsiy dеtеrminanti nоlga tеng bo‘lishi zarur va yеtarlidir: 

0
),(),(

),(),(
=

−′′
−

ρλπλπ
λπρλπ

sc
sc

, 

ya’ni 

.01)(2 =+− ρλ∆ρ  

Охirgi kvadrat tеnglamani yеchamiz:  ,4)(2 −= λ∆D  

2
4)()( 2 −∆∆

=±

λλ
ρ

m
 

A) 04)(2 ≠−λ∆  bo‘lsin. Bu hоlda ikkita yеchim mavjud  −+ ≠ ρρ .  Bu 

yеchimlarning har biriga (1.1) tеnglamaning ),( λψ x+  va ),( λψ x−  yеchimi mоs 

kеladi:  

),(),( λψρλπψ xx +++ ≡+ , ),(),( λψρλπψ xx −−− ≡+ . 

Quyidagi funksiyalarni kiritamiz:  

.),(),(),,(),( λψρλλψρλ ππ xxpxxp
xx

−

−

−−+

−

++ ==  

Bu funksiyalar π  davrli bo‘lishini ko‘rsatamiz: 

),(),(),(),(),(
1

λλψρλψρρλπψρλπ πππ
π

xpxxxxp
xxx

++

−

+++

−−

++

+
−

++ ===+=+ . 

Dеmak, 

),(),( λρλψ π xpx
x

−−− ⋅= ,    ),(),( λρλψ π xpx
x

+++ ⋅= , 

bo‘lar ekan.  11 =C  bo‘lsin, u hоlda  
),(

),(
2 λπ

λπρ
s

cC −
=   bo‘ladi, ya’ni    

.
),(2

4)(),(),( 2

2 λπ
λλπλπ

s
cs

C
−∆−′

=
m

 

Dеmak, 

).,(
),(2

4)(),(),(
),(),(

2

λ
λπ

λλπλπ
λλψ xs

s
cs

xcx ⋅
−∆−′

+=±

m
  (2.1) 
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Bu yеchimlarga Flоkе yеchimlari dеyiladi. Bu yеchimlar chiziqli erkli bo‘ladi, 

chunki 

−
−∆+−′

=−==
′′ +−

−+−+

−+

s
csmm

mm 2
411

),0(),0(
),0(),0( 2

λψλψ
λψλψ

 

.04
2

4 22

≠
−∆

=
−∆−−′

−
ss

cs  

B) 2)( =λ∆  bo‘lsin. U hоlda 

,1,0)1(,012 21
22 ===−=+− ρρρρρ  

ya’ni ),(),( λψλπψ xx =+  bo‘ladi. Dеmak, kamida bitta nоldan farqli, π  davrli 

yеchim mavjud.  

C) 2)( −=λ∆  bo‘lsin. U hоlda 

,1,0)1(,012 22 ===−=+− −+ ρρρρρ  

ya’ni ),(),( λψλπψ xx −=+ . Dеmak, kamida bitta nоldan farqli, π  anti davrli 

yеchim mavjud. Bu yеchim π2  davrga ega. Tеоrеma 2.1 isbоtlandi. 

Tеоrеma 2. 2. A) Agar 2)( >λ∆  bo‘lsa,  

)0,(),( 2 −∞∈− Lx λψ ,  ),0(),( 2 ∞∈+ Lx λψ  

va  

−∞→∞→∞→∞→ −+ xxxx ,),(,,),( λψλψ  

bo‘ladi. 

B) Agar 2)( <∆ λ  bo‘lsa, )0,(2 −∞L  yoki ),0(2 ∞L  fazоlarga qarashli 

bo‘ladigan nоldan farqli yеchimlar yo‘q, bu hоlda tеnglamaning iхtiyoriy yеchimi 

chеgaralangan. 

C) Agar 2)( ±=λ∆  bo‘lsa, )0,(2 −∞L  yoki ),0(2 ∞L  fazоlarga qarashli 

bo‘ladigan yеchim yo‘q. Ammо kamida bitta chеgaralangan yеchim mavjud. λ  

sоni 2)( ±=λ∆  tеnglamaning karrasiz ildizi bo‘lsa, faqat bitta chеgaralangan 

yеchim mavjud bo‘ladi, karrali yеchimi bo‘lsa, iхtiyoriy yеchim chеgaralangan 

bo‘ladi. 
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Natija 1. Tеоrеma 2.2 ushbu ),( λψ x+  va ),( λψ x−  yеchimlar Vеyl yеchimi 

ekanligini hamda 

),(2
4)(),(),(

)(
2

λπ
λλπλπ

λ
s

cs
m

−∆±−′
=±  

funksiyalar Vеyl-Titchmarsh funksiyalari ekanligini ko‘rsatadi. 

Natija 2. Davriy pоtеntsialli Shturm-Liuvill masalasining хоs qiymati 

umuman yo‘q. Spеktr uzluksiz bo‘lib,  

{ }2)(2 ≤∆≤−∈= λλ RE  

bo‘lar ekan. Bu to‘plam sanoqlita kesmalarning birlashmasidan iborat bo‘lishi 

ravshan: 

...],[...],[],[ 1223210 ∪∪∪∪= +nnE λλλλλλ  . 

Quyidagi 

),( 0λ−∞ , ),( 21 λλ , ),( 43 λλ , …, ),( 212 nn λλ − , …  

intervallarga lakunalar deyiladi. Ushbu ),( 0λ−∞  intervalga esa trivial lakuna 

deyiladi. 
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3-§. Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulalari. 

 

Butun o‘qda bеrilgan ushbu 

∞<<∞−=+′′−≡ xyyxqyLy ,)( λ ,              (3.1) 

Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib chiqamiz. Bu yеrda )(xq  haqiqiy uzluksiz π -

davrli funksiya.  ),( λxc  va ),( λxs  orqali (3.1) tenglamaning 1),0( =λc , 

0),0( =′ λc  va 0),0( =λs , 1),0( =′ λs  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi 

yechimlarini belgilaymiz. L  operatorning spektri quyidagi to‘plamdan iborat 

bo‘ladi 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∪−∞=≤∆≤−∈=

∞

=
−U

1
2120 ),(),(\}2)(2:{

n
nnRRE λλλλλ . 

(3.1) tenglama uchun ],0[ π  oraliqda qo‘yilgan Dirixle masalasining xos 

qiymatlarini nξ , 1≥n  orqali belgilaymiz. Ular 0),( =λπs  tenglamaning 

yechimlaridan iborat bo‘ladi hamda ],[ 212 nnn λλξ −∈ , 1≥n  munosabat bajariladi. 

Ta’rif 1. Ushbu ∞
=1}{ nnξ  sonlar ketma-ketligi va 

{ } 1,1),(),( ≥±=−′≡ ncssign nnn ξπξπσ , ishoralar ketma-ketligiga L  operatorning 

spektral parametrlari deyiladi. 

Ta’rif 2. Spektrning chetki nuqtalari va spektral parametrlardan tashkil 

topgan  }1,1,,0,{ ≥±=≥ nn nnn σξλ  to‘plamga L  operatorning spektral 

berilganlari deyiladi. 

Shturm-Liuvill operatorining spektral berilganlari orqali )(xq  potensialini 

topish masalasiga teskari spektral masala deyiladi. 

Agar biz ushbu 

RRxyyxqyyL ∈∈=++′′−= τλττ ,,)()( , 

siljigan argumentli Shturm-Liuvill tenglamasini qaraydigan bo‘lsak, uning spektri 

τ  parametrga bo‘g‘liq bo‘lmaydi, ya’ni ( ) ( ))0()( LL στσ =  bo‘ladi, ammo uning 

spektral parametrlari τ  parametrga bog‘liq bo‘ladi: 1),(),( ≥nnn τστξ . Bu spektral 

parametrlar quyidagi differensial tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi 
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)()()1(2 1 ξτσ
τ
ξ

nn
nn h

d
d −−= , 1≥n .                         (3.2) 

Bu yerda 

∏
∞

≠
=

−
− −

−−
−×−−=

nk
k nk

nknk
nnnnnnh

1
2

212
0212 )(

))(()())(()(
ξξ

ξλξλλξξλλξξ . 

Bu differensial tenglamalar sisitemasi chekli zonali potensiallar holida 1975 yilda 

B.A.Dubrovin tomonidan, davriy potensiallar holida 1977 yilda E.Trubovits  

tomonidan va cheksiz zonali deyarli davriy potensiallar holida B.M.Levitan 

tomonidan keltirib chiqarilgan. 

Dubrovin-Trubovits tenglamalar sistemasi (3.2) va ushbu 

∑
∞

=
− −++=

1
2120 ))(2()(

k
kkkq τξλλλτ                               (3.3) 

izlar formulasi birgalikda Shturm-Liuvill operatori uchun qo‘yilgan teskari 

masalani yechish usulini beradi. Bundan tashqari quyidagi izlar formulasi ham 

muhim o‘rin egallaydi: 

∑
∞

=
− −++=−

1

22
2

2
12

2
0

2 ))(2()(
2
1)(

k
kkkqq τξλλλττ ττ . 

1946 yilda shved matematigi G.Borg tomonidan quyidagi ajoyib teorema 

isbot qilingan. 1977 yilda X.Xoxshtadt bu teoremani sodda isbotini topishga 

muvaffaq bo‘ldi. 

Teorema 3.1. (G.Borg). 
2
π  soni Xill tenglamasi )(xq  potensialining davri 

bo‘lishi uchun 02)( =+∆ λ  tenglamaning barcha ildizlari, ya’ni antidavriy 

chegaraviy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘lishi zarur va 

yetarlidir. 

Borg teoremasini lakunalar tilida ham bayon qilish mumkin: 
2
π  soni Xill 

tenglamasi )(xq  potensialining davri bo‘lishi uchun Xill tenglamasi barcha toq 

nomerli lakunalarining yopilishi zarur va yetarlidir. 
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Yuqorida bayon qilingan G.Borg teoremasi 1984 yilda X.Xoxshtadt 

tomonidan umumlashtirildi. 

Teorema 3.2. (X.Xoxshtadt). 
n
π  soni Xill tenglamasi π  davrli )(xq  

potensialining davri bo‘lishi uchun nomerlari n  ga karrali bo‘lmagan barcha 

lakunalarning yopilishi zarur va yetarli. Bu yerda 2≥n  natural son. 

1977 yilda Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulasi yordamida 

E.Trubovits Xill operatori lakunalari uzunliklari va )(xq  potensialning analitikligi 

orasidagi bog‘lanish haqidagi quyidagi teoremani isbotlashga muvaffaq bo‘ldi. 

 Teorema 3.3. (E.Trubovits) π  - davrli haqiqiy )(xq  potensial analitik 

bo‘lishi uchun Xill operatori lakunalarning uzunliklari eksponensial ravishda nolga 

intilishi, ya’ni shunday 0>a  va 0>b  musbat sonlar topilib  
nb

nn ae−
− <− 122 λλ , ...,3,2,1=n  

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli. 
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4-§. Yuklangan hadli Korteveg-de Friz tenglamasini davriy funksiyalar 

sinfida integrallash 

 

Quyidagi 

xxxxxxt qqtqqqq ⋅⋅+−= =0)(6 γ ,   Rx∈ , 0>t                  (4.1) 

yuklangan hadli Kоrtеvеg-dе Friz tenglamasini ushbu 

)(),( 00
xqtxq

t
=

=
                                             (4.2) 

boshlang‘ich shart bilan birga ko‘rib chiqamiz. Bu yerda )(tγ  - berilgan haqiqiy 

uzluksiz funksiya. (4.1) tenglamaning (4.2) boshlang‘ich shartni va ushbu  

)0()0()0(),( 13 ≥∩>∩>∈ tCtCtCtxq tx                       (4.3) 

silliqlik shartlarini qanoatlantiruvchi, x  o‘zgaruvchi bo‘yicha π  davrli 

),(),( txqtxq =+ π                                             (4.4)   

haqiqiy ),( txqq =  yechimini topish talab qilinadi. 

(4.1)-(4.4) masalaning ),( txq  yechimini topishga Shturm-Liuvill operatori 

uchun qo‘yilgan to‘g‘ri va teskari spektral masalani qo‘llaymiz.   

Teorema 4.1. ),( txq  funksiya (4.1)-(4.4) masalaning yechimi bo‘lsin. U 

holda ushbu 

yytxqyytL λττ =++′′−≡ ),(),( ,  Rx∈                             (4.5) 

Shturm-Liuvill operatorining spektri τ  va t  parametrlarga bog‘liq bo‘lmaydi, 

ya’ni spektrning chetki nuqtalari nλ , 0≥n  lar τ  va t  parametrlarga bog‘liq 

bo‘lmaydi, ),( tn τξ , 1≥n  spektral parametrlari esa quyidagi Dubrovin-Trubоvits 

tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi: 

)(]4),0()(),(2)[,()1(2 ξξγττσξ
nnn

nn htqttqt
t

+−−=
∂
∂ ,  1≥n .            (4.6) 

Bu yerda  

∏
∞

≠
=

−
− −

−−
−×−−=

nk
k nk

nknk
nnnnnnh

1
2

212
0212 )(

))(()())(()(
ξξ

ξλξλλξξλλξξ  
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bo‘lib, ),( tn τσ  ishoralar ),( tn τξ  spektral parametr o‘zining ],[ 212 nn λλ −  lakunasi 

chetiga kelganida qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. Bundan tashqari ushbu 

)(),(),(),( 0
0

0
0

τστστξτξ ntnntn tt ==
==

,   1≥n                      (4.7) 

boshlang‘ich shartlar bajariladi. Bu yerda )(0 τξn , )(0 τσ n  1≥n  orqali )(0 τ+xq  

potensialga mos keluvchi spectral berilganlar belgilangan. 

Isbot. (4.5) tenglama uchun qo‘yilgan  

0)(,0)0( == πyy  

Dirixle masalasining ),( tnn τξξ = , 1≥n  xos qiymatlariga mos keluvchi 

ortonormollangan xos funksiyalarini ),,( txyy nn τ= , 1≥n  orqali belgilaymiz. 

Ushbu nnn yytL ξτ =),),((  ayniyatni t  bo‘yicha differensiallab hamda 

),( tL τ  operatorning simmetrikligidan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz: 

=++= ),),((),),(( nnnntnn yytLyyqytL &&& ττξ  

=++= ),(),),(()),(,( nntnnnn yyqyytLytLy && ττ  

∫=+=
π

ξ
0

2),()),(( dxyqyyqyy ntnntnnn
& .                          (4.8) 

Ushbu 

),(),0()(),(),(6),(),( txqtqttxqtxqtxqtxq xxxxxt τγττττ +⋅⋅+++−+=+  

ayniyatdan foydalanib, (4.8) tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz 

dxyqtqtqqq nxxxxxn ∫ ⋅⋅+−=
π

γξ
0

2]),0()(6[& .                     (4.9) 

Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ichini ny  va ny′  ga nisbatan kvadratik 

forma ko‘rinishida izlaymiz: 
222 ]),0()(6[)( nxxxxxnnnn yqtqtqqqycybyay γ+−=′′+′+ .             (4.10) 

Bu yerda a , b , c  koeffitsientlar ny  va ny′  ga bog‘liq emas. Agar (4.10) 

tenglikning chap tomonini hisoblab, nnn yqy )( ξ−=′′  ayniyatdan foydalansak, 

hamda mos koeffitsiyentlarni o‘zaro tenglasak, quyidagi tengliklar kelib chiqadi 
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cb ′−= ,   

)(
2
1

nqcca ξ−⋅−′′= , 

xxxxxxn qtqtqqqcqqcc ),0()(6)(2
2
1 γξ +−=−−⋅′−′′′ .               (4.11) 

Ushbu α+= qc 2  funksiya (4.11) tenglikni qanoatlantirishi ravshan. Bunda 

),0()(4 tqtn γξα −= . Bunga ko‘ra   

)()],0()(42[ nnxx qtqtqqa ξγξ −⋅−+−= ,   

xqb 2−= ,   

),0()(42 tqtqc n γξ −+=  

deb olsak, (4.10) tenglik bajariladi. Demak,  

=′+′+=
π

ξ
0

22 )( nnnnn ycybyay&  

)],,0(),,(][4),0()(),(2[ 22 tytytqttq nnn ττπξγτ ′−′+−= .              (4.12) 

(4.5) tenglamaning 0),,,0( =ts τλ , 1),,,0( =′ ts τλ  boshlang‘ich shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimini ),,,( txs τλ  orqali belgilaymiz. U holda ushbu 

),,,(
),(

1),,( txs
tc

txy n
n

n τξ
τ

τ =  

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda 

λ
τξπτξπτξτ

π

∂
∂′=≡ ∫

),,,(),,,(),,,(),(
0

22 tstsdxtxstc n
nnn . 

Bunga muvofiq 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−′

∂
∂

=′−′
),,,(

1),,,(),,,(
1),,0(),,( 22

ts
tststyty

n
n

n
nn τξπ

τξπ

λ
τξπ

ττπ . 

Bu yerga 

4)(),(
),,,(

1),,,( 2 −∆=
′

−′ nn
n

n t
ts

ts ξτσ
τξπ

τξπ  

ifodani qo‘ysak, 
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λ
τξπ
ξτσ

ττπ

∂
∂

−∆
=′−′

),,,(
4)(),(

),,0(),,(
2

22

ts
t

tyty
n

nn
nn  

kelib chiqadi. Bu yerda  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′
−′=

),,,(
1),,,(),(

ts
tssignt

n
nn τξπ
τξπτσ . 

Agar ushbu 

∏
∞

=

− −−
−=−∆

1
4

212
0

22 ))(()(44)(
k

kk

k
λλλλλλπλ , 

∏
∞

=

−
=

1
2),,,(

k

k

k
ts λξπτλπ  

yoyilmalarni ishlatsak, 

)(),()1(2),,0(),,( 22 ξτσττπ nn
n

nn httyty −=′−′               (4.13) 

hosil bo‘ladi. Bu ifodani (4.12) tenglikka qo‘ysak, (4.6) sistema kelib chiqadi. 

),( tL τ  operator spektrining chetki nuqtalari davriy va antidavriy 

masalalarning nλ , 0≥n  xos qiymatlaridan iborat ekanligi bizga yaxshi ma’lum. 

Shuning uchun davriy va antidavriy masalalarning nλ , 0≥n  xos qiymatlari  t  ga 

bog‘liq emasligini isbotlaymiz. ),,( txvn τ , 0≥n  orqali davriy yoki antidavriy 

masalaning normallangan hos funksiyalarini belgilasak, yuqoridagi usul bilan 

ushbu 

0=nλ& , 0≥n  

tenglikni hosil qilamiz. Bu esa ),( tL τ  operator spektrining chetki nuqtalari t  

parametrga bog‘liq emasligini bildiradi. Teorema isbotlandi. 

Izoh 4.1. Ushbu 

∑
∞

=
− −++=

1
2120 )),(2(),(

k
kkk ttq τξλλλτ                      (4.14) 

izlar formulasi yordamida (4.6) sistemani “yopiq” ko‘rinishda yozish mumkin. 

Natija 4.1. Yuqorida tuzilgan ),( tq τ  funksiya (4.1) tenglamani 

qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun ushbu 
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)(),()1(2 1 ξτσ
τ
ξ

nn
nn ht−−=

∂
∂ ,   1≥n                         (4.15) 

Dubrovin-Trubovits sistemasini hamda quyidagi izlar formulasini ham ishlatamiz 

 ∑
∞

=
− −++=−

1

22
2

2
12

2
0

2 )),(2(),(
2
1),(

k
kkk ttqtq τξλλλττ ττ .               (4.16) 

(4.6) va (4.16) Dubrovin-Trubovits sistemalariga ko‘ra 

τ
ξξγτξ
∂
∂

+−−=
∂
∂ k

k
k tqttq
t

]4),0()(),(2[ ,  1≥k .             (4.17) 

(4.14) izlar formulasi hamda (4.17) tenglikdan foydalanib quyidagini keltirib 

chiqaramiz: 

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

= ∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−=
1111

8),0()(242
k

k
k

k

k

k

k

k

k
t tqtq

t
q

τ
ξξ

τ
ξγ

τ
ξξ .        (4.18) 

Agar (4.14) va (4.16) izlar formulalaridan τ  bo‘yicha hosila olsak, ushbu 

ττ
ξ q

k

k −=
∂
∂

∑
∞

=1
2 ,   τττττ

ξξ qqq
k

k
k 2

2
14

1
−=

∂
∂

∑
∞

=
 

tengliklar kelib chiqadi. Bu ifodalarni (4.18) ga qo‘yamiz: 

ττττττ γ qqqqtqtqqqt 4),0()(2 −++−= , 

τττττ γ qtqtqqqqt ),0()(6 +−= . 

Natija 4.2. Bu teorema (4.1)-(4.4) masalani yechish usulini beradi. Buning 

uchun avvalo ushbu  

Rxyyxqy ∈=++′′− ,)(0 λτ  

tenglama uchun 

nλ ,  0≥n , )(0 τξn , )(0 τσ n , 1≥n  

spektral berilganlarni topib olamiz. So‘ngra (4.6)+(4.7) Koshi masalasiga 0=τ  ni 

qo‘yib, hosil bo‘lgan masalaning ),0( tnξ , 1≥n  yechimini topamiz. Shundan 

keyin, ),0( tnξ , 1≥n  uchun topilgan ifodani (4.6) sistemaga qo‘yamiz hamda 

(4.6)+(4.7) Koshi masalasini ixtiyoriy τ  da yechib ),( tn τξ , 1≥n  larni aniqlaymiz. 

Bu ifodalarni (4.14) izlar formulasiga qo‘yib ),( tq τ  yechimni topamiz. 
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Natija 4.3. Agar boshlang‘ich shartdagi )(0 xq  funksiya haqiqiy analitik 

funksiya bo‘lsa, u holda teorema 3.3 ga ko‘ra unga mos keluvchi lakunalar 

uzunliklari eksponensial ravishda nolga intiladi, bu lakunalar ),( txq  funksiyaga 

ham mos keladi. Shuning uchun ),( txq  yechim x  o‘zgaruvchi bo‘yicha haqiqiy 

analitik funksiya bo‘ladi. 

Natija 4.4. Аgar boshlang‘ich shartdagi  )(0 xq  funksiya 
n
π  davrga ega 

bo‘lsa, u holda Borg teskari teoremasining umumlashmasiga ko‘ra (teorema 3.2) 

nomerlari n  ga karrali bo‘lmagan barcha lakunalar yo‘qoladi, bu lakunalar ),( txq  

koefitsiyentga ham mos keladi. Shuning uchun ),( txq  yechim  x  o‘zgaruvchi 

bo‘yicha  
n
π  davrga ega bo‘ladi. Bu yerda  2≥n  natural son va ),( 212 kk λλ −  

lakunaning nomeri k . 
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I bob bo‘yicha xulosalar. 

 

 Ushbu  bobda  davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatori uchun 

qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, yuklangan hadli Korteveg-de Friz 

tenglamasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida yechilgan. 

Jumladan, Shturm-Liuvill operatori potensiali yuklangan hadli Korteveg-de Friz 

tenglamasining  x  o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u holda bu 

operatorning spektri t  parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu Shturm-Liuvill 

operatori spektral parametrlarining t  parametr bo‘yicha evolyutsiyasi topilgan. 

Bundan tashqari, yechimning x  bo‘yicha davri haqida va x  bo‘yicha analitikligi 

haqida muhim natijalar olingan. 
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II-BOB. YUKLANGAN HADLI NOCHIZIQLI SHREDINGER 

TENGLAMASINI DAVRIY FUNKSIYALAR SINFIDA INTEGRALLASH 

 

Quyidagi Dirak operatori  

∞<<∞−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= x
xpxq

xqxp
dx
dD ,

)()(
)()(

01
10

 

matematika va fizikada juda keng qo‘llaniladi. Bu holda )()()( xipxqxu −=  

funksiyaga potensial deyiladi. Berilgan potensial bo‘yicha  bu operatorning 

spektral  harakteristikalarini topish masalasiga to‘g‘ri masala, aksincha spektral   

harakteristikalar orqali potensialni topish masalasiga teskari masala deyiladi.  

K.Gardnеr, J.Grin, M.Kruskal, R.Miura larning bir qator ishlaridan keyin bu 

operatorlarga bo‘lgan qiziqish yanayam ortdi. Nochiziqli Shredinger  
22 uiuiuu xxt +−=  

va modifitsirlangan Korteveg-de  Friz  

xxxxt uuuu −= 26  

tenglamalari uchun davriy boshlang‘ich shartli Koshi masalasini o‘rganish, davriy 

potensialli Dirak operatori uchun to‘g‘ri va teskari masalalarni o‘rganishga olib 

keladi. Bu holatda operatorlarning spektri zonali tuzilishga ega bo‘ladi.  

Davriy koeffisientli operatorlar uchun teskari masala ancha murakkab, 

chunki spectral berilganlardagi ozgina o‘zgarish potensialning davriyligini buzishi 

mumkin. Shturm-Liuvill operatorining chekli zonali potensiali kvazidavriy 

funksiya bo‘lishi S.P.Novikov tomonidan isbot qilingan, A.R.Its va V.B.Matveev 

tomonidan esa chekli zonali potensiallar uchun yaqqol formula ham topilgan.  

Davriy potensialli Dirak operatori uchun to‘g‘ri va teskari masalalar 

B.M.Levitan, M.Z.Zamonov, A.B.Hasanov, A.M.Ibragimov va boshqalar 

tomonidan o‘rganilgan. 

Nochiziqli Shredinger tenglamasi, tez kamayuvchi funksiyalar sinfida, 

V.E.Zaxarov, Shabat A.B., Manakov S.V. lar tomonidan integrallangan. Davriy 
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funksiyalar sinfida bu masala Its A.R., Kotlyarov V.P., Dubrovin B.A., Matveev 

V.B. va boshqalar tomonidan o‘rganilgan.  

V.K.Mel’nikov, A.B.Hasanov, G.U.Urazboyev, A.A.Reyimberganovlarning 

hamda Hitoy matematiklari Y.B.Zeng, W.X.Ma, R.L.Lin, Y.Shao ishlarida 

moslangan manbali nochiziqli Sredinger tenglamasi tez kamayuvchi funksiyalar 

sinfida integrallangan, davriy funksiyalar sinfida esa bu masala 

A.B.Yaxshimuratov tomonidan o‘rganilgan.    

Ushbu magistrlik dissertatsiyaning II-bobida yuklangan hadli nochiziqli 

Shredinger sistemasining x  o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy bo‘lgan yechimini topish 

usuli o‘rganilgan. Bunda Dirak operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral 

masalalar usuli qo‘llanilgan. 

 

1-§. Dirak sistemasi uchun Lyapunov funksiyasi va uning xossalari 

 

Quyidagi Dirak sistemasini ko‘rib chiqamiz  

1 1 1

2 2 2

0 1 ( ) ( )
,

1 0 ( ) ( )
y y yp x q x

Ly
y y yq x p x

λ
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≡ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠   ),( ∞−∞∈x .   (1.1) 

  Bu yerda )(xp  va )(xq  haqiqiy uzluksiz π  davrli funksiyalar,  λ  esa 

kompleks parametr. (1.1) tenglamaning ushbu 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

),0( λc ,    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

),0( λs  

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

),(
),(

),(
2

1

λ
λ

λ
xc
xc

xc    va   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

),(
),(

),(
2

1

λ
λ

λ
xs
xs

xs  

orqali belgilaymiz. 

 ),( λxc va ),( λxs   vektor-funksiyalar quyidagi integral tenglamalarni 

qanoatlantiradi:  
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,),(
)()(
)()(

01
10

0
1

),(
0

dttc
tptq
tqtp

xc
x

λ
λ

λ
λ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫  

dtts
tptq
tqtp

xs
x

),(
)()(
)()(

01
10

1
0

),(
0

λ
λ

λ
λ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫ . 

Bu integral tenglamalardan ),( λxc  va ),( λxs  yechimlar mavjudligi, yagonaligi   

va x  ning har bir fiksirlangan qiymatida λ  parametrga nisbatan butun funksiya 

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu yechimlar, (1.1) tenglamaning yechimlar fundamental 

sistemasini tashkil qiladi hamda bu yechimlar uchun quyidagi Vronskiy ayniyati 

bajariladi: 

1),(),(),(),( 1221 =− λλλλ xsxcxsxc . 

Ta’rif 1. ),(),()( 21 λπλπλ sc +=∆  funksiyaga Dirak operatori uchun 

Lyapunov funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi.  

Teorema 1.1. a) ],0[ π  kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan davriy  

)()0( 11 πyy = , )()0( 22 πyy =  chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari haqiqiy 

bo‘ladi va ular  02)( =−∆ λ  tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust tushadi; 

b) ],0[ π  kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan antidavriy  

)()0( 11 πyy −= , )()0( 22 πyy −=  chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari 

haqiqiy bo‘ladi va ular  02)( =+∆ λ  tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust 

tushadi. 

Natija 1. Ushbu 02)( =−∆ λ  va 02)( =+∆ λ  tenlamalarning ildizlari 

haqiqiy bo‘ladi. 

Misol. Agar 0)( ≡xp , 0)( ≡xq  bo‘lsa, u holda  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

x
x

xc
λ
λ

λ
sin
cos

),( ,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

x
x

xs
λ
λ

λ
cos
sin

),( ,    λπλ cos2)( =∆  

bo‘ladi.  02)( =−∆ λ  tenglamaning ildizlari Znnnn ∈==− ,2414 λλ  bo‘ladi;  

02)( =+∆ λ  tenglamaning ildizlari  Znnnn ∈+== ++ ,122414 λλ  bo‘ladi. 

Ushbu  
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
= ∫  

integral tenglamalar yordamida ),( λxc  va ),( λxs  yechimlarning katta λ  lardagi 

asimptotikasini o‘rganish mumkin. Bunda quyidagi asimptotik formulalar kelib 

chiqadi: 

],0[,,
sin
cos

),(
Im

πλ
λλ

λ
λ

λ

∈∞→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎜⎜
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= xeO
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],0[,,
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Im
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⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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⎛−
= xeO

x
x

xs
x

. 

Bulardan, hususan, Lyapunov funksiyasining haqiqiy λ  lardagi asimptotikasi kelib 

chiqadi: 

.,1cos2)( ∞→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=∆ λ
λ

λπλ O  

Teorema 1.2. Lyapunov funksiyasining hosilasi uchun quyidagi formula 

o‘rinli: 

{
} .),(),(),(),()],(),([),(),(

),(),(),(),()],(),([),(),()(

2
212221

2
22

0

2
111121

2
12

dttcststcsctsc

tcststcsctsc
d

d

λλπλλλπλπλλπ

λλπλλλπλπλλπ
λ
λ π

−−++

+−−+−=
∆

∫  

(1.2) 

Teorema 1.3.  Agar haqiqiy λ  son uchun ushbu 2)(2 <∆<− λ  tengsizlik 

bajarilsa, u holda bu son uchun quyidagi tengsizliklar ham o‘rinli bo‘ladi: 

0),()(
2 <⋅

∆ λπ
λ
λ c

d
d ,  0),()(

1 >⋅
∆ λπ
λ
λ s

d
d . 

Natija 1.2. Ushbu  2)(2 <∆<− λ  tasmada  Lyapunov funksiyasing 

ekstremal qiymatlari yo‘q. 

Teorema 1.4. a) λ  son 2)( =∆ λ  tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi 

uchun quyidagi tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir: 
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0),(,1),(,1),(,0),( 2121 ==== λπλπλπλπ ccss ; 

b) λ  son 2)( −=∆ λ  tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi uchun quyidagi 

tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir: 

0),(,1),(,1),(,0),( 2121 =−=−== λπλπλπλπ ccss . 

Teorema 1.5. a) agar  λ  son  2)( =∆ λ  tenglamaning ikki karrali ildizi 

bo‘lsa, u holda  0)( <∆ λ&&  bo‘ladi. Hususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal 

maksimumga erishadi. 

b) agar  λ  son  2)( −=∆ λ  tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lsa, u holda  

0)( >∆ λ&&  bo‘ladi. Hususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal minimumga 

erishadi. 

Natija 1.3. Ushbu 02)( =±∆ λ  tenglamalar ildizlarining karrasi ikkidan 

oshmaydi.  

Yuqorida keltirilgan teoremalar va )(λ∆  Lyapunov funksiyasining 

asimptotikasiga ko‘ra, umuman olganda )(λ∆  funksiyaning grafigi quyidagi 

ko‘rinishda bo‘lishi kelib chiqadi: 

 
(1-rasm) 

),( λπ+xc  va ),( λπ+xs  funksiyalar ham (1.1)  tenglamani 

qanoatlantirishidan quyidagi lemma kelib chiqadi. 

Lemma 1.1. (1.1) sistemaning ),( λxc  va ),( λxs  yechimlari uchun quyidagi 

ayniyatlar bajariladi: 

),(),(),(),(),( 21 λλπλλπλπ xscxccxc +=+ , 

),(),(),(),(),( 21 λλπλλπλπ xssxcsxs +=+ . 

Quyidagi Dirak sistemasini ko‘rib chiqamiz       
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,
)()(

)()(
01
10

)(
2

1

2

1

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+
++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

≡
y
y

y
y

xpxq
xqxp

y
y

yL λ
ττ
ττ

τ ),( ∞−∞∈x ,  

(1.3) 

bu yerda t  haqiqiy parametr. ),,( τλxc  va ),,( τλxs  orqali (1.3) tenglamaning 

quyidagi boshlang‘ich shartlarni qanoatlanturuvchi yechimlarini belgilaymiz: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

),,0( τλc    va   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

),,0( τλs . 

Lyapunov funksiyasining ta’rifiga ko‘ra  ),,(),,(),( 21 τλπτλπτλ sc +=∆ . 

 Lemma 1.2. Quyidagi ayniyatlar o‘rinli:  

).,(),(),(),(),,(
),,(),(),(),(),,(

11

22

λτλτλτλττλ
λτλτλτλττλ

+++−=
+−+=

xscxcsxs
xscxcsxc

 

Isbot. ),( λτ+xc va ),( λτ+xs   lar (1.3) tenglamaning fundamental 

yechimlar sistemasini tashkil etadi. Demak,  

),(),(),,( 21 λτλττλ +++= xsCxcCxc  

 bo‘ladi. 1C  va 2C  larni boshlang‘ich shartlar yordamida topamiz: 

),(,),( 2221 λτλτ cCsС −== . 

Shuning uchun  

),(),(),(),(),,( 1212 λτλτλτλττλ +−+= xscxcsxc . 

Lemmadagi ikkinchi ayniyat ham shu tarzda isbot qilinadi. Lemma isbotlandi. 

Teorema 1.6. Ushbu )(),( λτλ ∆≡∆  ayniyat bajariladi, ya’ni Lyapunov 

funksiyasi τ  parametrga bog‘liq emas. 

Isbot. 1.2-lemmaga ko‘ra   

=+=∆ ),,(),,(),( 21 τλπτλπτλ sc  

−+−+= ),(),(),(),( 1212 λτπλτλτπλτ sccs  

).,(),(),(),( 2121 λτπλτλτπλτ +++− sccs  

Endi 1.1-lemmadan foydalansak, quyidagiga ega bo‘lamiz 

−+=∆ )],(),(),(),()[,(),( 12112 λτλπλτλπλττλ scccs  

−+− )],(),(),(),()[,( 12112 λτλπλτλπλτ sscsc  



36 
 

++− )],(),(),(),()[,( 22211 λτλπλτλπλτ scccs  

)],(),(),(),()[,( 22211 λτλπλτλπλτ sscsc ++ . 

Bu ifodani soddalashtirib Vronskiy ayniyatidan foydalanamiz 

+−=∆ )],(),(),(),()[,(),( 21211 λτλτλτλτλπτλ csscc  

=−+ )],(),(),(),()[,( 21212 λτλτλτλτλπ csscs  

)(),(),( 21 λλπλπ ∆=+= sc . 

Teorema isbotlandi. 

 

 

2-§. Dirak sistemasi uchun Floke yechimlari va ularning xossalari 

 

Teorema 2.1. (Floke). a) agar 04)(2 ≠−∆ λ  bo‘lsa, u holda (1.1) 

tenglamaning quyidagi ko‘rinishdagi ikkita chiziqli erkli yechimi mavjud:  

),,(),(),,(),( λρλψλρλψ ππ xpxxpx
xx

+++−−− ⋅=⋅=  

bunda ),( λxp−  va ),( λxp+  funksiyalar x  bo‘yicha π  davrli bo‘lib,     

2
4)()( 2 −∆±∆

=
λλ

ρm ; 

b) agar 2)( =∆ λ  bo‘lsa, u holda (1.1) tenglamaning π  davrli yechimi 

mavjud bo‘ladi; 

c) agar 2)( −=∆ λ  bo‘lsa, u holda (1.1) tenglamaning π2  davrli yechimi 

mavjud bo‘ladi. 

Bu yerdagi ildiz analitik ildiz bo‘lib, uning quyidagi shartni 

qanoatlantiruvchi shohchasi olingan  

( )πλλπλ Im2 sin24)( eoi =−−∆ ,     ∞→ iλ . 

Bunda 4)(2 −∆ λ  funksiya EC \  sohada analitik bo‘ladi, bu yerda E  

orqali ushbu 2)(2 ≤∆≤− λ  tengsizlikning yechimi belgilangan. E  to‘plam bu 
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funksiyaning uzilish nuqtalar to‘plamidir. ),( λψ x−  va ),( λψ x+  yechimlarga Floke 

yechimlari deyiladi.  

Isbot. (1.1) tenglamani biror ρ  uchun )()( xyxy ρπ =+ shartni            

qanaotlantiradigan yechimlarini axtaramiz. (1.1) tenglamaning 

),(),()( 21 λλ xsCxcCxy +=  

umumiy yechimiga 1.1-lemmani qo‘llaymiz:  

[ ] [ ] ),(),(),(),(),(),()( 2212112111 λλπλπλλπλππ xssCcCxcsCcCxy +++=+ . 

Ushbu )()( xyxy ρπ =+  shartdan va ),(,),( λλ xsxc  chiziqli erkli ekanidan 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

22221

11211

),(),(
),(),(

CsCcC
CsCcC
ρλπλπ
ρλπλπ

 

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar sistemasini noldan farqli 

yechimga ega bo‘lishi shartiga ko‘ra  

0
),(),(
),(),(

22

11 =
−

−
ρλπλπ

λπρλπ
sc

sc
, 

0))(( 1221 =−−− scsc ρρ , 

012
2

2121 =−+−− scscsc ρρρ , 

.01)(2 =+∆− ρλρ  

a) agar 04)(2 ≠−∆ λ   bo‘lsa , −+ ≠ ρρ  bo‘ladi,  11 =C  desak, 
1

1
2 s

C θρ −
= ±  

bo‘ladi.  (1.1)  tenglamalar sistemasining yechimlari esa quyidagicha bo‘ladi: 

),(
),(2

4)(),(),(
),(),(

1

2
12 λ

λπ
λλπλπ

λλψ xs
s

cs
xcx

−∆±−
+=± . 

Ushbu  

),(),( λψρλ π xxp
x

±

−

+± ⋅=  

funksiya π  davrliligini  ko‘rsatamiz:  

),(),(),(),( /)(/)( λλψρρλπψρλπ ππππ xpxxxp xx
±±±

+−
±±

+−
±± =⋅⋅=+⋅=+ . 
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),( λψ x±   chiziqli erkli yechimlar ekanini ko‘rsatish uchun biror nuqtada 

ularning Vronskiani noldan farqliligini ko‘rsatish yetarli. Xususan, 0=x  nuqtada  

{ } 0
4)(

11
,

1

2

1
1

1

1

10
≠

−∆
=

−
=−−= +−

−+=−+ ss
s

c
s

cW
x

λρρ
ρρψψ . 

b) Agar  2)( =∆ λ  bo‘lsa, 121 == ρρ  bo‘ladi va   

),(
),(

),(1),(),(
1

1 λ
λπ
λπλλψ xs

s
cxcx ⋅

−
+=  

π  davrli yechim bo‘ladi. 

c) Agar 2)( −=∆ λ  bo‘lsa , 121 −== ρρ  bo‘lib,  

),(
),(

),(1),(),(
1

1 λ
λπ
λπλλψ xs

s
cxcx ⋅

−−
+=  

π2  davrli yechim bo‘ladi. Teorema 2.1 isbotlandi. 

 Teorema 2.2. a) agar 2)( >∆ λ  bo‘lsa, u holda 1)(,1)( <> +− λρλρ  

bo‘ladi; 

b) agar 2)( ≤∆ λ  bo‘lsa, u holda 1)()( == +− λρλρ  bo‘ladi. 

Teorema 2.3. Floke yechimlari Veyl yechimlariga proporsional bo‘ladi va 

Veyl-Titchmarsh funksiyasi quyidagi formula bilan beriladi:  

),(2
4)(),(),(

)(
1

2
12

λπ
λλπλπ

λ
s

cs
m

−∆±−
=m . 

Natija 2.4. Davriy potensialli (1.1) Dirak operatori xos qiymatga ega emas. 

Uning spektri uzluksiz bo‘lib, u quyidagi to‘plamdan iborat: 

{ }2)(21 ≤∆≤−∈= λλ RE , 

ya’ni  

U
∞

−∞=
−=

n
nnRE ),(\ 212

1 λλ                                          (2.1) 

Ushbu ),( 212 nn λλ − , Zn∈  intervallarga lakunalar deyiladi. 

 Ushbu 0),(1 =λπs  tenglamaning ildizlarini nξ , Zn∈  orqali belgilaymiz. Bu 

yerda Veyl-Titchmarsh funksiyasining mahrajidan kelib chiqdik.  nξ , Zn∈  sonlar 
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(1.1)  Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan quyidagi Dirihle masalasining xos 

qiymatlari bilan ustma-ust tushadi 

0)0(1 =y ,  0)(1 =πy . 

Bundan tashqari  ],[ 212 nnn λλξ −∈ , Zn∈   bo‘ladi.  

Ta’rif 2.1. Usbu ],[ 212 nnn λλξ −∈ , Zn∈  sonlar va  

{ }),(),( 12 nnn cssign ξπξπσ −= , Zn∈  ishoralarga (1.1) masalaning spektral 

parametrlari deyiladi. nξ  o‘z lakunasining cheti bilan ustma-ust tushganida 1=nσ  

deb qabul qilamiz.    

Ta’rif 2.2. Lakunalarning chetlari nλ , Zn∈  hamda nξ ,  1±=nσ , Zn∈  

spektral parametrlarga (1.1) masalaning spektral berilganlari deyiladi.  

Ta’rif 2.3. (1.1) sistemaning spektral berilganlarini topish masalasiga to‘g‘ri 

masala deyiladi, aksincha, spektral berilganlar orqali (1.1) sistemaning 

koeffitsientlarini topish masalasiga teskari spektral masala deyiladi.  

 

 

3-§. Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulalari 

Quyidagi 

,
)()(

)()(
01
10

)(
2

1

2

1

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+
++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

≡
y
y

y
y

xpxq
xqxp

y
y

yL λ
ττ
ττ

τ ),( ∞−∞∈x  

masalaning Lyapunov funksiyasi τ  parametrga bog‘liq emasligidan bu masalaning 

spektri ham τ  parametrga bog‘liq emasligi kelib chiqadi. Demak, bu masalaning 

spektri ham (2.1) to‘plam bilan ustma-ust tushadi. Ammo, spektral parametrlar τ  

parametrga bog‘liq bo‘ladi, shuning uchun ularni )(),( τστξ nn , Zn∈  orqali 

belgilaymiz. Spektral parametrlar τ  ga bog‘liqlik qonuniyatini topish talab 

qilinadi. Ular quyidagi Dubrovin-Trubovits differensial tenglamalar sistemasi deb 

ataladigan sistemani qanoatlantiradi: 

×−−−= −
− ))(()()1( 212
1

nnnnn
nn

d
d ξλλξτσ
τ
ξ  
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∏∑
∞

≠
−∞=

−
∞

−∞=
− −

−−
×−++×

nk
k nk

nknk

k
kkkn

,
2

212
212 )(

))((])2(2[
ξξ

ξλξλξλλξ ,  Zn∈ .     (3.1) 

(3.1) sistema quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan qaraladi:  

)0()(
0 nn ξτξ

τ
=

=
,   Zn∈ ,    )0()(

0 nn στσ
τ

=
=

,    Zn∈ . 

)(τξn  spektral parametr o‘z lakunasining chetiga kelganidagina )(τσ n  

ishora qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi.  

(1.1) Dirak sistemasi uchun quyidagi izlar formulalari deb ataladigan 

formulalar o‘rinli:  

∑
∞

−∞=
− −+=

k
kkkp ))(2()(2 212 τξλλτ , 

∑
∞

−∞=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=′+

k
k

kkqq )(
2

)()( 2
2
2

2
122 τξλλττ , 

∑ ∏
∞

−∞=

∞

≠
−∞=

−
−

−

−
−−

⋅−−−=
n

nk
k nk

nknk
nnnnn

nq 2
212

212
1

))()((
))())((())()()(()()1()(

τξτξ
τξλτξλτξλλτξτστ . 

 Natija. Agar bizga (1.1) masalaning spektral berilganlari ma’lum bo‘lsa, u 

holda bu boshlang‘ich shartlar bilan Dubrovin-Trubovits sistemasini yechib 

)(),( τστξ nn , Zn∈  spektral parametrlarni topamiz. Bularni izlar formulalariga 

qo‘ysak, (1.1) masalanining koeffitsientlari kelib chiqadi. 

[36] ishda Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulalarini qo‘llab, 

lakunalar uzunliklarining nolga intilish tartibi bilan )(xp   va  )(xq  

koeffitsientlarning analitikligini bog‘lovchi quyidagi ikkita teorema isbot qilingan.  

Teorema 3.1. Agar  )(xp , )(xq  π -davrli haqiqiy funksiyalar ),(2 ∞−∞C  

sinfga tegishli bo‘lsa va lakunalar uzunliklari 122 −− nn λλ  eksponensial ravishda 

nolga intilsa, ya’ni 0,0 >> ba  o‘zgarmas sonlar topilib, n  ning barcha butun 

qiymatida nb
nn ae−
− <− 122 λλ  bo‘lsa, u holda )(xp  va )(xq  funksiyalar haqiqiy 

o‘qda analitik funksiya bo‘ladi, ya’ni har bir nuqtaning biror atrofida 

yaqinlashuvchi darajali qatorga yoyiladi. 
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Teorema 3.2. Agar )(xp  va )(xq  haqiqiy analitik funksiyalar π -davrli 

bo‘lsa, u holda lakunalar uzunliklari 122 −− nn λλ  eksponensial ravishda nolga 

intiladi. 

[35] ishda Dirak operatori uchun Borg teskari teoremasining quyidagi 

analogi isbot qilingan. 

Teorema 3.3. 
2
π  soni )(xp  va )(xq  koeffitsientlarning davri bo‘lishi uchun 

( )()0( πyy −= ) antidavriy masalaning barcha hos qiymatlari ikki karrali bo‘lishi 

zarur va yetarlidir.  

 

 

4-§. Yuklangan hadli nochiziqli Shredinger tenglamasini davriy funksiyalar 

sinfida integrallash 

 

Quyidagi yuklangan hadli Shredinger tenglamasini 

xxxt ututbiuuiuu 22 ),0()(2 +−= ,  Rxt ∈> ,0                      (4.1) 

ushbu 

)(),( 00
xutxu

t
=

=
                                          (4.2) 

boshlang‘ich shart va 

                   ),(),( txutxu =+ π                                         (4.3) 

x  bo‘yicha davriylik sharti hamda ushbu 

)0()0()0(),( 12 ≥∩>∩>∈ tCtCtCtxu tx                        (4.4) 

silliqlik sharti bilan birga ko‘rib chiqamiz. Bu yerda  )(tb  - berilgan uzluksiz 

xaqiqiy funksiya. 

Agar (4.1)-(4.4) masalada iqpu +−=  almashtirish bajarsak u quyidagi 

ko‘rinishni oladi: 

⎩
⎨
⎧

+++−=
++++−=

xxxt

xxxt

qtqtptbqpppq
ptqtptbqpqqp

)],0(),0()[()(2
)],0(),0()[()(2

2222

2222

,  Rxt ∈> ,0 ,   (4.5) 
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)(),( 00
xptxp

t
=

=
,  )(),( 00

xqtxq
t

=
=

,                              (4.6) 

),(),( txptxp =+ π ,   ),(),( txqtxq =+ π ,                          (4.7) 

)0()0()0(),(),,( 12 ≥∩>∩>∈ tCtCtCtxqtxp tx .                     (4.8) 

Teorema 4.1. Agar ),(),(),( txiqtxptxu +−=  funksiya (4.1)-(4.4) 

masalaning yechimi bo‘lsa, u holda koeffitsiyentlari ),( txp τ+  va ),( txq τ+  

bo‘lgan Dirak operatorining spektri τ  va t  parametrlarga bog‘liq bo‘lmaydi, 

spektral parametrlari ),( tn τξ , Zn∈  esa quyidagi Dubrovin-Trubovits sistemasini 

qanoatlantiradi: 

×−=
∂
∂

)(),()1(2 ξτσ
ξ

nn
nn ht

t
 

]}),()][,0(),0()[(]),([),(),({ 22222
nnnx tptqtptbtptqtq ξτξξτττ ++−++++× . 

(4.9) 

Bu yerda 

∏
∞

≠
−∞=

−
− −

−−
⋅−−=

nk
k nk

nknk
nnnnnh

,
2

212
212 )(

))(())(()(
ξξ

ξλξλξλλξξ . 

Bunda 1),( ±=tn τσ , Zn∈  ishoralar ),( tn τξ  spektral parametr ],[ 212 nn λλ −  o‘z 

lakunasining chetiga kelganida qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. Bundan tashqari 

ushbu 

)(),( 0
0

τξτξ ntn t =
=

, )(),( 0
0

τστσ ntn t =
=

,  Zn∈                      (4.10) 

boshlang‘ich shartlar ham bajariladi. Bu yerda )(0 τξn , )(0 τσ n , Zn∈   lar Dirak 

operatorining )(0 τ+xp  va )(0 τ+xq  koeffitsientlariga mos keluvchi spektral 

parametrlaridir. 

 Isbot. Ushbu 

yytx
dx
dyBytL λττ =+Ω+≡ ),(),( ,  Rx∈                         (4.11) 
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Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan 0)(,0)0( 11 == πyy  Dirixle masalasining 

),( tn τξ , Zn∈  xos qiymatlariga mos keluvchi ortonormallangan xos vektor-

funksiyalarni Zn
txy
txy

txy
n

n
n ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ,

),,(
),,(

),,(
2,

1,

τ
τ

τ  orqali belgilaymiz. Bu yerda 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+
++

=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
)(
)(

,
),(),(

),(),(
),(,

01
10

2

1

xy
xy

y
txptxq

txqtxp
txB

ττ
ττ

. 

Ushbu  

),),(( nnn yytL τξ =  

tenglikni t  bo‘yicha differensiallab, ),( tL τ  operatorning simmetrikligidan 

foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz  

=+++Ω= ),),((),),(),(( nnnnnn yytLyytLytx &&&& τττξ  

=+++Ω= ),),(()),(,(),),(( nnnnnn yytLytLyyytx &&& τττ  

).,),(()),((),),(( nnnnnnn yytxyyyytx τξτ +Ω=++Ω= &&&               (4.12) 

Skalyar ko‘paytmaning 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+= ∫ )(

)(
,

)(
)(

,)]()()()([),(
2

1

2

1

0
2211 xz

xz
z

xy
xy

ydxxzxyxzxyzy
π

 

aniq ko‘rinishidan foydalangan holda (4.12) tenglikni quyidagicha yozamiz: 

=−++= ∫ dxyypyqyyqyp nntntnntntn ])()[( 2,2,1,1,2,
0

1,

π

ξ&  

dxqyypyy tnntnn ]2)[( 2,1,
2

2,
0

2
1, +−= ∫

π

. 

(4.5) ifodalarni bu tenglikka qo‘yganda ushbu 

∫ +++++−−=
π

ξ
0

22222
2,

2
1, ])],0(),0()[()(2)[{()( xxxnnn ptqtptbqpqqyyt&  

dxqtqtptbqpppyy xxxnn ]})],0(),0()[()(2[2 2222
2,1, +++−+       (4.13) 

formula hosil bo‘ladi. Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ichini 1,ny  va 2,ny  

ga nisbatan kvadratik forma ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni 

=′−+−+ })(2){( 2
2,2,1,

2
1, nnnn ybcyayybc  
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+++++−−= ])],0(),0()[()(2)[( 22222
2,

2
1, xxxnn ptqtptbqpqqyy  

])],0(),0()[()(2[2 2222
2,1, xxxnn qtqtptbqpppyy +++−+ . 

(4.14) 

Bu yerda ),,,( ntxaa ξτ= , ),,,( ntxbb ξτ= , ),,,( ntxcc ξτ=  lar 1,ny  va 2,ny  

ga bog‘liq emas. (4.11) tenglamadan quyidagi tenglik kelib chiqadi 

⎩
⎨
⎧

−−=′
−−=′

.2,1,1,2,

2,2,1,1,

nnnnn

nnnnn

yqypyy
yypyqy

ξ
ξ

                                  (4.15) 

(4.14) tenglik chap tomonidagi hosilalarni hisoblab, (4.15) ayniyatlardan 

foydalansak, quyidagi tenglik hosil bo‘ladi 

−++−+′−′⋅+−+++′+′⋅ ]2222[]2222[ 2
2,

2
1, apaqcqbbcyapaqcqbbcy nnnn ξξ  

=++′⋅− ]22[2 2,1, bpcayy nnn ξ  

+++++−−= })],0(),0()[()(2){( 22222
2,

2
1, xxxnn ptqtptbqpqqyy  

})],0(),0()[()(2{2 2222
2,1, xxxnn qtqtptbqpppyy +++−+ . 

 (4.16) 

Agar bu yerda mos koeffitsiyentlarni o‘zaro tenglasak, quyidagi tengliklar kelib 

chiqadi 

=−+++′+′ apaqcqbbc nξ2222  

xxx ptqtptbqpqq )],0(),0()[()(2 2222 ++++−= ,                (4.17) 

=++−+′−′ apaqcqbbc nξ2222  

xxx ptqtptbqpqq )],0(),0()[()(2 2222 +−+−= ,                 (4.18) 

=++′ bpca nξ22  

xxx qtqtptbqppp )],0(),0()[()(2 2222 +−++−= .               (4.19) 

(4.17) va (4.18) dan 

),,(][2
0

n

x

tddxqbpac ξτ++−= ∫ ,                               (4.20) 

va 

xxxn ptqtptbqpqqaqcb )],0(),0()[()(222 2222 ++++−=−+′ ξ           (4.21) 
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kelib chiqadi.   

 (4.19) va (4.21) tengliklarning o‘ng tomoni nξ  ga bog‘liq bo‘lmagani uchun 

chap tomoni ham nξ  ga bog‘liq bo‘lmasligi kerak. ),,,( ntxa ξτ , ),,,( ntxb ξτ , 

),,,( ntxc ξτ  va ),,( ntd ξτ  larni nξ  ga nisbatan kvadratik ko‘phad ko‘rinishida 

izlaymiz:  

),,(),,(),,(),,,( 21
2

0 τξτξτξτ txatxatxatxa nnn ++= ,                (4.22) 

),,(),,(),,(),,,( 21
2

0 τξτξτξτ txbtxbtxbtxb nnn ++= ,                (4.23) 

),,(),,(),,(),,,( 21
2

0 τξτξτξτ txctxctxctxc nnn ++= ,                (4.24) 

),,(),,(),,(),,,( 21
2

0 τξτξτξτ txdtxdtxdtxd nnn ++= .                (4.25) 

(4.22)-(4.25) ifodalarni (4.19) va (4.21) tengliklarga qo‘yamiz: 

=+′+++′+++′+ 22211
2

100
3

0 2]22[]22[2 pcabpcabpcab nnn ξξξ  

xxx qtqtptbqppp )],0(),0()[()(2 2222 +−++−= ,                    (4.26) 

=+′+−+′+−+′+− 22211
2

100
3

0 2]22[]22[2 qcbaqcbaqcba nnn ξξξ  

xxx ptqtptbqpqq )],0(),0()[()(2 2222 ++++−= .                   (4.27) 

Agar bu tengliklarda bir xil darajalar oldidagi koeffitsientlarni o‘zaro tenglasak, 

quyidagi munosabatlarni olamiz: 

00 =a , 00 =b , 

001 2
1 qcba +′= ,  001 2

1 pcab −′−= , 

112 2
1 qcba +′= ,    112 2

1 pcab −′−= , 

xxx qtqtptbqppppca )],0(),0()[()(22 2222
22 +−++−=+′ , 

xxx ptqtptbqpqqqcb )],0(),0()[()(22 2222
22 ++++−=+′ . 

(4.28) 

(4.22)-(4.25) ifodalarni (4.20) tenglikka qo‘ysak,  

0
0

000 ][2 ddxqbpac
x

++−= ∫ , 
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1
0

111 ][2 ddxqbpac
x

++−= ∫ , 

2
0

222 ][2 ddxqbpac
x

++−= ∫  

(4.29) 

kelib chiqadi. (4.28) va (4.29) tengliklarga muvofiq 

00 =a , 00 =b , 20 =c ,  

qa 21 = , pb 21 −= , )],0(),0()[( 22
1 tqtptbc +−= , 

qtqtptbpa )],0(),0()[( 22
2 +−′−= ,  ptqtptbqb )],0(),0()[( 22

2 ++′−= , 
22

2 qpc += . 

Bularga ko‘ra 

qtqtptbpqa n )],0(),0()[(2 22 +−′−= ξ , 

ptqtptbqpb n )],0(),0()[(2 22 ++′−−= ξ , 
22222 )],0(),0()[(2 qptqtptbc nn +++−= ξξ . 

          (4.30) 

Shunday qilib, (4.13)  va (4.14) tengliklarga asosan 

=−+−+=
π

ξ
0

2
2,2,1,

2
1, })(2){( nnnnn ybcyayybc&  

),,0()],,,0(),,,0([),,()],,,(),,,([ 2
2,

2
2, τξτξττπξτπξτπ tytbtctytbtc nnnnnn −−−= . 

     (4.31) 

Ushbu ),,,( ntxa ξτ , ),,,( ntxb ξτ , ),,,( ntxc ξτ  funksiyalar x  bo‘yicha π  davrli 

ekanini hisobga olsak, (4.31) tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi 

)],,0(),,([)],,,0(),,,0([ 2
2,

2
2, ττπξτξτξ tytytbtc nnnnn −⋅−=& .          (4.32) 

Agar ushbu (4.30) tengliklardan foydalansak, 

),(),()],0(),0()[(2),,,0( 22222 tqtptqtptbtc nnn ττξξξτ +++−= , 

),()],0(),0()[(),(),(2),,,0( 22 tptqtptbtqtptb nn ττξτξτ ++′−−=  

ifodalarni topamiz. Demak,  

+++−+= ]),()][,0(),0()[(),(22{ 222
nnnn tptqtptbtp ξτξτξξ&  
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)],,0(),,([)},(),(),( 2
2,

2
2,

22 ττπτττ tytytqtqtp nn −×′+++ .            (4.33) 

(4.11) sistemaning  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

),,,0( τλ tc    va  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

),,,0( τλ ts  

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

),,,(
),,,(

),,,(
2

1

τλ
τλ

τλ
txc
txc

txc     va   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

),,,(
),,,(

),,,(
2

1

τλ
τλ

τλ
txs
txs

txs  

orqali belgilaymiz. Quyidagi 

=⋅
∂
∂

−
∂
∂

+⋅=⋅=+ )()(),,,(),,,( 2
2

2
1 ssssssstxstxs

T
TT λ

λλ
λτλτλ  

=⋅Ω+′⋅⋅
∂
∂

−
∂
∂

⋅Ω+
∂
′∂

⋅⋅= )()( ssBsssBs
T

T

λλλ
 

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅=′⋅⋅

∂
∂

−
∂
′∂

⋅⋅=
λλλλ

1
2

2
1

sssssBssBs
T

T  

tenglikdan foydalanib, ushbu 

λ
τλπτλπ

λ
τλπτλπ

π

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅=+∫

),,,(),,,(),,,(),,,(][ 1
2

2
1

0

2
2

2
1

tstststsdxss  

ayniyatni keltirib chiqaramiz. Bundan foydalanib, Dirixle masalasi ),,,( τξ txs n  xos 

funksiyasining normasini topamiz: 

λ
τξπτξπα

π

∂
∂
⋅−=+= ∫

),,,(),,,(][ 1
2

0

2
2

2
1

2 tstsdxss n
nn .                  (4.34) 

Ushbu tenglik 

),,,(1),,( τξ
α

τ txstxy n
n

n =  

va (4.34) formulaga ko‘ra 

λ
τξπ

τξπ
τξπ

α
τξπττπ

∂
∂

−
−=

−
=− ),,,(

),,,(
1),,,(

1),,,(),,0(),,(
1

2
2

2

2
22

2,
2

2, ts
ts

ts
tstyty

n

n
n

n

n
nn .   (4.35) 

Ushbu  
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1),,,(),,,(),,,(),,,( 1221 =− τλτλτλτλ txstxctxstxc  

Vronskiy ayniyatida π=x  va nξλ =  desak, 

),,,(
1),,,(

2
1 τξπ

τξπ
ts

tc
n

n =                               (4.36) 

kelib chiqadi. Bu tenglikdan hamda ushbu 

),,,(),,,(4)4)(()],,,(),,,([ 12
22

21 τλπτλπλτλπτλπ tstctstc −−∆=−  

ayniyantdan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz 

4)(),(
),,,(

1),,,( 2

2
2 −∆=− nn

n
n t

ts
ts ξτσ

τξπ
τξπ .          (4.37) 

Bu yerda 

),,,(),,,()( 21 τλπτλπλ tstc +=∆ ,  { }),,,(),,,(),( 12 τξπτξπτσ tctssignt nnn −= . 

Agar (4.37) ifodani (4.35) ga qo‘ysak, quyidagi tenglikni olamiz 

λ
τξπ

ξτσ
ττπ

∂
∂

−∆
−=− ),,,(

4)(),(
),,0(),,(

1

2
2

2,
2

2, ts
t

tyty
n

nn
nn .                  (4.38) 

Ushbu  

,))((44)( 2
21222 ∏

∞

−∞=

− −−
−=−∆

k k

kk

a
λλλλπλ    ∏

∞

−∞=

−
=

k k

k

a
ts λξπτλπ ),,,(1 , 

yoyilmalardan ( 10 =a  va kak = , 0≠k ) foydalanib, (4.38) ayniyatni quyidagi 

tarzda yozamiz: 

=− ),,0(),,( 2
2,

2
2, ττπ tyty nn  

∏
∞

≠
−∞=

−
− −

−−
⋅−−−=

nk
k nk

nknk
nnnnn

n t
,

2
212

212 )(
))(())((),()1(2

ξξ
ξλξλξλλξτσ .     (4.39) 

Bunda biz quyidagi tenglikdan ham foydalandik: 

1)1( −
∞

≠
−∞=

−=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
− ∏ n

nk
k k

nk

n aa
sign ξξπ . 

Demak, (4.33) va (4.39) tengliklardan (4.9) kelib chiqadi. 
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Agar chegaraviy shartlarni )0()( yy =π  davriy yoki )0()( yy −=π  

antidavriy shartlar bilan almashtirsak, (4.33) tenglamalar o‘rnida 0=nλ& , Zn∈  

tenglamalar hosil bo‘ladi. Demak, nλ , Zn∈  davriy va antidavriy masalaning xos 

qiymatlari t  parametrga bog‘liq emas ekan.  Teorema 4.1 isbotlandi. 

Izoh. 4.1. Ushbu izlar formulalari 

( )∑
∞

−∞=
− −+=

k
kkk ttp ),(2/)(),( 212 τξλλτ ,                          (4.40) 

( )∑
∞

−∞=
− −+=+

k
kkk ttqtq ),(2/)(),(),( 22

2
2

12
2 τξλλττ τ  

yordamida (4.9) sistemani yopiq ko‘rinishda yozish mumkin. 

Natija 4.1. Yuqoridagi 4.1-teorema (4.1)-(4.4) masalani yechish usulini 

beradi. nλ , ),( tn τξ , ),( tn τσ , Zn∈  orqali ),( txp τ+  va ),( txq τ+  

koeffitsiyentga mos keluvchi spektral berilganlarni belgilaymiz.  

1) Avvalo )(0 τ+xp  va )(0 τ+xq  koeffitsientli Dirak operatorining nλ , 

)(),( 00 τστξ nn , Zn∈  spektral berilganlarini topamiz; 

2) So‘ngra, (4.9) Dubrovin-Trubovits tenglamalar sistemasi uchun 

qo‘yilgan  

)(),(),(),( 0
0

0
0

τστστξτξ ntnntn tt ==
==

,   Zn∈                (4.41) 

Koshi masalasida 0=τ  deb olib, uning ),0( tnξ , Zn∈  yechimini topamiz; 

3) Shundan keyin, ),0( tnξ , Zn∈  uchun topilgan ifodalarni (4.9) sistemaga 

qo‘yamiz hamda (4.9)+(4.41) Koshi masalasini ixtiyoriy τ  da yechib ),( tn τξ , 

),( tn τσ , Zn∈  spektral parametrlarni aniqlaymiz.  

4) Bu Koshi masalasining yechimini (4.40) va quyidagi  

∑
∞

−∞=

−−=
n

nn
n httq )(),()1(),( 1 ξτστ  

izlar formulasiga qo‘yib, ),( txp  va ),( txq  funksiyalarni topamiz. 

Natija 4.2. Agar boshlang‘ich shartlardagi )(0 xp  va )(0 xq  funksiyalar 

haqiqiy analitik funksiya bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi lakunalar uzunliklari 
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eksponensial ravishda nolga intiladi, bu lakunalar ),( txp  va ),( txq  funksiylaraga 

ham mos keladi. Shuning uchun ),( txp  va ),( txq  yechimlar x  o‘zgaruvchi 

bo‘yicha haqiqiy analitik funksiya bo‘ladi ([36]). 

 Natija 4.3.  Аgar boshlang‘ich shartlardagi )(0 xp  va  )(0 xq  funksiyalar  
2
π  

davrga ega bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi barcha toq nomerli lakunalar 

yo‘qoladi, bu lakunalar ),( txp  va ),( txq  koefitsiyentlarga ham mos keladi. 

Shuning uchun ),( txp  va ),( txq  yechimlar  x  o‘zgaruvchi bo‘yicha 
2
π  davrga ega 

bo‘ladi ([35]).  
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II bob bo‘yicha xulosalar. 

 

Ushbu  bobda   davriy koeffitsientli Dirak operatori uchun qo‘yilgan teskari 

spektral masala yordamida, Shredingerning yuklangan hadli nochiziqli tenglamasi 

uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida yechilgan. Jumladan, 

Dirak operatori potensiali Shredinger yuklangan hadli nochiziqli tenglamasining  

x  o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u holda bu operatorning spektri t  

parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu Dirak operatori spektral 

parametrlarining t  parametr bo‘yicha evolyutsiyasi topilgan. Bundan tashqari, 

yechimning x  bo‘yicha davri haqida va x  bo‘yicha analitikligi haqida muhim 

natijalar olingan. 
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III-BOB. DAVRIY FUNKSIYALAR SINFIDA KAUPNING  

YUKLANGAN HADLI SISTEMASINI INTEGRALLASH 

 

D.J.Kaupning [23] ishida quyidagi 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Φ⋅+Φ=

Φ⋅−Φ+Φ=
2

2

2
1

)(

x

xxxxxxxx

εη

ηεβη

τ

τ
 

sayoz suvda to‘lqinlarning tarqalishini ifodalovchi tenglamalar sistemasi tez 

kamayuvchi funksiyalar sinifida yechilgan. Shundan so‘ng, V.B.Matveev va 

I.V.Yavorning [43] ishida, bu sistemaning chekli zonali, ko‘p fazali, Riman teta-

funksiyalari orqali ifodalanuvchi kompleks yechimlarini tuzish usuli olingan, 

bundan tashqari bu sistemening soliton yechimlari topilgan hamda ularning 

asimptotikalari o‘rganilgan. А.О.Smirnovning [56, 57] maqolalarida va 

Y.A.Mitropolskiy,  N.N.Bogolyubov (ml.), A.K.Prikapatskiy va V.G.Somoylenko-

larning monografiyasida ([42], 169-179 betlar) Kaup sistemasining chekli zonali 

haqiqiy yechimlari o‘rganilgan.    

Agar Kaup sistemasida ushbu 

εε
βη 1)(4 2

2

++= pq ,  
εε

β
τ

1)3(4 2
2

++=Φ pq ,  p
ix ε
β4

−=Φ ,  βτit = , 

almashtrishlarni ( [43]) bajarsak, u quydagi oddiy ko‘rinishni oladi: 

⎩
⎨
⎧

−−=
−−=

.24
6

xxxxxt

xxt

pqqppq
qppp

 

Bu sistemaga ham Kaup sistemasi deyiladi.  

Mazkur dissertatsiyaning III-bobida davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill 

operatorlarining kvadratik dastasi uchun qo`yilgan teskari spektral masala 

yordamida, Kaupning yuklangan hadli sistemasi uchun qo`yilgan Koshi masalasi 

davriy funksiyalar sinfida yechilgan. 
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1-§. Davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining kvadratik 

dastasi uchun teskari spektral masala. 

 

Bu paragrafda davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining kvadratik 

dastasi uchun qo‘yilgan teskari spektral masalaga oid kerakli ma’lumotlarni 

keltramiz ([16, 17, 9, 10]). 

Quyidagi  

0)(2)()( 2 =−++′′−≡ yyxpyxqyyT λλλ , Rx∈              (1.1) 

Shturm-Liuvill tenglamalarining kvadratik dastasini ko‘rib chiqamiz. Bunda  )(xp  

va )(xq  haqiqiy, uzluksiz, π  davrli funksiyalar, λ  esa kompleks parametr.   

),( λxc  va ),( λxs  orqali (1.1) tenglamaning ushbu 1),0( =λc , 0),0( =′ λc , 

0),0( =λs , 1),0( =′ λs  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini 

belgilaymiz. 

Ushbu ),(),()( λπλπλ sc ′+=∆  funksiyaga (1.1) tenglamaning Lyapunov 

funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi. 

Teorema (Floke). Agar 04)(2 ≠−∆ λ  bo‘lsa, (1.1) tenglama quyidagi 

),(),( λρλψ π xpx
x

−−− ⋅= ,     ),(),( λρλψ π xpx
x

+++ ⋅=  

ko‘rinishdagi ikkita chiziqli erkli yechimga ega. Bunda ),( λxp−  va ),( λxp+  

funksiyalar x  bo‘yicha π  davrga ega va  

2
4)()(

)(
2 −∆±∆

==
λλ

λρρ mm ; 

Agar 2)( =∆ λ  bo‘lsa, (1.1) tenglama π  davrli yechimga ega; 

Agar 2)( −=∆ λ  bo‘lsa, (1.1) tenglama π  antidavrli yechimga ega. 

Agar 1),0( =± λψ  deb olsak, u holda 

),(
),(2

4)(),(),(
),(),(

2

λ
λπ

λλπλπ
λλψ xs

s
cs

xcx
−∆−′

+=±

m
 

bo‘ladi. 
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Floke teoremasidagi ),( λψ x±  yechimlarga Floke yechimlari deyiladi.  

Malumki ([16]), agar ],0[2 πLq∈  va ],0[1
2 πWp∈  haqiyqiy, π  davrli 

funksiyalar quyidagi shartlarni qanoatlantirsa: ushbu 0)( ≡/xy  va 

0)()()0()0( =′−′ ππ yyyy  shartlarni qanoatlantiruvchi ],0[)( 2
2 πWxy ∈  funksiyalar 

uchun  

{ }∫ >+′
π

0

22 0)()()( dxxyxqxy  

tengsizlik bajarilsa, u holda (1.1) masalaning spektri quydagi to‘plamdan iborat 

bo‘ladi 

{ } U
∞

−∞=
−=≤∆≤−∈=

n
nnRRT ),(\2)(2)( 212 λλλλσ . 

Bu yerda ),( 212 nn λλ − , Zn∈  intervallarga lakunalar deyiladi. Nomerlash shunday 

kiritilganki, bunda  01 0 λλ <<−  qo‘sh tengsizlik bajariladi. 

 

(1-rasm) 

 

}0{\, Znn ∈ξ  orqali 0),( =λπs  tenglamaning ildizlarini belgilaymiz. Bu 

holda }0{\, Znn ∈ξ  sonlar, (1.1) tenglama uchun qo‘yilgan Dirixle masalasining 

( 0)()0( == πyy ) xos qiymatlari bilan ustma-ust tushadi va ushbu  ],[ 212 nnn λλξ −∈ , 

}0{\Zn∈  munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. 
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Ta’rif 1. ],[ 212 nnn λλξ −∈ , }0{\Zn∈  sonlarga va ushbu 

{ }),(),( nnn cssign ξπξπσ −′= , }0{\Zn∈  ishoralarga (1.1) masalaning spektral 

parametrlari deyiladi.  

Ta’rif  2.  nξ , nσ , }0{\Zn∈  spektral parametrlar va spektrning chegaraviy 

nuqtalari   nλ , Zn∈  ga (1.1) masalaning spektral berilganlari deyiladi.  

(1.1) masalaning spektral berilganlarini topish masalasiga to‘g‘ri spektral 

masala deyiladi. Aksincha, spektral berilganlar bo‘yicha )(xp  va )(xq  

koeffitsientlarni tiklash masalasiga teskari spektral masala deyiladi.  

Shturm-Liuvill operatolarining kvadratik dastasini )( τ+xp  va )( τ+xq  

koeffitsientlar bilan qarasak, uning spektri haqiqiy parametr τ  ga bog‘liq 

bo‘lmaydi, ammo spektral parametrlari τ  ga bog‘liq bo‘ladi, ularni  )(τξn , )(τσ n , 

}0{\Zn∈  orqali belgilaymiz. Bu spektral parametrlar quydagi Dubrovin-

Trubovits sistemasini qanoatlantiradi: 

×−−⋅⋅−= −
− ))(()()()1(2 212
1

nnnnn
nn nsign

d
d ξλλξτσ
τ
ξ  

∏
≠

−
− −

−−
−−×

0,
2

212
01 )(

))(())((
nk kn

knkn
nn ξξ

λξλξλξλξ ,  }0{\Zn∈ . 

Dubrovin-Trubovits sistemasi va ushbu  

∑
∞

−∞=≠

−− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

+
=

k
k

kkp
0

21201 )(
22

)( τξλλλλτ , 

∑
∞

−∞=≠

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+
=+

k
k

kkpq
0

2
2

2
2

12
2

0
2

12 )(
2

)()(
2

)()()(2)( τξλλλλττ  

izlar formulalari birgalikda teskari spektral masalani yechishga imkon beradi. 

Bundan tashqari ulardan foydalanib, quyidagi teoremalarni isbot qilish mumkin. 

 Teorema 1. ([10]). Agar  (1.1)  tenglamaning )(xp  va )(xq  koeffitsientlari 

haqiqiy analitik funksiyalar bo‘lsa, ya’ni haqiqiy o‘qning har bir nuqtasida 

yaqinlashuvchi darajali qatorga yoyiluvchi bo‘lsa, u holda  (1.1)  tenglamaga mos 

keluvchi lakunalarning uzunliklari eksponensial ravishda nolga intiladi, ya’ni  
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shunday o‘zgarmas musbat sonlar 0a >  va 0b >  topilib, ushbu 
nb

nn ae−
− <− 122 λλ , Zn∈  tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. 

 Teorema 2 ([10]). Agar (1.1) tenglamaga mos keluvchi lakunalar uzunliklari 

eksponensial ravishda nolga intilsa, u holda uning )(xp  va )(xq  koeffitsientlari 

haqiqiy analitik funksiyalar bo‘ladi.  

 Teorema 3. ([9]).  Agar )(xp  va )(xq  koeffitsientlar 
2
π  davrga ega bo‘lsa, 

u holda  (1.1) tenglamaga mos keluvchi toq nomerli barcha lakunalar yo‘qoladi. 

Aksincha, agar toq nomerli barcha lakunalar yo‘qolsa,  )(xp  va )(xq  

koeffitsientlar  
2
π  davrga ega bo‘ladi.  

Bu yerda toq nomerli lakuna yo‘qoladi deganda uning chetki nuqtalari 

ustma-ust tushishi nazarda tutiladi. Bu hol antidavriy masalaning xos qiymati ikki 

karrali bo‘lganida sodir bo‘ladi.  

 

 

2-§. Davriy funksiyalar sinfida Kaupning yuklangan hadli sistemasini 

integrallash  

 

Kaupning yuklangan hadli sistemasini 

⎩
⎨
⎧

⋅⋅+−−=
⋅⋅+−−=

=

=

xxxxxxxt

xxxxt

qptpqqppq
pptqppp

0

0

)(24
)(6

γ
γ

                         (2.1) 

ushbu 

)(),( 00
xptxp

t
=

=
,  )(),( 00

xqtxq
t

=
=

                              (2.2) 

boshlang‘ich shartlar bilan birga x  bo‘yicha π  davrli  

),(),( txptxp ≡+ π , ),(),( txqtxq ≡+ π                            (2.3) 

hamda ushbu  

)0()0()0(),(),,( 13 ≥∩>∩>∈ tCtCtCtxqtxp tx                     (2.4) 
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silliqlik shartlarini qanoatlantiruvchi haqiqiy funksiyalar sinfida ko‘rib chiqamiz. 

Bu yerda )(tγ  berilgan haqiqiy uzluksiz funksiya, )()(),( 3
00 RCxqxp ∈  berilgan 

haqiqiy π  davrli funksiyalar bo‘lib, 0)(0 >xq . 

Teorema 2.1. Agar ),( txp  va ),( txq  funksiyalar juftligi (2.1)-(2.4) 

masalaning yechimi bo‘lsa, u holda koeffitsiyentlari ),( txp τ+  va ),( txq τ+  

bo‘lgan Shturm-Liuvill operatorlari kvadratik dastasining spektri τ  va t  

parametrlarga bog‘liq bo‘lmaydi, ),( tn τξ , }0{\Zn∈  spektral parametrlari esa 

quyidagi Dubrovin-Trubovits sistemasini qanoatlantiradi: 

×−−−=
∂
∂

− ))(()(),()1(2 212 nnnnn
nn nsignt

t
ξλλξτσξ  

{ }),0()(),(2),(2)( tptttph nn γτξτξ −+×× , }0{\Zn∈ .             (2.5) 

Bu yerda 

∏
≠

−
−− −

−−
−−==

0,
2

212
0111 )(

))(())((...),,(...,)(
nk kn

knkn
nnnn hh

ξξ
λξλξλξλξξξξ . 

Bunda 1),( ±=tn τσ , }0{\Zn∈  ishoralar ),( tn τξ  spektral parametr ],[ 212 nn λλ −  o‘z 

lakunasining chetiga kelganida qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. Bundan tashqari 

ushbu 

)(),(),(),( 0
0

0
0

τστστξτξ ntnntn tt ==
==

,   }0{\Zn∈  

boshlang‘ich shartlar ham bajariladi. Bu yerda )(),( 00 τστξ nn , }0{\Zn∈   lar 

)(0 τ+xp  va )(0 τ+xq  koeffitsientlarga mos keluvchi spektral parametrlardir. 

 Isbot. Ushbu 

0),(2),( 2 =−++++′′− yytxpytxqy λτλτ                      (2.6) 

Shturm-Liuvill tenglamalarining kvadratik dastasi uchun qo‘yilgan 

0)0( =y , 0)( =πy  

Dirixle masalasining ),( tnn τξξ = , }0{\Zn∈  xos qiymatlariga mos keluvchi 

normallangan xos funksiyalarni ),,( txyn τ , }0{\Zn∈  orqali belgilaymiz. 

Ushbu 
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0),(2),(),( 2 =−++′′− nnnnnnnn ypyyqyyy ξξ  

ayniyatni t  bo‘yicha differensiallab, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz  

++++′′−′′− ),(),(),(),( nnnnntnnnn yqyyyqyqyyyy &&&&  

02),(2),(2),(2 =−++++ nnnnnnnntnnnn ypyyypypypy ξξξξξ &&&& .     (2.7) 

Bu yerda 2 (0, )L π  fazoning skalyar ko‘paytmasi ishlatildi. 

 Oxirgi tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz 

( ) ( ) +++′′−+++′′− nnnnnnnnnn ypyqyyyypyqy &&&& ,2,2 ξξ  

( ) 02),(2,2 =−+++ nnnnnnntnnt ypyyypyq ξξξξ && , 

( )nntnntnnnn yypyqypy ,2)],([2 ξξξ +=−& , 

ya’ni 

∫∫ +=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

ππ

ξξξ
0

2

0

2 )2(2 dxypqdxpy ntntnnn
& .                           (2.8) 

Ushbu 

),(),0()(),(),(),(6),( txptpttxqtxptxptxp xxxt τγττττ +++−++−=+ , 

−++−+=+ ),(),(4),(),( txptxqtxptxq xxxxt ττττ  

),(),0()(),(),(2 txqtpttxqtxp xx τγττ ++++−  

ayniyatlardan foydalanib, (2.8) tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz 

∫∫ ++−−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

ππ

γξξ
00

2 ),0()(24{2 xxxxxxnnn qtptpqqppdxpy&  

dxyptptqpp nxxxn
2]}),0()(6[2 γξ +−−+ .                               (2.9) 

Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ichini ny  va ny′  ga nisbatan kvadratik 

forma ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni 

=′′+′+ }{ 22
nnnn ycybyay  

2]}),0()(6[2),0()(24{ nxxxnxxxxxx yptptqppqtptpqqpp γξγ +−−++−−= .  (2.10) 

Bu yerda ),,,( ntxaa ξτ= , ),,,( ntxbb ξτ= , ),,,( ntxcc ξτ=  lar ny  va ny′  ga 

bog‘liq emas. (2.10) tenglik chap tomonidagi hosilalarni hisoblab, ushbu 

nnnn ypqy ]2[ 2ξξ −+=′′  
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 ayniyatlardan foydalansak, quyidagi tenglik hosil bo‘ladi 

=′′++′−++′++−++′ 2222 )()2422()2( nnnnnnnn ycbyycpccqbaybbpbqa ξξξξ
2]}),0()(6[2),0()(24{ nxxxnxxxxxx yptptqppqtptpqqpp γξγ +−−++−−= . 

(2.11) 

Bunga ko‘ra 

cb ′−= ,  )2(
2
1 2 qpcca nn −−⋅+′′= ξξ , 

=+−−++−− ]),0()(6[2),0()(24 xxxnxxxxxx ptptqppqtptpqqpp γξγ  

)2()2(2
2
1 2 qpcqpcc nnn ′+′⋅−−−⋅′+′′′= ξξξ .                 (2.12) 

Oxirgi tenglikning chap tomoni nξ  ning chiziqli funksiyasi bo‘lgani uchun o‘ng 

tomoni ham nξ  ning chiziqli funksiyasi bo‘lishi kerak. ),,,( ntxc ξτ  ni nξ  ga 

nisbatan 1-darajali ko‘phad ko‘rinishida izlaymiz:  

),,(),,(),,,( 10 txctxctxc nn τξτξτ += .                          (2.13) 

 (2.13) ifodani (2.12) tenglikka qo‘ysak va nξ  ning mos darajalari oldidagi 

koeffitsientlarni taqqoslasak, ushbu 

2),,(0 =txc τ ,   ),0()(),(2),,(1 tpttxptxc γττ −+=                  (2.14) 

tengliklarga ega bo‘lamiz. 

(2.10) ayniyatga ko‘ra 

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ′+′′−−−⋅+′′=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− ∫

ππ

ξξξξ
0

222

0

2 )]2(
2
1[2 nnnnnnnnn ycyycyqpccdxpy&  

),,0(),,,0(),,(),,,( 22 tytctytc nnnn τξττπξτπ ′−′= .                   (2.15) 

Ushbu ),,,( ntxc ξτ  funksiya x  bo‘yicha π  davrli ekanini hisobga olsak, (2.15) 

tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi 

)],,0(),,()[,,,0(2 22

0

2 tytytcdxpy nnnnnn ττπξτξξ
π

′−′=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− ∫& .              (2.16) 

Bu yerda ushbu  

),0()(),(22),,,( tpttxptxc nn γτξξτ −++=  

ifodadan foydalansak, quyidagi 
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)],,0(),,()}[,0()(),(22{2 22

0

2 tytytpttpdxpy nnnnnn ττπγτξξξ
π

′−′−+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− ∫&   (2.17) 

tenglik kelib chiqadi.  

Agar [11] adabiotning 56-betidagi ushbu 

λ
τλπτλπ

λ
τλπτλπτλτλ

π

∂
′∂

−
∂

∂′=+−∫
),,,(),,,(),,,(),,,(),,,()],([2

0

2 tstststsdxtxstxp

  

formuladan foydalansak, quyidagi tenglikni olamiz: 

λ
τξπτξπτξταξ

π

∂
∂′=+− ∫

),,,(),,,(),,,(),(22
0

22 tstsdxtxstxp n
nnnn .   (2.18) 

Bu yerda 

∫=
π

τξα
0

22 ),),(,( dxttxs nn . 

Ushbu 

),),(,(1),,( ttxstxy n
n

n τξ
α

τ =  

ifodani (2.17) formulaga qo‘yib, (2.18) tenglikdan foydalanamiz: 

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− ∫

π

τξαξξ
0

22 ),,,(2 dxtxps nnnn
&  

]1),,,([)},0()(),(22{ 2 −′⋅−+= tstpttp nn τξπγτξ , 

]1),,,([)},0()(),(22{),,,(),,,( 2 −′⋅−+=
∂

∂′ tstpttptsts nn
n

nn τξπγτξ
λ
τξπτξπξ& , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−′⋅−+=
∂

∂
),,,(

1),,,()},0()(),(22{),,,(
txs

tstpttpts

n
nn

n
n τξ

τξπγτξ
λ
τξπξ& . 

 (2.19) 

Ushbu  

1),,,(),,,(),,,(),,,( =′−′ txstxctxstxc τλτλτλτλ  

Vronskiy ayniyatida π=x  va nξλ =  desak, 

),,,(
1),,,(

ts
tc

n
n τξπ
τξπ

′
=                                    (2.20) 
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kelib chiqadi. Bu tenglikdan hamda ushbu 

),,,(),,,(4)4)(()],,,(),,,([ 22 tstctstc τλπτλπλτλπτλπ ′−−∆=′−  

ayniyantdan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz 

4)(),(
),,,(

1),,,( 2 −∆=
′

−′ nn
n

n t
ts

ts ξτσ
τξπ

τξπ .              (2.21) 

Bu yerda 

( ) ( , , ) ( , , )c t s tλ π λ π λ′∆ = + , 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′
−′=

),,,(
1),,,(),(

ts
tssignt

n
nn τξπ
τξπτσ . 

Agar (2.21) ifodani (2.19) ga qo‘ysak, quyidagi tenglikni olamiz 

λ
τξπ
ξτσ

γτξξ

∂
∂

−∆
⋅−+= ),,,(

4)(),(
)},0()(),(22{

2

ts
t

tpttp
n

nn
nn

& .                  (2.22) 

Ushbu 

∏
∞

−∞=≠

−
−

−−
−−−=−∆

k

kk

k0
2

212
01

22 ))(())((44)( λλλλλλλλπλ , 

∏
∞

−∞=≠

−
=

k

k

k
ts

0
),,,( λξπτλπ  

yoyilmalardan foydalanib, (2.22) ayniyatni quyidagi tarzda yozamiz: 

××−−⋅−= − )())(()(),()1(2 212 ξξλλξτσξ nnnnnn
n

n hnsignt&  

)},0()(),(22{ tpttpn γτξ −+× .                                  (2.23) 

Bunda biz quyidagi tenglikdan ham foydalandik: 

)()1(
0,

nsign
kn

sign n

nk

nk −=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −
− ∏

≠

ξξπ . 

Demak, (2.5) tenglik kelib chiqdi. 

Agar chegaraviy shartlarni davriy yoki antidavriy shartlar bilan 

almashtirsak, (2.17) tenglamalar o‘rnida 0=nλ& , Zn∈  tenglamalar hosil bo‘ladi. 

Demak, nλ , Zn∈  davriy va antidavriy masalaning xos qiymatlari t  parametrga 

bog‘liq emas ekan.  Teorema 2.1 isbotlandi. 

Izox 2.1. Ushbu izlar formulasi 
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∑
∞

−∞=≠

−− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

+
=

k
k

kk ttp
0

21201 ),(
22

),( τξλλλλτ                     (2.24) 

yordamida (2.5) sistemani “yopiq” ko‘rinishda yozish mumkin. 

Natija 2.1. Yuqoridagi 2.1-teorema (2.1)-(2.4) masalani yechish usulini 

beradi:  

1) Avvalo )(0 τ+xp  va )(0 τ+xq  koeffitsientli Shturm-Liuvill 

tenglamalarining kvadratik dastasi uchun nλ , Zn∈ , )(),( 00 τστξ nn , }0{\Zn∈  

spektral berilganlarini topamiz;  

2) So‘ngra, (2.5)+(2.6) Koshi masalasini 0=τ  bo‘lganida yechib, ),0( tnξ ,  

}0{\Zn∈  spektral parametrlarni topamiz hamda (2.24) formula yordamida 

),0( tp  ni aniqlaymiz; 

3) Shundan so‘ng, (2.5)+(2.6) Koshi masalasini τ  parametrning ixtiyoriy 

qiymatida yechib, ),( tn τξ , ),( tn τσ , }0{\Zn∈  spektral parametrlarni topamiz; 

4) Bu yechimlarni (2.24) va quyidagi  

∑
∞

−∞=≠

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+
=+

k
k

kk ttptq
0

2
2

2
2

12
2

0
2

12 ),(
2

)()(
2

)()(),(2),( τξλλλλττ  

izlar formulasiga qo‘yib, ),( txp  va ),( txq  funksiyalarni aniqlaymiz. 

Izox 2.2. Yuqoridagi usul yordamida tuzilgan ),( tp τ , ),( tq τ  funksiyalar 

(2.1) sistemani qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun Dubrovinning 

quyidagi sistemasidan 

))(()(),()()1(2 212
1

nnnnnn
nn htnsign ξλλξξτσ

τ
ξ

−−−=
∂
∂

−
− , }0{\Zn∈     (2.25) 

va ushbu 

=++− ),(),(3),(4),(
4
3 3 tqtptptp ττττττ  

∑
∞

−∞=≠

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+
=

k
k

kk t
0

3
3

2
3

12
3

0
3

1 ),(
2

)()(
2

)()( τξλλλλ                    (2.26) 

izlar formulasidan ham foydalanamiz ([8]). (2.5) va (2.9) sistemalarga ko‘ra 
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{ }
τ
ξγξξ
∂
∂

−+−=
∂
∂ k

k
k tptp
t

),0()(22 , }0{\Zk∈ .                   (2.27) 

Agar (2.7) izlar formulasini t  bo‘yicha differensiallab, (2.11) ayniyatlarni 

e’tiborga olsak, ushbu 

∑∑∑∑
∞

−∞=≠

∞

−∞=≠

∞

−∞=≠

∞

−∞=≠ ∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−=
k

k

k

k
k

k

k

k

k
t tptp

t
p

0000
),0()(22

τ
ξγ

τ
ξξ

τ
ξξ       (2.28) 

tenglik kelib chiqadi. (2.7) va (2.8) izlar formulalaridan τ  bo‘yicha hosila olamiz: 

ττ
ξ p

k

k −=
∂
∂

∑
∞

−∞=≠0
,   τττ

ξξ qpp
k

k
k −−=
∂
∂

∑
∞

−∞=≠
42

0
.                  (2.29) 

Bu ifodalarni (2.28) tenglikka qo‘yib, ushbu 

τττ γ ptptqpppt ),0()(6 +−−=                             (2.30) 

ayniyatni olamiz. 

Endi (2.24) izlar formulasini t  bo‘yicha differensiallaymiz va (2.27) 

ayniyatlarni ishlatamiz 

=
∂
∂

−−= ∑
∞

−∞=≠k

k
ktt t

ppq
0

24 ξξ  

∑∑∑
∞

−∞=≠

∞

−∞=≠

∞

−∞=≠ ∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+−=
k

k
k

k

k
k

k

k
kt tptppp

00

2

0
),0()(2444

τ
ξξγ

τ
ξξ

τ
ξξ . 

Bu tenglikka (2.29) ifodalarni qo‘ysak, hamda (2.26) izlar formulasidan 

foydalansak, ushbu 

−−−−+−−+−= )4416()4(24 2
ττττττττ pqqppppqpppppq tt  

)4)(,0()( ττγ qpptpt −−−  

ayniyat kelib chiqadi. Bu yerga (2.30) ifodani qo‘ysak, u quyidagi ko‘rinishni oladi 

ττττττ γ qtptpqqppqt ),0()(24 +−−= . 

Demak, tuzilgan ),( tp τ , ),( tq τ  funksiyalar (2.1) sistemani qanoatlantirar 

ekan. 

 

Natija 2.2. Agar boshlang‘ich shartlardagi )(0 xp  va )(0 xq  funksiyalar 

haqiqiy analitik funksiya bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi lakunalar uzunliklari 

eksponensial ravishda nolga intiladi, bu lakunalar ),( txp  va ),( txq  funksiylaraga 
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ham mos keladi. Shuning uchun ),( txp  va ),( txq  yechimlar x  o‘zgaruvchi 

bo‘yicha haqiqiy analitik funksiya bo‘ladi ([10]). 

 Natija 2.3.  Аgar boshlang‘ich shartlardagi )(0 xp  va  )(0 xq  funksiyalar  
2
π  

davrga ega bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi barcha toq nomerli lakunalar 

yo‘qoladi, bu lakunalar ),( txp  va ),( txq  koefitsiyentlarga ham mos keladi. 

Shuning uchun ),( txp  va ),( txq  yechimlar  x  o‘zgaruvchi bo‘yicha 
2
π  davrga ega 

bo‘ladi ([9]).  

 

 



65 
 

III bob bo‘yicha xulosalar. 

 

Mazkur bobda, davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining 

kvadratik dastasi uchun qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, Kaupning 

yuklangan hadli sistemasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar 

sinifida yechilgan. 
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Xulosa 

 

Mazkur dissertatsiyaning I-bobida davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill 

operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, yuklangan hadli 

Korteveg-de Friz tenglamasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar 

sinifida yechilgan. Jumladan, Shturm-Liuvill operatori potensiali yuklangan hadli 

Korteveg-de Friz tenglamasining  x  o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u 

holda bu operatorning spektri t  parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu 

Shturm-Liuvill operatori spektral parametrlarining t  parametr bo‘yicha 

evolyutsiyasi topilgan. Bundan tashqari, yechimning x  bo‘yicha davri haqida va x  

bo‘yicha analitikligi haqida muhim natijalar olingan. 

         II-bobda davriy koeffitsientli Dirak operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral 

masala yordamida, Shredingerning yuklangan hadli nochiziqli tenglamasi uchun 

qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida yechilgan. Jumladan, Dirak 

operatori potensiali Shredinger yuklangan hadli nochiziqli tenglamasining  x  

o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u holda bu operatorning spektri t  

parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu Dirak operatori spektral 

parametrlarining t  parametr bo‘yicha evolyutsiyasi topilgan. Bundan tashqari, 

yechimning x  bo‘yicha davri haqida va x  bo‘yicha analitikligi haqida muhim 

natijalar olingan. 

  III-bobda davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining kvadratik 

dastasi uchun qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, Kaupning yuklangan 

hadli sistemasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida 

yechilgan. 
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