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Kirish

Mavzuning dolzarbligi. 1974-1976 yillarda  S.P.Novikov, P.Laks,
V.A .Marchenko, B.A.Dubrovin, V.B.Matveev, A.R.Its, G.Mak-Kin,
E.Trubovitslarning ilmiy ishlarida KdF tenglamasining x o‘zgaruvchi bo‘yicha
davriy va chekli zonali yechimlarini tuzish usullari o‘rganilgan.

2010 yilda A.B.Hasanov va A.B.Yaxshimuratovlar moslangan manbali KdF
tenglamasini davriy funksiyalar sinfida integrallashga muvoffaq bo‘lishdi. 2011
yilda A.B.Yaxshimuratov moslangan manbali Shredinger nochiziqli tenglamasini
davriy  funksiyalar sinfida integralladi. 2013 yilda A.Cabada va
A.B.Yaxshimuratovlar moslangan manbali Kaup sistemasini davriy funksiyalar
sinfida integrallashdi.

Tadqiqotning maqsadi. Yuklangan hadli nochizigli tenglamalarni davriy
funksiyalar sinfida integrallash.

Tadqiqotning vazifasi. Nochiziqli evolyutsion tenglamalarni davriy
funksiyalar sinfida yechish usulini tahlil qilib, uni yuklangan hadli nochiziqgli
tenglamalarni yechishga tatbiq qilish.

Tadqiqotning obyekti. Yuklangan hadli Korteveg-de Friz tenglamasi,
Shredinger nochiziqli tenglamasi va Kaup sistemasi.

Tadqiqotning predmeti. Dubrovin-Trubovits differensial tenglamalar
sistemasi.

Tadqiqotning usullari. Teskari spektral masala usuli.

Tadqiqotning natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur
ishning asosiy natijalari yangi.

Tadqiqotning natijalarining amaliy ahamiyati va tatbiqi. Olingan
natijalar va qo‘llanilgan usullar nochiziqli evolyutsion tenglamalarni integrallashga
tatbiq qilinadi.

Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda
adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo‘limlardan tuzilgan.

Bajarilgan ishning asosiy natijalari. 1) yuklangan hadli KdF tenglamasi

davriy funksiyalar sinfida yechilgan; 2) yuklangan hadli NSh tenglamasi davriy
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funksiyalar sinfida yechilgan; 3) yuklangan hadli Kaup sistemasi davriy
funksiyalar sinfida yechilgan

Xulosa va takliflarning qisqacha umumlashtirilgan ifodasi. Mazkur
dissertatsiyada yuklangan hadli KdF, NSh tenglamalarini va Kaup sistemasini
yechish usuli olingan. Qo‘llanilgan usullarni yuklangan hadli yuqori tartibli KdV,
NSh tenglamalarini yechishga qo‘llashni taklif qilamiz.



I-BOB. YUKLANGAN HADLI KORTEVEG-DE FRIZ
TENGLAMASINI DAVRIY FUNKSIYALAR SINFIDA INTEGRALLASH

Matematik fizikaning bir qator masalalari Shturm-Liuvill operatorining xos
giymatlarini va ortonormallangan xos funksiyalarini topishga keltiriladi. Jumladan,
klassik matematik fizikaning asosiy tenglamalari hisoblangan tor tebranishi va
issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamalarini Furye usuli bilan yechishda Shturm-Liuvill
chegaraviy masalasining xos qiymatlarini, ortonormallangan xos funksiyalarini
aniqlashga va ixtiyoriy funksiyani ular yordamida Furye qatoriga yoyishga to‘g‘ri
keladi. Bu yo‘nalishdagi ilk natijalar D.Bernulli, J.Dalamber, L.Eyler, Liuvill va
Shturmlar tomonidan olingan. Shturm-Liuvill operatori spektral nazariyasining
asosiy g‘oyalari XX-asrda G.D.Birkgoff, G.Veyl, D.Gilbert, V.A.Steklov,
E.Ch.Titchmarsh, N.Levinson, B.M.Levitan va boshqa olimlar tomonidan
rivojlantirildi.

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining {1}, xos qiymatlari va {&,} _,
normallovchi o‘zgarmaslariga yoki spektral funksiyasiga spektral xarakteristikalar
deyiladi. Spektral xarakteristikalarni topish va ularning xossalarini o‘rganish
masalasiga spektral analizning to‘g‘ri masalasi deyiladi.

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi xos funksiyalarining L,[0,7] fazoda

to‘laligi haqidagi teoremani ilk bor XIX asrning oxirlarida rus matematigi
V.A.Steklov isbotlashga muvaffaq bo‘lgan.

Spektral  xarakteristikalar ~ yordamida  Shturm-Liuvill  tenglamasi
koeffitsientini va chegaraviy shartlarni aniqlash masalasiga spektral analizning
teskari masalasi deyiladi.

Teskari masalalar nazariyasining rivojiga muhim turtki bo‘lgan ilk natija

1929 yilda taniqli astronom V.A.Ambartsumyan tomonidan olingan: agar ushbu
V' +q(x)y=24, q(x)eC0,x],
y'(0)=0, y'(7)=0



Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymatlari A, =n>, n=0,1,2,...
bo ‘Isa, u holda g(x)=0 bo ‘ladi.

Ambartsumyanning bu natijasi muhim ekanliliga birinchi bo‘lib, 1946 yilda
Shved matematigi G.Borg e’tibor berdi, u Ambartsumyanning natijasi umumiy
goidadan istisno ekanligini ko‘rsatib berdi, ya’ni faqat bitta spektr orqali Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasini bir qiymatli tiklab bo‘lmasligini ko‘rsatdi. G.Borg,
faqat bitta chegaraviy sharti bilan farq qiluvchi ikkita Shturm-Liuvill masalasining
spektrlari ma’lum bo‘lsa, bu spektrlar orqali dastlabki masalalar bir qiymatli
tiklanishini isbot qildi. Hozirda bu tasdiq, G.Borgning yagonalik teoremasi deb

yuritiladi: agar A, < 4, <...< A4, <... sonlar ushbu
=V +q)y =4y, q(x) e C0,7],

V'(0)=hy(0)=0, heR',
Y(7m)+ Hy(n)=0, H € R'

chegaraviy masalaning xos qiymatlari va p, < p, <...< p, <... sonlar quyidagi
— V' +q(x)y =2y, q(x)eC[0,7],

¥'(0) = hy(0)=0, heR',

{y'(ﬂ)+H1y(7r):O, H+H,6H eR'
chegaraviy masalaning xos qiymatlari bo‘lsa, u holda A, va p, xos qiymatlar
ketma-ketligi orqali q(x) haqiqiy funksiyva va h,H,H, sonlar bir qiymatli
aniglanadli.

Shturm-Liuvill masalasi chekli oraligda qaralsa va ¢(x) koeffisient bu
oraligda integrallanuvchi bo‘lsa, bunday masalaga regulyar masala deyiladi,
aksincha yoki interval chegaralanmagan bo‘lsa, yoki ¢(x) koeffisient bu oraliqda
integrallanuvchi bo‘lmasa, bunday Shturm-Liuvill masalasiga singulyar masala
deyiladi.

Singulyar Shturm-Liuvill operatorlari uchun teskari masalalar sohasidagi ilk

natija 1949 yilda A.N.Tixonov tomonidan olingan yagonalik teoremasidir, bu



teoremada Shturm-Liuvill masalasi, “impedans” funksiyasi (ya’ni Veyl-Titchmarsh
funksiyasi) bo‘yicha bir qiymatli tiklanishi ko‘rsatilgan: quyidagi

2"+ Ap*(H)z=0, 0<t<oo
tenglamaning koeffitsienti p(t) bo ‘lakli analitik funksiya bo‘lib, ushbu

u'(0,1)
u(0,1)

p(t)= p, >0 shart bajarilsin. U holda p(t) koeffitsient [(A)= , A<0

funksiya orqali bir giymatli aniqlanadi. Bu yerda u(t,A) orqali qaralayatgan

tenglamaning ushbu limu(¢,A)=0 shartni qanoatlantiruvchi yechimi
t—

belgilangan.

Shuniyam aytib o‘tish lozimki, ushbu
y(x,A)=~/p(t) - 2(t,2), x=[p(&)déE
0

almashtirishlar yordamida qaralayotgan tenglama Shturm-Liuvill tenglamasiga
keltiriladi.

A.N.Tixonovning bu teoremasi, yer ichki qatlamlari elektrik hossalarini
o‘rganish masalalarini matematik asoslashda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan.

1950 yilda V.A.Marchenko spektral funksiya, ya’ni A xos qiymatlar va «,

normallovchi o‘zgarmaslar ketma-ketligi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini
yagona ravishda aniqlashini ko‘rsatib berdi.

V.A.Marchenkoning yagonalik teoremasi e’lon qilingandan so‘ng, spektral
funksiya bo‘yicha Shturm-Liuvill operatorini tiklash masalasi dolzarb bo‘lib qoldi.
Bu masalaning 1951 yilda [.M.Gelfand va B.M.Levitan tomonidan yechilishi,
teskari spektral masalalar sohasidagi eng muhim bosqich bo‘ldi desak, mubolag‘a
bo‘lmaydi. Bunda, almashtirish operatori deb ataluvchi operator hal qiluvchi rol
o‘ynadi. Bu operator ikkita har xil Shturm-Liuvill tenglamasining yechimlarini
o‘zaro bog‘laydi. Almashtirish operatorlari ilk bor B.M.Levitan va J.Delsartlarning
ilmiy ishlarida vujudga keldi. Ixtiyoriy Shturm-Liuvill tenglamasi uchun
almashtirish operatori A.Ya.Povzner tomonidan ishlab chiqildi. Spektral analizning

teskari masalalarini yechishda almashtirish operatorlari I.M.Gelfand, B.M.Levitan
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va V.A.Marchenkolar tomonidan qo‘llanilgan. So‘ngra teskari masalani
yechishning Gelfand-Levitan usuli B.M.Levitan, 1.M.Gasimov va N.Levinson
tomonidan mukammallashtirildi.

Hozirgi kunda, teskari masala yechishning bir nechta usullari bor. Bu usullar
orasida Gelfand-Levitan usuli eng muhim ahamiyatga ega. Yuqorida
aytganimizdek, bu usulda almashtirish operatori asosiy rolni o‘ynaydi. Usulning
eng muxim bosqichi, almashtirish operatorining yadrosiga nisbatan olingan chiziqli
integral tenglamadir. Bu integral tenglama teskari masalaning asosiy integral
tenglamasi yoki Gelfand-Levitan integral tenglamasi deb yuritiladi.

1964 yilda [.M.Gasimov va B.M.Levitan ikki spektr yordamida Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasini qurish algoritmini ishlab chiqdilar.

1967 yilda K.Gardner, J.Grin, M.Kruskal, R.Miura zamonaviy matematik

fizikaning asosiy tenglamalaridan biri bo‘lgan ushbu

9, =9 — 699,

Korteveg-de Friz tenglamasiga qo‘yilgan Koshi masalasining yechimini Shturm-
Liuvill operatoriga qo‘yilgan to‘g‘ri va teskari masalalardan foydalanib topishga
muvoffaq bo‘lishdi. Natijada Shturm-Liuvill operatori uchun qo‘yilgan to‘g‘ri va
teskari masalalarni o‘rganishga bo‘lgan qiziqish yanada ortdi. Tabiiyki, Korteveg-
de Friz tenglamasini turli funksional sinflardagi yechimini topish masalasi, 0z
navbatida, Shturm-Liuvill operatori uchun turli funksional sinflarda qo‘yilgan
teskari masalani o‘rganishni taqozo qiladi.

Davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorining spektri yarim o‘qdan
chekli yoki cheksiz sondagi intervallarni chiqarib tashlash usuli bilan hosil qgilinadi.
Bu intervallarga lakunalar deyiladi. Agar lakunalar soni chekli bo‘lsa, Shturm-
Liuvill operatorining koeffitsientiga chekli zonali potensial deyiladi. Bu holda
Shturm-Liuvill operatorining spektri cheklita kesma va bitta nurning
birlashmasidan iborat bo‘ladi. Umuman olganda, chekli zonali potensial davriy
bo‘lishi shart emas.

1974 yilda S.P.Novikov chekli zonali potensiallarni boshqa usulda o‘rgangan

va ularni Korteveg-de Friz tenglamasining yechimlarini topishga qo‘llagan.
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Umumiy holda davriy potensialli Shturm-Liuvill operatori uchun teskari
masala  [.V.Stankevich, = V.A.Marchenko, 1.V.Ostrovskiy, X.P.Mak-Kin,
E.Trubovits, X.Xoxshtadt tomonidan o‘rganilgan.

E.Trubovitsning tomonidan quyidagi fikr isbot qilingan: davriy potensiali
Shturm-Liuvill operatoriga mos keluvchi lakunalar uzunligi eksponensial ravishda

nolga intilishi uchun potensial haqiqiy analitik funksiya bo‘lishi zarur va yetarlidir.

X.Xoxshtadt tomonidan esa — soni 7 davrli potensialning davri bo‘lishi
n

uchun nomerlari » ga bo‘linmaydigan barcha lakunalar yopilgan bo‘lishi zarur va
yetarliligini isbot qildi.

Bu teorema n=2 bo‘lgan holda G.Borg tomonidan 1946 yilda isbot
qilingan. Shuning uchun bu teoremaga Borg teskari teoremasining umumlashmasi
deyiladi.

Davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatori uchun teskari spektral masala
yechishda izlar formulasi va spektral parametrlarning evolyutsiyasi muhim o‘rin
egallaydi.

1975 vyilda B.A.Dubrovin tomonidan chekli zonali Shturm-Liuvill
operatorining spektral parametrlari uchun differensial tenglamalar sistemasi
keltirilib chiqarilgan, 1977 yilda esa E.Trubovits davriy potentsialli Shturm-
Liuvill operatorining spektral parametrlari uchun shunga o‘xshash sistemani
olishga muvaffag bo‘ldi. Hozirgi kunda bu sistemaga Dubrovin-Trubovits
sistemasi deyiladi.

S.P.Novikov, B.A.Dubrovin, V.B.Matveev, A.R.Its, V.A.Marchenko,
B.M.Levitanlar Korteveg-de Friz tenglamasining yechimini chekli zonali, davriy
va deyarli davriy funksiyalar sinflarida topishga muvoffaq bo‘ldilar.

Moslangan manbali Korteveg-de Friz tenglamasi tez kamayuvchi
funksiyalar sinfida 1988 yilda V.K.Melnikov tomonidan, davriy funksiyalar sinfida
esa 2010 yilda A.B.Hasanov va A.B.Yaxshimuratov tomonidan yechilgan.

Mazkur sissertatsiyaning I-bobida yuklangan hadli Korteveg-de Friz
tenglamasining x o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy bo‘lgan yechimini topish usuli
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o‘rganilgan. Bunda Shturm-Liuvill operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral

masalalar usuli gqo‘llaniladi.

1-§. Lyapunov funksiyasining xossalari.

Butun o‘qda berilgan ushbu
— V' +q(x)y=Ay, —0<x<w, (1.1)
Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda ¢(x) haqiqiy uzluksiz = -

davrli funksiya. c(x,4) va s(x,4) orqali (1.1) tenglamaning ushbu

c(0,4) =1 5(0,4)=0
C0.)=0 o 50,4)=1

(1.2)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini belgilaymiz. Soddalik
uchun quyidagi beliglashlarni kiritib olamiz:
c=c(m,A), c"=c(n,A), s=s(x,A), s =s"(m,1).
1-xossa. a) c(x,A) va s(x,A) funksiyalar x o°‘zgaruvchining har bir
tayinlangan qiymatida A parametrga nisbatan butun funksiyalardir.
b) c(x,A)s'(x,4) = c'(x,A)s(x,A) =1 ayniyat bajariladi.
Teorema 1.1. Ushbu
Ly=-y"+q(x)y=Ay
y(0)=y(7) (1.3)
y'(0)=y'(r)
masalaning xos qiymatlari haqiqiydir. Bu masalaga davriy masala deyiladi.

Teorema 1.2. Davriy masalaning xos qiymatlari 4(4) —2 =0 tenglamaning
ildizlari bilan ustma-ust tushadi, bu yerda
AA)=c(m, )+ s'(x,A).
A(A) funksiyaga (1.1) masalaning Lyapunov funksiyasi yoki Xill
diskriminanti deyiladi.

Teorema 1.1°. Ushbu
10



Ly==y"+q(x)y=24y
y(0) =—y(7) (1.4)
Y'(0)=—y'(x)

masalaning xos qiymatlari haqiqiydir. Bu masalaga antidavriy masala deyiladi.

Teorema 1.2°. Antidavriy masalaning xos qiymatlart A(A1)+2=0
tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust tushadi.

Natija. A(1)—2=0 va A(4) + 2 =0 tenglamalarning ildizlari haqiqiy.

Misol. (1.1) tenglamada g(x) =0 bo‘lsin. U holda

sin \/Zx

c(x,A)=cosvAx, s(x,A)= T

bo‘ladi. Bundan Lyapunov funksiyasi ushbu
A(A) =c(m,A) + s'(m, A) = cosN A + cos~J A =2cos/Ax
tenglik bilan berilishi kelib chigadi.
A(A)—2=0 tenglamaning ildizlarini, ya’ni davriy masalaning xos
qiymatlarini topamiz:
2cosVAr -2 = 0,
cosvAr =1,
ﬁ\/z:27m, n=0,12,...,
A=02n)*, n=0,12,... .
Demak, bu holda davriy masalaning 4, =0 xos qiymati karrasiz, qolgan
barcha xos qiymatlari ikki karrali ekan: A, , =4, =(2n)*, n=12,.. . Bu

xos qiymatlarga quyidagi ortonormallangan xos funksiyalar mos keladi:

1 2 2 .
Vo (x)= T, Vo (X)= . cos2nx, y,, (x)= . sin2nx, n=1,2,... .
V4

Endi esa, A(1)+2=0 tenglamaning ildizlarini, ya’ni antidavriy masalani
xo0s gqiymtalarini topamiz:

2cosN Az +2 =0, cosv A =—1,

11



ﬂﬂ=ﬂ+27zn,
A=02n+1)*,n=0,1,2,....

Bu holda antidavriy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘ladi:
Ly, =My, =(2n+1)’, n=0,1,2,....
Lyapunov funksiyasining ushbu
A(L) =2cosN Az, A =0,
A(A)=2¢h Az, 2<0

ifodalaridan uning grafigi quyidagicha bo‘lishi ko‘rinadi:

DV/él

\©
=
i

(1-rasm)
Endi A(A) funksiyaning asimptotikasini o‘rganamiz. Buning uchun

avvalo, ushbu

—c"+qg(x)c=Ac
c(0,4)=1 (1.5)
c'(0,4)=0
—s"+qg(x)s=As
5(0,4)=0 (1.6)
s'(0,4)=1

masalalarga ekvivalent bo‘lgan integral tenglamalar tuzib olamiz. Ular quyidagicha
bo‘ladi:

sin \/Z(x —1)
Vi

c(x,A) = cos/Ax + j q(0)c(t,A)dt (1.7)

12



s1n\/1x+.’isx/_
NN SN,

s(x, 1) = ) g(t)s(t. AVt (1.8)

Bulardan hosila olsak,

c'(x,A) == Asin/Ax + fcosﬁ (x —)q()c(t,A)dt (1.9)

s'(x, 1) = cosv/Ax + fcosﬁ (x = 1)q(0)s(t, A)dt (1.10)

kelib chigadi.

Lemma 1.1. ﬁ =k =0+it bo‘lsin, u holda quyidagi asimptotik

formulalar o‘rinlidir:

1) e(x,2)=0(e™)

— o, x€[0,7],

— o, xel0,7],

2) c(x,A)= coskx+0[ ‘ ‘ j

3) ¢'(x,A) = —ksinkx + O(),

\ |z
A H

sin kx el
5) s(x,A) = . +Q£\k\2 J

6) s'(x,A)= coskx+0( ‘ ‘ J

k‘—)oo, xel0,7],

—> o, xe[0,7],

k| =, xe[0,7],

— o, xe[0,7].

Natija 1. Ushbu

[ ‘Imf‘ ]
A(A) = 2cosvAT + 0

— ©,
Ja
asimptotik tenglik o‘rinli.
Natija 2. Ushbu
1
A(A)=2cosJAx + O(—j, A —> 40
(4) A7

13



asimptotik formula o‘rinli. Demak, + o0 da A(A) funksiyaning qiymatlari [—2,2]

kesma atrofida bo‘ladi.

Natija 3. 2 <0 bo‘lsin, u holda /4 = i]|4| bo‘ladi va

il

AA) =2¢h\ |z + 0] S|, 2 — —0
W
asimptotik formula bajariladi.
Agar A=(2m+1)> desak, A(1)—-2=—-4+ Q(ij bo‘ladi. Bu tenglikdan
=\ m

A(A)—2 =0 tenglama kamida bitta haqiqiy yechimga ega ekanligi ko‘rinadi. Bu
tenglamaning eng kichik ildizini A, orqali belgilaymiz.

Teorema 1.3. Ushbu

déz(j‘) =[5 (1, 2) + [, 2) (2, Dt st 2) — 5, A (1, A)

formula o‘rinli.

Teorema 1.4. A) 4 son A(A)=2 tenglamaning karrali ildizi bo‘lishi uchun
s(z,A)=0, s'(x,A)=1, c(x,A)=1, c'(x,A)=0 tengliklar Dbajarilishi zarur va
yetarlidir.

B) 4 son A(ﬂ,): —2 tenglamaning karrali ildizi bo‘lishi uchun

s(z,A)=0, s"(z,A)=-1, c¢(m,A)=-1, c'(x,A)=0
tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir.

Teorema 1.5. A) Agar 4 son A(4)=2 tenglamaning karrali ildizi bo‘lsa,
A(A) <0 bo‘ladi. Xususan, bu nuqtada A(1) funksiya lokal maksimumga erishadi.

B) Agar 1 son A(1)=-2 tenglamaning ilidizi karrali bo‘lsa, A(1)>0
bo‘ladi. Xususan, bu nuqtada A(A) funksiya lokal minimumga erishadi.

Natija 1. A(1) £2 =0 tenglama ildizlarining karrasi ikkidan oshmaydi.
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Natija 2. A(1)—-2=0 tenglamaning eng kichik ildizi karrasizdir.
Haqgigatdan ham, agar u karrali bo‘lsa, bu nuqtada lokal maksimum bo‘lar edi,
natijada bundan kichik ildiz topilgan bo‘lar edi.

Natija 3. Yuqoridagi teoremalarni hisobga olib, Lyapunov funksiyasining

grafigi quyidagicha bo‘lishini ko‘ramiz:

Fi

2

NI VN
P ONLY N

-2

AN
7]

(2-rasm)
Ushbu
—y'"+qg(x+t)y=Ay, xeR (1.11)
tenglamani ko‘rib chigamiz, bu yerda ¢ haqiqiy parametr. (1.11) tenglamaning
quyidagi ¢(0,4,t)=1, ¢'(0,4,t)=0, s(0,4,1)=0, s'(0,4,1)=1 boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlarini c(x,4,¢) va s(x,A,t) orqali belgilaymiz.
(1.11) tenglama uchun Lyapunov funksiyasi ushbu
A t)y=c(m, A, t)+ s (m,A,1)

formula bilan beriladi.

Teorema 1.6. Ushbu ayniyat o‘rinli A(A,t1)=A(A), ya’ni Lyapunov
funksiyasi ¢ parametrga bog‘liq bo‘lmaydi.

Natija. Ma’lumki (1.11) masalaning spektri —2 < A(A,¢) <2 tengsizlik bilan
aniglanadi. Teorema 1.6 ga ko‘ra ushbu tengsizlikning yechimi —2<A(1)<2

tengsizlikning yechimi bilan ustma-ust tushadi. Demak, (1.11) masalaning spektri
t parametrga bog‘liq emas ekan, uning spektri (1.1) masalaning spektri bilan

ustma-ust tushar ekan.
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2-§. Floke yechimlari va ularning xossalari.

Teorema 2.1. (Floke). A) A’(A)—4#0 bo‘lganda (1.1) tenglama quyidagi
ko‘rinishdagi chiziqli erkli ikkita yechimga ega:
v (5, A)=p7 p (LA), ¥, (xA)=pF p.(x1),
buyerda p (x,A) va p (x,A) funksiyalar x bo‘yicha 7 davrli funksiyalar bo‘lib,

- AN FN () -4

+ 9

- 2

B) Agar A(4)=2 bo‘lsa. (1.1) tenglamaning 7 davrli noldan fargli yechimi
mavjud;

C) Agar A(1)=-2 bo‘lsa. (1.1) tenglamaning 7 antidavrli noldan farqli
yechimi mavjud.

Isbot. (1.1) tenglamani biror p son uchun

y(x+7m) = py(x)
shartni ganoatlantiruvchi yechimini axtaramiz. Bu holda umumiy yechim
y(x)=Cc(x,A)+ C,s(x,4)

bo‘ladi. ¢(x) funksiya x davrli bo‘lgani uchun c(x+7,4) va s(x+x,A)

funksiyalar ham yechim bo‘ladi. Bu yechimlarni yechimlar fundamental sistemasi
bo‘yicha yoyish mumkin:
{c(x + 7, A)=c(m,)c(x,A)+c'(m,A)s(x, )
s(x+m, A)=s(m,A)c(x,A)+ s (m,A)s(x, ).

Bundan
yix+n)=Cie(x+m, )+ C,s(x+m, L) =
=[Cic(m,A)+ C,s(m,A)]c(x, 1) +[Cic'(m, 1) + Cys'(m, A)]s(x, 1)
kelib chiqgadi. Ushbu y(x + 7) = py(x) tenglikni ishlatsak,

C/(c(m,A)—p)+Cys(m,A)=0
Cc'(m, )+ C,(s'"(m,A)— p)=0
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hosil bo‘ladi. Ohirgi tenglama noldan farqli yechimga ega bo‘lishi uchun uning
asosiy determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir:
c(m,A)—p s(m,A) |
() s'(mA)-p

ya’ni

pl—AA)p+1=0.

Oxirgi kvadrat tenglamani yechamiz: D = A* (1) — 4,

Ok JA (1) -4

+

- 2

A) A (1)—4#0 bo‘lsin. Bu holda ikkita yechim mavjud p, #p_. Bu
yechimlarning har biriga (1.1) tenglamaning v, (x,4) va w_(x,4) yechimi mos
keladi:

y.(x+mA)=py (A), y (x+m,A)=py (x,4).

Quyidagi funksiyalarni kiritamiz:

p.(x, A)=p. 7y, (x,4), p_(x,A)=p_"y_(x,A).

Bu funksiyalar 7 davrli bo‘lishini ko‘rsatamiz:

X+ X X

== AR | -
p.(x+mA)=p, "y, (x+7m,A)=p." py. (x,A)=p. "y (x,A)=p,(x,4).
Demak,

v (x,A)=p7 p(%A), v.(%A)=pf - p.(xA),
4 4 : p - C(ﬂ-’/l) 3 : 9
bo‘lar ekan. C, =1 bo‘lsin, u holda C, =——— bo‘ladi, ya’ni
s(m,A)
C - s'(m, ) —c(m, A) FA|A (L) -4
? 2s(7,A) '

Demak,

v (A =, ay+ LEAZCRADTINDZA (G o)

2s(m,2)
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Bu yechimlarga Floke yechimlari deyiladi. Bu yechimlar chiziqli erkli bo‘ladi,
chunki

1 1

m, m_

. (0,4) v (0,4) _
v, (0,1) v’ (0,2)

_s'—c—\/A2—4 _\/A2—4
2s s

:s'—c+x/A2—4

" 2s

=m_—m

#0.
B) A(A) = 2 bo‘lsin. U holda
P =2p+1=0, (p-1> =0, p, = p, =1,
ya’'ni w(x+ 7z, A)=w(x,A) bo‘ladi. Demak, kamida bitta noldan farqli, 7 davrli
yechim mavjud.
C) A(A) = -2 bo‘lsin. U holda
p=2p+1=0, (p-1)’=0, p,=p_=1,
ya'ni y(x+7,A)=-w(x,A). Demak, kamida bitta noldan farqli, 7 anti davrli
yechim mavjud. Bu yechim 27 davrga ega. Teorema 2.1 isbotlandi.

Teorema 2. 2. A) Agar ‘A(ﬂ)‘ > 2 bo‘lsa,

v (x,2) € Ly(~0,0), v, (x,4) € Ly(0,0)
va
v, (x,A4) > 0,x >0, ¥ (x,4) > 0,x —> -0
bo‘ladi.

B) Agar |A(1)<2 bo‘lsa, L,(—0,0) yoki L,(0,00) fazolarga qarashli
bo‘ladigan noldan farqli yechimlar yo‘q, bu holda tenglamaning ixtiyoriy yechimi
chegaralangan.

C) Agar A(A) =12 bo‘lsa, L,(—0,0) yoki L,(0,0) fazolarga qarashli
bo‘ladigan yechim yo‘q. Ammo kamida bitta chegaralangan yechim mavjud. A
soni A(A) =12 tenglamaning karrasiz ildizi bo‘lsa, fagat bitta chegaralangan

yechim mavjud bo‘ladi, karrali yechimi bo‘lsa, ixtiyoriy yechim chegaralangan

bo‘ladi.
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Natija 1. Teorema 2.2 ushbu y (x,4) va y_(x,4) yechimlar Veyl yechimi

ekanligini hamda

()= LA — w2 N () -4

2s(m,A)
funksiyalar Veyl-Titchmarsh funksiyalari ekanligini ko‘rsatadi.
Natija 2. Davriy potentsialli Shturm-Liuvill masalasining xos qiymati
umuman yo‘q. Spektr uzluksiz bo‘lib,
E={leR~-2<A(2)<2}

bo‘lar ekan. Bu to‘plam sanoqlita kesmalarning birlashmasidan iborat bo‘lishi
ravshan:

E=[2,,4]U[4,, 4]U..U[4,, .4, ]U.. .
Quyidagi

(=0, 4,) (A A4) s (As ) s vy (g 15 Any) s eee
intervallarga lakunalar deyiladi. Ushbu (-0, 4,) intervalga esa trivial lakuna

deyiladi.
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3-§. Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulalari.

Butun o‘qda berilgan ushbu
Ly=—y"+qg(x)y=Ay, —0o<x<o, (3.1)
Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib chigamiz. Bu yerda ¢(x) haqiqiy uzluksiz = -
davrli funksiya. c¢(x,A) va s(x,4) orqali (3.1) tenglamaning c¢(0,4)=1,
c'(0,4)=0 va s5(0,4)=0, s'(0,4)=1 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimlarini belgilaymiz. L operatorning spektri quyidagi to‘plamdan iborat

bo‘ladi

E=1{leR: —2£A(/1)§2}:R\{(—oo, z(,)uf](zzn_l,zh)}.

n=t

(3.1) tenglama uchun [0, 7] oraligda qo‘yilgan Dirixle masalasining xos
qiymatlarini £, n=1 orqali belgilaymiz. Ular s(7,4)=0 tenglamaning
yechimlaridan iborat bo‘ladi hamda &, €[4,, |,4,,], n =1 munosabat bajariladi.

Ta’rif 1. Ushbu {1, sonlar ketma-ketligi va
o, = Ssign {S'(7z, E)—c(r,&, )} =+1, n>1, ishoralar ketma-ketligiga L operatorning
spektral parametrlari deyiladi.

Ta’rif 2. Spektrning chetki nuqtalari va spektral parametrlardan tashkil
topgan {4,,n20, &, 0, ==x1, n>1} to‘plamga L operatorning spektral
berilganlari deyiladi.

Shturm-Liuvill operatorining spektral berilganlari orqali g(x) potensialini
topish masalasiga teskari spektral masala deyiladi.

Agar biz ushbu

L(t)yy=—y"+qg(x+10)y=Ay,xeR,7€R,
siljigan argumentli Shturm-Liuvill tenglamasini qaraydigan bo‘lsak, uning spektri
T parametrga bo‘g‘liq bo‘lmaydi, ya’'ni J(L(r)): G(L(O)) bo‘ladi, ammo uning
spektral parametrlari z parametrga bog‘liq bo‘ladi: & (7), o,(7), n >1. Bu spektral
parametrlar quyidagi differensial tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi
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de, =2(-1)"o, (0)h (&), n>1. (3.2)
dr

Bu yerda

h (&) =& — Ay )y —E) % J(@ -] (f"_)if;’; ~ )

k#n

Bu differensial tenglamalar sisitemasi chekli zonali potensiallar holida 1975 yilda
B.A.Dubrovin tomonidan, davriy potensiallar holida 1977 yilda E.Trubovits
tomonidan va cheksiz zonali deyarli davriy potensiallar holida B.M.Levitan
tomonidan keltirib chiqarilgan.

Dubrovin-Trubovits tenglamalar sistemasi (3.2) va ushbu
q(7) =4, + Z(/’LZk—l + Ay —26,(7)) (3.3)
k=1

izlar formulasi birgalikda Shturm-Liuvill operatori uchun qo‘yilgan teskari
masalani yechish usulini beradi. Bundan tashqari quyidagi izlar formulasi ham

muhim o‘rin egallaydi:
1 0
q2 (T) - qu‘r (T) = 2’(2) + ;(ﬁék—l + //lék - 2§kZ ('Z')) .

1946 yilda shved matematigi G.Borg tomonidan quyidagi ajoyib teorema
isbot qilingan. 1977 yilda X.Xoxshtadt bu teoremani sodda isbotini topishga
muvaffaq bo‘ldi.

Teorema 3.1. (G.Borg). % soni Xill tenglamasi g(x) potensialining davri

bo‘lishi uchun A(A4)+2=0 tenglamaning barcha ildizlari, ya’ni antidavriy

chegaraviy masalaning barcha xos qiymatlari ikki karrali bo‘lishi zarur va

yetarlidir.
Borg teoremasini lakunalar tilida ham bayon qilish mumkin: % soni Xill

tenglamasi g(x) potensialining davri bo‘lishi uchun Xill tenglamasi barcha toq

nomerli lakunalarining yopilishi zarur va yetarlidir.
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Yuqorida bayon qilingan G.Borg teoremasi 1984 yilda X.Xoxshtadt

tomonidan umumlashtirildi.

Teorema 3.2. (X.Xoxshtadt). 7 soni Xill tenglamasi 7 davrli ¢g(x)
n

potensialining davri bo‘lishi uchun nomerlari » ga karrali bo‘lmagan barcha
lakunalarning yopilishi zarur va yetarli. Bu yerda n > 2 natural son.

1977 yilda Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulasi yordamida
E.Trubovits Xill operatori lakunalari uzunliklari va g(x) potensialning analitikligi
orasidagi bog‘lanish haqidagi quyidagi teoremani isbotlashga muvaffaq bo‘ldi.

Teorema 3.3. (E.Trubovits) 7 - davrli haqiqiy ¢(x) potensial analitik
bo‘lishi uchun Xill operatori lakunalarning uzunliklari eksponensial ravishda nolga
intilishi, ya’ni shunday a >0 va b >0 musbat sonlar topilib

Ay = Ay, <ae’, n=1,2,3,..

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
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4-§. Yuklangan hadli Korteveg-de Friz tenglamasini davriy funksiyalar

sinfida integrallash

Quyidagi

q,=9..—6qq +yt)-ql._,"q., xR, t>0 4.1)

yuklangan hadli Korteveg-de Friz tenglamasini ushbu

q(x,0)|,_, = 4o (%) (4.2)

boshlang‘ich shart bilan birga ko‘rib chiqamiz. Bu yerda y(¢) - berilgan haqiqiy

uzluksiz funksiya. (4.1) tenglamaning (4.2) boshlang‘ich shartni va ushbu
q(x,H) e C:(t>0)NC/(t>0)NC(t>0) (4.3)
silliglik shartlarini qanoatlantiruvchi, x o‘zgaruvchi bo‘yicha 7 davrli
q(x+ m,t)=q(x,t) (4.4)
haqiqiy ¢g = q(x,t) yechimini topish talab qilinadi.
(4.1)-(4.4) masalaning ¢g(x,#) yechimini topishga Shturm-Liuvill operatori
uchun qo‘yilgan to‘g‘ri va teskari spektral masalani qo‘llaymiz.
Teorema 4.1. g(x,t) funksiya (4.1)-(4.4) masalaning yechimi bo‘lsin. U
holda ushbu
L(z,t)yy=—y"+q(x+7,t)y=Ay, x€R 4.5)
Shturm-Liuvill operatorining spektri z va ¢ parametrlarga bog‘liq bo‘lmaydi,
ya’ni spektrning chetki nuqtalari A, n>0 lar ¢ va ¢ parametrlarga bog‘liq
bo‘lmaydi, & (7,¢), n=>1 spektral parametrlari esa quyidagi Dubrovin-Trubovits

tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:

aéi; =2(-1)"0,(z,0[29(z,1) = y(1)q(0,1) + 4&,1h,(S), n>1. (4.6)

Bu yerda

= (ﬁ“Zk—l B fn )(ﬂzk B gn)
h = B 2'2/1—1 A'Zn —6,) X n 10 2
()= = Ay Ny = &) J(ﬁ ) T

k#n
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bo‘lib, o, (7,t) ishoralar & (7,t) spektral parametr o‘zining [4,, ,, 4,,] lakunasi
chetiga kelganida qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. Bundan tashqari ushbu
&, (7.0, =6, ), 0,0

boshlang‘ich shartlar bajariladi. Bu yerda &£(z), o, (r) n>1 orqali q,(x+7)

0
o=0,0@), nzl 4.7)

potensialga mos keluvchi spectral berilganlar belgilangan.

Isbot. (4.5) tenglama uchun qo‘yilgan
¥(0)=0, y(7)=0
Dirixle masalasining & =¢& (7,¢1), n=1 xos qiymatlariga mos keluvchi
ortonormollangan xos funksiyalarini y =y, (x,7,t), n>1 orqali belgilaymiz.
Ushbu (L(z,t)y,,y,)=¢, ayniyatni ¢ bo‘yicha differensiallab hamda

L(z,t) operatorning simmetrikligidan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

S, =L@y, +q,y,,y,)+LE,D)y,,»,)=
=y, L(z,0)y,) +(L(z,0)y,,9,) +(q,7,,¥,) =

=&y )+ (4,7,.3,) =thy5dX- (4.8)

Ushbu
qz(x + Tat) = qxxx('x + T’t) - 66]()(? + Tat)qx(x + Tat) + ]/(t) ’ Q(Oat) ) q)c(x + Tat)

ayniyatdan foydalanib, (4.8) tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz
¢, =14, —64q, +7(t)-q(0,) - ,]y}dx. 4.9)
0

Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ichini y, va y/ ga nisbatan kvadratik
forma ko‘rinishida izlaymiz:

(ay, +by, v, +v)) =[q.. — 6499, + 7()q(0,0)q, 1y, (4.10)
Bu yerda a, b, c koeffitsientlar y, va y  ga bog‘liq emas. Agar (4.10)
tenglikning chap tomonini hisoblab, y"=(g—¢&, )y, ayniyatdan foydalansak,

hamda mos koeffitsiyentlarni o‘zaro tenglasak, quyidagi tengliklar kelib chiqadi
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!
b=-c",

1 n
a=—c —-c-(q-¢,),
5 (g-¢,)

c"=2c"-(g-¢&,)—cq, =4q,. —69q, +y()q(0,)q,. (4.11)
Ushbu c¢=2¢g+a funksiya (4.11) tenglikni qganoatlantirishi ravshan. Bunda
a=4& —y(t)q(0,¢) . Bunga ko‘ra
a=q. ~[2q+45, - r(0q(0.0]-(¢-¢,),
b=-2q,,

c=2q+4¢, —r(1)q(0,1)
deb olsak, (4.10) tenglik bajariladi. Demak,

&, =(ay; +by, v, + )| =
=[24(z,0) = y()9(0,0) + 4&,1[v; (7,7,t) = ¥,/ (0,7,1)]. (4.12)
(4.5) tenglamaning s(0,4,7,¢)=0, s'(0,4,7,1)=1 boshlang‘ich shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimini s(x,A,7,t) orqali belgilaymiz. U holda ushbu

yn(xaz-at): )S(X,gn,f,l‘)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

os(z,&,,7, t)

ci(r,t)= Is (x,&, ,7,t)dx =s"(7,& ,7,t) 22

Bunga muvofiq

2 _ 2 — I ' _;
Y (7Z',T,t) Yn (O’T’t)_ aS(ﬂ',fn,T,l‘)(S (”’gn,r,t) S,(ﬂ'agn:z-at)j.
oA

Bu yerga

s'(n,¢,,t,t) —————=0,(7, t)w/Az(f) 4

(ﬂ- §n97’-’ )
ifodani qo‘ysak,
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_ o, (LA (&) -4

2 12
Y, (m,7,0) = 3,7 (0,7,1) = M
oA

kelib chigadi. Bu yerda

o, (7,t)= Sign{s'(ﬂ, &, T,t)— ;}

s'(z,&,,7,t)
Agar ushbu
AZ(//{) _ 4 — 47[2(/10 _ /1)]52[ (X’Zk—l B /}()4(le B /1) ,
k=1
s(m,A,T,t) = ﬂﬁ Sk _2 A
=k
yoyilmalarni ishlatsak,
y;z (7Z',T,t) - y;z (O,T,t) = 2(_1)" o, (Tst)hn (é:) (413)

hosil bo‘ladi. Bu ifodani (4.12) tenglikka qo‘ysak, (4.6) sistema kelib chigadi.

L(r,t) operator spektrining chetki nuqtalari davriy va antidavriy
masalalarning 4, n>0 xos qiymatlaridan iborat ekanligi bizga yaxshi ma’lum.
Shuning uchun davriy va antidavriy masalalarning A , n >0 xos qiymatlari ¢ ga
bog‘liq emasligini isbotlaymiz. v, (x,z,t), n=>0 orqali davriy yoki antidavriy

masalaning normallangan hos funksiyalarini belgilasak, yuqoridagi usul bilan

ushbu
A =0,n>0
tenglikni hosil qilamiz. Bu esa L(z,t) operator spektrining chetki nuqtalari ¢

parametrga bog‘liq emasligini bildiradi. Teorema isbotlandi.

Izoh 4.1. Ushbu
q(z,t)= ﬂ*o + 2(22/(71 + /12k - 2§k (7,1)) (4.14)
k=1

izlar formulasi yordamida (4.6) sistemani “yopiq” ko‘rinishda yozish mumkin.

Natija 4.1. Yuqorida tuzilgan ¢(7,t) funksiya (4.1) tenglamani

ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun ushbu
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aaﬁ =2(-1)"o (r,0)h (&), n=1 (4.15)
T

Dubrovin-Trubovits sistemasini hamda quyidagi izlar formulasini ham ishlatamiz

q’(z, t)——qn(f 1= 1 +Z(/12k L+ Ay =25 (TD). (4.16)

(4.6) va (4.16) Dubrovin-Trubovits sistemalariga ko‘ra

05 _
ot

(4.14) izlar formulasi hamda (4.17) tenglikdan foydalanib quyidagini keltirib

=—2q(7,t) —y(t)q(0,¢) + 4¢, ] (’2‘ k>1. (4.17)

chigaramiz:

0, =23 2% <4g3 O 2y (g3 4835 O @)
o Ot o OT ot ot

Agar (4.14) va (4.16) izlar formulalaridan 7 bo‘yicha hosila olsak, ushbu

0 = B 1
Z S =—q., 42.&, %5i =—q.., —2qq,
= 0T - or 2

tengliklar kelib chigadi. Bu ifodalarni (4.18) ga qo‘yamiz:
4, =299, +y(1)q(0,0)q, +q.. —499.,
9 =4 — 699, +y(1)q(0,0)q. .
Natija 4.2. Bu teorema (4.1)-(4.4) masalani yechish usulini beradi. Buning
uchun avvalo ushbu
- V'"+q,(x+7)y=A4y, x€R
tenglama uchun

A

n o

n>0, &), o (r), n>1
spektral berilganlarni topib olamiz. So‘ngra (4.6)+(4.7) Koshi masalasiga 7 =0 ni

qo‘yib, hosil bo‘lgan masalaning & (0,¢), n=>1 yechimini topamiz. Shundan
keymn, & (0,¢), n>1 uchun topilgan ifodani (4.6) sistemaga qo‘yamiz hamda
(4.6)+(4.7) Koshi masalasini ixtiyority 7 da yechib & (7,¢), n>1 larni aniqlaymiz.

Bu ifodalarni (4.14) izlar formulasiga qo‘yib ¢(z,7) yechimni topamiz.
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Natija 4.3. Agar boshlang‘ich shartdagi ¢,(x) funksiya haqiqiy analitik

funksiya bo‘lsa, u holda teorema 3.3 ga ko‘ra unga mos keluvchi lakunalar

uzunliklari eksponensial ravishda nolga intiladi, bu lakunalar ¢(x,#) funksiyaga
ham mos keladi. Shuning uchun ¢(x,f) yechim x o‘zgaruvchi bo‘yicha haqiqiy

analitik funksiya bo‘ladi.

Natija 4.4. Agar boshlang‘ich shartdagi ¢,(x) funksiya z davrga ega
n

bo‘lsa, u holda Borg teskari teoremasining umumlashmasiga ko‘ra (teorema 3.2)

nomerlari n ga karrali bo‘lmagan barcha lakunalar yo‘qoladi, bu lakunalar g(x,?)

koefitsiyentga ham mos keladi. Shuning uchun ¢(x,7) yechim x o‘zgaruvchi
bo‘yicha z davrga ega bo‘ladi. Bu yerda »n2>2 natural son va (4,, ,,4,,)
n

lakunaning nomeri £ .
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I bob bo‘yicha xulosalar.

Ushbu bobda davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatori uchun
qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, yuklangan hadli Korteveg-de Friz
tenglamasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida yechilgan.
Jumladan, Shturm-Liuvill operatori potensiali yuklangan hadli Korteveg-de Friz
tenglamasining x o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u holda bu
operatorning spektri ¢ parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu Shturm-Liuvill
operatori spektral parametrlarining ¢ parametr bo‘yicha evolyutsiyasi topilgan.
Bundan tashqari, yechimning x bo‘yicha davri haqida va x bo‘yicha analitikligi

haqida muhim natijalar olingan.
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II-BOB. YUKLANGAN HADLI NOCHIZIQLI SHREDINGER
TENGLAMASINI DAVRIY FUNKSIYALAR SINFIDA INTEGRALLASH

Quyidagi Dirak operatori
0 1
D= i+ Pt ¢(x) , —00<Xx<w
-1 0)dx \(g(x) —p(x)
matematika va fizikada juda keng qo‘llaniladi. Bu holda u(x) = g(x)—ip(x)

funksiyaga potensial deyiladi. Berilgan potensial bo‘yicha bu operatorning
spektral harakteristikalarini topish masalasiga to‘g‘ri masala, aksincha spektral
harakteristikalar orqali potensialni topish masalasiga teskari masala deyiladi.

K.Gardner, J.Grin, M.Kruskal, R.Miura larning bir gator ishlaridan keyin bu
operatorlarga bo‘lgan qiziqish yanayam ortdi. Nochiziqli Shredinger

u, =—iu__ + 2iu‘u‘2
va modifitsirlangan Korteveg-de Friz
u, =6uu, —u_
tenglamalari uchun davriy boshlang‘ich shartli Koshi masalasini o‘rganish, davriy
potensialli Dirak operatori uchun to‘g‘ri va teskari masalalarni o‘rganishga olib
keladi. Bu holatda operatorlarning spektri zonali tuzilishga ega bo‘ladi.

Davriy koeffisientli operatorlar uchun teskari masala ancha murakkab,
chunki spectral berilganlardagi ozgina o‘zgarish potensialning davriyligini buzishi
mumkin. Shturm-Liuvill operatorining chekli zonali potensiali kvazidavriy
funksiya bo‘lishi S.P.Novikov tomonidan isbot qilingan, A.R.Its va V.B.Matveev
tomonidan esa chekli zonali potensiallar uchun yaqqol formula ham topilgan.

Davriy potensialli Dirak operatori uchun to‘g‘ri va teskari masalalar
B.M.Levitan, M.Z.Zamonov, A.B.Hasanov, A.M.Ibragimov va boshqalar
tomonidan o‘rganilgan.

Nochiziqli Shredinger tenglamasi, tez kamayuvchi funksiyalar sinfida,

V.E.Zaxarov, Shabat A.B., Manakov S.V. lar tomonidan integrallangan. Davriy
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funksiyalar sinfida bu masala Its A.R., Kotlyarov V.P., Dubrovin B.A., Matveev
V.B. va boshqalar tomonidan o‘rganilgan.

V.K.Mel’nikov, A.B.Hasanov, G.U.Urazboyev, A.A.Reyimberganovlarning
hamda Hitoy matematiklari Y.B.Zeng, W.X.Ma, R.L.Lin, Y.Shao ishlarida
moslangan manbali nochiziqli Sredinger tenglamasi tez kamayuvchi funksiyalar
sinfida  integrallangan, davriy funksiyalar sinfida esa bu masala
A.B.Yaxshimuratov tomonidan o‘rganilgan.

Ushbu magistrlik dissertatsiyaning II-bobida yuklangan hadli nochizigli
Shredinger sistemasining x o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy bo‘lgan yechimini topish
usuli o‘rganilgan. Bunda Dirak operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral

masalalar usuli qo‘llanilgan.
1-§. Dirak sistemasi uchun Lyapunov funksiyasi va uning xossalari
Quyidagi Dirak sistemasini ko‘rib chigamiz
0 1)y X X
LyE( j[yi}{p( ) g )J(M): /{yl}
-1 0)s) \g(x) —px) \» %) xe(-w,0). (1.1)

Bu yerda p(x) va g(x) haqiqiy uzluksiz 7 davrli funksiyalar, A esa

kompleks parametr. (1.1) tenglamaning ushbu

(0,4) (j (0,4) EOJ
cy, = s SY, =
0 1

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini

c,(x,4) s, (x,4)
c(x,A) :[c x ﬁ)j va s(x,A) :[s x ﬂ)}

orqali belgilaymiz.
c(x,A) va s(x,A) vektor-funksiyalar quyidagi integral tenglamalarni

qanoatlantiradi:
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e 1 0 1Y p)-4 q(t)
cxA)= 0} (—1 ol qt) - pa)-A

s(x,z):[?j+f(_()l Ljpo=4 @) js(t,/l)dt.

jc(t,ﬂ)dt,

0 ON g(  —-p@O)-4
Bu integral tenglamalardan c(x,4) va s(x,A) yechimlar mavjudligi, yagonaligi
va x ning har bir fiksirlangan qiymatida A parametrga nisbatan butun funksiya
bo‘lishi kelib chigadi. Bu yechimlar, (1.1) tenglamaning yechimlar fundamental
sistemasini tashkil giladi hamda bu yechimlar uchun quyidagi Vronskiy ayniyati
bajariladi:
¢ (x,4)s,(x,A) —c,(x,A)s,(x,A)=1.

Ta’rif 1. A1) =c,(7,A)+s,(mr,A) funksiyaga Dirak operatori uchun
Lyapunov funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi.

Teorema 1.1. a) [0, 7] kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan davriy
»,(0)=y,(7), v,(0)=y,(r) chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari haqiqiy
bo‘ladi vaular A(A)—2 =0 tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust tushadi;

b) [0,7] kesmada Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan antidavriy
»,0)==y,(7), »,(0)=-y,(7r) chegaraviy shartli masalaning xos qiymatlari
haqiqiy bo‘ladi va ular A(A)+2=0 tenglamaning ildizlari bilan ustma-ust
tushadi.

Natija 1. Ushbu A(41)—-2=0 va A(A)+2=0 tenlamalarning ildizlari
haqiqiy bo‘ladi.

Misol. Agar p(x)=0, g(x)=0 bo‘lsa, u holda

c(x,2) = (Zi’ijxj . s(xA)= (_C::ﬂixj . A(A)=2cosAx
bo‘ladi. A(4)-2=0 tenglamaning ildizlari A, , =4, =2n, neZ bo‘ladi

A(A) +2 =0 tenglamaning ildizlari 4, , =4, ., =2n+1, neZ bo‘ladi.

4n+1 4n+2

Ushbu
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sin Ax —cosA(x—t) sinA(x—1t) \qg(t) — p(¢t)
—sin ﬂ,xj . j[ sinA(x—1) cosA(x— t)j[p(t) q(t)

c(x,4) = (COSMJ 4 ( smAlx—1) - cosdlx - ’)Ip(f ) 4@

Jc(t,ﬁ)dt,

cos Ax o\—cosA(x—t) sinA(x—1t) \qt) - p(t)

integral tenglamalar yordamida c(x,4) va s(x,4) yechimlarning katta W lardagi

s(x,A)= ( Js(l‘, A)dt

asimptotikasini o‘rganish mumkin. Bunda quyidagi asimptotik formulalar kelib

COS/bC e\lm/l\x
c(x,A)=| . I +0 .
sin =

—sin Ax el
s(x,A)= Py +0 Pl
COS o

Bulardan, hususan, Lyapunov funksiyasining haqiqiy A lardagi asimptotikasi kelib

chiqadi:

ﬂ‘—)oo, xe[0,x],

A‘—)oo, xe[0,rx].

chiqgadi:
A(A)=2cosAx + Q(%), A —> w0,

Teorema 1.2. Lyapunov funksiyasining hosilasi uchun quyidagi formula
o‘rinli:
dA(A f
LD - e, (208570, +Ha (7.2 5, (A D9 A =5 (A A+
0
+C2 (ﬁ,ﬂ)S;(i,/’L) +[Cl (72-9/1) _S2 (72-9/1)]02 (I,‘,ﬂ,)SZ (ts/l) _Sl (72_,1)022 (taﬂ’)}dt'
(1.2)
Teorema 1.3. Agar haqiqiy A son uchun ushbu —2 <A(4)<2 tengsizlik
bajarilsa, u holda bu son uchun quyidagi tengsizliklar ham o‘rinli bo‘ladi:

M-cz(7z,2,)<0, M-sl(7z,/1)>0.
dA da

Natija 1.2. Ushbu —-2<A(4)<2 tasmada Lyapunov funksiyasing
ekstremal qiymatlari yo‘q.

Teorema 1.4. a) 4 son A(A)=2 tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi
uchun quyidagi tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir:
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s, (r,A)=0, s,(7,A)=1, c,(m,A)=1Lc,(7,A)=0;

b) 4 son A(A)=-2 tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lishi uchun quyidagi

tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir:
s(7,A)=0, s,(7,1)=-1, ¢,(m,1)=-1, ¢,(7,A)=0.

Teorema 1.5. a) agar A son A(A)=2 tenglamaning ikki karrali ildizi
bo‘lsa, u holda A(A)<0 bo‘ladi. Hususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal
maksimumga erishadi.

b) agar A son A(A)=-2 tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lsa, u holda
A(A1)>0 bo‘ladi. Hususan, bu nuqtada Lyapunov funksiyasi lokal minimumga

erishadi.

Natija 1.3. Ushbu A(A)+£2=0 tenglamalar ildizlarining karrasi ikkidan

oshmaydi.

Yuqorida keltirilgan teoremalar va A(A) Lyapunov funksiyasining
asimptotikasiga ko‘ra, umuman olganda A(A) funksiyaning grafigi quyidagi
ko‘rinishda bo‘lishi kelib chiqadi:

AN 7N N N
f AR

(1-rasm)
c(x+rn,A) va s(x+n,A) funksiyalar ham (1.1) tenglamani
ganoatlantirishidan quyidagi lemma kelib chigadi.
Lemma 1.1. (1.1) sistemaning c(x,4) va s(x,4) yechimlari uchun quyidagi
ayniyatlar bajariladi:
c(x+mA)=c (m,Aec(x,1)+c,(m,A)s(x,1),
s(x+m,A)=s,(r,A)c(x,A)+ 5,(w,A)s(x,1).

Quyidagi Dirak sistemasini ko‘rib chigamiz
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L)y = 0 L), (peer) qlr+7) (3 fn ¥ & (o0, 0)
2ot o\ gt —par)an) ) o

(1.3)

bu yerda ¢ haqiqiy parametr. c(x,4,7) va s(x,4,7) orqali (1.3) tenglamaning

quyidagi boshlang‘ich shartlarni qanoatlanturuvchi yechimlarini belgilaymiz:

1 0
c(O,/l,r)z(Oj va S(O,/l,r)z(l).

Lyapunov funksiyasining ta’rifiga ko‘ra A(A,7)=c,(7,4,7)+ 5,(7,4,7).
Lemma 1.2. Quyidagi ayniyatlar o‘rinli:

c(x,A,7)=5,(t,A)c(x+7,4) —c,(z,)s(x + 7,4),
s(x,A,7)==s,(r,A)c(x +7,A) +c,(z,)s(x + 7, 4).

Isbot. c(x+7,4) va s(x+7,4) lar (1.3) tenglamaning fundamental
yechimlar sistemasini tashkil etadi. Demak,
c(x,A,7)=Cic(x+7,A)+ C,s(x +7,4)
bo‘ladi. C, va C, larni boshlang‘ich shartlar yordamida topamiz:
C,=s,(r,4), C,=—c,(7,4).
Shuning uchun
c(x,A,7)=5,(t,)c,(x + 7,A) —c, (7, A)s,(x + 7,1).
Lemmadagi ikkinchi ayniyat ham shu tarzda isbot gilinadi. Lemma isbotlandi.
Teorema 1.6. Ushbu A(A,7)=A(A) ayniyat bajariladi, ya’ni Lyapunov
funksiyasi r parametrga bog‘liq emas.
Isbot. 1.2-lemmaga ko‘ra
A, 7)=c/(m, A7)+ 5,(m, A, T) =
=s,(t,A)c, (7 +7,A)—c,(z,)s,(m + 7, A) —
—s,(t,)c,(mr + 7, A) +c,(z,A)s,(mr + 7, 4).
Endi 1.1-lemmadan foydalansak, quyidagiga ega bo‘lamiz
AL, 7)=s,(t,D)c,(m,A)c,(t,A) + c,(m,A)s, (T, )] -
—c, (t,A)s, (7w, A)c,(z,A) + 5, (7, A)s,(z,A)] —
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-s8,(t,)[e,(m, e, (z,A) +c,(m,A)s,(z,A)] +
+c,(t, D)8, (7, A)c,(t,A) + s,(7,A)s, (7, A)].
Bu ifodani soddalashtirib Vronskiy ayniyatidan foydalanamiz
AL, 7)=c/(m,)[c,(z,A)s,(T,A) = s,(z,A)c, (T, A)] +
+8,(m, ), (z,4)s,(t,A) = s,(z,A)c,(7,A)] =
=c,(m,A)+5,(m,A)=A(4).

Teorema isbotlandi.

2-§. Dirak sistemasi uchun Floke yechimlari va ularning xossalari

Teorema 2.1. (Floke). a) agar A’(1)—4#0 bo‘lsa, u holda (1.1)

tenglamaning quyidagi ko‘rinishdagi ikkita chiziqli erkli yechimi mavjud:

X X

v_(x,A)=p - p_(x,A), ¥ (x,A)=pF - p.(x,2),
bunda p_(x,4) va p,(x,A) funksiyalar x bo‘yicha = davrli bo‘lib,

L A JN () -4

F b

v 2

b) agar A(1)=2 bo‘lsa, u holda (1.1) tenglamaning = davrli yechimi
mavjud bo‘ladi;

c) agar A(41)=-2 bo‘lsa, u holda (1.1) tenglamaning 27 davrli yechimi

mavjud bo‘ladi.
Bu yerdagi ildiz analitik ildiz bo‘lib, uning quyidagi shartni

qanoatlantiruvchi shohchasi olingan

JA(A) =4 - 2isin Az =ole"™7), A iw.
Bunda /A’(1)—4 funksiya C\E sohada analitik bo‘ladi, bu yerda E

orqali ushbu —2<A(A)<2 tengsizlikning yechimi belgilangan. E to‘plam bu
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funksiyaning uzilish nuqtalar to‘plamidir. _(x,4) va w, (x,4) yechimlarga Floke
yechimlari deyiladi.
Isbot. (1.1) tenglamani biror p uchun y(x+7)= py(x) shartni
ganaotlantiradigan yechimlarini axtaramiz. (1.1) tenglamaning
y(x)=Cc(x,A)+ C,s(x,A)
umumiy yechimiga 1.1-lemmani qo‘llaymiz:
y(x+ ) =[Cic, (7, 4), + Cys5,(m, D) ]|e(x, A) + [Cic, (7, 1), + Cy5,(m, 1) |s(x, A).
Ushbu y(x + ) = py(x) shartdan va c(x,1), s(x,A) chiziqli erkli ekanidan
{ Cic,(m,A)+C,s,(m,A) = pC,
Cc,(m, )+ C,s,(mr,A) = pC,
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar sistemasini noldan farqli
yechimga ega bo‘lishi shartiga ko‘ra

Cl(ﬂ-al)_p Sl(ﬂ-al) .
() s (mA)-p |

b

(¢, = p)s, —p)—c,s5, =0,
€8, = pe, = ps, +p° —c,5, =0,
P’ —AA)p+1=0.

pi_el

S

a) agar A’(A)—4#0 bo‘lsa, p, # p_ bo‘ladi, C,=1 desak, C, =

bo‘ladi. (1.1) tenglamalar sistemasining yechimlari esa quyidagicha bo‘ladi:

v, (6 A) =, A) + Sz(il',l)—cl(ﬂ',l)iw/Az(ﬂ,)—4S(X’ﬂ).
2s,(7,A)

Ushbu

p(x, )= p7 . (x)
funksiya 7 davrliligini ko‘rsatamiz:

—(x+7)/ 7 —(x+7)/ 7

pi(x+7m,A)=p, Y. (x+7m,A)=p; P (A)=pa(x,A).
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v,(x,A) chiziqli erkli yechimlar ekanini ko‘rsatish uchun biror nuqtada

ularning Vronskiani noldan farqliligini ko‘rsatish yetarli. Xususan, x =0 nuqtada

1 1
— AN (1) -4
W{va,://_}{xo:‘pfcl o —c. :p_s p- =\/T¢o.
Sl Sl 1 1

b) Agar A(1)=2 bo‘lsa, p, = p, =1 bo‘ladi va

l—c/(7,A)

w(x,A)=c(x,A)+ 5 (2.A)

-s(x,A)

7 davrli yechim bo‘ladi.
c) Agar A(1)=-2 bo‘lsa, p, = p, =—1 bo‘lib,
—1-¢(7,4)
s (7, A)

27 davrli yechim bo‘ladi. Teorema 2.1 isbotlandi.

s(x,A)

v(x,A)=c(x,A)+

Teorema 2.2. a) agar |A(4)>2 bo‘lsa, u holda |p_(1)>1,|p,(1)<1
bo‘ladi;

b) agar ‘A(/’t)‘ <2 bo‘lsa, u holda ‘ ol (/’t)‘ = ‘ o (1)‘ =1 bo‘ladi.

Teorema 2.3. Floke yechimlari Veyl yechimlariga proporsional bo‘ladi va
Veyl-Titchmarsh funksiyasi quyidagi formula bilan beriladi:

m¢(ﬂ.): Sz(ﬂ',ﬂ)—cl(ﬂ',ﬂ,)i\/m-

2s,(m,A)

Natija 2.4. Davriy potensialli (1.1) Dirak operatori xos qiymatga ega emas.
Uning spektri uzluksiz bo‘lib, u quyidagi to‘plamdan iborat:
E={leR|-22a0) <2},
ya’'ni

E=R'"\ U4y 4,) 2.1)

Ushbu (4,, ,,4,,), n € Z intervallarga lakunalar deyiladi.
Ushbu s,(7,4) =0 tenglamaning ildizlarini &, , n € Z orqali belgilaymiz. Bu

yerda Veyl-Titchmarsh funksiyasining mahrajidan kelib chiqdik. &, , ne Z sonlar
38



(1.1) Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan quyidagi Dirihle masalasining xos
giymatlari bilan ustma-ust tushadi
1,1(0)=0, y,(7)=0.
Bundan tashqari &, €[4,, |,4,,]1, n€Z bo‘ladi.
Ta’rif 2.1. Usbu =] IV P S neZz sonlar va
o, = sign{sz(ﬁ,in) -, (ﬂ,fn)}, neZ 1ishoralarga (1.1) masalaning spektral
parametrlari deyiladi. &, o‘z lakunasining cheti bilan ustma-ust tushganida o, =1

deb gabul gilamiz.

Ta’rif 2.2. Lakunalarning chetlari 4, neZ hamda &, o, =%1, neZ

n n

spektral parametrlarga (1.1) masalaning spektral berilganlari deyiladi.
Ta’rif 2.3. (1.1) sistemaning spektral berilganlarini topish masalasiga to‘g‘ri
masala deyiladi, aksincha, spektral berilganlar orqali (1.1) sistemaning

koeffitsientlarini topish masalasiga teskari spektral masala deyiladi.

3-§. Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulalari

Quyidagi

Laoy=| 0! Vi) (POl n) )Y )
et o\ gt —paro)\an) ) ’

masalaning Lyapunov funksiyasi ¢ parametrga bog‘liq emasligidan bu masalaning
spektri ham 7 parametrga bog‘liq emasligi kelib chigadi. Demak, bu masalaning
spektri ham (2.1) to‘plam bilan ustma-ust tushadi. Ammo, spektral parametrlar 7

parametrga bog‘liq bo‘ladi, shuning uchun ularni & (7),0,(r), neZ orqali

belgilaymiz. Spektral parametrlar 7 ga bog‘liglik qonuniyatini topish talab
qilinadi. Ular quyidagi Dubrovin-Trubovits differensial tenglamalar sistemasi deb

ataladigan sistemani qanoatlantiradi:

ds,
dr

= (_l)n_l o, (T)\/(Gan — Ay )4y, —&,) %
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= (G &)

k#n

X[2E, + 3 (Ao s + Aoy — 260)] % Jﬁ Gon—e)tu=e) o7 @

(3.1) sistema quyidagi boshlang‘ich shartlar bilan garaladi:
&, ()|, =¢6,0), neZ, Gn(z')L:O =0,0), neZ.

& (r) spektral parametr o‘z lakunasining chetiga kelganidagina o (7)

ishora garama-qarshi ishoraga o‘zgaradi.

(1.1) Dirak sistemasi uchun quyidagi izlar formulalari deb ataladigan

formulalar o‘rinli:

2p(r) = X (Ao + Ay = 25,(2)).

q’(t)+4¢'(r)= ;2 (w - & (T)J ,

S G@-E0)

#n

4©)= 3. ()"0, (W& )~ Loy ~E,(0)- J [ el 2, (0]

Natija. Agar bizga (1.1) masalaning spektral berilganlari ma’lum bo‘lsa, u
holda bu boshlang‘ich shartlar bilan Dubrovin-Trubovits sistemasini yechib

¢ (r),0,(r), neZ spektral parametrlarni topamiz. Bularni izlar formulalariga

qo‘ysak, (1.1) masalanining koeffitsientlari kelib chigadi.
[36] ishda Dubrovin-Trubovits sistemasi va izlar formulalarini qo‘llab,

lakunalar uzunliklarining nolga intilish tartibi bilan p(x) va q(x)
koeffitsientlarning analitikligini bog‘lovchi quyidagi ikkita teorema isbot gilingan.

Teorema 3.1. Agar p(x), g(x) x-davrli haqigiy funksiyalar C?*(—o0, o)
sinfga tegishli bo‘lsa va lakunalar uzunliklari A, — A, , eksponensial ravishda
nolga intilsa, ya’ni a>0,b>0 o‘zgarmas sonlar topilib, » ning barcha butun
qiymatida A, — A, , <ae """ bolsa, u holda p(x) va g(x) funksiyalar haqigiy

o‘qda analitik funksiya bo‘ladi, ya’ni har bir nuqtaning biror atrofida

yaqinlashuvchi darajali qatorga yoyiladi.
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Teorema 3.2. Agar p(x) va ¢(x) haqiqiy analitik funksiyalar 7z -davrli

bo‘lsa, u holda lakunalar uzunliklari A, —A, , eksponensial ravishda nolga

intiladi.
[35] ishda Dirak operatori uchun Borg teskari teoremasining quyidagi
analogi isbot qilingan.

Teorema 3.3. % soni p(x) va g(x) koeffitsientlarning davri bo‘lishi uchun

(¥(0)=—y(x)) antidavriy masalaning barcha hos qiymatlari ikki karrali bo‘lishi

zarur va yetarlidir.

4-§. Yuklangan hadli nochiziqli Shredinger tenglamasini davriy funksiyalar

sinfida integrallash

Quyidagi yuklangan hadli Shredinger tenglamasini

u, = 2iuful” —iu, +bOWO,0| u,, t>0, xeR 4.1)
ushbu
u(x,1)|,_, =uy(x) 4.2)
boshlang‘ich shart va
u(x+ m,t)=u(x,t) (4.3)
x bo‘yicha davriylik sharti hamda ushbu
u(x,t)e C:(t>0)NC(t>0)C(t>0) (4.4)

silliglik sharti bilan birga ko‘rib chigamiz. Bu yerda b(¢) - berilgan uzluksiz
xaqiqiy funksiya.
Agar (4.1)-(4.4) masalada u =-p +iqg almashtirish bajarsak u quyidagi
ko‘rinishni oladi:
{p, =—q,, +2q(p* + ")+ bO[P* (0.0 +¢* (0.0)]p,

) 5 ) 5 , t>0, xeR, (4.5)
q,=p, —2p(p°+q°)+b@)[p (0,)+q (0,0)]q,
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p(x,0)|_, = po(x), q(x,0)|_ =q,(x), (4.6)
p(x+rm,t)y=p(x,t), q(x+mt)=q(x,t), 4.7)
p(x,t),q(x,t) e Cj &>0)n Ct1 &>0)NnC(t=0). (4.8)

Teorema 4.1. Agar u(x,t)=—p(x,t)+ig(x,t) funksiya (4.1)-(4.4)
masalaning yechimi bo‘lsa, u holda koeffitsiyentlari p(x+7,t) va q(x+17,¢)

bo‘lgan Dirak operatorining spektri ¢ va ¢ parametrlarga bog‘liq bo‘lmaydi,

spektral parametrlari & (7,7), ne Z esa quyidagi Dubrovin-Trubovits sistemasini

ganoatlantiradi:
% 21, (10, ()
x{q* (7,0 +q,(0.0) +[p(r,0) + £,1° + & =bO)[p* (0,6) + ¢ (0,0)][p(z,0) + &, 1}
(4.9)
Bu yerda

h, (&) :\/(én -, )4, —E&) \/ ﬁ (A =64y —6,) .

k=—o0, (é:k - 5}1 )2

e
Bunda o, (7,t)=%1, neZ ishoralar & (7,t) spektral parametr [A, ,,4, ] o'z
lakunasining chetiga kelganida qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. Bundan tashqari
ushbu

=o' (1), neZ (4.10)

&, (@), =8 (@), 0,0

boshlang‘ich shartlar ham bajariladi. Bu yerda &) (7), o.(r), neZ lar Dirak

t=0

operatorining p,(x+7) va ¢q,(x+7) koeffitsientlariga mos keluvchi spektral

parametrlaridir.

Isbot. Ushbu

L(T,t)yEB%+Q(x+T,t)y:iy, x€eR (4.11)

42



Dirak sistemasi uchun qo‘yilgan y,(0)=0, y,(x)=0 Dirixle masalasining
& (r,t),neZ xos qiymatlariga mos keluvchi ortonormallangan xos vektor-

Vi (%,8,7)
V2 (X,8,7)

B:( 0 1} Q(x,t):(p(erT’t) q(x+1,1) ]’ y:(yl(x)].
-1 0 gx+1,t) —p(x+r7,t) V,(x)

funkstyalarni y, (x,t,7) :[ ] , neZ orqali belgilaymiz. Bu yerda

Ushbu
s, =(L(z,0)y,,y,)
tenglikni ¢ bo‘yicha differensiallab, L(7,f) operatorning simmetrikligidan
foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz
&, =(Qx+ 7,0y, + L(7,00,,5,) + (L(z,1)y,,7,) =
=(Qx+7,0)y,,5,)+ (. Lz.0)y,) + (L(7.0)y,,,) =

=(Q(x+7,0¥,, )+ E (7, 0,) = (Qx +7,0)9,.7,). (4.12)

Skalyar ko‘paytmaning

K ) - B (%) _ z,(x)
(¥,2)= ;[[yl (D7) + 72 (N)Z (D)]dx, ¥ = [yz (x)j’ - (22 (x)]

aniq ko‘rinishidan foydalangan holda (4.12) tenglikni quyidagicha yozamiz:

& =[Py 40,902) Vs (@Y 0s = P Yu2) Y, Jdx =
0

= J.[(yjl _yiz )P +2Y,.5,,9,]dx.
0

(4.5) ifodalarni bu tenglikka qo‘yganda ushbu
E, () =[{r, = yi )4, +24(p* +¢*) +b®)[p* (0.0) + ¢*(0.0)]p, ] +
0

+29, V[P0 =2p(p° +47) +b(O[p* (0,0) + ¢°(0,0)]g, T}dx  (4.13)
formula hosil bo‘ladi. Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ichini y,, va y,,

ga nisbatan kvadratik forma ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni

{(c+ b)yj,l - 2ayn,1yn,2 +(c— b)yi,z}’ =
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=V = Va4 +29(p* +¢*) +bO[p*(0,0) + ¢°(0,0)]p, 1+
+2,. V2l P =207 + 7)) + bO)[P* (0,) + 47 (0,)]g. ]
(4.14)
Bu yerda a=a(x,t,7,£,), b=b(x,t,7,&,), c=c(x,t,7,5,) lar y,, va y, ,
ga bog‘liq emas. (4.11) tenglamadan quyidagi tenglik kelib chigadi

{yn,l =4V, —PVur —EVos 4.15)

Y2 =SuYud =P Yu1 =4 V2
(4.14) tenglik chap tomonidagi hosilalarni hisoblab, (4.15) ayniyatlardan
foydalansak, quyidagi tenglik hosil bo‘ladi
yil Je"+b"+2gb+2qgc +2pa—-2& al+ yiz Je"=b"+2gb—2qgc+2pa+2& al-
=2Y,1 Vo -[@ +2pc+28 b]=
=(Vn = Va4, +29(p* +¢*) + b p*(0,) + ¢°(0,0)]p,} +

+2Y, ViD= 2P(p* +¢*) + B[ p*(0,0) + ¢7(0,0)]q, } -

(4.16)
Agar bu yerda mos koeftfitsiyentlarni o‘zaro tenglasak, quyidagi tengliklar kelib
chiqadi
c'"+b' +2gb+2qc+2pa—-2&a=
=—q,. +2q9(p* +¢*) +b(O)[p*(0,0) +¢°(0,0)]p,, (4.17)
c'—b'"+2gb—2qgc+2pa+2&a=
=q.—29(p” +q°) = b(O)[p*(0,0) +¢°(0,0]p,, (4.18)
a'+2pc+2& b=
=—p. +2p(p” +q°) = b p*(0,1) +¢° (0,0)]g, . (4.19)

(4.17) va (4.18) dan

c= —ZT[pa +gbldx +d(t,7,¢)), (4.20)

0

va
b'+2qc—2&a=—q, +2q(p° +¢°)+b@)[p*(0,t) + ¢ (0,0)]p, (4.21)
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kelib chigadi.

(4.19) va (4.21) tengliklarning o‘ng tomoni &, ga bog‘liq bo‘lmagani uchun
chap tomoni ham & ga bog‘liq bo‘lmasligi kerak. a(x,t,7,¢), b(x,t,7,&)),
c(x,t,r,& ) va d(t,7,&) larni £ ga nisbatan kvadratik ko‘phad ko‘rinishida

1zlaymiz:
a(x,t,t,E ) =a,(x,t,7)E +a,(x,t,0)E, +a,(x,t,7), (4.22)
b(x,t,7,E)=b,(x,t,7)E + b (x,t,7)E, + b, (x,8,T), (4.23)
c(x,t,7,E ) =c,(x,t,0)E +c,(x,8,7)E, + ¢, (x,8,7), (4.24)
d(x,t,7,E) =d,(x,t,7)E) +d,(x,t,7)E, +d,(x,1,7) . (4.25)

(4.22)-(4.25) ifodalarni (4.19) va (4.21) tengliklarga qo‘yamiz:
2b,EX +[al +2pe, +2b1E +[a] +2pe, +2b,1E, +a +2pe, =

=—p. +2p(p° +4q*) - b@®)[p*(0,6)+¢°(0,0)]q,, (4.26)
- 2(10‘8&113 + [b(; + 2qco - 2“1]55 + [bl’ + 2‘]01 - 2a2 ]‘fn + bé + 2q02 =
=—q. +2q(p* +¢*)+b®O)[p*(0,) + ¢*(0,0)]p, . (4.27)

Agar bu tengliklarda bir xil darajalar oldidagi koeffitsientlarni o‘zaro tenglasak,

quyidagi munosabatlarni olamiz:

a,=0,b,=0,
| 1,
a, :Ebo +qc,, by=——a,— pcy,
1, 1,
a, ZEbl +qc, b, :_Eal LSt

a,+2pc, =—p. +2p(p° +¢°)—b@®)p*(0,t) + ¢*(0,0)]q,,

by +2qc, =—q,, +2q(p* +¢°) +b()[p*(0,0) + ¢* (0,1)] p,.
(4.28)
(4.22)-(4.25) ifodalarni (4.20) tenglikka qo‘ysak,

Co =—2I[pa0 +qgb,ldx+d,,
0
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¢ = —2J.[pa1 +gb,ldx +d,|,
0

c, = —2J.[pa2 +gb,ldx +d,
0

(4.29)
kelib chigadi. (4.28) va (4.29) tengliklarga muvofiq
a,=0,b,=0, c, =2,
a,=2q, b==2p, ¢, ==b(")[p*(0,) +¢°(0,0)],
a,==p' =b®)[p*(0,)+¢°(0,0]g, b, =—¢"+bO[p*(0,0) +¢°(0,1)]p,
c,=p +q’.
Bularga ko‘ra
a=2q¢,— p'=bO[p*(0,0)+4°(0,0]q,
b=-2p¢,—q' +b®)[p*(0,0)+4°(0,0]p,
c=2&; =b(N[p*(0,0) +4°(0,)]¢, + p* +q”.
(4.30)
Shunday qilib, (4.13) va (4.14) tengliklarga asosan
¢ ={(c+b)y}, —2ay,,,, +(c—b)y.,}| =

=[c(m,t,7,8,) = b(7,t,7,E )y, (7,1,7) = [(0,1,7,&,) = b(0,1,7,& )]y, ,(0,1,7) .
(4.31)
Ushbu a(x,t,7,¢)), b(x,t,7,5), c(x,t,7,5) funksiyalar x bo‘yicha 7 davrhi

ekanini hisobga olsak, (4.31) tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi
&, =[c(0,4,7,£,) = b(0,1,7,E)]- [y, (m,1,7) = ¥, ,(0,4,7)]. (4.32)
Agar ushbu (4.30) tengliklardan foydalansak,
c(0,4,7,5,) =28 =bO[p*(0,1) + ¢*(0,0]E, + p*(z,0) + 4" (7,1),
b(0,t,7,5,)==2p(z,0¢, - 4'(z.0) + b(O[p*(0,0) + ¢° (0,0)] p(. 1)
ifodalarni topamiz. Demak,

&, =280 +2p(r,0)¢, = b p* (0,6) + ¢ (0,0)][p(z,0) + &, ]+
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+p (T + ¢ (0.0) +q' (.0} x [y, (7,,7) = y,,(0,4,7)]. (4.33)

(4.11) sistemaning
1 0
c(0,4,t,7)= va s(0,4,t,7)=
0 1
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini
] va s(x,A,t,7) :(

¢, (x,4,t,7)
c,(x,A,t,7)

s, (x,A,t, T)J

S, (x,A,t,7)

c(x,A,t,7)= [
orqali belgilaymiz. Quyidagi
st A7)+ 83 (x,A,07)=5" -s=5" (s +A1—) Y (As) =

' T
05 +Q.@)_8L.(B.S'+Q.S):
oA oA~ 04

=s" - (B

i T ’
T B 0s" _ Os B'S'I(Sl ‘%_32 %)
oA oA
tenglikdan foydalanib, ushbu

8s (ﬂ,l,t,f) 8s (ﬂ,ﬂ,,t,f)
: + : dx = 9/191‘9 : 2 - 5/15t9 : 1
[s; +s; ldx=s,(7 7) oA s,(7 7) oA

S

ayniyatni keltirib chiqaramiz. Bundan foydalanib, Dirixle masalasi s(x,&, ,¢,7) xo0s

funksiyasining normasini topamiz:

6S1(7Z',é:n,t,f) (4 34)
oA ' '

2 _
o, =

[Sl2 +S22]dx:—S2(7[,5n,t,T) ’

O ey

Ushbu tenglik

v, (x,t,7)= Ls(x, & .,1,7)
a

n

va (4.34) formulaga ko‘ra

1
, (7,8, LT) =
-1
Sz(ﬂ,é:n,zt,f) __ S2(7Z',c§n,t,2'). (435)

os,(7,& ,t,7)
oA

yiz(ﬂ',fﬂ') _yrzl,z(o’tar) =

n

Ushbu
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c,(x,A,t,7)s,(x,A,t,7) — ¢, (x,4,t,7)s,(x,A,t,7) =1
Vronskiy ayniyatida x =7 va A =¢&, desak,
1
c(n,§ t,71)=——— 4.36
(o8 7) s,(7,&,t,7) (4.36)
kelib chigadi. Bu tenglikdan hamda ushbu
[Cl (”,i,f,f) =-S5, (”aiat’f)]z = (Az(ﬂ’) - 4) - 4C2(7Z',ﬂ,,l‘,T)S1 (7[,1,1‘,7)

ayniyantdan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz
1 2
s,(7,8,,t,71)—————=0,(7,1)\ A (,)—4. 4.37
2(7,6,,1,7) D) (7,0A(S,) (4.37)
Bu yerda
AA) =c,(m, A t,7)+5,(7,At,7), O, (T,t)= sign{s2 (7,&,,t,7)—c,(7,&, ,t,T)}.

Agar (4.37) ifodani (4.35) ga qo‘ysak, quyidagi tenglikni olamiz

an(r,t)m . (4.38)

2 2 —_—
yn,Z(ﬂ.’t’T) yn’z(o,t,z-) B 8S1(7Z',§n ,t,T)
oA

Ushbu

Az(ﬂ,)—4:—471'2ﬁ (ﬂ’_/lzk—l)z(ﬂ'_ﬂ’ﬂc)’ Sl(ﬂ,/l,t,T)Zﬁﬁ ék _/1’

f=—0 ak f=—0 ak
yoyilmalardan (a,=1 va a, =k, k#0) foydalanib, (4.38) ayniyatni quyidagi
tarzda yozamiz:

yi,z(ﬂ-atsf) - y}’2l,2(09t9z-) =

e (5=

k+#n

n - ﬂ’ -1 n 2’ - n
=2V 0, ONE oy Wy £ JH uaZ 8 =8) - (439)
Bunda biz quyidagi tenglikdan ham foydalandik:

sign _if{ S — 6, :(_l)nfl.

an ak
k+#n

Demak, (4.33) va (4.39) tengliklardan (4.9) kelib chiqadi.
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Agar chegaraviy shartlarni y(7)=y(0) davriy yoki y(x)=-y(0)
antidavriy shartlar bilan almashtirsak, (4.33) tenglamalar o‘rnida /in =0, ne”Z
tenglamalar hosil bo‘ladi. Demak, A , n € Z davriy va antidavriy masalaning xos

qiymatlari ¢ parametrga bog‘liq emas ekan. Teorema 4.1 isbotlandi.

Izoh. 4.1. Ushbu izlar formulalari

Pty = 3 (s + A )2 = E,(5,0)), (4.40)

k=—x0

7 (@0 +q. (00 = (A, +20)/2-Ew.0)

f—
yordamida (4.9) sistemani yopiq ko‘rinishda yozish mumkin.

Natija 4.1. Yuqoridagi 4.1-teorema (4.1)-(4.4) masalani yechish usulini
beradi. A, & (7,¢), o,(r,t), neZ orqali p(x+7,t) va q(x+7,1)
koeffitsiyentga mos keluvchi spektral berilganlarni belgilaymiz.

1) Avvalo p,(x+7) va g,(x+7) koeffitsientli Dirak operatorining A,
E%r), o)(r), neZ spektral berilganlarini topamiz;

2) So‘ngra, (4.9) Dubrovin-Trubovits tenglamalar sistemasi uchun
qo‘yilgan

£, @), =& @) o,

Koshi masalasida 7 =0 deb olib, uning & (0,7), n € Z yechimini topamiz;

0
w=0,(0), neZ (4.41)

3) Shundan keyin, &, (0,¢), n € Z uchun topilgan ifodalarni (4.9) sistemaga
qo‘yamiz hamda (4.9)+(4.41) Koshi masalasini ixtiyorty 7z da yechib & (z,t),
o,(7,t), ne Z spektral parametrlarni aniqlaymiz.

4) Bu Koshi masalasining yechimini (4.40) va quyidagi
q(z.t)= 2(-D)""o,(z,0h,($)

izlar formulasiga qo‘yib, p(x,?) va g(x,t) funksiyalarni topamiz.
Natija 4.2. Agar boshlang‘ich shartlardagi p,(x) va ¢,(x) funksiyalar

haqiqiy analitik funksiya bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi lakunalar uzunliklari
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eksponensial ravishda nolga intiladi, bu lakunalar p(x,?) va g(x,t) funksiylaraga
ham mos keladi. Shuning uchun p(x,f) va ¢(x,t) yechimlar x o‘zgaruvchi

bo‘yicha haqiqiy analitik funksiya bo‘ladi ([36]).
Natija 4.3. Agar boshlang‘ich shartlardagi p,(x) va ¢,(x) funksiyalar %

davrga ega bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi barcha toq nomerli lakunalar

yo‘goladi, bu lakunalar p(x,t) va q(x,t) koefitsiyentlarga ham mos keladi.
Shuning uchun p(x,¢) va g(x,t) yechimlar x o‘zgaruvchi bo‘yicha % davrga ega

bo‘ladi ([35]).
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IT bob bo‘yicha xulosalar.

Ushbu bobda davriy koeffitsientli Dirak operatori uchun qo‘yilgan teskari
spektral masala yordamida, Shredingerning yuklangan hadli nochiziqli tenglamasi
uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida yechilgan. Jumladan,
Dirak operatori potensiali Shredinger yuklangan hadli nochiziqgli tenglamasining
x o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u holda bu operatorning spektri ¢
parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu Dirak operatori spektral
parametrlarining ¢ parametr bo‘yicha evolyutsiyasi topilgan. Bundan tashqari,
yechimning x bo‘yicha davri haqida va x bo‘yicha analitikligi haqida muhim

natijalar olingan.
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IHI-BOB. DAVRIY FUNKSIYALAR SINFIDA KAUPNING
YUKLANGAN HADLI SISTEMASINI INTEGRALLASH

D.J.Kaupning [23] ishida quyidagi

772’ :cDxx +ﬂ2q)xxxx _8 .(®x77)x
1
=P +—¢c- O
77 T 2 X

sayoz suvda to‘lginlarning tarqalishini ifodalovchi tenglamalar sistemasi tez
kamayuvchi funksiyalar sinifida yechilgan. Shundan so‘ng, V.B.Matveev va
[.V.Yavorning [43] ishida, bu sistemaning chekli zonali, ko‘p fazali, Riman teta-
funksiyalari orqali ifodalanuvchi kompleks yechimlarini tuzish usuli olingan,
bundan tashqari bu sistemening soliton yechimlari topilgan hamda ularning
asimptotikalari o‘rganilgan. A.O.Smirnovning [56, 57] magqgolalarida va
Y.A.Mitropolskiy, N.N.Bogolyubov (ml.), A.K.Prikapatskiy va V.G.Somoylenko-
larning monografiyasida ([42], 169-179 betlar) Kaup sistemasining chekli zonali
haqiqiy yechimlari o‘rganilgan.
Agar Kaup sistemasida ushbu

4/° 4/°

& &

(q+3p2)+é, (Dx:—%p, t=ifr,

1
n (q+p2)+E’ CDr:

almashtrishlarni ( [43]) bajarsak, u quydagi oddiy ko‘rinishni oladi:
p,==6pp.—q,
{qt =P — 49D, — 219,
Bu sistemaga ham Kaup sistemasi deyiladi.
Mazkur dissertatsiyaning Ill-bobida davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill
operatorlarining kvadratik dastasi uchun qo'yilgan teskari spektral masala
yordamida, Kaupning yuklangan hadli sistemasi uchun qo'yilgan Koshi masalasi

davriy funksiyalar sinfida yechilgan.
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1-§. Davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining kvadratik

dastasi uchun teskari spektral masala.

Bu paragrafda davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining kvadratik
dastasi uchun qo‘yilgan teskari spektral masalaga oid kerakli ma’lumotlarni
keltramiz ([16, 17, 9, 10]).

Quyidagi

T(A)y=—y"+q(x)y+2p(x)y-Ay=0, xeR (1.1)
Shturm-Liuvill tenglamalarining kvadratik dastasini ko‘rib chigamiz. Bunda p(x)
va q(x) haqiqiy, uzluksiz, 7 davrli funksiyalar, A esa kompleks parametr.

c(x,A) va s(x,A) orqali (1.1) tenglamaning ushbu ¢(0,4)=1, ¢'(0,4)=0,
5(0,4)=0, s'(0,4)=1 boshlang‘ich shartlarni qganoatlantiruvchi yechimlarini
belgilaymiz.

Ushbu A(A) =c(z,A)+s'(7,A) funksiyaga (1.1) tenglamaning Lyapunov
funksiyasi yoki Xill diskriminanti deyiladi.

Teorema (Floke). Agar A’(1)—4#0 bo‘lsa, (1.1) tenglama quyidagi

X X

v_(x,A)=p7-p.(x,A), w.(xA)=pF-p,(x.A)
ko‘rinishdagi ikkita chiziqli erkli yechimga ega. Bunda p (x,4) va p, (x,4)

funksiyalar x bo‘yicha 7 davrga ega va

AQA) £ A () -4

_:_ﬂ,: )
Pz =pz(4) 5

Agar A(A1)=2 bo‘lsa, (1.1) tenglama 7 davrli yechimga ega;

Agar A(A1)=-2 bo‘lsa, (1.1) tenglama = antidavrli yechimga ega.
Agar y_(0,4) =1 deb olsak, u holda

(6. 4) = (. A) + S'(7m,A) —c(m,A) FA|A (1) -4 s(uA)
Vb ’ 25(7, ) ’

bo‘ladi.
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Floke teoremasidagi v, (x,4) yechimlarga Floke yechimlari deyiladi.

Malumki ([16]), agar geL,[0,7] va peW,[0,x] haqiyqiy, = davrli
funksiyalar  quyidagi  shartlarni  ganoatlantirsa:  ushbu  p(x)#0 va
3'(0)¥(0) — y'(7)y(7) =0 shartlarni ganoatlantiruvchi y(x) e W,’[0,7] funksiyalar

uchun
Hy o + gGolyof >0

tengsizlik bajarilsa, u holda (1.1) masalaning spektri quydagi to‘plamdan iborat
bo‘ladi

(M= eR|-2<A) <2} =R\ J(Ayy 12 A,

=—00

Bu yerda (4,, ,,4,,), ne€Z intervallarga lakunalar deyiladi. Nomerlash shunday

kiritilganki, bunda A, <0< 4, qo‘sh tengsizlik bajariladi.

(1-rasm)

& ,neZ\{0} orqali s(7z,A)=0 tenglamaning ildizlarini belgilaymiz. Bu
holda & ,neZ\{0} sonlar, (1.1) tenglama uchun qo‘yilgan Dirixle masalasining

(¥(0) = y(r)=0) xos qiymatlari bilan ustma-ust tushadi va ushbu & €[4, ,4,, 1,

n € Z \ {0} munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
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Ta’rif 1. ¢ €[4, .4, 1, neZ\{0} sonlarga  va  ushbu
o, = sign{s'(ﬁ, &) —c(x, §n)}, neZ\{0} ishoralarga (1.1) masalaning spektral
parametrlari deyiladi.

Ta’rif 2. o,, neZ\{0} spektral parametrlar va spektrning chegaraviy

nuqtalari A4 , neZ ga(1.1) masalaning spektral berilganlari deyiladi.

(1.1) masalaning spektral berilganlarini topish masalasiga to‘g‘ri spektral
masala deyiladi. Aksincha, spektral berilganlar bo‘yicha p(x) va g¢(x)
koeffitsientlarni tiklash masalasiga teskari spektral masala deyiladi.

Shturm-Liuvill operatolarining kvadratik dastasini p(x+7) va ¢g(x+7)
koeffitsientlar bilan qarasak, uning spektri haqiqly parametr 7 ga bogliq
bo‘lmaydi, ammo spektral parametrlari z ga bog‘liq bo‘ladi, ularni & (), o, (7),

neZ\{0} orqali belgilaymiz. Bu spektral parametrlar quydagi Dubrovin-

Trubovits sistemasini ganoatlantiradi:

d,

dr

=2(-1)""sign(n) - o,(7) \/(gn — A, )y, —&,) %

(5 B }‘Zk—l )(gn B ﬂ*zk)
X -1 -A g , Z\{0}.
\/(e‘n R ) R neZ\{0}

Dubrovin-Trubovits sistemasi va ushbu

po= by (—‘ " @(r)j,

0£k=—0 2

)27 () =T A S (uzko ()’ gkzmj

2

2 Oh=—o0
izlar formulalari birgalikda teskari spektral masalani yechishga imkon beradi.
Bundan tashqari ulardan foydalanib, quyidagi teoremalarni isbot qilish mumkin.

Teorema 1. ([10]). Agar (1.1) tenglamaning p(x) va g(x) koeffitsientlari
haqiqiy analitik funksiyalar bo‘lsa, ya’ni haqiqiy o‘qning har bir nuqtasida
yaqinlashuvchi darajali gatorga yoyiluvchi bo‘lsa, u holda (1.1) tenglamaga mos

keluvchi lakunalarning uzunliklari eksponensial ravishda nolga intiladi, ya’ni
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shunday o‘zgarmas musbat sonlar a>0 va b>0 topilib, ushbu
A, = Ay, <ae " neZ tengsizlik o‘rinli boladi.

Teorema 2 ([10]). Agar (1.1) tenglamaga mos keluvchi lakunalar uzunliklari
eksponensial ravishda nolga intilsa, u holda uning p(x) va ¢g(x) koeffitsientlari

haqiqiy analitik funksiyalar bo‘ladi.
Teorema 3. ([9]). Agar p(x) va g(x) koeffitsientlar % davrga ega bo‘lsa,

u holda (1.1) tenglamaga mos keluvchi toq nomerli barcha lakunalar yo‘qoladi.

Aksincha, agar toq nomerli barcha lakunalar yo‘qolsa, p(x) va ¢(x)
koeffitsientlar % davrga ega bo‘ladi.

Bu yerda toq nomerli lakuna yo‘qoladi deganda uning chetki nuqtalari
ustma-ust tushishi nazarda tutiladi. Bu hol antidavriy masalaning xos qiymati ikki

karrali bo‘lganida sodir bo‘ladi.

2-§. Davriy funksiyalar sinfida Kaupning yuklangan hadli sistemasini

integrallash

Kaupning yuklangan hadli sistemasini

{p, =—6pp, —q,+7(0)-p|_, - P, o
4 =P —49P, —2pq,. +y(0)-p| _, -4,
ushbu

p(x,0)| _ = po(x), q(x,1)|_, =q,(x) (2.2)
boshlang‘ich shartlar bilan birga x bo‘yicha 7z davrli

p(x+m,t)= p(x,t), g(x+ m,t)=q(x,t) (2.3)
hamda ushbu

p(x,1), q(x,t) e C2(t>0)NC'(t>0)NC(t>0) (2.4)
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silliglik shartlarini ganoatlantiruvchi haqiqiy funksiyalar sinfida ko‘rib chigqamiz.
Bu yerda y(¢) berilgan haqiqiy uzluksiz funksiya, p,(x),q,(x)€ C’(R) berilgan
haqiqiy 7~ davrli funksiyalar bo‘lib, g,(x) >0.

Teorema 2.1. Agar p(x,t) va ¢g(x,t) funksiyalar juftligi (2.1)-(2.4)
masalaning yechimi bo‘lsa, u holda koeffitsiyentlari p(x+7,t) va q(x+7,¢)

bo‘lgan Shturm-Liuvill operatorlari kvadratik dastasining spektri 7 va ¢

parametrlarga bog‘liq bo‘lmaydi, & (7,t), neZ\{0} spektral parametrlari esa

quyidagi Dubrovin-Trubovits sistemasini ganoatlantiradi:

8;" =2(-1)"o, (r,t)sign(n)\/(fn — Ay Ay, —6,) %
x h, (&) x 2p(z.0) + 2£,(2.0) - 7 () p(0,0)}, n € Z\ {0} (2:3)

Bu yerda

B =y (s Ern) = J(@ RG] (S ),

Bunda o, (7,t)=%1, ne Z \ {0} ishoralar & (z,¢) spektral parametr [4,, ,,4,,] 0‘z

lakunasining chetiga kelganida qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. Bundan tashqari

ushbu

&, (0.0, =&/(0), 0,0

boshlang‘ich shartlar ham bajariladi. Bu yerda &'(7),0.(r), neZ\{0} lar

tzozaf(r), neZ\{0}

Po(x+17) va q,(x + 7) koeffitsientlarga mos keluvchi spektral parametrlardir.
Isbot. Ushbu
— V" +q(x+1,0)y+2Ap(x+1,6)y -1’y =0 (2.6)
Shturm-Liuvill tenglamalarining kvadratik dastasi uchun qo‘yilgan
y(0)=0, y(z)=0
Dirixle masalasining & =& (7,t), neZ\{0} xos qiymatlariga mos keluvchi
normallangan xos funksiyalarni y, (x,7,t), n€ Z \ {0} orqali belgilaymiz.

Ushbu
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~ . y) (@, 3,) +28,(py,. y,) =& =0
ayniyatni ¢ bo‘yicha differensiallab, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz
Y =ny)+ @y, + 9,9, +(qy,.5,) +
+28,(py,,y) +28,(Py, + PV y) +28,(py,,0,) —26,6,=0. (2.7)
Bu yerda L, (0, 7) fazoning skalyar ko‘paytmasi ishlatildi.
Oxirgi tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz
(= yr 4y, +28,09,.3,)+ (- v1 +qv, +2&,pv,.5,)+
+(9,5, +28,2.3,,3,)+ 28, (py,.3,) ~ 26,6, =0,
26,18, = Py, v 1=, +28,0,9,.7,);
ya’ni

25,1(92 - pr,f dX) = T(qt +2&,p,)y,dx. (2.8)

Ushbu
p,(x+1,t)==6p(x+7r,t)p (x+7,t)—q . (x+7,0)+y()p(0,6)p (x +7,1),
q,(x+7,t)=p_(x+7,t)—4q(x+7,0)p (x+7,t)—
—2p(x+1,t)g (x+7,t) + y(t) p(0,8)g . (x + 7,1)
ayniyatlardan foydalanib, (2.8) tenglikni quyidagi tarzda yozib olamiz

25{@ - IpyidXJ = [{p.w —4ap, —2pq, +7(OP(0,0)q, +
0 0

+2&,[-6pp, —q, + y(O)p(0,0)p, 1} yudx . (2.9)

Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ichini y, va y/ ga nisbatan kvadratik
forma ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni
{ay, +by, ¥, + oy} =
={Puw —4qp, —2pq, + 7O p(0,0)q, +2&,[-6pp, —q, + y(O)p(0,0)p, 1}y, . (2.10)
Bu yerda a=a(x,7,t,¢), b=b(x,7,t,¢), c=c(x,7,t,5) lar y va y ga
bog‘liq emas. (2.10) tenglik chap tomonidagi hosilalarni hisoblab, ushbu
yi=lg+2p&, =&y,
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ayniyatlardan foydalansak, quyidagi tenglik hosil bo‘ladi
(@' +bq +2bp&, —b&))y, +(2a+b'+2cq+4pcs, =25 )y, +(b+c)y,) =
={Pu —4ap, —2pq, + y()p(0,0)q, +28,[-6pp, —q, + y(O)p(0,1)p, 1}y, .

(2.11)
Bunga ko‘ra
b=—c', amdere@-202, -9,
P —4qp, —2pq, + y(O)p(0,0)q, +26,[-6pp, —q, + () p(0,1)p, ] =
— T2 2pE ) e 2P, + ). (2.12)

Oxirgi tenglikning chap tomoni &, ning chiziqli funksiyasi bo‘lgani uchun o‘ng
tomoni ham & ning chiziqli funksiyasi bo‘lishi kerak. c(x,7,t,£,) ni £ ga
nisbatan 1-darajali ko‘phad ko‘rinishida izlaymiz:
c(x,7,t,8 ) =c,(x,7,t)¢, +c,(x,7,1). (2.13)

(2.13) ifodani (2.12) tenglikka qo‘ysak va & ning mos darajalari oldidagi
koeftitsientlarni taqqoslasak, ushbu

c,(x,7,t)=2, c/(x,7,t)=2p(x+7,t)—y()p(0,1) (2.14)
tengliklarga ega bo‘lamiz.

(2.10) ayniyatga ko‘ra

T

> T 1 " ' ’ ’
25,1(5,1 | pyidxj = {[EC +co (& =2p&, Py, — <y, + cy,f}
0

0

=c(r,7,t,E )y (,7,t) — c(0,7,8,E,) 7 (0,7,1). (2.15)
Ushbu c(x,7,t,&,) funksiya x bo‘yicha 7 davrli ekanini hisobga olsak, (2.15)
tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi

2¢, (5,1 - pri de =c(0,7,,E) [y, (m,7,0) = yi2(0,7,0)]. (2.16)

Bu yerda ushbu
c(x,7,t,6,) =26, + 2p(x +7,0) — 7 (t) p(0,2)

ifodadan foydalansak, quyidagi
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25,1(5" —prfdxj = {28, +2p(z,0) = y(O) p(0,0)} [y (7, 7,0) = ¥,/ (0,7,0)] (2.17)

tenglik kelib chiqadi.

Agar [11] adabiotning 56-betidagi ushbu
21[/1 — p(x+1,0))5° (x,A,7,t)dx = s'(ﬂ,ﬂ,,r,t)% — s(ﬂ,ﬂ,f,t)%
formuladan foydalansak, quyidagi tenglikni olamiz:

28 a — Z]T‘p(x +1,0)s° (x,&,,7,t)dx = 5'(, fn,r,t)w . (2.18)
0
Bu yerda
o’ = Tsz(x, & (t),7,t)dx.
0
Ushbu

yn(X,T,t) ZLS(X,;I (I),T,l)
an

ifodani (2.17) formulaga qo‘yib, (2.18) tenglikdan foydalanamiz:

0

25;«(511055 - ]EpSZ(X, S, ,T,l‘)dx] =

= {28, +2p(z,0) -y p(0.0)} - [s" (7.&,,7.0) — 1],

os(r,&, ,7,t)

o1 28, +2p(z.t) = y (O p(0,0)} - [s" (7.&,.,7,0) — 1],

&,S8'(7,8,,7.0)

«f os(m, &, ,7,t)
g oA s'(x,&,,7,t)

(2.19)

= {28, + zp<r,z>—y<r>p(0,r>}-(S'WM’”‘;J'

Ushbu
c(x,A,7,0)s' (x,A,7,t) = c'(x,A,7,t)s(x,A,7,t) =1
Vronskiy ayniyatida x =7 va A =¢&, desak,

T [ S (2.20)

s'(z,&,,7,t)
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kelib chiqadi. Bu tenglikdan hamda ushbu
[C(ﬂ',ﬂ,,'l',t) - S'(ﬂ')ﬂ,)’[,f)]z = (Az(ﬂ’) - 4) - 46,(72-72’:’[91‘)‘9(7[72’:791‘)

ayniyantdan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz

s'(;r,fn,f,t)—mzan(r,t)qmz(fn)—4. (2.21)

Bu yerda

AA) = c(m,At) +5'(m, AE), o, (1,0) = sign{s'(ﬁ,é’nar,t) —ﬁ}
s\7,s,,7,

Agar (2.21) ifodani (2.19) ga qo‘ysak, quyidagi tenglikni olamiz

: JAL(E) -4
& =126+ 2p(e0) -y p(O0} T EINE S 2.22)

n

oA

Ushbu

Az(ﬂ,)—4=—472'2(ﬂ.—2,_1)(2.—10) ﬁ (ﬂ’_ﬂ’Zkfl)(ﬁ_ﬂ“zk),

2
0#k=—o0 k

s(m, A, T,t)=1 ﬁ ﬂ

0#k=—0 k

yoyilmalardan foydalanib, (2.22) ayniyatni quyidagi tarzda yozamiz:
én = 2(_1)” Gn (T’t)Slgn(n) ’ \/(gn - /12}171 )(/12}1 - §n) X hn (é:) x
x{28, +2p(z,t) =y (1) p(0,0)} . (2.23)

Bunda biz quyidagi tenglikdan ham foydalandik:

Sign{— z I ﬁ} =(=1)"sign(n).

n k#n,0 k

Demak, (2.5) tenglik kelib chiqdi.
Agar chegaraviy shartlarni davriy yoki antidavriy shartlar bilan

almashtirsak, (2.17) tenglamalar o‘rnida A, =0, ne Z tenglamalar hosil bo‘ladi.
Demak, A , ne Z davriy va antidavriy masalaning xos qiymatlari ¢ parametrga

bog‘liq emas ekan. Teorema 2.1 isbotlandi.

Izox 2.1. Ushbu izlar formulasi
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p(r,t) = % + i (M —& (r,t)) (2.24)
0#k=—00

2
yordamida (2.5) sistemani “yopiq” ko‘rinishda yozish mumkin.

Natija 2.1. Yuqoridagi 2.1-teorema (2.1)-(2.4) masalani yechish usulini
beradi:

1) Avvalo p,(x+7) va g¢q,(x+7) koeffitsientli Shturm-Liuvill
tenglamalarining kvadratik dastasi uchun A, neZ, £'(z), o (), ne Z\{0}
spektral berilganlarini topamiz;

2) So‘ngra, (2.5)+(2.6) Koshi masalasini 7 =0 bo‘lganida yechib, & (0,7),
neZ\{0} spektral parametrlarni topamiz hamda (2.24) formula yordamida
p(0,¢) ni aniqlaymiz;

3) Shundan so‘ng, (2.5)+(2.6) Koshi masalasini 7 parametrning ixtiyoriy
qiymatida yechib, & (z,t), o,(z,t), ne Z \ {0} spektral parametrlarni topamiz;

4) Bu yechimlarni (2.24) va quyidagi

() + () | $ [uzkl)z +(2y)’
2

q(z,0)+2p*(r,1) = - & (T,t)j

2 0k=—00
izlar formulasiga qo‘yib, p(x,f) va g(x,t) funksiyalarni aniglaymiz.
Izox 2.2. Yuqoridagi usul yordamida tuzilgan p(z,t), g(r,t) funksiyalar

(2.1) sistemani qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun Dubrovinning
quyidagi sistemasidan

% = 2(=1y"sign(n)o, (0,0h, (W&, = A, J(Ao, —&,), n€Z\ {0} (2.25)

va ushbu

=2 (50 + 4" (1.0 + 3p(5. 040 -

_G) ) S [wk_])s + ()’

5 — & (T,l‘)] (2.26)

2 0£k=—o0

izlar formulasidan ham foydalanamiz ([8]). (2.5) va (2.9) sistemalarga ko‘ra
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0
%:—{2%2;{ () p(0, t)} ‘f , keZ\{0}. (2.27)
Agar (2.7) izlar formulasini ¢ bo‘yicha differensiallab, (2.11) ayniyatlarni
e’tiborga olsak, ushbu
o0 a 0 a 0 a
p=- ¥ Zraap 3 Fa 3 g B apon 3 @o9)

0#k=—0 at 0#k=—c0 aT 0#k=—0 0#k=—0 OT

tenglik kelib chiqadi. (2.7) va (2.8) izlar formulalaridan 7 bo‘yicha hosila olamiz:

= 0 = 0
S & p 2y Sy Z =4pp. — .. (2.29)
Oshmoo OT 0k=—x
Bu ifodalarni (2.28) tenglikka qo‘yib, ushbu
P ==6pp. —q, +y(O)p(0,0)p, (2.30)

ayniyatni olamiz.
Endi (2.24) izlar formulasini ¢ bo‘yicha differensiallaymiz va (2.27)

ayniyatlarni ishlatamiz

o0

0
q, = _4ppz z é:k

0k=—0

ék:

—dpp,tap Y &g Y 25" e Y & 85’&

0k=—o0 T 0k=—o0 0k =—c0
Bu tenglikka (2.29) ifodalarni qo‘ysak, hamda (2.26) izlar formulasidan
foydalansak, ushbu
q,==4pp, +2p(-4pp, —q.) + (p... ~16p°p. —4p.q—4pq,) -
— 7@ p0,0(-4pp. —q.)
ayniyat kelib chiqadi. Bu yerga (2.30) ifodani qo‘ysak, u quyidagi ko‘rinishni oladi
4 = Pere = 4qp. —2pq, +y()p(0,0)q. .
Demak, tuzilgan p(z,t), q(z,t) funksiyalar (2.1) sistemani ganoatlantirar

ekan.

Natija 2.2. Agar boshlang‘ich shartlardagi p,(x) va ¢,(x) funksiyalar

haqiqiy analitik funksiya bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi lakunalar uzunliklari

eksponensial ravishda nolga intiladi, bu lakunalar p(x,7) va g(x,t) funksiylaraga
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ham mos keladi. Shuning uchun p(x,f) va ¢(x,t) yechimlar x o‘zgaruvchi

bo‘yicha haqiqiy analitik funksiya bo‘ladi ([10]).
Natija 2.3. Agar boshlang‘ich shartlardagi p,(x) va ¢,(x) funksiyalar %

davrga ega bo‘lsa, u holda unga mos keluvchi barcha toq nomerli lakunalar

yo‘goladi, bu lakunalar p(x,t) va gq(x,t) koefitsiyentlarga ham mos keladi.

Shuning uchun p(x,¢) va g(x,t) yechimlar x o‘zgaruvchi bo‘yicha % davrga ega

bo‘ladi ([9]).
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I1I bob bo‘yicha xulosalar.

Mazkur bobda, davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining
kvadratik dastasi uchun qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, Kaupning
yuklangan hadli sistemasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar

sinifida yechilgan.
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Xulosa

Mazkur dissertatsiyaning I-bobida davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill
operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, yuklangan hadli
Korteveg-de Friz tenglamasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar
sinifida yechilgan. Jumladan, Shturm-Liuvill operatori potensiali yuklangan hadli
Korteveg-de Friz tenglamasining x o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u
holda bu operatorning spektri ¢ parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu
Shturm-Liuvill operatori spektral parametrlarining ¢ parametr bo‘yicha
evolyutsiyasi topilgan. Bundan tashqari, yechimning x bo‘yicha davri haqida va x
bo‘yicha analitikligi haqida muhim natijalar olingan.

[I-bobda davriy koeftitsientli Dirak operatori uchun qo‘yilgan teskari spektral
masala yordamida, Shredingerning yuklangan hadli nochizigli tenglamasi uchun
go‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida yechilgan. Jumladan, Dirak
operatori potensiali Shredinger yuklangan hadli nochizigli tenglamasining x
o‘zgaruvchi bo‘yicha davriy yechimi bo‘lsa, u holda bu operatorning spektri ¢
parametrga bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Bu Dirak operatori spektral
parametrlarining ¢ parametr bo‘yicha evolyutsiyasi topilgan. Bundan tashqari,
yechimning x bo‘yicha davri haqida va x bo‘yicha analitikligi haqida muhim
natijalar olingan.

[II-bobda davriy koeffitsientli Shturm-Liuvill operatorlarining kvadratik
dastasi uchun qo‘yilgan teskari spektral masala yordamida, Kaupning yuklangan
hadli sistemasi uchun qo‘yilgan Koshi masalasi davriy funksiyalar sinifida

yechilgan.
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