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Ньютона. 

 
§ 1.   Кольцо многочленов. НОД  и НОК многочленов 

Многочленом от переменной х  над полем P  называется формальное 
выражение вида  

,1
1

10 nn
nn axaxaxa  
            (1) 

где 
 nn

aaaa ,,,,
110

 элементы поля P ,  называемые коэффициентами мно-

гочлена (1).  Если ,0
0
a   то n  называется степенью, 

0
a  старшим коэффи-

циентом, 
n

a свободным членом, nxa
0

старшим членом многочлена (1). 
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 Многочлен, все коэффициенты которого равны нулю называется нуле-
вым и обозначается через .0   Степень нулевого многочлена не определена.  
 Два многочлена называются равными, если равны их коэффициент при 
одинаковых степенях переменной .х   
 Пусть  
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

 

Произведением  многочленов )(xf  и  )(xg  называется многочлен  

,)()(
0

1

1

10 








 
mn

j

jmn

jmnmn

mnmn xccxcxcxcxgxf   

где 



jki

kij
baс  .,,1,0,1122110 mnjbababababa ojjjjj     

Если mn  , то суммой многочленов )(xf  и  )(xg  называется многочлен 

.)()()()()(
0

1

111

nm

mn

m

mmnmnmn
xaxaxbaxbabaxgxf  


  

 Относительно введенных операций сложения и умножения множество 
всех многочленов от переменной  х  над полем P  является коммутативным 
кольцом с единицей, которое принято обозначать ][xP   и называть кольцом 

многочленов от одной переменной над полем P . Нулем этого кольца является 
нулевой многочлен ,0Ox  единицей – многочлен ,0ex  противоположным мно-

гочлену  n

n
xaxaxaxf 1

1

0

0
)( многочлен  

.)()()())(( 1

1

0

0

n

n
xaxaxaxf    

 Если ],[)( xPxf    ],[)(0 xPxg    то делением с остатком )(xf  на  

)(xg  называется представление  

),()()()( xrxqxgxf   

где  )(xf  и )(xr многочлены над ,P   причем степень )(xr  меньше степени 

)(xg  или 0)( xr  и это представление единственно. Многочлен  )(xq  назы-

вается частным,  а )(xr остатком  от деления )(xf  на  )(xg . 

 При 0)( xr  говорят, что многочлен  )(xf  делится на многочлен )(xg , 

и пишут )(xg | )(xf  (или )()( xgxf  ),  при этом многочлен  )(xg  называется 

делителем многочлена )(xf , а  )(xf  -- кратным многочлена  )(xg . 

 Если каждый из многочленов )(,),(),(
21

xfxfxf
k

  из ,1],[ kxP  де-

лится на  многочлен ),(x  то )(x  называется общим  делителем многочле-

нов ).(,),(),(
21

xfxfxf
k

   

 Наибольшим общим делителем (НОД) многочленов  
)(,),(),(

21
xfxfxf

k
  из ,1],[ kxP  среди которых хотя бы один отличен от 

нулевого, называется такой их общий делитель, который делится на любой 
общий делитель данных многочленов. Для любых многочленов,   не равных  
одновременно нулю,  НОД существует и определен однозначно с точностью   
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до  постоянных отличных от нуля множителей. Из всех наибольших общих 
делителей многочленов обычно выбирают тот, у которого старший коэффи-
циент равен 1. НОД многочленов )(,),(),(

21
xfxfxf

k
  обозначим  

)).(,),(),((
21

xfxfxf
k

  

Если )(xg  делит , то ),())(),(( 1

0
xgbxgxf   где 

0
b старший коэффи-

циент многочлена )(xg  не делит )(xf , то НОД многочленов )(xf  и  )(xg  

равен последнему отличному от   нуля остатку алгоритма Евклида  для мно-
гочленов )(xf  и  )(xg , деленному на старший коэффициент: многочлен 

)(xf  делится  с остатком на  )(xg ; получается остаток  )(
1

xr ; затем   )(xg  

делится с остатком на )(
1

xr ; получается остаток )(
2

xr ; если ,0)(
2

xr   то  

)(
1

xr  делится с остатком на )(
2

xr , и т.д. до получения остатка, равного нулю. 

Последний не равный нулю остаток  )(xr
k

 является НОД многочленов )(xf  

и  )(xg . 

Отыскание НОД трех и более многочленов сводится к отысканию НОД 
двух многочленов  в силу равенства:  

.3)),()),(,),(),((())(,),(),((
12121




kxfxfxfxfxfxfxf
kkk

  

Если ),())(,),(),((
21

xdxfxfxf
k

   то в кольце ][xP  существуют мно-

гочлены ,,1),( kixg
i

  такие, что  

).()()()()()()( 11
1

xgxfxgxfxgxfxd kk

k

i
ii  



         (2) 

Равенство (2) называет линейным представлением НОД многочленов.  
Многочлены называются взаимно простыми, если их НОД равен еди-

нице. Многочлены  )(,),(),(
21

xfxfxf
k

   из ][xP  взаимно просты тогда и 

только тогда, когда существуют в ][xP  многочлены ,,1),( kixg
i

  такие, что  

.1)()()()()()(
2211

 xgxfxgxfxgxf
kk

  

 Если многочлен  ][)( xPxh   делится на каждый из ненулевых много-

членов  )(,),(),(
21

xfxfxf
k

   из ][xP , то )(xh  называется общим кратным 

многочленов )(,),(),(
21

xfxfxf
k

 . Наименьшим общим кратным (НОК) нену-

левых многочленов  ,1),(,),(),(
21

kxfxfxf
k

  из ][xP  называется такое их 

общее  кратное, которое делит любое общее кратное данных многочленов.  
Из всех НОК многочленов обычно выбирают тот, у которого старший коэф-
фициент равен 1.  НОК  многочленов  )(,),(),(

21
xfxfxf

k
  будем обозначать  

)].(,),(),([
21

xfxfxf
k

   НОК двух многочленов находится по формуле:   

,
))(),((

)()(
)](),([

xgxfba

xgxf
xgxf

00

  

где 
00

,ba  старшие коэффициенты многочленов   )(xf  и  )(xg  соответст-

венно.  
Отыскание  НОК трех и более многочленов сводится к отысканию 

НОК двух многочленов в силу равенства:  
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.3)],()],(,),(),([[)](,),(),([
12121




kxfxfxfxfxfxfxf
kkk

  

П р и м е р 1. В кольце )(xQ  найти частное )(xq  и остаток )(xr  при де-

лении 32)( 234  xxxxxf  на .12)( 23  xxxg   

Решение. Схема деления с остатком имеет вид:  
 

67
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32
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242

32

2

23

23

23

34

234















xx
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x

xx
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и  )()()()( xrxqxgxf  , где  .67)(;32)( 2  xxxrxxq ■ 

П р и м е р 2. В кольце ][x7Z  найти частное )(xq  и остаток )(xr  при 

делении 462)( 234  xxxxxf  на .62)( 23  xxxg   

Решение. Схема деления с остатком имеет вид:  

1

34

44

42

62

542

462

23

23

23

34

234















x

xx

xxx

x

xx

xxx

xxxx

 

и  )()()()( xrxqxgxf  , где   .1)(;42)( xxrxxq   

П р и м е р  3.  Найти в кольце ][xQ   НОД многочленов 

32)( 234  xxxxxf   и .12)( 23  xxxg  

Решение. Схема  алгоритма Евклида имеет вид:  

49

78

49

13

7

13

1
7

6

7

13

49

13

7

1

67

7

6

7

1

12

363

33

32

12

242

32

2

2

2

23

23

23

23

23

34

234

























xx

xx

x
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xx
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x
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xxxx
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0

66

66

29

294

29

343

49

29

49

29

77

67
2

2













x

x

x

x
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 Значит,  последовательность Евклида для многочленов )(xf  и  )(xg   

имеет вид:  

.
29

294

29

343
)()(

,
49

29

49

29
)()(

49

13

7

1
)()(

),67)(()()32)(()(

21

221

2

11
































xxrxr

xxrxrxxrxg

xxxrxrxxgxf

 

 Следовательно, НОД многочленов )(xf  и  )(xg  равен ).(
2

xr   Оконча-

тельно, деля )(
2

xr  на его старший коэффициент 
49

29
, получим, что   

)(xf ,    .)(, 1 xxgxf  ■ 

П р и м е р 4. Пользуясь алгоритмом Евклида, найти в кольце )(xQ  для 

)(xf  и  )(xg  такие многочлены )(х  и ),(х  чтобы  

  :)()()()()(),( xxgxxfxgxf    

,242)( 234  xxxxxf  

.22)( 234  xxxxxg  

Решение. Последовательность Евклида для многочленов   )(xf  и  )(xg  

имеет вид:  
)2(1)()( 3 xxxgxf   

)2()1)(2()( 23  xxxxxg  

.)(2 23 xxxxx   

Следовательно, ( )(xf , 2))( 2  хxg . 

Из второго равенства последовательности Евклида имеем:  
).1)(2()(2 32  xxxxgx  

Подставляя в это равенство вместо )2( 3 xx     его выражение, полу-

чающееся из первого равенства  последовательности Евклида, получим:  
)()1()()1()()1))(()(()(22 xgxxfxxgxxgxfxgx  . 

Окончательно, имеем:  
),()2()()1(2))(),(( 2 xgxxfxxxgxf    т.е. 

.2)(),1()(  xxxx   ■ 
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Если степени многочленов )(xf  и  )(xg   больше нуля, то многочлены 

)(x  и  )(x  в равенстве  

 
))(),(()()()()( xgxfxxgxxf                  (3) 

можно подобрать так, что степень )(x  будет меньше степени )(xg , а сте-

пень )(x    меньше  степени )(xf . 

 При практическом отыскании многочленов   )(x  и  )(x удобнее вме-

сто  )(xf  и  )(xg  взять многочлены 
))(),((

)(
)(

xgxf

xf
xf 1 , 

))(),((

)(
)(

xgxf

xf
xg 1  и 

сначала подобрать  )(x  и  )(x  так, чтобы выполнялось равенство  

)()()()(1
11

xxgxxf   .                  (4) 

 Это делается следующим образом. Если )(
1

xf  или  )(
1

xg многочлен 

нулевой степени, то многочлены )(x  и  )(x  просто подбираются: напри-

мер, при  0)(
1

 аxg  можно положить ,0)( x
а

x
1

)(  .  Если же степени 

)(
1

xf  и  )(
1

xg  положительны, то нужно написать )(x  и  )(x  с неопреде-

ленными коэффициентами (считая степень )(x  меньше степени )(
1

xg , сте-

пень )(x  меньше степени )(
1

xf ) и приравнять коэффициенты при одинако-

вых степенях х  в левой и правой частях равенства (4) (или же можно прида-
вать переменному х  различные числовые значения и приравнять единице 
получающиеся при этом значения многочлена ));()()()(

11
xxgxxf    это 

даст систему линейных уравнений, решая которую найдем неизвестные ко-
эффициенты многочленов )(x  и  )(x . Если теперь умножить обе части (4) 

на   ( )(xf , )(xg ), то получится равенство (3) (с теми же многочленами  )(x  

и  )(x , что и в (4)). При таком способе отыскания )(x  и  )(x  степень 

)(x  получается меньше разности степеней )(xg  и  ( )(xf , )(xg ), степень 

)(x  - меньше разности степеней )(xf   и ( )(xf , )(xg )  (если только указан-

ные разности не равны 0). При этом условии на степени многочлены  )(x  и  

)(x , входящие в (3), определены уже однозначно.  

П р и м е р  5. Способом неопределенных коэффициентов подобрать 
такие  многочлены )(x  и )(x , в кольце ][xQ , чтобы  

))(),(()()()()( xgxfxxgxxf   , где ,143343)( 2345  xxxxxxf     

.1353)( 2345  xxxxxxg   

Решение. Используя  алгоритм  Евклида, находим, что  
.1223))(),(( 23  xxxxgxf  Тогда  .1)(,12)( 2

1

2

1
 xxxgxxxf  

Пишем для многочленов  )(
1

xf  и  )(
1

xg  равенство (4) с неопределен-

ными коэффициентами   )(x  и  )(x :  

).)(1())(12(1
11

22 bxaxxbaxxx   
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x   и получаем 
систему уравнений:  





















.0

02

02

0

1

11

11

1

bb

abab

abab

aa

 

Решая эту систему, находим:  ,4,5,3,3
11
 bbaa  т.е.  

).43)(()53)(())(),((  xxgxxfxgxf  ■ 

П р и м е р  6. Способом неопределенных коэффициентов подобрать 
такие  многочлены )(x  и  )(x  в кольце ][xQ , чтобы  

))(),(()()()()( xgxfxxgxxf   , где  ,27342)( 234  xxxxxf     

.1546)( 23  xxxxg   

Решение. Используя  алгоритм  Евклида, находим, что  
.122))(),(( 2  xxxgxf  Тогда  .13)(,23)(

1

2

1
 xxgxxxf  

Пишем  равенство (4): 
).)(13()23(1 2 cbxxaхx   

Придавая  x   последовательно значения 0, 1, 2, получаем систему 
уравнений:  















.1510

122

12

сb

сb

сa

 

Решая эту систему, находим:  803090 1 ,;,;,  сaa , откуда  

).8,03,0)((9,0)())(),((  xxgxfxgxf   ■ 

Чтобы многочлен ),(xh  отличный от ))(),(( xgxf  можно было предста-

вить в виде 
),()()()()(

11
xxgxxfxh                     (5) 

где )(),(
11

xx  некоторые многочлены, необходимо и достаточно, чтобы 

)(xh  делился на  ))(),(( xgxf .  Если при этом степень )(xh  меньше суммы 

степеней )(xf  и )(xg ,  то многочлены )(  и   )(
11

xx   можно подобрать так, 

что степень )(
1

x  будет меньше степени ),(xg  а степень  )(
1

x меньше сте-

пени )(xf . В этом случае )(  и   )(
11

xx   можно найти, записав их с неопре-

деленными коэффициентами и приравнивая затем коэффициенты при одина-
ковых степенях х  в левой и правой частях равенства (5) (единственности  

)(  и   )(
11

xx   здесь может и не быть). Если же степень  )(xh  больше или 

равна сумме степеней )(xf  и )(xg ,  причем  )(xh =( )(xf , )(xg ) ),(xm  то 

нужно сначала представить ))(),(( xgxf  в виде (3), а затем  положить 

),()()(
1

хmхх    ).()()(
1

хmхх     
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П р и м е р 7. Подобрать многочлены наименьшей степени )(x  и  

)(x  в кольце ][xQ , чтобы .1)()2()()1( 4223  xxxxxхxx     

Решение. Используя алгоритм  Евклида, находим, что  
.1))(),((  xxgxf  Тогда  ),())(),((14 xmxgxfx   где  

.1)( 23  xxxxm  Так как степень 1)( 4  xxh  меньше суммы степеней 

)(xf  и )(xg , то пишем равенство  

).)(2())(1(1
11

2

1

2234 cxbxaxxbaxxxxx   

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях :x   
 
























.12

02

02

0

1

1

11

111

11

1

cb

cbba

cbaba

baba

aa

 

Полученная система уравнений имеет бесчисленное множество реше-
ний. Любое из них дает коэффициенты таких многочленов )(  и   )(

11
xx  , 

что выполнено равенство (5). Например, можно взять 

).1(
3

2
)(    ,

3

1
)( 11  хxхx   ■ 

 Представление  НОД многочленов )(xf  и )(xg  в виде (3) используется 

при решении следующей задачи.  

 Имеем выражение вида ,
)(

)(





g

m
  где )(xm   и  )(xg многочлены с ра-

циональными коэффициентами, а  корень многочлена  )(xf  тоже с ра-

циональными коэффициентами, взаимно простого с )(xg .  Требуется найти 

такой многочлен )(xN  с рациональными коэффициентами, что  

).(
)(

)(





N

g

m
  

Для решения задачи представляем  1))(),(( xgxf  в виде (3) и затем в 

качестве )(xN  берем многочлен )(),( xvxm  (или, лучше, остаток от деления 

этого многочлена на )(xf ). 

 П р и м е р  8. Уничтожить иррациональность в знаменателе выражения   

.
2224

10210
33

3




 

 Решение. Здесь ,1010)(,23  ххm   222 32  xxfxxxg )(,)( . 

Используя алгоритм  Евклида, находим, что .1))(),(( xgxf  Затем на-

ходим линейное представление этого НОД:  
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),4,03,01,0)(()1,01,0)((1 2  xxxgxxf  т.е. .4,03,01,0)( 2  xxx  

Отсюда 
.221)2(42)()( 2323  xxxxxxxxm   

Полагаем 22)( 2  xxxN   и получаем  

.2242
2224

10210 33

33

3





  ■ 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 
1. В кольце ][xR  найти частное )(xq  и остаток )(xr  при делении:  

a)  на154 234  xxxx  ;322  xx  

b)  на65 24  xx  ;232  xx  

c)  на132 2  xx  ;43 x  

d)  на65432 234  xxxx  .132  xx  

2. При каких значениях а,   и p  q  в кольце ][xQ  делятся на 12  axx  

многочлены:  
a) ;4 qx    b) ;214 qxx    c) ;qрxx 4  d) .7 24 qxx   

3. В кольцах  ][],[ xx 53 ZZ   и ][xQ  найти частное )(xq  и остаток )(xr  при 

делении:  
а)   на125  xxx  ;123  xx  

b)   на22 24 xxx   .22 x  

 4. Доказать равенство )),(),(())(),(( xgxfxgxf   .,0 P    

 5. Найти в кольце  ][xR  НОД и НОК многочленов  ),(  и  )( xgxf  если:  

a) ;1)(,143)( 23234  xxxxgxxxxxf  

b) ;2223)(,12)( 234345  xxxxxgxxxxxf  

c)    ;)(,)( 73737787 235346  xxxxgxxxxxf  

d)    ;13)(,14)( 2334  xxxgxxxf  

e) .23)(,222)( 334  xxxgxxxxf  

 6. Пользуясь алгоритмом Евклида, найти в кольце ][xQ  для 

)(  и  )( xgxf  такие многочлены  ),(  и  )( xx   чтобы  

:)()()()())(),(( xxgxxfxgxf    

a) ;22)(,242)( 234234  xxxxxgxxxxxf  

b) ;22)(,133)( 342345  xxxxgxxxxxxf  

c) ;452)(,951624)( 23234  xxxxgxxxxxf  

d) ;1)(,223)( 223  xxxgxxxxf  

e) ;1)(,144)( 2234  xxxgxxxxxf  

f) .1735)(,1221225)( 232345  xxxxgxxxxxxf  
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 7. Доказать, что если )(  и  )( xgxf взаимно простые многочлены соот-

ветственно степени ,  и  тп  то можно подобрать такие многочлены )(х  сте-

пени не выше 1m  и )(x  степени не выше ,1n  чтобы   

,1)()()()(  xxgxxf   

причем существует только одна пара таких многочленов ).(  и  )( xx   

 8. Пусть )(xd НОД степени k многочленов )(xf  степени n  и )(xg  

степени m . Показать, что можно (и притом единственным образом) подоб-
рать такие многочлены )(x  степени не выше 1 km  и )(x  степени не 

выше ,1 kn  чтобы  
).()()()()( xdxxgxxf    

9. Способом неопределенных коэффициентов подобрать такие много-
члены  )(x  и )(x  в кольце ][xQ  чтобы :1)()()()(  xxgxxf   

a) ;)1()(,)( 23 xxgxxf   

b) ;43)(,)( 234  xxxgxxf  

c) ;2)(,33)( 23  xxxgxxxf  

d) .13)(,14)( 2334  xxxgxxxf  

10.  Найти в ][xQ  многочлен наименьшей степени, дающий в остатке:  

 а) единицу при делении на 2)1( х  и пять при делении на ;)1( 2х  

b)  х2  при делении на 2)1( х  и х3  при делении на ;)2( 3х  

 c) х21  при делении на 2)1( х  и  х21  при делении на .)1( 2х  

  11. Избавиться от иррациональности в знаменателе дроби:  

a) ;
4221

1
32 

    b) ;
221

7
4 

   c)  .
122

1
3 

 

12. Подобрать многочлены наименьшей степени )(  и  )( xx   так, чтобы  

a) ;)()35()()1642( 43234 xxxxxxxxx    

b) .2)()122()()12( 323434 xxxxxxxxxxx    

13 *.  Найти многочлены )(  и  )( xx   так  

.1)()1()(  xxxx nm   

14. Найти в кольцах ][],[ xx 53 ZZ   и ][xQ   НОД и НОК многочленов )(xf  

и )(xg , если:  

а) ;1)(,22)( 223  xxxgxxxxf  

b) ;12)(,1)( 3234  xxxgxxxxf  

c) .1)(,222)( 2324  xxxgхxxxf  

15. Найти в кольце ][x2Z    НОД  многочленов )(xf  и )(xg  и такие мно-

гочлены  )(  и  )( xx  , чтобы ),()()()())()(( xxgxxfxgxf   если:  

а) ;1)(,1)( 2445  xxxgxxxf  

b) ;1)(,1)( 435  xxgxxxxf  
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с) ;1)(,1)( 345  xxxgхxxf  

d) .1)(,)( 435  xxxgxхxxf  

 
§ 2. Корни многочленов 

Пусть .],[)(
1

1

10
PxPaxaxaxaxf

nn

nn 


   Значением много-

члена )(xf  при x  называется элемент 
nn

nn aaaa 


 
1

1

10
  поля 

P   и обозначается ).(f  

Остаток от деления многочлена )(xf  на x   равен )(f  (теорема 

Безу).  
Если  ,)(),()()()(

12

2

1

1

0 

 
nn

nn bxbxbxbxgfxgxxf   

то коэффициенты многочлена )(xg   и )(f  проще всего найти с помощью 

схемы Горнера  
 

0
a  

1
a  … 

1n
a  

n
a  

  
0

b  
1

b  … 
1nb  )(f  

где  ,,,,,, 121111100   nnnkkk abbabbabbab   .)(
1 nn

abf 


  

 Элемент P  называется корнем многочлена ],[)( xPxf   если 

)(f =0. Из теоремы Безу следует, что   является корнем многочлена )(xf  

тогда и только тогда, когда x  делит )(xf .  

Если  ,,)( N kx k  делит ),(xf  но 1)(  kx   не делит )(xf , то   на-

зывается k–кратным корнем (или корнем кратности k) многочлена )(xf . 

Корни кратности 1k  называются простыми корнями.  
Многочлен )(xf  вида ,)( axf  Pа , называется постоянным. Для 

любого непостоянного многочлена ][)( xPxf   существует расширение поля 

,P  содержащее все корни многочлена )(xf , т.е. расширение, в котором )(xf  

разлагается на линейные множители:    
),())(()(

210 n
xxxaxf     

где 
0

а  старший коэффициент многочлена )(xf . 

 Корни n ,,, 21   многочлена  ,,)( 00
1

10   aаxaxaxf n
nn  связаны 

с его коэффициентами формулами Виета: 

     
0

1

a

a
,

1
21 




n

i
in    


0

2

a

a
,

21

2113213121 


 
n

ii
iinnn    

……………………………………………………………. 

       kk

a

a
)( 1

0


k

k

i
iii

ii  



 21

21
, 

        nn

a

a
)1(

0

 .
21 n

   
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Производной многочлена ][)( xPaxaxaxaxf nn

nn  


1
1

10  , 00 a , 

1n  называется многочлен 12
2

1
1

0 21 
  nn

nn axaxanxnaxf )()(' . 

Производная от первой  производной называется второй производной 
многочлена )(xf  и обозначается )('' xf  и т.д. Производная постоянного мно-

гочлена, по определению, считается равной нулевому многочлену. Много-
член ][)( xPxf   не имеет кратных корней ни в поле ,P  ни в любом его рас-

ширении тогда и только тогда, когда он взаимно прост со своей  производ-
ной.  

Для многочленов над полем нулевой характеристики справедливо ут-
верждение: k–кратный корень многочлена является  )1(k кратным корнем 

его производной. 
Пусть ],[)()()()( 21

210 xPxxxaxf sk

s
kk     jiPchar   ,0  при  

.0, 
i

kji  Тогда 11

2

1

1
)()()())('),(( 21   sk

s

kk xxxxfxf    и много-

член  )())((
))('),((

)(
)( 2101 sxxxa

xfxf

xf
xf     имеет те же корни, что 

и )(xf , но все они являются простыми.  

Если 
n

 ,,,
21
  -- различные элементы поля ,P  а 

n
 ,,,

21
  произ-

вольные элементы поля ,P  то существует в ][xP  один и только один много-

член )(xf  степени ,n  такой что .,0,)( nif
ii

   Этот многочлен зада-

ется формулой 

)(xf .
)())(()(

)())(()(

1110

110

0 niiiii

nii
n

i
i

xxxx





















         (*) 

 Формула (*) называется  интерполяционной формулой Лагранжа.  
 Многочлен )(xf  (с нужными свойствами) можно получить и с помо-

щью интерполяционной формулы Ньютона:  

),())()((

))(()()(

1210

102010





nn xxxx

xxxxf








 

где коэффициенты 
n

 ,,,
10
  определяются последовательно путем подста-

новки вместо  x  значений  
n

 ,,,
21
 . 

 П р и м е р 1. Найти в кольце  ][x C  частное )(xq  и остаток )(xr  при 

делении  ixixixxf  )21()2()( 24   на .ix   

Решение. Составляем    схему Горнера:  
 

 1 0 i2  i21
 

i  

i  1 i  i1  i2  i31
 

 Следовательно, ixrixiixxxq 31)(,2)1()( 23  . ■ 



15 
 

П р и м е р  2. Пользуясь схемой Горнера, вычислить  ),3(f  если  

.12)( 234  xxxxxf  

Решение. Составляем    схему Горнера:  
 

 1  -2    1 1 1 
-3 1 -5 16 -47 42 

  
Следовательно, .42)3( f ■ 

 Для любого многочлена  

nn

n axaxaxaxf 




1

1

1

4

0
)(   

и любого числа   можно написать разложение )(xf  по степеням разности  

:х   
.)()()()(

1

1

10 nn

nn bxbxbxbxf 


    

Чтобы найти коэффициенты этого разложения, нужно сначала разделить 
с остатком )(xf  на .х  В остатке получится ,

n
b  частное будет каким-то 

многочленом ).(xq  Затем нужно )(xq  разделить на ;х  в остатке получит-

ся ,
1n

b  частное - ).(
1

xq  Затем делим )(
1

xq  на ,х  в остатке получается  
2n

b  

и т.д.  Коэффициенты этого разложения удобно находить по схеме Горнера, 
причем все вычисления можно объединить в одну таблицу.  

 П р и м е р  3. Разложить многочлен 12)( 34  хxxxf   по степеням   

.2x  
Решение. Составляем    схему Горнера, где в первой строке выписываем 

коэффициенты многочлена  )(xf , во второй получаем коэффициенты част-

ного )(xq  и остаток 
4

b  от деления )(xf  на  ,2x  в третьей строке получаем 

коэффициенты частного )(
1

xq  и остаток 
3

b  от деления )(xq  на 2x  и т.д. : 

 
 1 2 0 -1 -1 
-2 1 0 0 -1 1 
-2 1 -2 4 -9  
-2 1 -4 12  
-2 1 -6  
-2 1 . 

 
Следовательно, 1)2(9)2(12)2(6)2()( 234  xxxxxf . ■ 

П р и м е р  4. С помощью  схемы   Горнера разложить по степеням х   
многочлен ),3( хf  если .935)( 234  xxxxf   

Решение. Для того чтобы разложить )3( хf  по степеням х , сначала 

разложим )(xf  по степеням ,3x  а затем заменим х  на .3х  

Составляем    схему Горнера:  
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 1 -5 -3 0 9 
3 1 -2 -9 -27 -72 
3 1 1 -6 -45  
3 1 4 6  
3 1 7  
3 1  

Следовательно, .72)3(45)3(6)3(7)3()( 234  xxxxxf  

Отсюда .724567)3( 234  xxxxxf  ■ 

П р и м е р  5. С помощью  схемы   Горнера найти показатель кратности 
корня 4 для многочлена .16897)( 234  хxxxxf   

Решение. Чтобы проверить, будет ли числа   корнем многочлена )(xf  

и какой  кратности, можно воспользоваться  схемой Горнера, где сначала 
)(xf  делится  на  х , затем, если остаток равен нулю, полученное частное 

делится снова на  х  и т.д. до получения ненулевого остатка.  
Составляем схему Горнера:  
 

 1 -7 9 8 16 
4 1 -3 -3 -4 0 
4 1 1 1 0  
4 1 5 21 . 

Следовательно,  4 корень кратности .2  ■ 
 Разложение многочлена по степеням разности  х  может быть ис-

пользовано при разложении дроби, знаменатель которой есть степень линей-
ного двучлена, на простейшие.  

П р и м е р  6.  Пользуясь схемой  Горнера, разложить на простейшие 

дроби    .
)2(

1
5

3





x

xx
 

Решение. Берем многочлен 1)( 3  xxxf  и разлагаем его по степеням 

разности :2)2(  xx   

 1 0 1 -1  
-2 1 -2 5 -11 
-2 1 -4 13  
-2 1 -6  
-2 1 . 

Следовательно, .11)2(13)2(6)2()( 3  xxxxf   

Получаем  .
)2(

11

)2(

13

)2(

6

)2(

1

)2(

1
54322

3

















xxxxx

xx
 ■ 

 Знание разложения многочлена  

nn

nn bxbxbxbxf 


 )()()()(
1

1

10
   

по степеням x  позволяет вычислить значения в   производных любого 
порядка, а именно:  
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.!)()(

kn

k bkf


                                (* *) 

П р и м е р 7.  Найти значения производных многочлена  
12 34  xxxxf )(  при .2x   

Решение. Схема  Горнера, выписанная в примере 3 позволяет найти зна-
чения производных многочлена 12)( 34  xxxxf  при :2x  

24!41)2(,36!36)2(''',24!212)2('',9)2(' )'''('  ffff . ■ 

Из соотношения (* *) получается формула Тейлора для разложения мно-
гочлена )(xf  по степеням :x  

.)(
!

)(
)(

!2

)(''
)(

!1

)('
)()(

)(

2 n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf 








    

П р и м е р  8.  При делении многочлена )(xf  на  2х  и  3х  остатки 

равны 5 и 7 соответственно. Найти остаток при делении )(xf  на 

( 2х )( 3х ). 
Решение. Остаток )(xr  при делении  )(xf  на ( 2х ) и  ( 3х ) имеет вид 

,bax   т.е. ).()()3)(2()( baxxqxxxf   

Подставляя  2х  и  3х     (2 и 3 корни ( 2х ) и  ( 3х )), получаем сис-
тему двух линейных уравнений для нахождения а  и  :b  









73)3(

52)2(

bag

baf
 

Решая эту систему получим: .1,2  ba  Следовательно, остаток при 

делении )(xf  на ( 2х )( 3х ) равен .12 х  ■ 

П р и м е р  9. Не применяя алгоритма деления с остатком, найти остаток 
от деления многочлена 1)( 2483264128  xxxxxxxxf  на .12 х  

Решение. Остаток )(xr  при делении  )(xf  на 12 х  имеет вид .bax     

Пологая  1x  и  1x  (1 и –1 – корни 12 х ), получим систему двух линей-
ных уравнений для нахождения а  и  :b  

.
)(

)(









baf

baf

61

81
 

Решением этой системы являются:  .1,2  ba  Следовательно, остаток 

при делении )(xf  на 12 х  равен 7х . ■  

П р и м е р 10. При каких rqp ,,  многочлен rqxpxxxf  23)(  де-

лится на 3)1( x  в кольце ][xR . 

Решение. Делимость )(xf  на 3)1( x  равносильна тому, что 1х  явля-

ется трехкратным корнем )(xf . Это означает, что 1x  является корнем )(xf , 

)(' xf  и ).('' xf  Найдем )(' xf  и .)('',)(':)('' pxxfqpxxxfxf 2623 2   

Подставляя 1х  в )(''  и  )('),( xfxfxf  получим систему трех линейный 

уравнений  для нахождения  qp,  и r :  
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.

026)1(''

023)1('

021)1(















pf

qpf

qpf

 

Решая эту систему получим:  1,3,3  rqp . ■ 

П р и м е р 11. Доказать, что число 1 является трех кратным корнем мно-
гочлена .1)( 112   nnn nxnxxxf   

Решение. Трехкратность корня 1х  многочлена )(xf  равносильна то-

му, что 1х  является корнем  многочленов )(''  и  )('),( xfxfxf . 

Найдем )(' xf  и )('' xf :  

,)()()(' 212 112   nnn xnnxnnnxxf  

.)2)(1()1()12(2)('' 31212   nnn xnnnxnnxnnxf  

Тогда   

.02224)2)(1()1()12(2)1(''

,02)1()1(2)1('

,011)1(

2232322

22







nnnnnnnnnnnnnnnf

nnnnnnnnnnf

nnf

Таким  образом, число 1 действительно является трехкратным корнем много-
члена 1112   nnn nxnxx . ■ 
 П р и м е р  12. Найти многочлен ),(х  который имеет те же корни, что 

и ,412946)( 2346  xxxxxxf  но не имеет кратных корней (отделить 

кратные корни многочлена )),(хf  и написать разложение  )(хf  на линейные 

множители над С. 
 Решение. Найдем производную  )(' xf : 121812246 235  xxxxxf )(' . 

 Используя алгоритм Евклида вычислим НОД  )(xf  и )(' xf :  

.253))('),(( 234  xxxxxfxf  Тогда  

))((
))('),((

)(
)( 2122  xxxx

xfxf

xf
x  имеет те же корни, что и )(хf , т.е. 

21 21  xx , .  

 Используя схему Горнера выясним, что кратность корня 1
1

x  в  

)(хf  равна 4, а кратность корне  2
2
x  в  )(хf  равна  2.  Следовательно, 

разложение  )(хf  на линейные множители имеет вид: )2()1()( 4  xxхf . ■  

П р и м е р  13.  Определить а так, чтобы один из корней многочлена  
axx  213  был равен  удвоенному другому.  

Решение.  Пусть 
321

,,  корни многочлена .213 axx     

Пусть .2
21

   Тогда, согласно формулам Виета: 

,,




























aа
3

2
2

32
2
2

322

321

323121

321

2

2132

02

21

0












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.,,, 33

6

2192

3

2

2132

03

2
2
2

3
2

2
2

2
2

23

3
2
2

322

32












































aa

 

Отсюда .)( 318336 a   

Таким образом, при 318a  один из корней многочлена 

axx  213  равен удвоенному другому. ■  
П р и м е р  14. Построить многочлен третьей степени со старшим ко-

эффициентом единица, имеющий корни 1, -1, 3. 
 Решение. Пусть искомый многочлен имеет вид:  

.)(
32

2

1

3 axaxaxxf   

Тогда по формулам Виета, имеем: 

.33)1(1)

13)1(31)1(1

3)311()(

3213

3231212

3211













a

a

a

 

 Следовательно, искомый многочлен имеет вид: 33)( 23  xxxxf . ■  

П р и м е р 15. Найти сумму чисел, обратных комплексных корням 
многочлена  .1235)( 34  xxxxf   

Решение. Пусть 
4321

,,,  корни ).(xf  Нам нужно найти  

4321

1111


 .   Имеем  

4321

1111


  

=
4321

321421431432

,,, 

 
. По формулам Виета, числитель равен 

5

2

0

3 









a

a
 а знаменатель равен .

5

1

0

4 
a

a
 Следовательно,   

2
5

1
:

5

21111

4321





















. ■ 

П р и м е р 16. Построить многочлен по заданной таблице значений 
пользуясь интерполяционной формулой Лагранжа:  

 
 

   х  1 3 4 
)(xf  2 -2 -1 

 
Решение. Искомый многочлен имеет вид: 

.
))((

))((

))((

))((

))((

))((
)( 76

3414

31

4313

41
2

4131

43
2 2 














 xx

xxxxxx
xf  ■ 

П р и м е р 17.  Найти  многочлен  наименьшей степени по заданной 
таблице значений, пользуясь интерполяционной формулой Ньютона:  

 
   х  1 -2 3 
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)(xf  4 7 12 

 
Решение. По формуле Ньютона имеем:  

))(()()( 2114 21  xxxxf  . 

Пологая  ,2x  получаем 1),3(47
11

  .  Берем ,3x  тогда 

1231313412 22   ),)(()( . Искомый многочлен имеет вид:  

3)2)(1()1(4)( 2  xxxxxf . ■ 
 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 
 

16. Найти  сумму коэффициентов многочлена ][)( xxf Q , если:  

a) ;)5973()52()( 135322113 xxxxxxf   

 b) .)55()337()( 1000721005 xxxxxf   

17. Найти в кольце ][xC  частное )(xq  и остаток )(xr  при делении:  

 а) 1   на   8642 234  хxxxx ;  
b) 3   на   852 35  хxxx ; 

 с) iхxx  1   на   4 23 ; 
d) .21   на   23 iхxxx   

18. Пользуясь схемой Горнера, вычислить ),(f   если:  

 а) 4   ,161063)( 234  xxxxxf ;  

b) 3   ,73875)( 234  xxxxxf ; 

 с) ;
2

1
   ,564322)( 2345  xxxxxxf  

d) ;   ,)()()( ixixixxf  273121 245   

е) ;   ,)()()( ixixixxf 217321 245    

19. Пользуясь схемой Горнера, разложить многочлен )(xf   по степеням 

x , если:  
а) 1   ,1432)( 234  xxxxxf ;  

b) 1   ,)( 5  xxf ; 

 с) ;2   ,9050248)( 234  xxxxxf  

d) ;,73)1(2)( 234 iixxiixxxf    

 e) .21,187)2033()1821()83()( 234 iixixixixxf    

20. C помощью схемы Горнера, разложить по степеням х: 
а) 1)(),3( 34  xxxfxf ;  

b) ;)(),( 165322 234  хxxxxfxf  

 с) ;20)2(10)2(6)2(4)2()( 234  xxxxxf  

d) .8)3(7)3(3)3(2)3()( 235  xxxxxf  

21. C помощью  схемы Горнера найти показатель кратности корня: 
а) 2 для многочлена  84275 2345  xxxxx ;  
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b) –2 для многочлена ;16168167 2345  xxxxx  

c) 3 для многочлена .96106 234  xxxx   
22.  При делении многочлена )(xf  на 1x  и 2x  остатки равны соот-

ветственно один и два. Найти остаток при делении )(xf  на ( 1x )( 2x ).  

23. При делении многочлена )(xf  на 1,1  xx  и 3x  остатки равны 

5, -4 и 6 соответственно.  Найти остаток при делении )(xf  на ).3)(1( 2  xx  

24. При делении многочлена )(xf  на 1x , 2x , 3x  и 4x  остатки 

равны 1, 3, 5, и 6 соответственно.  Найти остаток при делении  )(xf  на 

( 1x )( 2x )( 3x ) ).4( х  

25. Не применяя алгоритма деления с остатком,  найти остаток от деле-

ния многочлена 1)( 392781243  xxxxxxxf   на:  

а)  ;12 x        b) ;14 x       c) .14 x  

26. Доказать, что корень   многочлена ,0],[)(  PcharxPxf  тогда и 

только тогда имеет кратность, равную k , когда  
,)(...)(''...)(' )( 01    kfff  но .0)()( kf  

27. Доказать, что число 1 является трехкратным корнем многочленов:  
а) ;1)12()12( 112   nnn xnxnx  

b) ).2()2( mnnxnxxmn mmnn    

28. Найти условие, при котором многочлен cbxaxx  510 35  имеет 
трехкратный корень, отличный от нуля.  

29. Определить коэффициент a   так, чтобы многочлен 125  axaxx  
имел число (-1) корнем не ниже второй кратности.  

30. Определить a   и  b  так, чтобы многочлен 134  bxax  делился на 
2)1( x  в кольце  ].[xR  

31. При каких rqp ,,  каждый из следующих многочленов делится на 
3)1( x  в кольце :][xR  

 а) ;)( 234 rqxpxxxf   

 b) ?1)( 24  rxqxpxxf  

32. При каких значениях a  многочлен )(xf  имеет кратный корень 1 и 

какова кратность этого корня:   
а) ;13)( 23  хаxxxf  

 b) ;32)( 23  axxxxf  

 с) ?1263)( 234  xaxxxxf  

33. Доказать, что  многочлен  







  1212

2

)12)(2)(1(

6

)12)(1(
)( nnn x

nnn
x

nnn
xxf  

1
6

)12)(1(

2

)12)(2)(1( 1 





 nn x
nnn

x
nnn
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делится на 5)1( x  и не делится на 6)1( x . 

34*. Доказать, что  для того чтобы многочлен 

n

nn axaxaxf   ...)( 1

10
 

делится на ,)1( 1 kx   необходимо и достаточно выполнение условий:  

.02

,04

,02

,0

21

2

21

21

210









n

kk

n

n

n

anaa

anaa

naaa

aaaa











 

35*. Доказать, что трехчленный многочлен baxx mnn    не может 
иметь корней, отличных от нуля, выше второй кратности.  

36*. Найти условие, при котором трехчленный многочлен baxx mnn    
имеет двойной корень, отличный от нуля.  

37*.  Доказать, что  k членный  многочлен 
kp

k

pp xaxaxa  21

21
 

 не имеет корней выше  )1(k й кратности, отличных от нуля.  

38*. Доказать, что каждый отличный от нуля корень  )1(k й кратности 

многочлена  
km

k

mm xaxaxa  21

21
 

удовлетворяет уравнениям 
),(')(')('

2211
21

k

m

k

mm mxamxamxa k    

где ).())(()(
21 k

mtmtmtt    

39*. Доказать, что многочлен делится на свою произвдную в том и толь-
ко в том сулучае, когда он равен .)(

00

nxxa   

40*. Доказать, что полином  

!211
1

2

n

xxx n




   

не имеет кратных корней.  
41*. Доказать, что для того чтобы 

0
x  было корнем кратности k  числите-

ля дроблю – рациональной функции ,
)(

)(
)(

x

x
xf




  знаменатель которой  )(x  

не обращается в ноль при 
0

xx  , необходимо и достаточно, чтобы 

.0)(,0)()(')(
00

)1(

00
  xfxfxfxf kk  

42*. Доказать, что дробно – рациональная функция 
)(

)(
)(

x

x
xf




  может 

быть представлена в виде  
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,)(
)(

)(
)(

!

)(
)(

1

)('
)()( 1

00

0

)(

0

0

0

 nn

n

xx
x

xF
xx

n

xf
xx

xf
xfxf


  где )(xF  

- многочлен. Предполагается, что 0)(
0
x   (формула Тейлора для дроблю – 

рациональной  функции).  
43*. Доказать, что если 

0
х  есть корень кратности  k  для многочлена  

),()()()( '

12

'

21
xfxfxfxf   то  

0
х  будет корнем кратности 1k  для многочле-

на ),()()()(
012021

xfxfxfxf   если этот  последний не равен нулю тождест-

венно, и обратно.  
44*. Доказать, что если )(xf  не имеет кратных корней, то 

)('')()]('[ 2 xfxfxf   не имеет корней кратности выше ,1n  где n степень 

)(xf . 

45*. Построить многочлен )(xf  степени ,n  для которого 

)('')()]('[ 2 xfxfxf   имеет корень 
0

х  кратности  ,1n  не являющийся кор-

нем )(xf . 

46*.  Пусть )(zf  многочлен с комплексными коэффициентами и 

),,(),()( yxiyxuyixf   где ),( yxu  и ),( yx многочлены с действительными 

коэффициентами. Выразить все решения (действительные и комплексные) 
системы уравнений 00  ),(,),( yxyxu   через корни )(zf . 

47. Найти в кольце ][xC   НОД  )),(')(( xfxf  если )(xf  равно:  

 а) );1)(1)(1)(1( 432  xxxx                   b) );16()4()4( 42232  xxx  

с) ;)1()1()1()1( 88664422  xxxx          d) .11  lkk xxx  

48. Найти комплексные корни многочленов   
13653)(,123)( 234234  xxxxxgxxxxxf   путем нахожде-

ния их НОД и решения квадратных уравнений.  
49. Найти многочлен  )(x , который имеет те же корни, что и  )(xf , но 

не имеет кратных корней (отделить кратные корни многочлена  )(xf ), и на-

пишите разложение )(xf   на линейные множители над  ,C   если  )(xf  равно: 

а) ;93031492 23456  xxxxxx   

      b) ;1242 23456  xxxxxx  

c) ;147874 23456  xxxxxx  

d) .82838258 2345  xxxxx  

50. Построить многочлен четвертой степени со старшим коэффициентам 
равным единице, имеющий:  

а) корни,  1,  2, -3, -4; 
b) трехкратный  корень (-1) и простой корень i;  

c) корни i 1,1,2   и   ;1 i  

d) двухкратный корень   3 и простые корни –2 и –4.   
51. Найти сумму квадратов и произведение всех комплексных корней 

многочлена:   
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                  а) ;23 35  xxx            b) ).3(1   nbax nn   

 52. Найти сумму и произведение всех комплексных корней степени n 
из единицы.  

53. Определить а  так, чтобы:  
а) сумма двух корней многочлена axx  23 12   была равна третьему кор-

ню;  
b) произведение двух корней многочлена axx  203   было равно треть-

ему корню. 
54. Сумма двух корней многочлена srxqxpxx  234  равна сумме двух 

его других корней. Найти, какому условию должны удовлетворять при этом 
коэффициенты многочлена.  

55. Произведение двух корней многочлена srxqxpxx  234  равно 

произведению двух его других корней. Найти, какому условию должны 
удовлетворять при этом коэффициенты многочлена.  

56. Показать, что корни многочлена cbxaxx  23  образуют геомет-
рическую прогрессию тогда и только тогда, когда .33 cab   

57. Найти все корни многочлена ,1051768616 234  xxxx  зная, что 

они образуют арифметическую прогрессию.  
58. Найти сумму квадратов и сумму кубов корней многочлена 

.)( 1

n

nn aaxxxf      

59. Найти многочлен третьей степени, если его корни равны ,,, 2

3

2

2

2

1
    

где  
321

,,  корни многочлена .10643 23  xxx   

60. Многочлен 
n

nn axaxaxf   1

10
)(  имеет   корни .,...,

1 n
  Какие 

корни имеют многочлены:  
а) ;)1(2

2

1

10 n

nnnn axaxaxa     

b) ;
0

1

1
axaxa n

n

n

n
 


  

c) ;
!

)(

!2

)(''

!1

)('
)(

)(

2 n

n

x
n

af
x

af
x

af
af    

d) ?22

2

1

10

n

n

nnn baxbabxaxa     

61. Сумма двух корней уравнения 072 23  xxx  равна 1. Опреде-
лить  .  

62. Определить соотношение между коэффициентами уравнения 

,03  qpxx  при выполнении которого  .
11

31

3
xx

x   

63*. Составить  уравнение четвертой степени, корнями которого явля-

ются  .
1

,,
1

,





   
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64*. Составить  уравнение шестой степени,  имеющее корни: 

.
1

1

1
,

1
1,

1

1
,1,

1
,













  

65. Пусть 
21

,  корни многочлена baxxxg  2)(   с целыми ко-

эффициентами. Доказать, что  )()(
21

 ff  целое число.  

66. Построить многочлен по заданной таблице значений, пользуясь ин-
терполяционной формулой Лагранжа:  

 
а)  

х 1 2 3 4 
)(xf  2 1 4 3 

  b)  
х 1 i -1 -i  

)(xf  1 2 3 4 

c)  
х 0 1 2 3 

)(xf  1 -1 -3 1 

  d)  
х -2 -1 0 1 2 

)(xf  13 1 1 1 13 

 
67. Найти многочлен наименьшей степени по заданной таблице значе-

ний, пользуясь интерполяционной формулой Ньютона:  
  а)   

х 0 1 2 3 4 
)(xf  1 2 3 4 6 

b)  
х -1 0 1 2 3 

)(xf  6 5 0 3 2 

c) 
х 1 

4

9
 

4 

4

25
 

)(xf  1 

2

3
 

2 

2

5
 

  d) 
х 1 2 3 4 6 

)(xf  5 6 1 -4 10 

68*. Найти )(xf  по таблице значений:  

х 1 
1
  

2
  … 

1n
  

)(xf  1 2 3 … n 

, найти )2(f ; 



26 
 

где .
2

sin
2

cos
n

k
i

n

k
k


   

69*. Многочлен )(xf , степень которого не превосходит n-1, принимает 

значения  
n

yyy ,,,
21
  в корнях n-й степени из единицы. Найти ).0(f  

70*. Доказать, что если корни 
n

ххх ,,,
21
   многочлена  )(х  все различ-

ны, то  0
)('1




n

i i

s

i

x

x


  при   .20  ns  

71*. Найти сумму 


n

i i

n

i

x

x

1

1

)('
  (обозначаения такие чсле как и в задаче 70).  

72*.  Построить  многочлен наименьшей степени по таблице значений:  
а)  

х 0 1 2 … n 
y 1 2 4 … n2  

b)  
x 0 1 2 … n 
y 1 a 2a  … na  

73*. Найти многочлен степени 2п, дающий при делении на 
)2()2( nxxx    в остатке 1, а при делении на )]12([)3)(1(  nxxx    в 

остатке (-1). 
74*. Построить многочлен наименьшей степени по таблице значений    

x 1 2 3 … n 
y 1 

2

1
 

3

1
 

… 

п

1
 

75*.  Найти многочлен не выше  )1(п й степени, удовлетворяющий 

условию 
ax

xf



1

)(  в точках  ,,...,,
21 n

xxx  .,1, niax
ii

  

76*. Доказать, что многочлен степени ,nk   принимающий целые зна-

чения при 1n  последовательных целых значениях независимой перемен-
ной, принимает целые значения при всех целых значениях независимой пе-
ременной.  
77*. Доказать, что многочлен степени п,  принимающий целые значения при  

,,...,,,, 29410 nx   принимает целые значения при всех целых квадратах  нату-

ральных чисел. 
§ 3. Разложение на не при водимые множители. 

Многочлены над  CR  и  Q 
Непостоянный многочлен )(xf  степени 1n  с коэффициентами из поля 

P  называется неприводимым над полем P , если он не может быть разложен 
в произведение многочленов степеней меньших чем n  с коэффициентами из 
поля P . В противном  случае многочлен )(xf  называется приводимым над 

полем P . Постоянные многочлены, по определению, не причисляются ни к 
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приводимым, ни к неприводимым. Все многочлены первой степени неприво-
димы над любым полем.  

Всякий непостоянный многочлен с коэффициентами из поля P  разлага-
ется в произведение неприводимых над полем  P  многочленов. Такое разло-
жение однозначно с точностью до постоянных множителей и порядка записи 
сомножителей.  

Пусть .],[)( 11
1

10  
 nxPaxaxaxaxf nn

nn   Представление мно-

гочлена )(xf  в виде  

),()()()( 21

210
xpxpxpaxf sk

s

kk   где )(,),(),(
21

xpxpxp
s

 различные не-

приводимые над полем P  многочлены со старшими коэффициентами, рав-
ными единице (унитарные многочлены), называется каноническим разложе-
нием многочлена )(xf  над полем P .  Каноническое разложение многочлена  

)(xf  определено однозначно с точностью до порядка записи сомножителей.  

Пусть )(xp неприводимый над полем P  многочлен, ].[)( xPxf   Если 

)(xpk  делит Nkxf ),( , но )(1 xpk  не делит )(xf , то многочлен )(xp  назы-

вается k кратным неприводимым множителем многочлена )(xf . Если 

,0Pchar  то k кратный неприводимый множитель  многочлена )(xf  явля-

ется  )1(k кратным множителем производной  )(' xf . В частности, при 

1k   многочлен )(' xf   не делится на )(xp . 

Пусть  )()()()( 21

210
xpxpxpaxf sk

s

kk  каноническое разложение много-

члена )(xf   над полем P , .0Pchar   

Тогда  )()()())('),(( 11

2

1

1
21 xpxpxpxfxf sk

s

kk    и многочлен  

)()()(
))('),((

)(
)( 2101 xpxpxpa

xfxf

xf
xf s  

имеет те же неприводимые множители, что и )(xf , но не имеет k кратных 

неприводимых множителей ).2( k   

Многочлен 
n

nn axaxaxf   1

10
)(  степени  1n  с комплексными 

коэффициентами имеет корень в поле С (основная теорема алгебры, теоре-
ма Гаусса).  

Поле P  называется алгебраически замкнутым, если каждый многочлен 
)(xf  из ][xP  степени 1n  имеет в этом поле корень. 

Таким образом, основная  теорема алгебры означает, что поле С ком-
плексных чисел алгебраически замкнуто. Неприводимыми над алгебраически  
замкнутым полем являются многочлены первой степени, и только они.  

Каноническое разложение многочлена  
)1()( 1

10
  пaxaxaxf

n

nn   

над алгебраически замкнутым полем P  (тем самым  и над полем С) имеет 
вид:  

,)()()()( 21

210
sk

s

kk xxxaxf     

где 
s

 ,...,,
21

различные корни многочлена )(xf ;  .
21

nkkk
s
   
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Над   полем  R действительных чисел неприводимыми являются много-
члены первой степени и многочлены второй степени с отрицательными дис-
криминантами, и только они.  

Каноническое разложение многочлена п й степени )(xf  над полем 

действительных чисел имеет вид:  
,)()()()()( 2

11

2

10
11 ts l

tt

lk

s

k qxpхqxpхxxaxf     

где  
s

 ,...,
1

различные  действительные числа; tt qxpxqxpx  2
11

2 ,...,  - 

различные многочлены второй степени над полем R с отрицательным дис-
криминантом.  

Многочлен  ][xxf Q)(   неприводим над полем Q тогда и только тогда, 

когда над этим полем неприводим многочлен с целыми коэффициентами, по-
лученный умножением  )(xf  на НОК знаменателей всех его коэффициентов. 

Многочлен с целыми коэффициентами неприводим над полем рациональных 
чисел тогда и только тогда, когда он не разлагается в произведение двух  не-
постоянных многочленов с целыми коэффициентами. Неприводимость мно-
гочлена с целыми коэффициентами над Q можно установить, пользуясь сле-
дующим признаком Эйзенштейна:  

Пусть 




nn

nn axaxaxaxf
1

1

10
)(  многочлен с целыми коэффи-

циентами. Если существует такое простое число p, что 
0

a  не делится p, все 

остальные коэффициенты многочлена )(xf  делятся на p, но 
n

a ,  делясь на p, 

не делится на p2, то многочлен )(xf  неприводим  над полем Q рациональных  

чисел.  
 П р и м е р 1.  Разложить на неприводимые множители многочлен  

2)( 34  хxxxf   над полем 3Z .  

 Решение. Запишем )(xf  в виде:  

 )1()1)(1()1()1(1)( 2222434 xxxxxxxхxxxf  

)2)(1()1)(1( 2222  хxxхxx . ■ 

П р и м е р  2.  Разложить многочлен  27)( 6  xxf    на  неприводимые 

множители над полями C, R и Q. 
Решение. Каноническое разложение )(xf   над полем C:  

27)( 6  xxf =

 ))3()3)((3()93)(3(3)( 2222342332 xxxxxxx  










 


2

33
)3)(3()33)(33)(3)(3( 22 i

xxxxxxxxx  

.
2

33

2

33

2

23









 










 










 


i
x

i
x

i
x  

Каноническое разложение )(xf   над полем R:  

).33)(33)(3)(3()( 22  xxxxxxxf  

Каноническое разложение )(xf   над полем Q:  
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)93)(3()( 242  xxxxf . ■ 

П р и м е р  3.  Построить многочлен наименьшей степени и действи-
тельными коэффициентами по данным корням: двойной корень 1, простые 2, 
3 и i1 . 

 Решение. Если многочлен с действительными коэффициентами имеет 
комплексный корень, то и сопряженное комплексное число будет корнем 
этого многочлена. Поэтому к данному множеству корней следует добавить 
корень .1 i   Тогда исконный  многочлен имеет вид:  

 ))()(()())()()(()()( 2232111321 222 xxxxxixixxxxxf  

12467465339 23456  xxxxxx . ■ 
Если известны  разложения  многочленов )(xf  и )(xg  на линейные 

множители, причем  

,)()()()()( 11

110
tp u

t

uk

p

k ххxxaxf     
sp v

s

vl

p

l ххxxbxg )()()()()( 11

110     

(числа 
rqi

 ,,  все размыты между собой), то pm

p
m xxxgxf )()())(),((   1

1  

где для  каждого  jmpjj ),1( наименьшее из чисел .,
jj

lk  

П р и м е р  4.  Найти НОД многочленов )(xf   и  )(xg : 

.)1)(7()2)(1()(),5()2()1()( 2423  xxxxxgxxxxf  

Решение. 2)2)(1())(),((  xxxgxf . ■ 

 П р и м е р  5.  Доказать, что 23133   pnm xxx   делится не 12  xx  в 
кольце  xR . 

 Решение. Если  корень  многочлена 12  xx , то .13   Следова-
тельно, 01 223133    pnm . ■ 

П р и м е р  6. При каком условии 23133   pnm xxx   делится на 12  xx ?  
Решение. Корень    многочлена 12  xx  удовлетворяет уравнению 

.13   Следовательно,  
].)1()1[()1()1()1()1()1( 223133 nppmpnmpnm     

Последнее выражение может равняться нулю только в случае  
пpm )1()1()1(  , т.е. если pnm ,, одновременно четные или одновре-

менно нечетные числа. ■  
 Далее, рассмотрим следующую задачу: найти рациональные корни 

многочлена )(xf  с рациональными коэффициентами. Ясно, что если  )(xf --

многочлен с рациональными коэффициентами, то существует такое целое 
число  ,  что )(xf  будет многочленом с целыми коэффициентами. Корни 

многочленов  )(xf  и )(xf  совпадают. Поэтому достаточно рассмотреть 

многочлены 

nn

nn axaxaxaxf 




1

1

10
)(   

с целыми коэффициентами.  

Если несократимая дробь 
l

k
  является корнем многочлена  )(xf , то  
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.01

1

1

10
 



 n

n

n

n

nn laklalkaka   

Отсюда следует первая теорема о рациональных корнях многочлена: ес-

ли несократимая дробь  
l

k
  является корнем многочлена  )(xf  с целыми ко-

эффициентами, то k делитель свободного члена, а l делитель старшего ко-
эффициента.    

Таким  образом, нахождение рациональных корней многочлена )(xf  

сводится к вычислению конечного множества  значений 








l

k
f  для всех 

k делителей 
n

a   и для всех l делителей числа 
0

a . 

 
П р и м е р 7.  Найти рациональные корни многочлена  

.1332)( 23  xxxxf  

 Решение.  Возможные значения для .1,1: k  Для 2,1:l  (знак считаем 

присоединенным к числителю).  Возможные значения для .,,,:
2

1

2

1
11 

l

k
 

,
2

7

2

1
,0

2

1
,9)1(,1)1( 

















 ffff   т.е. 

2

1
корень многочлена 

)(xf . 

Таким образом 
2

1
простой корень многочлена  )(xf . ■  

Процесс вычисления корней можно значительно сократить, воспользо-
вавшись второй теоремой о рациональных  корнях многочлена: если несо-

кратимая дробь  
l

k
 является корнем многочлена )(xf  с целыми коэффициен-

тами, то при любом целом ,m   не равном  
l

k
, число )(mf  делится на .mlk    

П р и м е р 8.  Найти рациональные корни многочлена  
.1815233212)( 234  xxxxxf  

 Решение.  Если 
l

k
 – корень многочлена )(xf , то k   и l  могут прини-

мать лишь следующие значения: .,,,,,:;,,,,,: 12643211896321 kk   

100)1( f  делится на 6)1(),(  flk   делится на ).( lk    Этому условию 

удовлетворяют лишь следующие числа .
2

3
,3,

3

2
,2,

4

1
,

3

1
,

2

1
   Корни 

многочлена  )(xf  следует искать среди них.  

Используя схему Горнера, проверяем, какие из чисел   

,
2

3
,3,

3

2
,2,

4

1
,

3

1
,

2

1
  являются корнями многочлена )(xf  (учитывая, 

что в этом частном случае корни могут быть только отрицательными):  
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 12 32 23 15 18 

3

1
  

 
12 

 
28 3

41
 

9

94
 

27

392
 

4

1
  

 
12 

 
29 4

63
 

16

177
 

6

211
 

3

2
  

 
12 

 
24 

 
7 3

31
 

9

100
 

-3 12 -4 35 -90 288 

2

3
  

 
12 

 
14 

 
2 

 
12 

 
0 

2

3
  

 
12 

 
-4 

 
8 

 
0 

 

2

3
  

 
12 

 
-22 

 
41 

 

Следовательно,  
2

3
 --двукратный корень многочлена :)(xf  других ра-

циональных  корней этот многочлен не имеет. ■ 
П р и м е р 9.  Пользуясь признаком Эйзенштейна доказать неприводи-

мость над  Q многочленов:  
a) ;286243)( 3567  xxxxxxf  

b) .1)( 234  xxxxxf  

Решение.  а) Используя признак Эйзенштейна при 2p  получаем, что 

)(xf  неприводим над полем Q. 

b) К этому многочлену критерий Эйзенштейна непосредственно приме-
нить нельзя, но можно сделать замену ,1 yx  в результате которой полу-

чится многочлен  ,510105)( 234  yyyyyh    неприводимый в силу при-

знака Эйзенштейна для .5p   Следовательно, и многочлен )(xf  неприво-

дим над полем Q. ■    
Укажем еще один способ  установления приводимости или неприводи-

мости многочлена над полем Q: переменному x  придают m  целых значений 

,,...,
1 m

xx   где 1
2


n
m   при четном n  и 

2

1


n
m  при нечетном n .  

Затем составляются всевозможные наборы целых чисел  вида ,,...,,
21 m

ссс  

где ),1( miс
i

  есть делитель числа )( ixf  (всего получается 
m

m ssS ,...,2
1

  на-

боров, где 
i

s число всех положительных делителей )( ixf ). Для каждого та-

кого набора строится   многочлен  )( xh
j

);1( Sjс
i

  степени меньшей или рав-
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ной 1m  со свойствами ,)(
iij

cxh   где ,,1 mi   а числа 
i

c  взяты из j го на-

бора. После этого  для тех из многочленов )( xh
j

, все коэффициенты которых 

получились целыми и степень которых положительна, непосредственным де-
лением проверяют, делится ли )(xg   на  )( xh

j
. Если )(xg  не делится ни на 

один из этих многочленов, он неприводим над полем Q. В противном  случае 
получается разложение многочлена  )(xf  на множители более низкой степе-

ни с рациональными коэффициентами, из которого легко получить  разложе-
ние на множители с целыми коэффициентами, с которыми дальше можно 
действовать так же, как раньше с многочленом  )(xf . 

При применении к многочлену )(xf  указанного выше процесса воз-

можны следующие упрощения:   
Если два набора чисел  

m
ссс ,...,,

21
 и 

m
ссс ',...,','

21
  отличаются друг от 

друга лишь знаком, то многочлен )( xh
j

 строится только для одного из этих 

наборов;  
Можно взять еще несколько целых значений переменного 

;,...,,
21 lmmm

xxx


 если хотя бы  для  одного из них )(
km

xf


 не делится на 

),( kmj xh   то делится ли )(xf  на  )( xh
j

, проверять не нужно.  

П р и м е р  10. Методом разложения на множители значений многочле-
на при целых значениях переменной разложить на множители многочлены  
или доказать их  неприводимость над полем Q: 

а) ;1632)( 2345  xxxxxxf  

b) .936)( 234  xxxxxf  

Решение.  а) Здесь     .12,41,2)1(,1)0(  ffff   Выбираем 

значения  ,2),1(),0( fff  как имеющие меньше делителей, и составляем 

наборы делителей  выбранных чисел:  
 
 

1
1
c  1 1 -1 1 1 1 -1 

1
2
c  1 -1 1 2 2 -2 2 

1
3
c  -1 1 1 1 -1 1 1 

(наборы, отличающиеся от выписанных здесь только знаком, не берем).  
 По интерполяционной формуле  Ньютона строим для этих наборов 

многочлены :)8,1()( jxhj  

,142)(,1)(,1)( 2

3

2

21
 xxxhxxxhxh  

,132)(,12)(,13)( 2

6

2

5

2

4
 xxxhxxxhxxxh  

,)(,)( 152163 2
8

2
7  xxxhxxxh  

где  )(xh
j

многочлен, принимающий при  ,0x  1, 2 значения, стоящие в 

j м столбце выписанной выше таблицы. . 
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 Числа  10)1(,5)1(,7)1(
743

 hhh  и 8)1(
8

h  не являются 

делителями числа ,4)1( f  поэтому многочлены )(),(),(
743

xhxhxh  и 

)(
8

xh  не рассматриваем. Возьмем еще значение .19)2( f   Оно  не делит-

ся на 7)2(,5)2(
52

 hh  и .13)2(
6

h  Таким образом, многочлен 

)(xf  неприводим над Q.  

b) .3)2(,2)1(,1)2(  fff  

Составляем наборы делителей этих чисел:  
1

1
c  -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1  

1
2
c  1 -1 1 2 2 -2 2 1 1 -1 -1 1 2 2 -2 2 

1
3
c  1 1 -1 1 1 1 -1 3 3 3 3 -3 3 3 3 -3 

(наборы, отличающиеся от выписанных здесь только знаком, не берем).  
 Строим соответствующие этим наборам многочлены по интерполяци-

онной формуле Ньютона:  
 )(),(),(),(),(;1)(

654321
xhxhxhxhxhxh многочлены с дробными  ко-

эффициентами;  3)( 2

7
xxh делитель   33 22  xxxxfxf )(),( , причем 

многочлены 32 x  и 32  xx  над полем Q неприводимы (так как не имеют 
корней в Q). ■ 

УПРАЖНЕНИЯ 
78. Разложить на неприводимые множители многочлен:  
 а) 13  xx   над полем ;2Z  

 b) 1235  xxx   над полем ;2Z  

 c) 142 23  xxx   над полем ;5Z  

 d) 423 234  xxxx  над полем .5Z  

79. Найти все многочлены второй степени со старшим коэффициентом 
единица, неприводимые над полем .3Z  

80. Найти все многочлены третьей степени со старшим коэффициентом 
единица, неприводимые над полем .3Z  

81. Разложить  многочлены на неприводимые множители над полями  С 
и R:  

а) ;83 x    b) ;83 x    c) ;164 x   d) ;164 x   е) ;276 x   f) 96 48  xx ;   

g) ;222  nn xx   h) ;12  nn xx   i) ;12 nx   j) .112 nx  

82. Найти  многочлен  наименьшей степени, корнями которого являются 
все корни из единицы, степени которых не превосходят .n  

83. По данным корням построить многочлен наименьшей степени над 
полями C и R:  

а) двукратный корень 1, простые корни i  и –1; 
b) трехкратный корень 1-2i; 
c) двукратный корень i  и простой корень -1-i;  
d) двукратные корень  –1–i    и  -2+i;  
е) простые корни 1, -1, i. 
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84. Найти НОД  многочленов:  
а)   );5)(2()1(  и   )4)(3()2()1( 223  xxxxxxx  

b)   );1)(1)(1)(1(  и   )1)(1)(1)(1( 432432  xxxxxxxx  

c) .)1(   и   )12)(1( 2223  xxxx  

85*. Найти НОД  многочленов: .1  и   1  nm xx  
86. Найти НОД  многочленов: .  и   nnmm axax   
87. При каких значениях m  делятся в кольце ][xR  на 12  xx   много-

члены:   
а) ;12  mm xx         b) ;1)1(  mm xx         c) .1)1(  mm xx  

88. При каких значениях m  делятся в кольце ][xR   на 22 )1(  xx   мно-

гочлены:   

а) ;1)1(  mm xx           b) .1)1(  mm xx  

89. Могут ли многочлены  1)1(  и   1)1(  mmmm xxxx  делится на 
32 )1(  xx ? 

90. Доказать, что если число   является корнем многочлена 

nn
nn axaxaxaxf  


1
1

10 )(  c целыми коэффициентами, то:  

а)   делитель  ;
п

а  

b)  m - делитель )(mf   при любом целом m. В частности   1 - де-

литель 1),1( f  делитель ).1(f  

91. Найти целые корни многоченов:  
а) ;12267196 234  xxxx  

b) ;253 234  xxxx  

c) ;121611372 2345  xxxxx  

d) ;281053 2346  xxxxx  

е) .1426 234  xxxx  

92*. Доказать, что если 
l

k
несократимая рациональная  дробь, являю-

щаяся корнем многочлена 
n

nn axaxaxf   1

10
)(  c целыми коэффициен-

тами, то:  
а) l делитель  ;

0
а  

b) k делитель  ;
n

а  

с) mlk  делитель )(mf   при любом целом m. В частности   lk  де-

литель 1),1( kf  делитель ).1(f  

93.  Найти рациональные  корни многоченов:  
а) ;14156 23  xxx                  b) ;241382 234  xxxx   

c) ;366127 235  xxxx        d) ;12267196 234  xxxx   

е) ;6056774224 234  xxxx     f) ;65442 2345  xxxxx  

g) ;2418151310 234  xxxx     h) ;2423 234  xxxx  

.1574 24  xxx  
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94.  Разложить на неприводимые над полем Q множители многочлены:  
а) ;1286 23  xxx      b) ;2553 23  xxx    c) ;11930 23  xx   

d) .4443 23  xxx  
95*.  Пользуясь признаком  Эйзенштейна, доказать неприводимость  над 

Q многочленов:  
а) ;26128 234  xxxx      b) ;123612 35  xxx    c) ;2234  xxx  

d) ,pxn   где p простое число;       е) ,
1

1





x

x p

 где p простое число; 

96*. Доказать, что полином )(xf  c целыми коэффициентами не имеет 

целых корней, если )0(f  и )1(f нечетные числа.  

97*. Доказать, что многочлен )(xf  c целыми коэффициентами  прини-

мает значения 1  при двух целых значениях 
21

   и  xx  независимой перемен-

ной, то он не имеет рациональных корней, если .2| - |
21
xx   Если же 

,2| - |
21
xx  то рациональным корнем может быть только ). (

2

1
21 xx    

98. Доказать неприводимость  многочлена 5632 235  xxxx   над по-
лем Q, воспользовавшись редукцией  по модулю 2. 

99*. Доказать неприводимость  многочлена 5426 235  xxxx   над 
полем Q, воспользовавшись редукцией  по модулями  2 и 3. 

100*.  Пусть  )(xf -- неприводимый   многочлен над полем pZ . Доказать, 

что многочлены   )1(,),1(),(  pxfxfxf   либо попарно различны, ли-

бо все совпадают.  
101*. Доказать, что многочлен  axxxf p )(  при a  не делящемся на 

p  неприводим над полем pZ .  

102.  Методом разложения на множители значений многочлена при  це-
лых значениях переменной разложить на множители многочлены или дока-
зать их неприводимость над Q : 

a)  ;13 24  xx    b) ;1535 234  xxxx    

c) ;1223 234  xxxx   d) .223 234  xxxx  

103*.  Доказать, что многочлен четвертой степени dcxbxaxx  234  
с  целыми коэффициентами неприводим над Q , если он  не имеет целых кор-

ней и не делится ни на один из многочленов вида  

,
2

2

2 mx
md

amcm
x 




  

где m делитель числа .d  Многочлены с дробными коэффициентами можно 
не принимать во внимание. Исключение могут представить  многочлены, ко-
эффициенты которых удовлетворяют условиям: .,2 akckd    

104*.  Доказать, что многочлен пятой степени edxcxbxaxx  2345  
с  целыми коэффициентам неприводим над Q , если он  не имеет целых кор-

ней и не делится ни на один из многочленов с целыми коэффициентами  вида  
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,
23

23

2 mx
dmaenm

bedncmam
x 




  

где m делитель ,e   .
m

e
n   

105. Разложить на множители многочлены или доказать их неприводи-
мость над полем  Q ,  пользуясь задачами 103, 104:  

a) ;9323 234  xxxx   b) ;6223 234  xxxx  

c) ;122364 234  xxxx   d) .6694 2345  xxxxx  

106. Найти все приводимые над полем Q  многочлены вида 

135  bxaxx  с целыми a  и b .  
107. Найти необходимые и достаточные условия приводимости над по-

лем  Q  многочлена qpxx  24  с рациональными коэффициентами. 

108*. Доказать, неприводимость  над  полем Q  многочлена  


nn

aaaaxaxaxxf ,...,,;1))...()(()(
2121

различные между собой це-

лые числа.   
109*.  Доказать, что если  многочлен п ой степени с целыми коэффи-

циентами  принимает значения 1  более чем при m2  целых значениях пере-
менной mn 2(   или ),12 m   то он неприводим над Q. 

110*.  Доказать  неприводимость  над  полем Q многочлена  
,1)...()()()( 22

2

2

1


n
axaxaxxf  если 

n
aaa ,...,,

21
различные между со-

бой целые числа.   
111*. Доказать, что если многочлен с целыми коэффициентами  

12  bxax   неприводим над Q, то  неприводим и многочлен 
,1)()]([ 2  xbxa   

где ))...()(()(
21 n

axaxaxx   при .7n  Здесь 
n

aaa ,...,,
21

целые, раз-

личные между собой числа. 
 

§ 4. Рациональные дроби 
 

 Рациональной дробью или дробно-рациональной функцией над полем  

P  называется выражение вида )(),(   где   ,
)(

)(
xgxf

xg

xf
многочлен с коэффи-

циентами из поле P , причем .0)( xg  Рациональные дроби 
)(

)(
   и   

)(

)(

x

х

xg

xf




 

над полем  P  называется  равными,  если )()()()( xxgxxf    в кольце 
].[xP  

 На множестве всех рациональных  дробей над полем  P  можно задать 
алгебраические операции (сложение и умножение)  равенствами 

,
)()(

)()()()(

)(

)(

)(

)(

xxg

хxgxxf

x

х

xg

xf







 
  
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.
)()(

)()(

)(

)(

)(

)(

xxg

хxf

x

х

xg

xf








  

Относительно этих операций множество рациональных дробей над  P  
является полем, которое называется полем рациональных дробей или полем 
дробно – рациональных функций над полем P  и  обозначается ).(xP  

Рациональная дробь 
)(

)(

1

1

xg

xf
 называется несократимой,  если многочлены  

)(g  и   )(
11

xxf  взаимно просты. Всякая рациональная дробь равна несократи-

мой дроби, получающейся из нее путем деления ее числителя   )(xf  и знаме-

нателя  )(xg  на их НОД.  

Рациональная дробь  называется правильной, если в   ней степень числи-
теля меньше степени знаменателя.  

П р и м е р  1. 
12

1

2 223

2










xx

x

xxx

xx
. ■    

Всякая рациональная дробь, отличная от многочлена (т.е. такая, что в ее 
несократимой записи знаменатель имеет ненулевую степень), может выть 
единственным образом представлена в виде суммы некоторого  многочлена и 
некоторой правильной дроби. Чтобы получить такое представление дроби 

)(

)(

xg

xf
,  нужно разделить с остатком многочлен )(xf  на )(xg .   Если при этом 

получится частное )(xq  и остаток ),(xr  то  

,
)(

)(
)(

)(

)(

xg

xr
xq

xg

xf
  

где  
)(

)(

xg

xr
правильная рациональная дробь.  

П р и м е р  2. 
)(

)(

xg

xf
.

32

6423
2

24






xx

xxx
    

Так как ,912)563)(32(6423 2224  xxxxxxxx  то  

)(

)(

xg

xf

32

912
563

2

2






xx

x
xx . ■ 

Правильная рациональная дробь 
)(

)(

xg

xf
 называется простейшей, если  

)(xg  является степенью некоторого многочлена )(xp , неприводимого над 

заданным полем ,P  а степень многочлена )(xf  меньше степени )(xp .  

Основной теоремой  о рациональных  дробях  является следующая: вся-
кая правильная рациональная  дробь из поля )(xP  может быть представлена 

в виде  суммы простейших дробей,  и  такое представление единственно.  
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Чтобы получить разложение  дроби 
)(

)(

xg

xf
 на простейшие над данным ,P  

нужно разложить многочлен )(xg  на неприводимые над полем P   множите-

ли и, если получится  )(),...,(()()...()(
11

1 xpxpxpxpxg
t

s

t

s t  неприводимые 

многочлены), то написать:  

)(

)(

xg

xf
= ,

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(
)(

1

)(

2

)(

1

1

)1(

1

1

)1(

2

1

)1(

1 1

11 xp

xU

xp

xU

xp

xU

xp

xU

xp

xU

xp

xU

t

t

s

s

t

t

s

t

t
s

ss

t

tt



  

где i

i

j sjtixU ,1;,1()()(   при фиксированном )i многочлен степени 

меньшей, чем степень ),(xp
i

  взятый с неопределенными коэффициентами. 

Затем нужно все дроби правой части привести к общему знаменателю   )(xg  

и приравнять сумму получившихся при этом числителей многочлену  )(xf . 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой час-
тях получившегося равенства (или придавая переменной х в левой и правой 
части равенства  числовые значения),  получим систему линейных уравне-

ний, решая которую найдем коэффициенты многочленов   ).()( xU i

j   

 Если CP  – поле комплексных чисел, то простейшие дроби – это дро-

би вида ,
)( kx 




 где   и   комплексных числа и .1k  

 Если RK  – поле действительных чисел, то простейшими являются 

рациональные дроби вида 
mx )( 




 (  и  действительные числа  )1m  и 

,
)(

21

2

21

nxx

x








 где 

21

2  xx  многочлен с действительными  коэффи-

циентами, не имеющий действительных корней, 
21

,  действительные 

числа, .1m  
 П р и м е р  3.  Разложить на простейшие дроби над полями R и C ра-

циональную  дробь 
)(

)(

xg

xf
.

2422

72622
2345

234






xxxxx

xxxx
 

Решение.  Рассмотрим сначала разложение над полем R.  
В этом случае .)1)(2()( 22  xxxg   Тогда 

112 2

21

22

21














x

cxc

x

axa

x

a

xg

xf

)()(

)(
. 

Приводим все дроби к общему знаменателю )(xg  и получаем равенство:  

),1)(2)(()2)(()1()( 2

2121

22  xxcxcxaxaxaxf  или  

 2

211

3

21

4

1

234 )22()2()(72622 xccaaxccxcaxxxx  

).()( 222121 2222 caaxccaa   

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ,x  получаем сис-

тему уравнений: 
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






















.722

222

622

22

2

22

2121

211

21

1

caa

ccaa

ccaa

cc

ca

 

Решая эту систему, находим: .0,1,2,1,3
2121
 ccaaa   

Таким образом,  













1)1(

2

2

3

)(

)(
222 x

x

x

x

xxg

xf
 разложение над полем R.  

В случае поле комплексных чисел имеем:  .)())(2()( 22 ixixxxg    

Тогда 

.
)()(2)(

)(
22 ix

e

ix

d

ix

c

ix

b

x

a

xg

xf














   

Приводим все дроби к общему знаменателю )(xg  и получаем равенство:  

 222234 ))(2()()(72622 ixxbixixaxxxx  

).())(2())(2())()(2( 222 ixixxeixxdixixxс   

Беря значение ,2x  получаем: ,2575  a   т.е. .3a   Берем .ix   Это 

дает: ),4)(2(43  ibi  откуда  .
4

1

2

1
ib    При ix   получаем: 

),)(( 4243  idi  д.е. .
4

1

2

1
ib    Полагаем теперь последовательно 0x    

и 1x  и, используя уже найденные значения коэффициентов ,,, dba  полу-

чаем   

















































)22(
2

1
)22(

2

1
1215

,2
2

1
12

2

1
137

ieiici

eiicii

 

или 








,4)22()22(

222

ieic

eici
  откуда .

2

1
,

2

1 i
e

i
c





    Таким обра-

зом,  

























)(2

1

)(4

2

)(2

1

)(4

2

2

3

)(

)(
22 ix

i

ix

i

ix

i

ix

i

xxg

xf
 разложение над 

полем C. ■ 
Рассмотрим  разложение на простейшие правильной рациональной дро-

би, знаменатель которой разложен на попарно простые линейные множители. 
Пусть дана правильная  дробь  

.,
)())((

)(

21

ji

n

xx
xxxxxx

xf


 
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Ее разложение имеет вид:  

.
)())((

)(

2

2

1

1

21 n

n

n
xx

a

xx

a

xx

a

xxxxxx

xf














 

Для определения коэффициентов умножим  равенство на знаменатель:  
)()()()()()()()( 1131221  nnnn xxxxaxxxxxxaxxxxaxf  . 

Положим теперь по очереди .,...,,
21 n

xxxxxx    Получим:  

).())(()(

),())(()(

),())(()(

121

2321222

1312111








nnnnnn

n

n

xxxxxxaxf

xxxxxxaxf

xxxxxxaxf









 

 Множители при коэффициентах в правых частях все отличны от нуля и 
легко выражаются при помощи производной многочлена   

).())(()(
21 n

xxxxxxxF    Действительно,  

               ............. 121312 
nnn xxxxxxxxxxxxxxxxxF  

Полагая по очереди  ,,...,, nxxxxxx  21  получим:  

).())(()('

),())(()('

),())(()('

121

232122

131211







nnnnn

n

n

xxxxxxxF

xxxxxxxF

xxxxxxxF









 

Тогда ,
)('

)(
,...,

)('

)(
,

)('

)(

2

2

2

1

1

1

n

n

n
xF

xf
a

xF

xf
a

xF

xf
a   и для разложения на про-

стейшие получаем формулу  

))(('

)(

)(

)(

1 kk

k
n

k xxxF

xf

xF

xf


 



  (формула Лагранжа). 

П р и м е р  4. Разложить на простейшие  
)2)(1()1)(2(

753





xxxxx

xx
.  

Решение.  Здесь  ),2)(1()1)(2()(  xxxxxxF  

.24)2(',6)1('

,4)20)(10)(10)(20()0('

,6)21)(11)(1)(21()1('

,24)22)(12)(2)(12()2('









FF

F

F

F

 

 Следовательно, 

)2(24

25

)1(6

13

4

7

)1(6

1

)2(24

11

)2)(1()1)(2(

753

















xxxxxxxxxx

xx
. ■ 

П р и м е р  5.  Разложить над полем R дробь .
1

1
2 nx
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Решение.  Сначала напишем разложение над C. Напомним, что корни 
многочлена 1)( 2  nxxF   лежат на единичной окружности и попарно со-

пряжены. Именно, с корнями  

,,1,
2

)12(
sin

2

)12(
cos nk

n

k
i

n

k
xk 








 

сопряжены корни .
12 knk

xx


   Корни попарно различны,  так что формула Ла-

гранжа применима. Имеем: 122)('  nnxxF , откуда  

.222)(' 12112  
k

n

kk

n

kk
nxxnxnxxF  По формуле  Лагранжа  

.
2

1

2

1

1

1

11
2 

 







n

k k

k
n

k k

k

n xx

x

nxx

x

nx
 

Объеденив теперь комплексно сопряженные слагаемые, получим 




















n

k k

k

k

k

n xx

x

xx

x

nx 1
2 2

1

1

1
 

 
 













n

k

n

k kk

kk

n

k
xx

n

k
x

nxxxx

xxx

n 1 21
2

1
2

)12(
cos2

2

)12(
cos1

1

1)(

2)(

2

1





. ■ 

П р и м е р  6.  Разложить дробь 
xx p 

1
  на простейшие  над полем pZ   

вычетов по модулю .p  

Решение.  Так как элементы 1,...,1,0 p  поле pZ   являются корнями мно-

гочлена ,)( xxxF p    то ).1()1(  pxxxxx p   Тогда  

111  ppxxF )(' . Следовательно,  


 




1

0

11 p

k
p kxxx

. ■ 

 
УПРАЖНЕНИЯ 

 
112*. Пользуясь схемой Горнера, разложить на простейшие дроби:  

а) ;
)2(

12





x

xx
 b) ;

)2(

1
5

3





x

xx
  c) .

)1(

32
5

24





x

xx
 

113*.  Разложить на простейшие дроби над полем C . 

а) ;
)3)(2)(1(

2

 xxx

x
   b) ;

)4)(3)(2)(1(

1

 xxxx
  c) ;

)1)(1(

3
2 



xx

x
  

d)  ;
14

2

x

x
    e) ;

1

1
3 x

  f) ;
4

1
4 x

   g) ;
1

1

nx
  h) ;

1

1

nx
   

i)  ;
)())((

!

nxxxx

n

 21
        j) .

)())((

)!(
2222 41

2

nxxxx

n

 
 

114*. Разложить на простейшие дроби над полем  .C  

а) ;
)1( 22 x

x
   b) ;

)1(

1
22 x

  c) ;
)2()1()1(

2365
23

2





xxx

xx
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d)  ;
)1(

1
2nx

    e) ;
)1(

1
nm xx 

  f) ;0,
)(

1
22




a
ax n

   g)  
nax )(

1
22 

.  

115*. Разложить на простейшие дроби над полем  .R  

а) ;
1

1
3 x

   b) ;
164

2

x

x
  c) ;

4

1
4 x

   d)  ;
276

2

x

x
    e) ;12,

112



nm

x

x
n

m

   

f) ;12,
112




nm
x

x
n

m

 g)  
1

1
2 nx

;  h) ;,
12

2

nm
x

x
n

m




   

i) .
)()4)(1(

1
2222 nxxxx  

 

116. Разложить на простейшие дроби над полем  .R  

а) ;
)1)(1( 22  xx

x
   b) ;

)1()1(

12
222 



xxxx

x
  c) ;

)1(

1
24 x

   d) .
)1(

1
22 nx

 

117. Пусть ).())(()(
21 n

xxxxxxx    Выразить через )(x   суммы:  

а)   ;
1




i
xx

    b) ;


i

i

xx

x
   c) 


.

)(

1
2

i
xx

  

118*.   Вычислить следующие суммы, зная, что 
321

,, xxx корни  много-

члена  )(x : 

а) ;)(, 13
2

1

2

1

2

1 3

321










xxx
xxx

   

b) ;14)(,
23

1

23

1

23

1 23

3

2

32

2

21

2

1










xxxx
xxxxxx

  

с) .1)(,
12

1

12

1

12

1 23

3

2

32

2

21

2

1










xxx
xxxxxx

  

 
§ 5.  Многочлены от нескольких переменных 

 
 Многочлены  )( ,...,, nxxxf 21  от n  переменных nxxx ,...,, 21  над полем P  

называется  сумма конечного числа членов вида  
nk

n

kk xxxa ...21

21
,                 (*) 

где 0
i

k    ani ),,1( элемент поля P  называемый  коэффициентом члена 

(*).   Предполагается, что многочлен  )( ,...,, nxxxf 21  не содержит подобных  

членов и члены с коэффициентами равными нулю не записываются.  
Два многочлена )( ,..., nxxf 1  и )( ,..., nxxg 1  называются равными, если рав-

ны их коэффициенты при одинаковых членах.  
Сумма nkkk  ...21  называются степенью члена ....21

21
nk

n

kk xxxa  

Степенью многочлена )( ,...,, nxxxf 21  по совокупности переменных назы-

вается наибольшая из  степеней его членов. Многочлены нулевой степени – 
это отличные от нуля числа из P .  Многочлен от п  переменных, все коэффи-
циенты которого равны равны нулю, называется нулевым. Степень нулевого 
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многочлена считается неопределенной. Если все члены многочлена 
)( ,..., nxxf 1  имеют по совокупности переменных одну и ту же степень ,m  то 

такой многочлен называется  однородным многочленом или формой m й 
степени от п  переменных. 

Степенью многочлена )( ,..., nxxf 1  относительно одного из переменных  

),1( nix
i

   называется  наивысший показатель, с которым  
i

x   входит в 

члены этого многочлена (эта степень может быть и нулевой).  
Суммой многочленов  )( ,..., nxxf 1  и )( ,..., nxxg 1  называются многочлен,  

коэффициенты  которого получаются сложением соответствующих коэффи-
циентов многочленов f  и  ;g  если при этом некоторый член входит в запись 

лишь одного из данных многочленов, то   коэффициент при нем в другом  
многочлене считается равным нулю.  

Произведением многочленом )( ,..., nxxf 1  и )( ,..., nxxg 1  называются много-

член, полученный  почленным  умножением  f  на g  с последующим приве-

дением подобных членов. Относительно введенных операций сложения и 
умножения множество всех многочленов от переменных nxxx ,...,, 21  над по-

лем P  является коммутативным кольцом, которое принято обозначать  
].,...,,[ nxxxP 21   

 Пусть nk

n

kk xxxa ...21

21
  и  nl

n

ll xxxb ...21

21
 два различных член много-

члена .,],[)( ,...,,,..., 00211  baPf nn xxxxx  Член   будем считать выше 

члена   (а член  -- ниже члена  ), если существует такое ,1, nii    что 

,,...,,
112211 


ii

lklklk   но .
ii

lk    

 Если все члены многочлена )( ,..., nxxf 1  расположены  так, что  каждый 

следующий ниже предыдущего,  то говорят, что члены этого многочлена 
расположены лексикографически или словарно (или многочлен nxxf ,...,( 1  за-

писан лексикографически (словарно)). 
 Тот член, который при лексикографической записи многочлена распо-

ложен на первом месте, называется высшим членом многочлена. Высший 
член произведения многочленов равен произведению высших  членов со-
множителей.   

 П р  и м е  р  1. а)  Степень 5

3

2

2

6

1
3 xxx   равна 13;  

b) степень многочлена  8

3

7

2

6

1

8

3

3

2

3

3

5

21
43 xxxxxxxxf   равна 21; 

с) 6

3

3

2

8

21

4

3

2

2

3

1
1172 xxxxxxxf   является однородным многочленом девятой  

степени. ■  
Многочлен )( ,...,, nxxxf 21  называется симметрическим, если он не меня-

ется ни при какой перестановке переменных  nxxx ,...,, 21 . Точнее, пусть 

 подстановка из ;
n

S  для многочлена )( ,..., nxxff 1  положим 

),(),( )()1(1 nn xxfxxf    . Многочлен f   называется симметрическим, если  

ff   для всех .
n

S  
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 П р и м е р  2.  Следующие многочлены из кольца ],,,[ 4321 xxxxR   яв-

ляются симметрическими:  
а) ;4321 xxxxf                   b) ;3

4
3
3

3
2

3
1 xxxxg   

c) .2
4

2
3

2
4

2
2

2
3

2
2

2
4

2
1

2
3

2
1

2
2

2
1 xxxxxxxxxxxxh   

 Симметрические многочлены от n  переменных  
;nxxx  211  

;nnn xxxxxxxxxx 132131212    

;

...................................................................

;

nnnnn

nnnnn

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx





322211211

1221213213












 

nn xxx 21  

называются элементарными (или основными) симметрическими многочле-
нами.  

Если  


nn
nn axaxaxaxg 1

1
10 )( многочлен с коэффициентами из 

поля P  от одного переменного, то значения элементарных симметрических 
многочленов от п   переменных при значениях переменных, равных  корням 

многочлена ),(xg   равны соответственно .)1(,...,,
00

2

0

1

a

a

a

a

a

a nn  

Симметрический многочлен от nxxx ,...,, 21  все члены которого могут 

быть получены из одного из них путем перестановок  переменных nxxx ,...,, 21 ,  

называется моногенным  многочленам. Если nk

n

kk xxxa ...21

21
 вышей член моно-

генного многочлена, то этот многочлен обозначается через )....( 1

1
nk

n

k xxaS   

О с н о в н а я   т е о р е м а  о  с и м м е т р и ч е с к и х  м н о г о ч л е н а х. 
Всякий симметрический многочлен от переменных nxxx ,...,, 21  над полем 

P  можно представить в виде многочлена от элементарных симметрических  
многочленов n ,...,, 21  с коэффициентами, принадлежащими полю P  и это 

представление единственно.  
Чтобы найти выражение данного симметрического многочлена через 

элементарные, нужно сначала разбить  этот многочлен на однородные   час-
ти, собирая вместе все члены многочлена, имеющие одну и ту же степень  по 
совокупности переменных, и затем выражать через элементарные симметри-
ческие многочлены каждую однородную  часть отдельно. Чтобы выразить   
через элементарные  симметрические многочлены однородный симметриче-
ский многочлен )( ,..., nxxf 1 , нужно взять его вышей член ,...1

1
nk

n

k xxa   выписать 

набор показателей в нем nkkk ,...,, 21  и составить всевозможные наборы чисел 

вида nlll ,...,, 21  со свойствами:  

1) сумма чисел nlll  ...21  в каждом наборе одна и та же и равна 

;... nkkk  21   

2) числа каждого набора идут, не возрастая, т.е. nlll  ...21  
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3) член nl
n

ll xxx ...21

21  не выше члена ....21

21
nk

n

kk xxx    

После этого для каждого наборе nlll ,...,, 21  нужно составить произведение 
nnn l

n

ll

n

llll  



 13221

121
   и многочлен )( ,...,, nxxxf 21  приравнять сумме построен-

ных так произведений, взятых с неопределенными коэффициентами (коэф-
фициент при произведении nnn k

n

kk

n

kk  



 121

11
   берется сразу равным 

0
a ).  Если 

найти эти коэффициенты, придавая различными способами численные зна-
чения переменным nxxx ,...,, 21  в обеих частях равенства, то получится выра-

жение )( ,...,, nxxxf 21  через элементарные симметрические  многочлены.  

П р и м е р  3.  Выразить многочлен   
4
323

4
2

4
31

4
213

4
12

4
1321 xxxxxxxxxxxxxxxf ),,(   

через основные симметрические многочлены.  
Решение. Здесь ),,( 321 xxxf уже однородный симметрический много-

член.  
1) Высший  член многочлена f  равен ;2

4
1 xx  

2) для всевозможных наборов показателей и соответствующих им про-
изведений  nnn l

n

ll

n

llll  



 13221

121
   получаем следующую таблицу:  

 
Набор показате-

лей 

nl

n

ll  21

1

  

122

113

023

014

 

2

3

1
  

2

21
А  

3

2

1
В  

32
С  

 
3) f =

2

3

1
 + 2

21
А +

3

2

1
В +

32
С , где  А,В,С—неизвестные коэффи-

циенты;  
4) придаем переменным nxxx ,..., 21  различные значения и результаты вы-

числений сводим в следующую таблицу:  

1
x  

2
x  

3
x  f  

1
  

2
  

3
  

1 1 1 6 3 3 1 
1 1 0 2 2 1 0 
1 1 -1 2 1 -1 -1 

5) Из пунктов 4 и 3 получаем:  

;

12

282

3927816















СВА

А

СВА

 

6) решая  эту систему, получаем:  ;5,1,3  CBA   

7) получаем окончательный ответ:   f =
2

3

1
  2

21
3 

3

2

1
 +5 .

32
 ■ 

П р и м е р  4. Выразить многочлен  
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22
2

2
1

3
121 222 nn xxxxSxxxf  )(),...,,(  

через основные симметрические  многочлены . 
Решение. Разбиваем  ),...,

2
,

1
(

n
xxxf  на однородные части:  

)(),...,( 3
111 xSxxf n    и  ).(),...,( 2

112 2xSxxf n   

Выразим 33
2

3
11 nxxxf    через элементарные симметрические мно-

гочлены: 
1) высший  член многочлена 

1
f  равен  ;3

1
x  

2) для всевозможных наборов показателей и соответствующих им про-
изведений получаем таблицу: 

Набор показате-
лей 

nl

n

ll  21

1

  

111

012

003

 

3

1
  

21А  

3
В  

3)  3

11
f

21
А +

3
В , где  А  и В – неизвестные коэффициенты;  

4) придаем переменным nxxx ,..., 21  различные значения и результаты вычис-

лений сводим в следующую таблицу:  
х1 х2 х3   хn 1f  1  2  3  

1 1 1   1 n  n  2
nC  3

nC  

1 1 0   0 2 2 1 0 

 
5) из пунктов 4 и 3 получаем:  

;








ВA

BCАnCnn nn

0282

323

  

6) решая систему из пункта 5 получаем:  ;3,3  BA   

7) .33
321

3

11
 f   

  Аналогично находим , что  .),...,( 2
2
112 42  nxxf  

Таким образом, 2
2
1321

3
11 4233  ),( nxxf  . ■ 

Пользуясь основной теоремой о симметрических многочленах, можно 
найти значение любого симметрического многочлена от п переменных при 
значениях входящих в него переменных, равных корням многочлена 

nxg )( й степени от одного переменного, не зная самих этих корней. 

 П р и м е р  5. Найти сумму кубов корней 4321  ,,,  многочлена 

.27147)( 34  xxxxg  

Решение. Рассмотрим симметрический многочлен  
3
4

3
3

3
2

3
14321 xxxxxxxxf ),,,(  и выражаем его через элементарные симмет-

рические многочлены: .),,,( 321
3
14321 33  xxxxf  

При значениях переменных   имеем: 44332211   xxxx ,,,   

имеем: .,, 102 321     Отсюда  
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113083
4

3
3

3
2

3
14321   ),,,(f . ■ 

Степенными суммами называются симметрические  многочлены 
,...,, 2121  kxxxS k

n
kk

k  . С элементарными симметрическими многочле-

нами они связаны формулами Ньютона:  
,,)()( nkkSSSS k

k
k

k
kkk  


 011 11

1
2211    

.,0)1(
2211

nkSSSS
nnk

n

kkk



   

Из этих формул можно последовательно находить выражения  ,...,
21

SS  

через n ,...,, 21  или наоборот.  

  П р и м е р  6. Пусть  3n .  Тогда  ,02;
211211
  SSS   отку-

да  ,03;2
3211232

2

12
  SSSS   откуда 321

3
13 33  S . ■ 

 
У П Р А Ж Е Н И Я 

119. Выразить через элементарные симметрические многочлены: 

а) ;3
321

3

3

3

2

3

1
xxxxxx    

b) ;2

323

2

2

2

313

2

1

2

212

2

1
xxxxxxxxxxxx   

c) ;222 2

1

2

3

2

3

2

2

2

2

2

1

4

3

4

2

4

1
xxxxxxxxx   

d) ;5

3

2

2

2

3

5

2

5

3

2

1

2

3

5

1

5

2

2

1

2

2

5

1
xxxxxxxxxxxx   

e) );)()((
323121

xxxxxx   

f) );)()(( 2
3

2
2

2
3

2
1

2
2

2
1 xxxxxx   

g) );2)(2)(2(
213312321

xxxxxxxxx   

h) .)()()( 2

32

2

31

2

21
xxxxxx   

120. Выразить через элементарные симметрические многочлены; 

а) );)()()()()((
434232413121

xxxxxxxxxxxx   

b) );)()((
324142314321

xxxxxxxxxxxx   

c) ).)()((
432143214321

xxxxxxxxxxxx   

121. Выразить через элементарные симметрические многочленны моногенные многочлены от п пере-
менных  

а) );( 2

1
xS        b) );(

32

2

1
xxxS    c) );( 2

2

2

1
xxS     d) );(

2

3

1
xxS  

e) );( 4

1
xS        f) );(

3

2

2

2

1
xxxS    g) );(

32

3

1
xxxS   h) );( 2

2

3

1
xxS  

i)   ;2
4
1 xxS

     j) 
);( 5

1xS          k) );(
43

2

2

2

1
xxxxS    l) );( 2

3

2

2

2

1
xxxS  

m) );(
432

3

1
xxxxS  n) );(

3

2

2

3

1
xxxS    o) );( 3

2

3

1
xxS    p) );(

32

4

1
xxxS  

q) );( 2

2

4

1
xxS        r) );(

2

5

1
xxS   s) ).( 6

1
xS  

122. Выразить через элементарные симметрические многочлены  моногенный многочлен 

).( 22

2

2

1 k
xxxS   

123. Выразить через элементарные симметрические многочлены следующие дроби:   

а) ;
3

1

2

3

1

2

1

3

3

2

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
         b) ;

)()()(

13

2

13

32

2

32

21

2

21

xx

xx

xx

xx

xx

xx














 

c) .
1

3

3

2

2

1

3

1

2

3

1

2




















x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
 

124. Выразить через элементарные симметрические многочлены: 
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а) ;
1


i

x
   b) ;

1
2
i

x
   c) .

 ji j

i

x

x
 

125. Вычислить сумму квадратов корней уравнения  

.0323  xx  

126. Вычислить  
3

131

3

3

3

323

3

2

3

212

3

1
xxxxxxxxxxxx   от корней уравнения  

.01423  xxx  

127. Определить значение моногенного  многочлена  )(
32

3

1
xxxS  от корней многочлена     

.0132)( 224  xxxxxf  

128. Выразить значение симметрического многочлена ),...,,(
21 n

xxxS  от корней многочлена 

)(xg ,  если: 

а) ;153)(),( 23

2

4

1
 xxxgxxSf   b) ;123)(),( 243

2

3

1
 xxxxgxxSf  

c) ),)()(( 2
131

2
3

2
332

2
2

2
221

2
1 xxxxxxxxxxxxf   .8765)( 23  xxxxg  

129. Выразить через коэффициенты  уравнения  0
32

2

1

3

0
 axaxaxa  следующие сим-

метрические функции; 

а) ;)()()( 2

32

2

21

2

21

4

0
xxxxxxa        b) );)()((

21

2

331

2

232

2

1

4

0
xxxxxxxxxa   

c) ;
)()()(

32

2

32

31

2

31

21

2

21

xx

xx

xx

xx

xx

xx 






  

d) ).)()(( 2

113

2

3

2

332

2

2

2

221

2

1

4

0
xxxxxxxxxxxxa   

 130. Найти выражение для 
654

,, SSS  через элементарные симметрические многочлены, пользуясь 

формулами Ньютона. 

131. Выразить 
65432

,,,,   через степенные суммы  ,...,,
21

SS , пользуясь формулами 

Ньютона. 

132. Вычислить сумму  xk    степеней корней многочлена; 

a) ;5,1434 2356  kxxxxx           b) ;8,134  kxx  

c) ;10,133  kxx     d) ;5,145  kxxx     e) .6,1345  kxxx  

133. Найти 
n

SSS ,...,,
21

  от корней уравнения 

.0
!

1

!2!1

21




n

xx
x

nn
n   

134. Найти многочлен третьей степени, если его корни равны ,,, 2

3

2

2

2

1
xxx  где 

321
,, xxx корни 

многочлена  .10643 23  xxx  

135. Найти многочлен третьей степени, если его корни равны ,,,
3

3

32

3

21

3

1
xxxxxx   где 


321

,, xxx корни многочлена     

.3662 23  xxx  
136. Найти уравнение n й степени, для которых  

.0
121


n
SSS   

 137. Найти уравнение n й степени, для которых 

.0
32


n

SSS   
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 138*. Доказать, что                 

.

03

012

001

121

123

12

1























kkk

k

k

S  

 

  139. Доказать, что                     

.

0

02

001

121

123

12

1

SSSS

SSS

SS

S

kkk

k













  

 

140. Вычислить определитель       

.

02

001

1

21

12

1

21

nSSS

SS

S

xxx

nnn

nnn















 

ОТВЕТЫ 

§ 1.  
 

1. а) ;)(,)( 113422  xxrxxxq   

b) ;)(,)( 627234155 2  xxrxxxq  с) ;)(,)( 1320 2  xxxrxq                    

d) .)(,)( 5251132 2  xxrxxxq  

2. а)  a q  0 1, ;        b) ;, 83  qa        c)  ;, 12 23  aqaap  

d)   a q a q     3 1 0 8, ; , .    

3. a) 20 2  xxqxr )(,)(  в 233 2
3  xxqxxrx )(,)(];[Z  в ][x5Z   и  в 

][xQ ;  b) r x x q x x( ) , ( )   2 1 2 2  в 2
3 22 xxqxxrx  )(,)(];[Z  в 

5212 2
5  xxqxxrx )(,)(];[Z   в  ].[xQ   

5.  НОД:  а)  x 1;    b) ;12 x     c) ;13 x     d) 1;   e) 1. НОК:  а)  
f x g x

x

( ) ( )
;

1
 

b) 
f x g x

x

( ) ( )

( )
;

3 2 1
     с)

f x g x

x

( ) ( )

( )
;

3 3 1
     d) f x g x( ) ( ) ;     e) f x g x( ) ( ).  

6.  а) );()()()( xgxxfxx 2122   

b) );()()( xgxxfx 113           c) );()( xg
xx

xf
x

x
3

322

3

1
1

2 



  

d) );()()( xgxxxfx 131 3        e) );()()()( xgxxxxfx 2311 23   

f) ).()( xg
xx

xf
x

2

22

2

3
1

242 



  

9.  a) ;)(,)( 232134 xxxxx     
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b) );()(),()( 43
16

1
96

16

1 232  xxxxxx    

c)  ( ) ( ), ( ) ( );x x x x x     
1

17
6 11

1

17
6 2 5 25  

d)    .)(,)(
3

23375316

3

263716 232 





xxx
x

xx
x   

10. a) x x3 3 3  ;     b)  4 27 66 65 244 3 2x x x x    ;   c) x x4 23 1  . 

11. a) 
  3 7 2 4

23

3 3

;  b) 1 3 2 2 2 84 4   ;    c) 
1

5
1 2 2 1 43 3( )( ).    

12.  a) ;)(,)( 73944921269 232  xxxxxxx    

b) .)(,)( 2632733 2323  xxxxxxxx   

13. ,
)(

)()()(
)( 12

121

21

21

1

1
1 









 mx

m

mnnn
x

nn
x

n
x




  










 12 1

121

21
1

21

1
1

1
1 nx

n

nmmm
x

mm
x

m
x )(

)(

)()(
)(

)(
)()(




  


   




  




( )( ) ( )

( )!

( ) ( )

( )!

m m m n

n

m m m n

n
x

1 2 1

1 1

2 1

2

 
 

.
)!(

)()(
)(

)!(

)()()( 112

1

21
1

3

13

21

1 













 nn x

n

nmmm
x

n

nmmmm 



 

 Указание.  Поделить на ( )1 x n   и  дифференцировать m  1  раз,  поло-

гая после каждого дифференцирования x  0.  Воспользоваться тем, что сте-
пень  ( )x  меньше m,  степень ( )x   меньше n. 

14.  а) x  2  в ][x3Z  единица в ][x5Z  и ];[xQ  b) единица в ][x3Z ,  

x x3 3 2   в ][x5Z , x  1 в ];[xQ  с) единица в ][x3Z , x  2  в ][x5Z ,  единица 

в ].[xQ    

15. а) ;)(,)(,))(),(( 22 11 xxxxxxxgxf     

b) ;)(,)(,))(),(( 11 2  xxxxxxgxf    

с) ;)(,)(,))(),(( 211 xxxxxgxf    

d) .)(,)(,))(),(( 11 43  xxxxxxxgxf   

 
§ 2. 

 
16.  a) 0;    b)  1. 
17. a)  q x x x x r x( ) , ( ) ;    3 2 3 3 5    

b) q x x x x x r x( ) , ( ) ;      2 6 13 39 109 3274 2 2  

c) q x x i x i r x i( ) ( ) , ( ) ;      4 3 4 7 1 8 62  

d) q x x ix i r x i( ) , ( ) .     2 2 5 2 8 9  
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18. a) 136;     b) 286;     c) 
151

16
;      d) - - i1 44 ;      e) 5 22 i.   

19. a) ( ) ( ) ( ) ( ) ;x x x x       1 2 1 3 1 4 1 14 3 2  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;x x x x x         1 5 1 10 1 10 1 5 1 15 4 3 2  

 c) ( ) ( ) ;x x   2 18 2 384  

d) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ;x i i x i i x i x i i         4 3 22 1 5 7 5  

e) ( ) ( ) ( ) .x i x i x i        1 2 1 2 2 1 2 14 3    

20. a) 55814511 234  xxxx ; b) 395435132 234  xxxx ; 

c) 8264 234  xxxx ;     d) 2293762558815 2345  xxxxx . 
21. a) 3;    b) 4;    c) 2.    

22. x.       23. .
2

3

2

92  xx      24.   
1

6

1

6
3 2x x x.      

25. a) 6 1x  ;     b) 1;    c) 3 3 13x x  .  

28. b a a c  9 1728 02 5 2, .   

29. a  5.       30. a b  3 4, .    

31. a) ;,,
3

1
2

3

8
 rqp       b) .,,

3

8
2

3

1
 rqp    

32. a) a k  3 3, ;      b) a k  4 2, ;      c) a k 4 2, .  

34. Решение. Для того чтобы f x( )  делилось на  ( )x k 1 1   необходимо и 

достаточно, чтобы 01 10  naaaf )(   и  f x'( )  делилось на  ( )x k 1 , 

для  чего,  в свою   очередь, при выполнении условия f ( )1 0  необходимо и 

достаточно, чтобы fxnf1() f x nf x xf x
1
( ) ( ) '( )   делилось  на ( )x k 1 . Рассматривая 

f x
1
( )   формально как многочлен n-й степени, повторяем то же рассуждение k 

раз.  
35. Решение. Производная x nx n m an m m   1[ ( ) ]   не имеет кратных кор-

ней, кроме нуля.   
36. Решение. Положив  ( , ) , ,m n d m dm n dn  

1 1
  получим условие в 

виде   

.)()1( 1111111

1111

nmnmmnn nbammn    

37. Указание.  Доказывается методом математической индукции.  
38. Указание.  Отличный от нуля корень  )1(k кратности многочлена 

f x( )  есть корень  )2(k кратности многочлена )(' xxf  и т.д. Если 

 0
1

x корень  )1(k кратности многочлена ,1

1
km

k

m xaxa    то числа  
km

k

m xaxa ,,1

1
   составляют решение однородной  системы 



















 0

0

0

2

2

2

21

2

1

2211

21

k

k

k

kk

kk

k

zmzmzm

zmzmzm

zzz








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и, следовательно, пропорциональны числам ,
)('

,...,
)('

1 k
mm 


 где  - опре-

делитель Вандерионда.   
39. Решение. Если f x( )  делится на ),(' xf   то частное есть многочлен 

первой степени со старшим коэффициентом ,
1

n
 где n степень f x( ) . Поэто-

му ).(')()(
0

xfxxxfn    В результате дифференцирования получаем 

)('')()(')1(
0

xfxxxfn   и т.д., откуда ).()(
!

)(
)( 00

)(0 xxaxf
n

xx
xf n

n




   

Обратное очевидно.  

40. Решение. Кратный корень многочлена 
!1

1)(
n

xx
xf

n

    должен 

быть также корнем его производной  

.
!

)(
)!1(1

1)('
1

n

x
xf

n

xx
xf

nn







  

Следовательно, если  ,0)(')(
00
 xfxf  то  ,0

0
x   но ноль не является кор-

нем f x( ) . 

41. Решение. Если ),()()(
10

xfxxxf k  где )(
1

xf дробно – рациональ-

ная функция, не обращающаяся в ноль при ,
0

xx     то непосредственное 

дифференцирование дает:  
.0)(,0)()(')(

0

)(

0

)1(

00
  xfxfxfxf kk  

42. Решение.  Функция  

n
n

xx
n

xf
xx

xf
xfxf

x

x
xg )(

!

)(
)(

!1

)('
)()(

)(

)(
)(

0

0

)(

0

0

0
 




 удовлетво-

ряет условию .0)()(')(
0

)(

00
 xgxgxg n  Следовательно, 

),()()( 1

0
xFxxx n  где )(xF многочлен, что и  требовалось доказать.  

43. Решение. Если )()()()(
012021

xfxfxfxf    не равно нулю тождествен-

но, то можно считать, что 0)(
01
xf .  Рассмотрим дробно – рациональную  

функцию .
)(

)(

)(

)(

01

02

1

2

xf

xf

xf

xf
  Она не равна тождественно нулю и имеет корнем 

.
0

x   Кратность этого корня на единицу выше кратности 
0

x    как корня произ-

водной, равной ,
)]([

)(')()(')(
2

1

012021

xf

xfxfxfxf 
 откуда справедливость доказы-

ваемого утверждения следует непосредственно. 
44. Решение. Пусть 

0
x  -- корень кратности k  для ).('')()]('[ 2 xfxfxf    

Тогда  ,0)(
0
xf   ибо иначе 

0
x  было бы общим  корнем для f x( )  и )(' xf .  

По предыдущей  задаче 
0

x  будет корнем кратности 1k  для многочлена 
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),(')()(')(
00

xfxfxfxf    степень которого не  превосходит .n  Следователь-

но, .1,1  nknk    

45. Решение.   Многочлен )(')()(')(
00

xfxfxfxf   должен иметь   
0

x  

корнем n й кратности, т.е. должен равняться  ,)(
0

nxxA   где A постоянная. 

Разложение по степеням 
0

xx   после замены  zxx 
0

 дает  

,)32()(
0

12

3211

2

210

nn

n

n

n
Azaznazazaaazazazaa    причем 

.0)(
00
 xfa  Отсюда .

!
,...,

!3
,

2 1

0

1

2

0

3

1

3

0

2

1

2
na

a
a

a

a
a

a

a
a

n

n

n 
   Заменив  ,

0

1 
a

a
 

получим .
!

)(

!2

)(

!1

)(
1)( 0

2

0

2

0

0 






 








n

xxxxxx
axf

nn
  

46. Решение. Так как )()((),( yixfyixfyxu 
2

1
 и  

)),()((),( yixfyixf
i

yx 
2

1
  заключаем, что система 00  ,u  равносиль-

на системе ,0)(  )(  yixfyixf  откуда 
k

zyix  , 

.
2

z
,

2

z
  и   kk

i

z
y

z
xzyix mm

m





  Здесь  nkz

k
,1,  корни многочлена 

),(zf  индексы k  и m  меняются независимо от 1 до .n    

47.  а) );1()1( 3  xx    b) ;)4()4( 2232  xx    с) 7856342 )1()1()1()1(  xxxx . 

48.  )21(
3

1
),31(

2

1
ii корни  )21(

3

1
),31(

2

1
),( iixf  - корни  ).(xg   

49. а) ;)3()1()(),3)(1()( 24  xxxfxxx   

 b) ;)1()1()(,1)( 242  xxxfxx   

 с) );)(()1()(),1)(1()( 42 ixixxxfxxx    

          d) .)2()1()(),2)(1()( 32  xxxfxxx   

50.  a)  ;242274 234  xxxx    b) ;)31()33()3( 234 ixixixix   

с) ;4223 234  xxxx    d) .72619 24  xxx   

51. a)  
3

2
  и  -

3

2
;    b) 2a  и n)1(   в.     

52. –1 и .)1( 1 n    

53. а) –216; b) –25 или –16.      
54. .0843  rpqp    

55. .2 rsp     

57. .7,5,3,1
4321
       

58. .33,2
321

3

12

2

1
aaaaaa    

59. .100116209 23  xxx      

60. а) ;,...,,
21 n

                  b) ;
1

,...,
1

,
1

21 n

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c) ;,...,,
21

aaa
n
             d) .,...,,

21 n
bbb     

61. .3      
62. .03  qpqq      

63. ,0124  axx   где .
1

2

4



 
a   Указание. Воспользоваться тем, что 

уравнение не должно изменяться при замене x  на x  и x  на .
1

x
  

64. ,0)()1( 2232  xxaxx   где  .
)(

)1(
22

32








a  Указание.  Уравне-

ние не должно меняться при замене x  на 
x

1
  и x  на   1 x . 

  66. а)  ))()(())()(())()(( 4212431
2

1
432

3

1
xxxxxxxxx    

15
3

65
10

3

4
321

2

1 23  xxxxxx ))()((  

b)   ;)1())1(5(
2

1 32 xixxi    c) ;133  xx  d) .124  xx     

67. а) );3)(2)(1(
24

1
1  xxxxx

  

b) ;574 234  xxxx    

c) ),4)(94)(1(
945

1
)94)(1(

105

1
)1(

5

2
1  xxxxxx ;

945

389
1)2( f    

d) .8219 23  xxx    

68. 








1

1

.)1(
2

1

2

1
)(

n

k

kx
n

k
ctgi

n
xf


 Указание. Воспользоваться форму-

лой Лагранжа. Произвести деление в каждом слагаемом результата и привес-
ти подобные члены, используя результаты задачи 64, гл. II (Комплексные 
числа).  

69. 





 









n

k k

n

k
n

k
n

kk

n

k

x

xy

nnx

xy
xf

1
1

1
1

,
1

)1(1

)(

)1(
)(


  




n

k
ky

n
f

1

.
1

)0(   

70. Решение. Многочлен sx  представим через свои значения при помо-

щи  интерполяционной формулы   Лагранжа: 
 


n

i ii

s

is

xxx

xx
x

1

.
)(')(

)(




  Сравне-

ние коэффициентов при  1nx  дает: 



n

i i

s

i

x

x

1

.0
)('

   

         71. Решение. 








n

i ii

n

in

xxx

xx
x

1

1
1 .

)(')(

)(




 Сравнение коэффициентов при  1nx  

дает: 





n

i i

n

i

x

x

1

1

.1
)('
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  72. а) ;
!

)1()1(

!2

)1(

!1
1)(

n

nxxxxxx
xf








    

 b) .
!

)1()1()1(

!2

)1()1(

!1

)1(
1)(

2

n

nxxxaxxaxa
xf

n 









   

Указание.    Составить  интерполяционный многочлен по способу Ньютона.   

           73. .
)!2(

)242()22(2

!2

)22(2

!1

2
1)(

n

nxxxxxx
xf








  Указание.  

Найти значения искомого многочлена при  .,...,,,, nx 23210   

74. 









!

)1()2)(1(
)1(

!3

)2)(1(

!2

1
1)(

n

nxxxxxx
xf n 



.!

)()2()1(!

xn

xnxxn 



 Указание. Можно решить задачу, пользуясь спосо-

бом Ньютона. Короче  рассмотреть многочлен ,1)()(  xfxxF  где  

)(xf искомый многочлен.  

75. ,
))((

)()(
)(

axa

xa
xf








, где ).())(()(

21 n
xxxxxxx   . Указание. Рас-

смотреть многочлен  1)()(  xfax .  

76. Решение. Составим многочлен по способу Ньютона. Ищем  )(xf  в 

виде ,
!

)1()1)((

!2

)1)((

!1
)( 210

n

nmxmxmx
A

mxmx
A

mx
AAxf m











  

где  nmmm ,...,1, целые значения ,x  при которых по условию )(xf  при-

нимает целые значения.   
Пологая последовательно ,,...,1, nmmmx   получим равенства для опре-

деления ),(:,...,, mfAAAA n 010  

,,,
!

)(

!
)( nkkAA

kk
A

k
AkmfA kk 1

2

1

1
1210 


   из которых следует, что 

все коэффициенты 
k

A  целые. 

 При целых значениях x  все слагаемые )(xf  обращаются в биномиаль-

ные коэффициенты с целыми множителями 
k

A  и потому являются целыми 

числами. Следовательно, )(xf  принимает целые значения при целых значе-

ниях .x  
77. Решение.  Рассмотрим многочлен ),()( 2xfxF   где  )(xf искомый 

многочлен. Многочлен )(xF  степени n2  принимает целые значения при 

12 n  значениях nnnx ,...,,,),...,(, 1011   и в силу предыдущей задачи 

принимает целые значения при всех целых значениях .x  
 

§ 3. 
 

78. а) ;13  xx   b) );1()1( 23  xxx    c) );24)(3( 2  xxx   

d) ).42)(1( 22  xxxx  
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79. ;1)( 2

1
 xxf   ,2)( 2

2
 xxxf   .22)( 2

3
 xxxf    

80. ,12)( 3

1
 xxxf  ,22)( 3

2
 xxxf   ,2)( 23

3
 xxxf   

,12)( 23

4
 xxxf   ,2)( 23

5
 xxxxf   ,12)( 23

6
 xxxxf   

,1)( 23

7
 xxxxf  .222)( 23

8
 xxxxf   

81. а)  );42)(2(),31)(31)(2( 2  xxxixixx   

b) );42)(2(),31)(31)(2( 2  xxxixixx  

c) );4)(2)(2(),2)(2)(2)(2( 2  xxxixixxx  

d) );)((),)()()(( 42242222222222 22  xxxxixixixix  

e) 

);33)(33)(3(

),
2

3

2

3
)(

2

3

2

3
)(

2

3

2

3
)(

2

3

2

3
)(3)(3(

222 



xxxxx

ixixixixixix
 

f) ;)3()3()3(,)3)(3()3()3( 222424244224  xxxixxixx  

g) 


















1
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x );cos(,))sin(cos(   

h) 













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


1
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1
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
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
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1
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n

k n

k
xxx
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k
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j) 












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k n

k
xxx
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2
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
 

83.  а)  ;1,)1()1()1( 45234  xxxixixixix  

b) 12515013568276211433213 2345623  xxxxxxixixix ),()()( ; 

c) ;225442,1)21()1( 2345623  xxxxxxixixix  

d)  45678234 4612166612686182156 xxxxxixixixx ,)()(

100360624660 23  xxx      
е) .1, 423  xixixx    

84. а) );2()1( 2  xx    b) );1()1( 22  xx   c) .)1( 3x  

85. xd 1, где d m n ( , ).  Указание. Найти общие корни.  

86. x ad d ,  если числа 
m

d
 и   

n

d
 -- нечетные;  1, если хотя бы одно из 

них четное; d m n ( , ).  

87. a) m n 3 1 и m n 3 2;  b) m n 6 1 и m n 6 5;  с) m n 6 2  и 

m n 6 4.     
88. a) m k 6 1;  b) m k 6 4.   

89. Нет, так как первая и вторая производные не обращаются  в ноль од-
новременно.  

91. a)  -3;   b) -2; c) -2 - двукратный корень;   d) 2;  e) целых корней нет.  
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92. Решение.  Подставив 
k

l
  в f x( ),   получим после умножения на nl : 

,01
1

1
10  


 n

n
n

n
nn laklalka ka   откуда a k n

0
 делится на l a l

n

n,  делится на 

k.   Числа k l  и    взаимно просты. Следовательно oa  делится на l, a
n
 делится 

на  k.  
Расположим теперь f x( )  по степеням ( ):x m  

f x a x m c x m c x m cn n

n n
( ) ( ) ( ) ( ) .       

0 1

1

1
  

Коэффициенты c c
n1

,..., целые числа, так как m целое: c f m
n
 ( ).  

Подставив x
k

l
 ,  получим ,)()()( 01

1
1

10  


 n
n

n
n

nn lclmlkclmlkcmlka   

откуда  следует, что c l
n

n  делится на k ml ,   следовательно, c f m
n
 ( )   де-

лится на  k ml ,  ибо l k ml  и    взаимно просты.  

93. a) 2;   b) -3; c) -2;    d) -3,  
1

2
;    e) 

5

2

3

4
, ;   f) 1, -2, 3;     g),   h) рацио-

нальных корней нет;  i)  
1

2
двукратный корень. 

94. a), d) неприводимы;  b) );1)(23( 2  xxx    c) ).13)(15)(12(  xxx  

95. Указание. c) разложить многочлен по степеням  );1( x  e) разложить 

по степеням 1x  (или положить 1 yx ).  

96. Решение.  По задаче 92 числа k  и  lk одновременно нечетные. 
Следовательно, l число четное и не может равняться единице.   

97. Решение.  По задаче 92 ,1,1
21

 lxklxk   откуда 

2)(
12

 lxx   или 0.  Значение O отпадает, так  как .,0
12

xxq    Положив 

для определенности ,
12

xx   получим .2)(
12

 lxx  Это равенство невозмож-

но при .2
12
 xx   Положим теперь, что 1

12
 xx  или 2. Единственно воз-

можные  значения для k  и ,l   при  которых возможно равенство 

,2)(
12

 qxx   есть  ,
2

,1
12

1
xx

qqxp


  откуда единственная возможность 

для рационального корня ,
2

1
21

1

xx

q
x

q

p 
  что и   требовалось доказать.  

 

99. Решение.   Разложим на неприводимые множители по модулям 2 и 3:  
),2)(mod1)(1(5426 234235  xxxxxxxxx  

).3)(mod1)(1(5426 32235  xxxxxxx  

Сомножители неприводимы по соответствующим модулям, их степени 
различны.  

100. Решение. Если ),()( bxfaxf   то  

),)1(()2()()( cpxfcxfcxfxf    где .abc   Если  
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),( pmodab   то cpcc )1(,...,,2,,0   составляют все элементы поля вычетов, так 

что ).1()1()(  pxfxfxf    

101. Решение. Пусть )(x неприводимый множитель )(xf . Его степень  

больше 1. Многочлены  )1(),...,1(),(  pxxx    все неприводимы и де-

лят )(xf .  Они не могут быть попарно различны, так как )(xf  не может де-

литься  на их произведение, степень  которого  .2 p   Следовательно, 

).1(...)1()(  pxxx    Поэтому 0)0()(  x  при ,1,...,1,0  px  

так что степень  )(x  не меньше p  и )(xf = )(x .  

102. а)   );1)(1( 22  xxxx    b),  c)   неприводимы; d) ).)(( 21 22  xxx    

103. Решение. Многочлен dcxbxaxx  234 ,  не имеющий рацио-
нальных корней,  может быть разложен, в случае приводимости, только на 
множители второй степени с целыми коэффициентами:    

).)(( 22234 nxxmxxdcxbxaxx    

Число ,m  очевидно, должно быть делителем .; dmnd   Сравнение ко-

эффициентов при 3x   и  x   дает ., cmna    

Если ,nm    то ,
2

2

md

amcm

mn

amc









    что и требовалось доказать. 

Если же ,nm    то .,2 amcmd    В этом случае    и    определяют-

ся из  системы, bma  2,  . 

104. Решение.  В случае приводимости необходимо, чтобы  
).''')(( 2322345 nxxxmxxedxcxbxaxx    Коэффи-

циенты множителей должны быть целыми.  
Сравнение коэффициентов даст ,enm    откуда следует, что m  есть де-

литель .e   Далее,  

,'''

,''''

,''

,'

cmn

bm

dmn

a

















 

откуда     
,''' andnm    

bncmnmnm  ''')'''(  2  

и, следовательно, .''')( 2 bncmnmand    Решая это уравнение со-

вместно  с  ,'',' dmna    получим  ,
dmaenm

bedncmam






23

23

  что и 

требовалось доказать.   
105. a) );)(( 3232 22  xxxx  b) неприводим; с) );)(( 354 22  xxxx   

).)(( 3322 22  xxxx  

106. a) ))()()(( 11111 23435  xmxmxxxmxmxx ;  

);)()()(()( 111112 23435  xmxmxxxxmmxx  
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);)(( 111 2325  xxxxxx  

);)(( 1112 23235  xxxxxxx  

);)(( 12112 23235  xxxxxxxx  

).)(( 121134 23235  xxxxxxxx  

107. Для привидимости многочлена qpxx  24  необходимо и достаточ-

но выполнение одного из двух условий:  
qp 42   есть квадрат рационального числа;  

q  есть квадрат рационального числа  , 2  p есть квадрат рациональ-

ного числа .  
108. Решение.  Пусть f x x x( ) ( ) ( )    и   ( ), ( )x x   имеют целые коэф-

фициенты. Так как ,)( 1iaf   то должно быть  ,)( 1ia  ,)( 1ia  или 

,)( 1ia  1)( ia  и, следовательно,  

( )ai    ( ) , , .ai i n 0 1  

Если   ( ) ( )x x и  оба непостоянные, то степень  ( ) ( )x x  меньше 

n , откуда следует, что      ( ) ( )x x =0 тождественно.  Итак, должно   быть  

.)]([)( 2xxf   Это невозможно, так как старший коэффициент f x( )   поло-

жителен.  
109. Если многочлен n  степени f x( )  при n m 2  или n m 2 +1  приво-

дим, то степень  одного из  его множителей ( )x  не  превосходит  m .   Если 

f x( )  принимает значения  1 более чем при 2m  целых значениях перемен-

ной, то ( )x  тоже принимает значения  1 при тех же значениях переменной. 

Среди этих значений для ( )x  найдется более чем m  равных  +1  или -1. Но в 

таком случае ( )x =+1  или -1 тождественно.  

  110. Решение. Многочлен f x( )   на имеет вещественных    корней.  

Следовательно,   если он приводим, его множители    ( ) ( )x x   не имеют 

вещественных корней и потому не меняют знака при действительных значе-
ниях x . Можно считать, что  ( ) , ( )x x 0 0  при всех  вещественных 

значениях x . Так как f a
k

( ) , 1  то .,,)()( nkaa kk 11     Если степень 

( )x  (или   ( )x ) меньше n, то ( )x =1 (или   ( )x =1)  тождественно. Следо-

вательно, степени  ( ) ( )x x и   равны  n. Тогда 

),)...(()( ),)...(()( nn axaxxaxaxx  11 11   где   и  --

некоторые целые числа. Но  тогда  
.)...()())...()(()...()()( 22

11
22

1 11 naxaxnaxaxnaxaxxf  

Сравнение коэффициентов при nx2   и при nx   дает систему уравнений 
    1 0, , не  имеющую целых решений. Следовательно, f x( )  не-

приводим.  
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111. Решение. Пусть a x b x x x[ ( )] ( ) ( ) ( ).   2 1    Один из  множите-

лей имеет степень   n;    ( )x   принимает значения  +1 при naaax ,...,21   и  

ввиду того,   что n  7,  все эти значения  ( )x   должны быть одного знака. 

Следовательно,  
).())...()(()( xxxxx n   11 21      

Если    0,  то   ( )x   тоже имеет степень  n  и  ( ) ( ).x x  1    Но 

равенство a x b x x x[ ( )] ( ) [ ( )][ ( )]   2 1 1 1        невозможно, так как  

многочлен  ax bx c2    неприводим.  
 

§ 4. 
 

112. а) 
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3 2
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4 3( ) ( ) ( )
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
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
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
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
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 
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
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
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
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














   
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
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
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
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
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	Решение. Последовательность Евклида для многочленов   � и  � имеет вид:
	Если степени многочленов � и  �  больше нуля, то многочлены � и  � в равенстве
	Чтобы многочлен � отличный от � можно было представить в виде
	Для решения задачи представляем  � в виде (3) и затем в качестве � берем многочлен � (или, лучше, остаток от деления этого многочлена на �).
	П р и м е р  8. Уничтожить иррациональность в знаменателе выражения

	Многочлен � вида ��, называется постоянным. Для любого непостоянного многочлена � существует расширение поля � содержащее все корни многочлена �, т.е. расширение, в котором � разлагается на линейные множители:
	Пусть �многочлен с целыми коэффициентами. Если существует такое простое число p, что � не делится p, все остальные коэффициенты многочлена � делятся на p, но �,  делясь на p, не делится на p2, то многочлен � неприводим  над полем Q рациональных  чисел.
	Рациональная дробь � называется несократимой,  если многочлены  � взаимно просты. Всякая рациональная дробь равна несократимой дроби, получающейся из нее путем деления ее числителя   � и знаменателя  � на их НОД.
	Пусть дана правильная  дробь
	П р и м е р  4. Разложить на простейшие  �.
	УПРАЖНЕНИЯ


	Степенью многочлена � по совокупности переменных называется наибольшая из  степеней его членов. Многочлены нулевой степени – это отличные от нуля числа из �.  Многочлен от � переменных, все коэффициенты которого равны равны нулю, называется нулевым. Степень нулевого многочлена считается неопределенной. Если все члены многочлена � имеют по совокупности переменных одну и ту же степень � то такой многочлен называется  однородным многочленом или формой �й степени от � переменных.
	П р и м е р  3.  Выразить многочлен
	Набор показателей
	Набор показателей



