Bul’ funksiyasini to’liglikka tekshirish.

Mantiq algebrasining @ ={¢, ,...,,} funksiyalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Agar mantiq algebrasining istalgan funksiyasini ® ={¢,,...,@,} sistemadagi funksiyalar

superpozitsiyasi orqali ifodalash mumkin bo ‘Isa, u holda ® sistema to ‘liq funksiyalar sistemasi
deb ataladi.

Istalgan funksiyani MKNSh yoki MDNSh ko‘rinishida ifodalash mumkinligidan
{xy,xvy, X} funksiyalar sistemasining to‘ligligi kelib chiqadi. {xy,x+y,1} funksiyalar
sistemasi ham to‘liq bo‘ladi, chunki istalgan funksiyani Jegalkin ko‘phadi ko‘rinishiga keltirish
mumkin.

Agar © ={¢,,...,,} funksiyalar sistemasi to‘lig bo‘lsa, u holda unga ikki taraflama

bo ‘lgan ®" ={¢@,,..., 0.} funksiyalar sistemasi ham to ‘liq bo ‘ladi.

®" sistemaning to‘ligligini isbotlash uchun istalgan f(x,,...,x,) funksiyani @
sistemasidagi funksiyalar superpozitsiyasi orqali ifodalash mumkinligini ko‘rsatish kerak.
Buning uchun avval f~ funksiyani ® ={g,,...,p,} sistemadagi funksiyalar orgali ifodalaymiz

(® sistema to‘lig bo‘lgani uchun bu protsedurani bajarish mumkin). Keyin ikki taraflama
gonunga asosan ikki taraflama funksiyalar superpozitsiyasi orqali f funksiyani hosil gilamiz.

Berilgan @ funksiyalar sistemasining to‘liq emasligini isbotlash uchun sistemadagi
funksiyalarning shunday umumiy xususiyatini topish kerakki, bu xususiyat funksiyalar
superpozitsiyasi natijasida saqlansin. Hagiqatan ham, u holda bunday xususiyatga ega bo‘lmagan
funksiyani @ sistemadagi funksiyalar superpozitsiyasi orqali hosil qilib bo‘lmaydi.

Funksiyalarning bunday xususiyatlarini tekshirish uchun odatda funksional
yopiq sinf tushunchasidan foydalaniladi.

Agar A sistemadagi funksiyalar superpozitsiyasidan hosil bo ‘lgan funksiya ham shu
sistemaning elementi bo ‘Isa, u holda bunday sistema superpozitsiyaga nisbatan yopiq sistema
deb ataladi.

Mantiq algebrasining superpozitsiyaga nisbatan yopiq bo ‘igan har qanday funksiyalar
sistemasi funksional yopiq sinf deb ataladi.

Ravshanki, muayyan xususiyatga ega bo‘lgan funksiyalar sistemasi funksional yopiq
sinfni tashkil etadi va, aksincha, ma’lum funksional yopiq sinfga kiruvchi funksiyalar bir xil
xususiyatga ega bo‘lgan funksiyalardir. Quyidagi funksiyalar sistemasi funksional yopiq
sinflarga misol bo‘la oladi:

a) bir argumentli funksiyalar sinfi;

b) mantiq algebrasining hamma funksiyalari sinfi;

d) L — chizigli funksiyalar sinfi;

e) S —o‘z-o‘ziga ikki taraflama funksiyalar sinfi;

f) M — monoton funksiyalar sinfi;

g) P, —nul giymatni saglovchi funksiyalar sinfi;

h) P, — bir giymatni saglovchi funksiyalar sinfi.

Bo ‘sh sinfdan va mantiq algebrasining hamma funksiyalari
to ‘plamidan farq giluvchi funksional yopiq sinf xususiy funksional yopiq sinf deb ataladi.

Shunday qilib, funksiyalar sistemasining to‘liq bo‘lishi uchun bu sistemada har qanday
xususiy funksional yopiq sinfga kirmaydigan funksiya topilishi yetarli va zarurdir.



O ‘z-o zidan va mantiq algebrasining hamma funksiyalari sinfidan (P, dan) farg giluvchi

funksional yopiq sinflarga kirmaydigan xususiy funksional yopiq sinf maksimal funksional
yopiq sinf deb ataladi.

Mantiq algebrasida hammasi bo‘lib beshta maksimal funksional yopiq sinf mavjud. Bular
quyidagilardir: P,, P, M, S, L.

Post teoremasi. ®={g,,...,p,} funksiyalar sistemasi to‘lig bo ‘lishi uchun bu
sistemada P,, P, M, S, L maksimal funksional yopiq sinflarning har biriga kirmaydigan
kamida bitta funksiya mavjud bo ‘lishi

yetarli va zarur (va’ni ® ={¢,,...,¢,} funksiyalar sistemasi fagat P,, P,, M, S, L

maksimal funksional yopiq sinflardan birortasining ham qism Post jadvali
to ‘plami bo ‘Imaganda va faqat shundagina to ‘liq sistema bo ‘ladi). P,IP[S|L|M
Zarurligi. ® ={¢,,...,,} to‘liq sistema (ya’ni [®]=P,) va

2
@,

F maksimal funksional yopiq sinflarning birortasi bo‘lsin deb faraz
gilamiz. U wvagtda F sinfning yopigligini hisobga olib,
P,[®]c[F]=F munosabatni yozish mumkin, ya'ni F=P,.

?n

Ammo bunday bo‘lishi mumkin emas. Demak, ® < F munosabat
bajarilmaydi.

Yetarliligi isbotini o‘quvchiga havola etamiz.

Mantiq algebrasidagi har ganday funksional yopiq sinf P,, P,, M, S, L maksimal
funksional yopiq sinflardan birortasining gism to ‘plami bo ‘ladi.

Amalda berilgan ® ={¢,,...,¢,} funksiyalar sistemasining to‘liq yoki to‘liq emasligini
aniglash uchun Post jadvali deb ataluvchi jadvaldan foydalaniladi. Post jadvali quyida
keltirilgan.

Jadvalning xonalariga o‘sha satrdagi funksiya funksional yopiq sinflarning elementi

[T

bo‘lsa “+” ishora, bo‘lmasa ishorasi qo‘yiladi. ®={¢p,,..,¢,} sSistema to‘liq funksiyalar

sistemasi bo‘lishi uchun, Post teoremasiga asosan, jadvalning har bir ustunida kamida bitta “—”
ishorasi bo‘lishi yetarli va zarur.

O ={p,,... p,} funksiyalar sistemasi to‘liq bo‘lmasligi uchun P,, P,, M, S, L maksimal
funksional yopiq sinflardan birortasining qism to‘plami bo‘lishi, ya’ni Post jadvalining biror
ustunidagi barcha ishoralar “+” bo‘lishi kerak.

Funksiyalar sistemasining to‘liqligi tushunchasi bilan sinfning (to‘plamning) yopig‘i
tushunchasi o‘zaro bog‘langan.

A bilan P, (nta argumentli mantiq algebrasining hamma funksiyalarini oz ichiga
olgan) to‘plamning biror qism to‘plamini belgilaymiz. A to‘plam funksiyalarning
superpozitsiyasidan hosil qgilingan hamma Bul funksiyalari to ‘plami (A to ‘plam funksiyalari
orgali ifodalangan hamma bul funksiyalari to ‘plami) A to ‘plamning yopig‘i deb aytiladi va [A]
kabi belgilanadi.

Agar [A]= A bo‘Isa, u holda A to ‘plam (sinf) funksional yopiq sinf deb ataladi.

Har ganday [A] funksional sinf yopiq sinf bo‘ladi. Bu hol ko‘pgina funksional yopiq
sinflarni topishga yordam beradi.

To‘plam yopig‘i va yopiq sinf tilida funksiyalar sistemasining to‘ligligi ta’rifini (avvalgi
ta’rifga ekvivalent bo‘lgan ta’rifni) berish mumkin.
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Agar [A]l=P, bo‘lsa, u holda A funksiya-lar sistemasi to‘lig deb ataladi.

f=(xoyx=y)v (x J y) funksiyani Post teoremasiga asosan toliglilikga tekshiramiz
Birinchi gadam: Funksiyaning konstanta 0 saglovchilikka tekshiramiz.
(x < yXx= y)v (x4 y)=1a1v1=1v1=1;
Chunki,
(x = y)=(0<0)=1;
(x=y)=(0=0)=1;
(x J y): (04 0)=1.

Bundan kelib chigib funksiya (X = y)(x = y)v (X J y) ¢T,, ya'ni konstanta 0
saglovchi emas.

Ikkinchi gadam: Funksiyaning konstanta 1 saglovchilikka tekshiramiz.

(x< yXx=y)v(xd y):1/\1v0=1v0=1;

Chunki,

xey)=len=1;

(x=y)=1=1=1;

(x»l« y):(lil) =0.

Bundan kelib chigib funksiya (X <> y)x=>y)v(x{ y)eT, yani konstanta 1
saglovchi.
Uchunchi gadam: Chiziglilikka tekshiramiz.
Quyidagi funksiya uchun Jigalkin polinomini topamiz.
Birinchi usul.
XY Vv Xy = X+ Y, ayniyat formulasi 1)
Ayniyat formulalaridan foydalanib
X=X+1u X=X, X+X=0, XVY=XAY¥
quyidagini topamiz,
Xy v XY = xyxy = (xy +1f(x+1)y +1))+1=
=(xy +1)xy +x+y)+1=
XY XY XY XY XY +l=X+y+l=x+y (2)
Berilgan formulani soddalashtiramiz
Xyz v Ryz = 2(xy v Xy),
XyZ v XyZ = Z(xy v Xy ) bundan kelib chigadi
XYZ Vv XyZ v Xyz v XyZ = 2(xy v Xy ) v Z(Xy v Xy)
Ayniyat formuladan foydalanib
XVy=X+Yy+xy, XxAX=0va(l), (2
quyidagini topamiz,

2(xy v Xy)v Z(xy v Xy) =
=z(x+y)vz(x+y)=z(x+y)+z(x+y)+ z(x+ y) A Z(x+y
chunki,

Z(x+y)=(@Z+D)(x+y+1) u z(x+y)az(x+y)=0

Bundan kelib chigadi,

z(x+y)v Z(X+y)=2X+zZy+ ZX+ 2y +Z+ X+ Y+1=X+y+Z+1.
Bundan kelib chigadiki, berilgan funksiya chizigli.

Ikkinchi usul (anigmas koeffisientlar usuli).



f(x,y,z) funksiya uchun Jigalkin polinomi umumiy ko’rinishi quyidagi:
f(X,y,z)=agXyz+aixy+ a,xz+ azyz+asx+asy+agz+b.

Xyz | XyZ | xyz | Xyz | X ¥ Z | f(x,y,2)
000 | O 0 0 1 1
001 | O 0 0 0 0
010 | O 0 0 0 0
011 | O 0 1 0 1
100 | © 0 0 0 0
101 | O 1 0 0 1
110 | 1 0 0 0 1
111 | O 0 0 0 0

Chinlik jadvaliga asoslanib quyidagi tenglamalarni tuzishimiz mumkun:
f(0,0,0)=1=a,000+a;00+ a,00+ a300+a40+as0+as0+b, bundan kelib chigib b=1,
f(0,0,1)=0=a,001+a;00+ a,01+ a;01+a40+as0+asl+1, bundan kelib chiqib as=1,
f(0,1,0)=0=a,010+a;01+ a,00+ az10+a40+as1+as0+1, bundan kelib chiqgib as=1,
f(0,1,1)=1=a,011+a;01+ a,01+ azll+a,0+as1+asl+1, bundan kelib chigib as;=0,
f(1,0,0)=0=a,100+a; 10+ a,10+ a300+as1+as0+ag0+1, bundan kelib chiqgib a;=1,
f(1,0,1)=1=ay101+a; 10+ a,11+ az01+as1+as0+asl+1, bundan kelib chiqgib as=0,
f(1,1,0)=1=a,110+a; 11+ a,10+ az10+as1+as1+ag0+1, bundan kelib chiqgib a=0,
f(1,1,1)=0=ap111+a;11+ a,11+ azll+asl+asl+agl+1, bundan kelib chigib ay=0,

f(x,y,20)=x+y+z+1
Bundan kelib chigadiki, berilgan funksiya chizigli.
To rtinchi gadam: Monotonnlikka tekshiramiz.
Quyidagi funksiyalarni gaysi biri monoton:
Q) XYyVXZVXZ 6) Xx=(x=y)
a) XYVXZVXZ=XyvV Z(Xv )—(): Xy v z formulani soddalashtiramiz. Birinchidan

funksiyaning DNSh da o’zgaruvchilarining inkorlari gatnashmagan, shuning uchun u monoton.
Ikkinchidan funksiya (0,0,0), (0,1,0), (1,0,0) to’plamlarda nolga teng. Qolgan to’plamlarda,
(0,0,1) tashqari, ikktadan ko’pkonstanta bir gatnashgan. To’plam (0,0,1) > (0,0,0), golgan
ikkita to’plam bilan esa solishtirib bo’lmaydi. Demak, ko’riladigan funksiya monoton.

6) Funksiya monoton emas, chunki

funksiyaning DNSh da

x=(x=y)=XVv(XVvy)=Xvy 0’zgaruvchilarning inkorlari gatnashmagan va (0,0) <
(1,0), lekin 0= (0=0)=1>1=(1=0)=0.

Beshinchi qgadam: O’z-0’ziga qo’shmallikka tekshiramiz.

XY V YZ v XZ funksiya 0’°z-0’ziga go’shmami?

Bu funksiya 0’z-0’ziga qo’shma, chunki gunksiyaning chinlik jadvali simmetrik

Xyz | XY | Y2 | xz | f(X,y,2)

000 | O | 0] O 0




001 | 0 0] O 0
010 | 0 | O | O 0
011 | 0 | 1 | O 1
100 0 |0 | O 0
101 | 0 | O |1 1
110 | 1 | 0 | O 1
111 1 |1 |1 1

Quyidagi funksiyaning 0’z-0’ziga qo’shma funkiyasi ekanligini analitik usulda ko'rib
chigamiz:

XyvyZvxz=(xvy)yvz)ixvz)=(yvxz)lxvz)=
=XYVYZVXIVXZ= XYV YIVXZ
yani, f(X,V,2)=f(xV,2).

Ne T, | T,|S|L|M
f

(XQY)(X:>y)v(X~Ly) -+ ] -

Bul funksiyalar sistemasini to’liglikka tekshirish.
Berilgan bul funksiyalar sistemasini to’liqlikka tekshiring

a) D, ={x|y} 6) D, = {x+y+2,xy,01}

a) X|y=XvYy.

Ma’lumki x|y &T,, X| yeT,(0/0=0v0=1,1|1=1v1=0).

Chunki X|Y=xvy=X|y,10o x|yeS.

X|y=Xv )‘/:X_y =Xy +1 funksiya uchun Jigalkin polinomini topamiz. Bundan kelib
chib, x|y eL.

Agar X|y=XVvV va (0,0) < (1,1), lekin 1=0v0>1v1=0, unda X|yeM.
D, sistema uchun Post jadvali.
D |T,|T,|S|L|M

Ay |- |-

Demak, D, - sistema to’liq.

0)
D2 T, | T,|S|L|M
0 + - - |+ +
1 -+ -+ 4
Xy + |+ | - -] 4+

X+y+z |+ |+ [+ ]|+ ] -




f(x,¥) = x Ay konstanta 0 va konstanta 1 saglovchi, chunki,
f(0,0)=0A0=0va f(11)=1A1=1.

f(X,y) =XAYy 0’z-0’ziga qo’shma emas, chunki,
f(X,¥)=XAy=xvyyani f(X,y)=f(xy).

f (x,y) = x Ay chizigli emas, chunki funksiyaning Jigalkin polinomi

f(X,y)=xAYy.
Funksiya monotonn, chunki DNSh da o’zgaruvchilarning inkori gatnashmagan
f(X,y)=xAYy

f(X,y)=XAy=XxVvy

Funksiya X+ Y+ Z 0°z-0’ziga qo’shma, chunki X = x+1 va f(X,V,z) = f(x,Y,2)

X+Y+Z=X+y+z2+1+1+1+1=X+Yy+2Z

Funksiya X+Yy+2z monotonn emas, chunki funksiya DNSh da
fFX,Y,2)=X+y+2=XyVvXy)+z2=(XyVv Xy)Z Vv (XyV Xy)Z=XyzVv Xyzv yZ

O’zgaruvchilarning inkorlari qatnashgan va

(0,0,1) < (0,1,1), lekin 1=0+0+1>0+1+1=0.

D, - to’liq sistema.

Foydalanilgan adabiyot.
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