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УДК 512 .312

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 
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СЛОЕ АТМОСФЕРЫ
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Рассматривается проблема, связанная с распространением активных аэрозольных соединений под влиянием 
химических реакций в атмосфере и переходом их в другие более токсичные вещества. Дается краткий обзор 
научных работ по математическому обеспечению процесса переноса и диффузии активных вредных веществ в 
атмосфере. Разработана математическая модель процесса переноса и диффузии активных вредных веществ в 
приземном слое атмосферы, где под влиянием химических реакций в атмосфере они переходят в другие формы, 
описывающаяся системой дифференциальных уравнений в частных производных.

Ключевые слова: математическая модель, перенос и диффузия вредных веществ, погодно-климатический 
фактор, п-щромеханика, численный алгоритм, программное средство, вычислительный эксперимент.

NUMERICAL MODELING OF TRANSFER AND DIFFUSION PROCESSES OF ACTIVE 
AEROSOL PARTICLES IN THE BOUNDARY LAYER OF THE ATMOSPHERE 

Ravslianov N.K., Muradov F.K., Nabiulma L.M.

The paper considers the problems associated with the spread of active aerosol compounds under the influence of 
chemical reactions in the atmosphere and move into other more toxic substances. A brief review of scientific papers 
related to the software of the process of transfer and diffusion of active harmful substances in the atmosphere is given. 
In the article the mathematical model of the process of active transport and diffusion of pollutants in the atmospheric 
boundary layer, where under the influence of chemical reactions in the atmosphere is transformed into other forms, 
describing the system of differential equations in partial derivatives.

Keywords: mathematical model, transfer and diffusion of harmful substances, weather-climatic factor, 
hydromechanics, numerical algorithm, software, computational experiment

ATM OSFERANING CHEGARA QATLAMIDA FAOL AEROZOL ZARRALARINING 
K O ’CHISH VA DIFFUZIYA J ARA Y ON LARIN I SONLI MODELLASHTIRISH 

Ravslianov N.K., Muradov F.K., Nabiulma L.M.

Ushbu ishda atmosferaning kimyoviy reaksiyalari ostidagi aktiv aerozol birikmalarining va boshqa yanada zaharliroq 
moddalaming tarqalishi bilan bog’liq muammo qarab o’tilgan. Zararli moddalaming ko’chish va diffuziyasi 
jarayonining inatematik ta’minoti bilan bog’liq ilmiy ishlar haqida unuuniy ma’lumot berib o’tilgan. Maqolada 
atmosferaning yuza qatlamida zararli moddalaming ko’chish va diffuziyasining matematik modeli yaratilgan bo’lib, u 
yerda atmosferaning kimyoviy reaksiyasi ta ’siri ostida boshqa, xususiy hosilalarda differensial tenglmalar sistemasi 
bilan ifodalanuvchi formaga o’tiladi.

Tayanch iboralar: matematik model, zararli moddalaming ko’chish va diffuziyasi, ob-havo va iqlim ko’rsatkichi, 
gidromexanika, sonli algoritm, dasturiy ta’minot, hisoblash tajribasi.
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1. Введение

Интенсивный рост использования ископаемого 
органического топлива в конце XX и начале XXI 
веков привел к резкому ухудшению эколошческого 
состояния атмосферы и подстилающей поверхности 
земли, а также водных акваторий. В состав вредных 
веществ, выбрасываемых в атмосферу 
промышленными объектами, входят оксид серы и 
азота, твердые зольные частицы, а также соединения 
тяжелых металлов и конденсированные 
ароматические органические системы, обладающие 
канцерогенными свойствами.

Во всех промышленно развитых европейских и 
азиатских странах установлены низкие значения 
предельно допустимых концентраций (ПДК) летучей 
золы, оксидов серы и азота в воздухе, причем их 
нижние пределы периодически пересматриваются в 
сторону уменьшения.

Анализ эколошческого состояния мегаполисов 
показал, что примерно третья часть всех вредных 
выбросов приходится на долю тепловых 
электростанций. В большинстве стран мира приняты 
законодательные меры, призванные ограничить 
выброс вредных веществ в атмосферу 
электростанциями. С 1 января 2000 г. на территории 
России в соответствии с решениями Европейской 
комиссии вдвое снижены допустимые пределы по 
выбросам (ТТДВ) летучей золы, оксидов серы и азота 
для установок тепловых электростанций мощностью 
более 50 МВт. Новые нормативы действовали до 
конца 2005 г. в дальнейшем планируется их 
ужесточение и приведение в соответствие со 
стандартами промышленно развитых стран.

Для снижения выбросов вредных веществ до 
нормативных значений на тепловых электростанциях 
применяются специальные мероприятия, 
включающие способы сокращения образования 
вредных веществ в процессе сжигания топлива и 
меры по очистке газов от уже образовавшихся 
продуктов сгорания. К таким мероприятиям 
относятся: использование экологически чистого 
топлива, совершенствование технологии сжигания 
топлива, газоочистка, золоулавливание, сероочистка 
и азотоочистка. В данной работе более подробно 
рассмотрим азотоочистку дымовых газов.

С середины 80-х -  начала 90-х годов прошлого 
века на ТЭС проводят очистку дымовых газов от 
оксидов азота (денитрификацию). Сегодня на ТЭС 
эксплуатируется свыше 500 азотоочистных 
установок, причем их используют, как правило, в 
сочетании с первичными методами подавления 
образования NOX в процессе горения топлива. 
Наиболее широко азотоочистные системы 
применяют на электростанциях в Японии, Германии, 
Австрии, Дании, Швейцарии, Швеции, Нидерландах 
и США. Азотоочистные установки используют как 
на котельных агрегатах, сжигающих угольное и 
мазутное топливо, так и на газовых турбинах, 
расположенных в основном в крупных городах.

Также надо отметить, что добыча и разработка 
новых углеводородных месторождений и земных 
недр в мировом масштабе, запуск мощных объектов

производства, рост транспортно-коммуникационных 
средств и т.д. привели к их резкому воздействию на 
окружающую среду, вследствие чего нарушается 
экологаческое равновесие как локально -  на 
отдельных территориях, так и глобально -  в 
масштабах всей планеты. Это особенно заметно в 
государствах с быстрым ростом производительных 
мощностей объектов производства и первичной 
переработки сырья, например в таких странах, как 
Индия, Китай, Северная Корея, Малайзия, Сингапур, 
а также в странах Европы и т.д. Например, в Китае и 
Индии за период 2014-2015 гг. неоднократно было 
объявлена «желтая» и «красная» экологическая 
угроза.

Результаты проведенного исследования показали, 
что загрязнение воздуха в Китае является причиной 
смерти примерно 1,6 миллиона человек каждый год. 
Это ошеломляет — почти 4400 смертей в день [1].

Анализ проведенных исследований показал, что 
самыми опасными загрязнителями воздуха являются 
крошечные аэрозольные частицы, выделяемые в 
результате работы электростанций, сжигания 
ископаемого топлива в объектах производства и 
отопительных системах. Эти крошечные частицы, 
выброшенные в атмосферу, попадают в лёгкие и 
кровь людей, что приводит к таким заболеваниям, 
как астма, болезни сердца и др.

По сообщению «New York Times», исследователи 
утверждают, что их оценки смертности основаны на 
данных Всемирной организации здравоохранения, 
полученных в рамках программы по исследованию 
причин смертности от пяти заболеваний, связанных с 
воздействием различных уровней загрязнения 
воздуха мелкозернистыми частицами.

В результате нарушения эколошческого баланса 
на земном шаре резко начали расти раковые, 
астматические, аллергические и другие заболевания, 
а также отмечается сокращение численности многих 
видов фауны и флоры.

В своем докладе на Климатическом Саммите 
ООН в Париже президент РФ В.В. Путин 
подчеркнул, что «Выбросы парниковых газов в 
атмосферу всех стран мира в 2012 году составили 46 
миллиард тон» [2]. Эти тревожные факты говорят о 
том, что перед человечеством стоит острая проблема
-  защита окружающей среды от техногенных 
факторов и принятие управленческих решений в 
мировом масштабе. В связи с остротой этой мировой 
проблемы Российская Федерация 2017 год объявила 
годом «Экологии - защиты окружающей среды».

Несмотря на то что Узбекистан является одним из 
благоприятных регионов, с точки зрения 
эколошческого состояния в мире, на 
государственном уровне особое внимание уделяется 
решению этой проблемы, активно работают 
экологаческие комитеты по охране окружающей 
среды, недрпользования, во всех вузах республики 
для подготовки специалистов по решению 
экологаческих проблем созданы и создаются 
кафедры и научные направления и т.д.

Обзор научных публикаций за последние годы 
показывает, что в перечне актуальных задач, 
решаемых с помощью математического
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моделирования, вопросы экологии занимают особое 
место.

Обзорный анализ источников [3-11] показал, что 
воздействие аэрозольных частиц на состояние 
окружающей среды зависит, как правило, от 
совокупности химических и физических процессов, 
происходящих в атмосфере. При переносе и 
диффузии вредных веществ в атмосфере 
существенную роль играет состав и размер частиц 
аэрозолей. Для адекватного описания формирования 
аэрозольных частиц необходимы комплексные 
математические модели, учитывающие
динамические, физико-химические и кинетические 
процессы, происходящие в атмосфере. Указанный 
выше подход позволяет в рамках единой модели 
учитывать сложные взаимосвязи между 
динамическими и физико-химическими процессами 
и процессами формирования аэрозолей в атмосфере. 
С помощью разработанных этих моделей можно 
воспроизвести эволюцию газовых примесей и 
аэрозольных частиц в атмосфере, начиная с 
молекулярного уровня до образования частиц в 
несколько микрон с учетом их ионного состава, а 
также эффективно представить пространственно- 
временную изменчивость газовых примесей и 
аэрозольных частиц в пограничном слое атмосферы 
и оценить антропогенную нагрузку на природную 
среду.

В частности, в работе [3] рассмотрен комплекс 
математических моделей для решения задач 
динамики и кинетики многокомпонентных газовых 
примесей и аэрозолей в атмосфере. Сформулирована 
базовая математическая модель, включающая 
динамические газо- и жидкофазные химические 
процессы, а также кинетические процессы 
нуклеации, конденсации/испарения и коагуляции, с 
использованием неравновесной функции 
распределения частиц по размерам. Особое 
внимание уделяется механизмам образования частиц 
новой фазы из газов-предшественников при 
гомогенной нуклеации паров серной кислоты и воды.

Для построения вычислительного алгоритма 
решения дискретных аналогов уравнений 
гадромеханики воспользуемся методом расщепления 
по физическим процессам. На каждом малом 
интервале получается схема, состоящая из шести 
этапов: 1) перенос многокомпонентных газовых 
примесей и аэрозолей по траекториям; 2) 
турбулентная диффузия; 3) фотохимическая 
трансформация; 4) кинетические процессы 
конденсации; 5) процессы коагуляции; 6) совместная 
модель химических процессов, протекающих в 
газовой и жидкой фазах с учетом процессов 
массообмена на разделе газ-частица.

По разработанным моделям проводились 
численные эксперименты для воспроизведена и 
пространственно-временной изменчивости газовых 
примесей и аэрозолей в атмосфере в региональном и 
глобальном масштабах.

В работе [4] проведены аналитические 
исследования процессов распространения в 
атмосфере вредных выбросов предприятий. В

качестве основного атмосферного загрязнителя 
рассматривается углекислый газ (С 02).

Решается задача при разовом мгновенном 
выбросе вредной примеси в стандартном приземном 
слое атмосферы с заданным ветровым полем и 
получено выражение для концентрации примесей в 
стационарном случае и при непрерывно 
действующем источнике загрязнения. Построены 
уровни равного загрязнения атмосферы и 
проанализирована их трансформация при изменении 
параметров источника.

В работе [5] разработана трехмерная 
нестационарная математическая модель процесса 
распространения радионуклидов в атмосфере и 
расчета доз облучения, позволяющая проводить 
прогнозные расчеты эволюции радиационной 
обстановки в районе Волгодонской атомной 
электростанции. Разработанная математическая 
модель учитывает факторы, определяющие 
распространение радионуклидов в атмосфере и 
загрязнение подстилающей поверхности, а также 
формирование индивидуальных доз облучения. На 
основе разработанной модели численного алгоритма 
создан проблемно-ориентированный программный 
комплекс «RADExpert», который предназначен для 
проведения прогнозных расчетов распространения 
радионуклидов и индивидуальных доз облучения, 
оперативной оценки последствий внештатных 
ситуаций работы ВоАЭС с учетом характеристик 
местности, различных метеоусловий и 
радионуклидных составов выбросов, и отличается от 
известных программных комплексов данного типа 
тем, что состоит из геоинформационной, 
моделирующей и экспертно-аналитической систем. 
Автором получены новые взаимозависимости, 
позволяющие учитывать влияние метеорологических 
условий на процесс распространении радионуклидов 
при запроектных авариях 1-го и 2-го типов, которые 
создают экологачески неблагоприятные последствия 
для городов Цимлянск и Волгодонск.

Задача численного моделирования влияния 
дымовых аэрозолей в атмосфере рассмотрена в 
работе [б]. В работе предлагается 
неп-щростатическая модель атмосферного 
пограничного слоя, учитывающая фазовые переходы 
в системе пар-вода-лед. Разработано математическое 
обеспечение для расчета различных сценариев 
формирования конвективной облачности в районе 
пожара и переноса дымового аэрозоля.

При выводе математической модели процесса 
распространения дымовых аэрозолей учитывают 
процессы конвекции, турбулентного обмена, 
влажности, силы и направления ветра. Количество и 
распределение осадков при наличии в атмосфере 
различных концентраций примесей позволили 
сделать предположение, что активный вертикальный 
тепломассоперенос, генерируемый в зоне массовых 
лесных пожаров, может оказаться фактором влияния 
локальных процессов в зоне пожара на атмосферную 
циркуляцию регионального масштаба. Как 
утверждают авторы, полученные результаты 
моделирования распространения дымового аэрозоля
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в тропосфере под влиянием различных 
метеорологаческих факторов являются новыми.

В диссертационной работе [7] рассмотрен 
процесс распространения активной примеси в 
свободной и облачной атмосфере. Предложена 
математическая модель рассеяния активной примеси 
в атмосфере, основанная на применении 
линеаризованных уравнений движения Навье- 
Стокса. Основное отличие данной модели от другах 
моделей рассеяния примесей в атмосфере состоит в 
том, что используя данную модель, можно найти 
значения мгновенной концентрации активной 
примеси в любой точке облачной атмосферы, 
основываясь на простых для определения 
физических параметрах: поле давления, поле 
температуры, поле плотности, векторное поле 
скорости атмосферного воздуха. Коэффициенты 
турбулентной диффузии в предлагаемой модели 
используются только при моделировании процесса 
рассеяния водяного.

В работе [8] рассмотрена задача оперативного 
прогноза - метод учета эмиссий загрязняющих 
веществ в атмосферу от очагов лесных пожаров. При 
моделировании переноса загрязняющих веществ в 
атмосфере от очагов лесных пожаров учтено 
обратное влияние состава воздуха на прогноз 
метеорологаческих величин.

В [9-13] созданы численный алгоритм и 
программный комплекс для обработки и анализа 
видеоизображений на базе персонального 
компьютера и разработаны методы анализа, 
позволяющие определять дисперсию примеси и 
коэффициенты турбулентной диффузии по 
видеоизображениям аэрозольного шлейфа от 
стационарного точечного источника выброса 
вредных веществ в атмосфере. Разработанный 
алгоритм преобразования цифровой
видеопоследовательности в динамическое 
изображение позволяет существенно уменьшить 
объем исходной видеоинформации. С 
использованием созданных программ
статистической обработки были построены 
динамические изображения. Данные изображения 
используются при расчетах коэффициента 
турбулентной диффузии.

В работах [14-16] проведены исследовании 
процесса распространения и трансформации 
примесей в регионе оз. Байкал, на основе 
разработанной нелинейной модели объекта, которая 
описывается уравнением турбулентной диффузии. 
Проведенные авторами исследования показали, что 
наибольшее влияние на оз. Байкал оказывают 
выбросы предприятий Слюдянки и Байкальска. 
Проведенными вычислительными экспериментами 
показано незначительное влияние Иркутско- 
Черемховского промышленного комплекса из-за 
удаленности источников выбросов от озера и 
наличия орографических неоднородностей. При 
северо-западном ветре со скоростью 2 м/с 
Приморский хребет и Олхинское плато задерживают 
третью часть ртути от попавшей на озеро. В радиусе
5 км от одиночного источника оседает примерно

10% валового выброса ртути, что соответствует 
результатам других исследователей.

Работа [17] посвящена построению 
информационной модели расчета распространения 
примеси в приземном слое атмосферы над 
промышленными регаонами. Для реализации 
рассмотренных задач в работе была разработана 
структура информационной модели расчета 
загрязнения атмосферы, которая включает три 
стадии обработки экологической информации: 
предобработку, обработку и постобработку.

Предлагаемая структура содержит модуль 
импорта информации с целью перевода информации, 
предоставленной субъектами экологического 
мониторинга из распространенных форматов в 
формат внутреннего представления в виде SQL 
команд и базу исходных данных. Представленная в 
виде SQL запросов информация в зависимости от ее 
типа подразделяется на три блока: информация о 
концентрациях загрязняющих веществ,
метеорологическая и географическая информация; 
сортировка баз данных. Так как исходные данные от 
субъектов мониторинга могут поступать в 
неопределенном порядке, необходимо выполнять 
сортировку каждый раз при добавлении новых 
данных в базу, поскольку для большинства методов 
прогнозирования важен порядок наблюдения во 
времени. На этапе удаления аномальных наблюдений 
предварительной обработкой производится 
исключение из дальнейшей обработки или коррекция 
исходных данных, которые являются аномальными. 
Этап инициализации параметров предусматривает 
расчет и инициализацию параметров, которые не 
зависят ни от времени, ни от пространственных 
характеристик, а зависят только от типа 
территориально распределенного объекта и являются 
общими для большинства методов расчета.

Работы [18-19] посвящены определению 
источников загрязнения вредных веществ в 
атмосфере математическими методами, в основе 
которых лежит решение обратной задачи переноса 
примеси. Эти методы позволяют по определенному 
числу точек наблюдений восстановить параметры 
источников загрязнении и выяснить территориальное 
расположение аэрозольного загрязнения.

В результате проведенных исследований 
определены количественные характеристики 
загрязнения территории города предприятием 
циркониевого цикла, пространственного 
распределения загрязняющих веществ и отработка 
методики выявлении источников загрязнения по 
результатам наблюдений состояния окружающей 
среды.

Вместе с тем, анализ многочисленных работ 
позволяет утверждать, что в исследованиях авторов 
не рассмотрены химические процессы, протекающие 
в газовой и жидкой фазах, с учетом процессов 
массообмена на разделе газ-частица в трехмерной 
постановке и скорости перемещения воздушной 
массы атмосферы по трем направлениям и, v, ir и 
при учете влияния химических реакций на 
аэрозольные частицы в атмосфере, в результате чего
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появляются более токсичные вещества, чем 
первоначальные.

Также следует отметить, что при математическом 
моделировании процесса распространения вредных 
веществ в работах многах авторов предполагается, 
что распространение вредных веществ от источников 
не достигает рассматриваемых границ области 
решения задачи и отсутствует приток вредных 
веществ через них.

Исходя из сказанного, в настоящей работе 
предприняты усилия для восполнения указанного 
пробела. Целью данной работы является разработка 
математической модели и численного алгоритма 
решении задачи переноса и диффузии активных 
аэрозольных частиц в пограничном слое атмосферы 
при взаимодействии с влажной воздушной массой 
атмосферы.

2. Постановка задачи

В процессе переноса и диффузии часть аэрозольных 
соединений под влиянием химических реакций в 
атмосфере переходит в другие формы, появляются 
более токсичные вещества, чем первоначальные. 
Цепочку превращений аэрозольных частиц можно 
представить следующим образом: 02-»0з.
Этот процесс описывается системой 
дифференциальных уравнений переноса и диффузии 
с соответствующими им начальными и граничными 
условиями [3, 21, 22]:

ddl (x ,z ,t)  дву (x ,z ,t)  
dt U dx 

дву (x ,z ,t)-О»’-"’,)-
d z

d2d J x ,z , t )  d2el (x ,z ,t)  
- / / ------^4:---- - -  к ----- --------- - +

dx- dz~
+Gj ■ вх (x ,z ,t)  = F{ [x ,z,t)\

d62(x ,z ,t)  dd2(x ,z ,t)
— —-------- + tt— —--------+

dt dx
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'**} dz (1)
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Здесь вх, в2, в} - количество распространяющейся 
субстанции; t - время, х, z  - координаты; u ,v ,w  - 
составляющие скорости ветра по направлениям х, z  
соответственно; - скорость осаждения частицы;

к  - коэффициент турбулентного перемешивания; у - 
коэффициент взаимодействия аэрозольных частиц с 
подстилающей поверхностью земли; //

коэффициент диффузии, G, =Gi +sj , Gt 
коэффициент поглощения; s, - количественная 
характеристика изменения массы концентрации в 
результате взаимодействия с компонентами 
атмосферы; F = O S (x -x iyz - z k ) \  Q - мощность 
источника; а х, а 2, Д , р2 принимают значение 0
или 1 в зависимости от постановки задачи.

Для интегрирования поставленной задачи 
основные параметры математической модели 
процесса и, v, ir, // будем определять в виде 
степенных функций

u(x,t) = |vj|(—)" COS Д  
z \

r ( z , o = h | ( - ) " ,
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i i < r , / )  =  |v1| ( — ) " s i n  A  
b.

k(z,t) = k0(z,t)+ k(z,t),

/г = |й |(*<+Д6>02),

где |г; | -модуль скорости ветра при z = 1 m.

Коэффициент диффузии зависит от расстояния 
источника загрязнения, а <902 - дисперсия возмуще - 
ний направления ветра, осреднённая за достаточно 
большой промежуток времени. Здесь R - расстояние 
от источника, кх - параметр, определяемый по 
характеристикам приземного слоя. Коэффициент 
взаимодействия с подстилающей поверхностью у 
изменяется в пределах 0<у<\. Если частица 
попадает в твердую стенку, то считается у=  0, если о 
водную поверхность, то у=1. Обычно часть 
аэрозольных выбросов в зависимости от своих масс, 
метеорологаческих и климатических условий, 
характеристик подстилающей поверхности и 
географического расположения области
распространения попадает на подстилающую 
поверхность, часть из них опять попадает в 
атмосферу. Считают, что у  является постоянной 
величиной в рассматриваемой области. Это искажает 
прогноз распределения частиц на подстилающей 
поверхности. Чтобы избежать такой проблемы, при 
разработке математической модели процесса нужно 
учитывать y = y (x ,z ,r ) .

Для учета поглощения аэрозольных частиц на 
растительном покрове коэффициент взаимодействия 
с подстилающей поверхностью у  необходимо 
вычислить с помощью формулы

ГО, z >z k

Л - ,- ,О  |о . 264»(г)1б51Г°бб5(г), z < z h

Здесь Z], -  высота слоя растительности, s(z) -  
удельная поверхность растительности.

Задача рассматривается в течение времени (0,Т), 
коэффициент турбулентности зависит от высоты и 
времени прогнозирования процесса. Как правило, 
ночью и в подутреннее время наблюдается 
устойчивая и безразличная стратификация 
атмосферы, а в дневное время - неустойчивыя 
стратификация атмосферы. Поэтому надо ее 
учитывать при построении вычислительного 
алгоритма и программного обеспечения.

Для вычисления коэффициента турбулентности 
воспользуемся метеорологаческими характерис­
тиками в пограничном слое атмосферы, которые 
функционально связывают вертикальное 
распределение коэффициента турбулентности от 
стратификации атмосферы и числа Россби.

Обычно высоты загрязняющих источников 
расположены по вертикали неравномерно. Поэтому 
основная задача решается по х,у на равномерных 
сетках, а по вертикали -  на неравномерных сетках.

В зависимости от стратификации атмосферы, от 
высоты источников загрязнения выбирается 
коэффициент турбулентности. Коэффициент

диффузии /I также зависит от скорости ветра, т.е. 
изменяется по вертикали и по времени. Поэтому при 
построении вычислительного алгоритма надо 
учитывать изменение этих параметров в 
поставленной задаче.

3. Метод решения

Так как поставленная задача описывается системой 
дифференциальных уравнений в частных 
производных с соответствующими начальными 
краевыми условиями, получить решение в 
аналитической форме затруднительно. Для решения 
зада1м  область непрерывного решения заменяем на 
сеточную и получаем конечно-разностную модель 
рассматриваемого процесса в аналоговом виде [21- 
23]:
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1,)Дч-1 °lj,k

Az

i i+ -

-  F 2l.l .k ■

В уравнении (9) диффузионные члены, заменяя 
на конечно-разностные

м-
дх Ах

И+— 
в, 2l,i+l, к lj,k

п+—
а 2

I 1 + -  и + -

ви± - в' 2i.i-1,*

Д\-

1 л«+— н+-
-7 -R  2 + Й 2 U+U l.i.k + aU-Lk

\

dz

all ап  
°l,),t+l °1 j,k

Az

Az"

Az“ '

в конечном итоге получаем
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1n+—

1 eu,k

l«+-

A t / 2
+ —

7
1 вип ,к a"

'  1,1+1, A’

A t / 2
„Д

1 3 . 2
H----M

2 2 A \

„ 4
6L 2 , l ^,i+i,* ^,/-i,* ,+ — u — ---------- ;——+

2 2- Ax

-(l.’- wg )
A"  
[,i,k+l ' < u - i

1
#i+—

2-Az

Ax*

^ l 
/ i + -

/9 2 ■

+ < v < W

i л 
/ 1+ -

)
1 H I -----

1

+ 7 T ' ( < W  
Дг 4

Аналогично данную процедуру повторяем для
целого шага интегрировании по времени и в
уравнении (1) заменяем диффузионные члены
уравнения и получаем

f  1 1 ^#1+— W+—

м-
1,1, к

Ах

А х'

н + -
й  2 Ц+1.А-

„ д
ви,к

/  „ д  
в, 2

11+- 
в, 21 ,/,* 1./-1.А-

\

Ах"

f  1 
I I + -

й  2 ‘n.i+l,*

1 1 "\ /1+- и+—
. 7 .  й  2 4- Й 2 

“  1,1, A- + C U - U
\

dz

|W+1ДП;1,1,*+1
ДП+1 ^

1.I.A-

Аг

/ /эИ+1 П>1' ̂  / /3̂ +1 /VI * 1 \ \
'\^ l ,i ,* + l _ 6 Ш  _ \Ц,/.А- _ 6 l,i ,* -l  j j -

1̂ 1̂ 
Vi+1 а ’~ 2 , /У'+l _а"+2 

__________ ' U.A’ | 1 °Ц * + 1  U.A-+1 |

2 A t / 2  2 A t / 2
1 с

+//•

, ,+ i „ д

^Li+U _  ^L/-U . 1
nii+l д"+1 

l,i,£+l ° l,i,* -l

2-А.х
/ \ l,i,«+l l,i ,*-1 ,+ -  ■ 11’-  11’ --------------------+

2 v g > 2-Az
1

и + -
/9 2 
°Ш + 1

„ д  
-0,; 2

2-Az
U» -̂l . /3̂ +1

+ Ц - Ч,/,*
^ 1 

И + -

а

1 ^ 
н + -Д 2 _  f) 2 

1,1+1,А~ U.A-

Д\

(  д/1+1
+ * -

&

,н+1 ЛStfl-r I /Э
u \,i,k+\ ~  4 ,1 ,к

\
/  „ д  

< W -
V

Az
\

, 1 nW+l.

С + А-

у
'  » д

А ;,2
ч

-в!'и

+ Т Ч1

1 1 ли+- и+—
Й  2  -  Й  2 °1 ,М ,к  1,1-1,А’

+ 2 ’ ^  ’ (^U+U "  ^U -U ) +

/ \ — 
+>72-(C,*+i - < U - i ) + Gi -< W

= Ъ

1
Н +— 

2

1 1 И+— /1+-
2 ' ви,к +в' 2U-1,А’

\

ИЛИ

(11)

/  \  1 н + -  

+% • ( С ,*+1 -  2 -^.А- + ^ - i )  + - ■ ^u,*2>

* / д/1+1 -) дН+1 . а>1+1 \
■--- 2‘ l £Tj,*+l_ i ' 6lA* + fcl./.i-l IДг“

и окончательно получаем

1 й"+1 1 °и,к
0)1+1

+//■

2 А//2
1 1 

W + -  н + -Л 2 _/Э 2 
‘a.i+l,* l,i-l,Ar

„ д
e \,i,k  +  1 С.А-+1 

2

- й 2l,i,t+l

2- Ах

A t /2

t д»+1, 1 / \ l̂AJt+l+ .(ll’- l l ’J -
/31/+1

_6Ш - 1

1
и + -  

/9 2 ■ 1,1 ,£+1, 1 /  \  ^ l,/,t+ l 
+ Т Г " ^ ) — -

2 -Az 
1

п + -
в  . 2 l,i,^-l , /з/л-1

+  G 1 ‘ 6U ,k

Ах 

■ ^ / ли

^ 1 
н + -  /3 2 ^U+l,it

V

2-Az

j/i+l ^ /qH+1 . /3//+1
1,i,^+l — 1,/,̂  U,£

Вводя обозначения в уравнение (10):

Л = 7 7 ; ЪAt
и

%

2-Ах 
/I

Пг
11’-11’
2-Az

Ах 2 ’ Па
Az 2 ’

получаем

(Ю)

г»И+1
Li,к"

^  ‘ & ц,к А ' &l,i,k +  А  * °\,i+\,k

1 , 1\ м+— 1 и+—
-"4  ■ 6"i+l,k  +  -  • Hi ■ в ц + \ к  “  “  ' ^1 ' ^U-l.Ar +  

+  “  ■ П\ • ^ ”|+1,А -  ~ П \ -  в у - 1  ,к +

пт
+/72 • ^Ги+1 “  Лг ’ t f jjt- 1+ ^1 '

1#|+— 
г 2 1,1,it

1

(12)

=  %  • в и Х к  ~ 2  Ъ -  в ш  +  %  • в и \ к  +

1 н +-

+г1л • ^и,А +1 _  2 • Па ■ & и,к  +  ^4  • t f ',i ,k - l  +  “  ■ ^ l.i,k  ■ 

Группируя все члены уравнения (12), получаем

+ (^  + Gj + 2 - /7з) • <9Х ;ir +

+ | А + ^  Пх-Пь И ,/+ и
1И+—
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ИЛИ

Здесь

1 1 1 #!+— #1+— II+—

' eu X k +b i ' 0\,i,k +Ci ' в и Х к  = ■

<4 = -•» » + % ;

Z>; = ^  + G! + 2-^3;

= ^ + - > * - > 73;

rfi = - ?7 i4 /-U +( ^ - 2-,7 4 ) - ^  +

^U + U  +  (^ 4  +  H i )' t f i , k - 1 +
'  1 Л 
A ~ - r \

V -  У

i
+ (*74-H i) - 1 + — ■ ^1.,/

Аналогичную процедуру, повторяя для уравнения 
(11), получаем

1Л г 
1 «+“Q//+1 п 2

+?7i

/V/М д

\  У
 ̂ 1 1  ̂

714—  774—

З Д *  _6b -U
ч

+А-
1 Л 

1 н + -  Дн+1 Л 2 
1,/,А:+1 1,/,Аг+1

\

~ 'rh \  ви 1+1 С i - i ) '

+ т -%
774-— 774-—Л 2 _  л 2 

°1,7,*4-1 ° Ш - 1 + G .C 1

f  1 
/1+ -

1 1 ЛW+— И+-

ИЛИ

в\Л к ~ 1 в и.к +в\Л к
К

+Щ • ( < a +i - 2 C *  + C * - i ) + t -  Л "и .

+ л а ,,+17ш
1

ЧМ 'г л '(7и,А:+Г
1 1#Н— И+— W+—

3 ,u +i + я  ■ вип,к - ч .  ■ в\Л к  + 

+ ~  Пг • C i f i  -  \  Пг ■ С *-1  +

1 ,  1I /1+— 1 М+— ,
+ ” ' Hi ’ &LJM 1 ^2 ' ^ui-1 +(^1 ’

1 1 1 /1+— /1+— /1+—
= ^  • <W* - 2 ■ % ■ < W + ^  • виХк + 

+% ■ С 1 ,  - 2- % • С !  + % ■ C L +\

1
J - % + 7 4 д н+1 ,

+ (А  + Q  + 2■ rj4 ) • д[*к +

+1 ^ + ^ 2 I ' Ca+i
1 1И+— /1+-

1 , 1 Л+— 1 /1+—
+ (% -'»)■ '^ j+ i.t + 2 'Ъ ви.к-\ +

+ { А - \ п Л е ^ 1 ^ \ - К : 1

В конечном итоге имеем
а»+1 , Т оИ+1

Здесь

«; = ~ п 2 + п ^  

bj = Л + Gj + 2 • /74 ’ 

с, = ^ + 1 % - % ;

1л+—

1
/1+ —

+ { A - 2 r h ) e u t + ( n i - r h ) - еи+\ к  +  

1 1
+ 2 772 A.U-1 +

1
1

+ ^ - “ % ^ и % + “ ЛЙ-
Теперь аппроксимируем граничные условия (3): 

д в х

д х
0.

л-0
Со вторым порядком точности получаем

-3-0j о + 4 -0u  -  &i 2
2 - А х

■ =  0. (13)

Из соотношении (13) определяем прогоночные 
коэффициенты:

А + 4 Ci. п dxа п
а х +  3 • Cj Л «[ + 3- Cj

Заменяем граничное условие

1Д
av

на конечно-разностное:
“ 3 • ^l .v + 4 • ^L,v-l _  ̂ l..V-2

=  0 .

2-Ах
В итоге значения искомой функции на границе 

определяем с помощью

^ _  (4 ~ a .v 2 ) Р\’-\__________ Pn-2______
3 - ( 4 -ocN_2)-a N_i 3 - ( 4 -  a N_2) a N_l

Используя указанные выше преобразования, 
далее граничное условие 

Щ  
d z

заменяя на конечно-разностное
- 3  • в 10 + 4  в и  -  в 12 

2- A z

-7-ви (14)
z=0

_ У'й.1.1 ’
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после некоторого преобразования окончательно 
вместо уравнения (14) получаем

-  bl + A c 1 + 2 -A z -y -c 1 -  dx 
4.0 -  _  чаах + 3 • сх « 1  +  3  • сх

где

а  о
+ 4-c1+ 2-Az- ' / -c1 

ах + 3 • сх Р о + 3 • Cj
Аналогично граничное условие

&
О, (15)

z=L,

= о,

заменяя на разностное
~3 • ^1.л/ + 4• î.Af-i ~ вум-г

2 - Д г
после преобразований вместо (15) получаем

(4~ а Л/-2 )' А/-1 ______Рм-2
м 3 - ( 4 -  ам _2) ■ ам _х 3 - ( 4 -  а м _2 )• осм _х

Для численного интегрировании задачи 
аналогичные уравнения (1) и соответствующие им 
краевые условия (5), (б) заменяем на конечно­
разностные уравнения и получаем

1 1#1+— 11+—
1_ ^ 2 , i j  ~ ^ 2 . i ,*  | 1 @2,1+1,к ~  ^2.1+1.* |

2 дТТг 2 д/7г
1 1

и+— и+—

+  j_ п  ^2.1+1, к  ~  ^ 2 ,i -U  , * ^  ^2,i+l,* ~  ^2,1-1,А- |

2 2Д* 2 2Дх

/I

а "  а "  
u2 j , k + l~ a 2 ,i,* -l

2-Az + ° 2 ■ в 2,ик

Ах

(  1 1 1 ^ W+— и+— и+—

• К -
V 1 _ II+— 

■2 ^ a + ^ a -i)+ 2 Gi
1

Az
1

. 1 /1+— , . /1+-
1̂  ^2.1 ,к ~  ^2,1 j  | 1 ^2,i,*+l ~ff> .i,*+l |

2 Д //2  2 Д //2
1 1 « + -  н + -  

Д 2 _ д  2 
2,i+ l,i 2,1-1,* ,+//-------------------- +

2-Д.х
/3)1+1i 1 л/1+1С*> 1 ,+ ■)• 2̂ +1 2-' ;- 1 + 

2 '  2-Дг
1

—• (ir— yvg )

=л
Д\

^  t  он+1

„+1 
в. 2

(16)
W+-

- е , 22,i,*+l 2 j.Xr—1 „  0 »+1
Г С/л ■ С'*) >

2-Дг '

1 , 11 Н+— 1 »+—
- " 4  ■ 0 2,/+l,i- + - - /7l • @2,i+\,k - - % ■  e 2 , i \ k  +

+ ~ Т1\' ̂ 2,1+1 ,* ^  ' ̂ 2,i-1,* +

„+1
+ ^2 ' ^2,1,*+1 ‘ ^2 ,i,* -l +<-̂ 1 ' ^ 2 , / J  _

1 1 1Н+— II+— и+—
= ^  • ^2,/+1* -  2 • >7з • ^2Л* + % • в2А,к +

1 _ и+—
+?74 ’ &2.i,k+l ~  2  ' ^4  ' @2.1.к +  74 • ^2.1.*-1 +  Т "  G 1 ‘ 3 ,i ,*  >

ИЛИ

т 'й + ^ з
V- У

2̂,1-1,*

+ (Л + G2 + 2 ■ /73) • 02jl  +
1

и + -  
22,1+1,*

2 ' Ъ ' &2j-\,* + (-4 -2 ^ ,)-  0", * +

+ [А -  — ■ 7  'j ■ &2,М,к + ( Па + П2 ) • ^2,/.*-1 +

1

(17)

1
И + -  

2+ {г!а ^2)'^2,i,*+i + 2 > ^1л*

После группировки членов уравнение (17)
записываем в виде трехдиагональной матрицы:

1 1 1 ~ И+— ~ Н+— ^  W+— ^

~ а ‘ ‘ ^ 2,i-l,*  +  ‘ ^ 2.1 i  + C i ‘ ^ 2,l+L* =  ’

где

= ^П \+ П ь\

bi — A + G2 + 2- 1)ь\

Ci = А  + — Г1Х -  773 ;

-  — • г]х ■ tf",i-l,* + (^ l -2 ^ 4)-6'2J * +

+ А~ Т Г>1 I' ^v+i,* + {Н\ +Пг)- вЬ,к-1 +

1
1//+—

+ (п.\ 42) 0 2 ^ 1  + 2 Ох еш г

Аналогично, применяя указанные выше 
процедуры для целого шага интегрирования по 
времени, получаем

(  1 1 1 > и+— м+— и+—

&2i+\,k ~  &2j,k +  ^2,i-1,* + Л - <* -CI +  Л -

Г 1 л
/з«+1 /л 2

V у \  у V. у

. К I д»+1 О iQ^+l I /3^+1 
i ,* + l— * 2л,к 2.+1 u i .

'•*-1/ 7
11+1 

1 ■ 'JU,k-G ,a ( i «+-
+ 7

1 л«+- 
- 2 1+1,* 2,1- 1,*

Ч У
+ 2 ' ̂ 2 ' « * + 1  ^2,1 ,*-1 ) +

Группируя члены уравнений (16), получаем

А в хЛ-Ав>11Л+А - в *
1  ̂ 1 

N + -
1  ̂

И + -

-< 9  2 2,/Д+1 2,i ,Аг—1
V

+ ^ 2 - с *
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=  %  

+ > v ( <

i+l,* ®2i,k +
1 1 '' 1H— 11+- 
2 _l Л 2

2 ,i-l, A'

o  /371+1 - Z)//+l 

*+l_ i & 2,i,i- + 62+1+1 W - jll+1 
I ' l%i,*’

ИЛИ

+ (Л + G2 + 2- 774 )• <9",I,It +

+ ^ + — • % ~ 1a j  • ^ '.a+ i =

,,+i ,,+i 
« у  Д* + (A - 2 '■ Ъ  )■ вг А  +

1И+- 1
11+ -

+ ( % - ^ )  ^ + u + t  % ^2,a-i +

+ 1Л -  2 772 J ' 6U M \ + 2 ' ^ 1 ' '
Вводя в уравнения (18) обозначения 

~ 1
«1 = -П 2 + П а\

bi = ^  + G2 + 2- ^4;

-  , 1Ci = Лн— П2~Ча’
2

(18)

ft
(4-ам-2)-Зм-1 

3—̂ 4—ад/-2) ■ а  м -i

___________ Р \ 1  2__________

3 - (Ч - а  м -2) • а м -i

Д ля д ел ен н ого  интегрирования уравнения (2), 
заменяя дифференциальные операторы на конечно­
разностные, получаем

1 1 11+— 11+—
1_ ~ &i.i.k  | 1 C + U  ~ 0 " i+ lk  |

2 A t / 2  2 A t / 2
,,+i 

f t ,  2
,,+i 

-f t  21 °'3,i+l,t ° '3,i-l,* , + — Ы +
2 2-Д.х

, 1 ^M+l,* _  0j!/-U ,+ --U -—;--------------—+
2  2 -Д.х

111+-/Qll oil
/ \  ^i.Ar+l _ ( 73,i,A:-l ~  А л

■ ( ) ------- — ------+ G3 • вш2-Az
f  1 1 1 ^,H— ,,+— „Н—

/9 2 . в  2 +  a  2

Д \- \ у

Az“
К /.*+1 ' M ,*-i)+ T ' G2 ' f t , i

(19)

~  //-i—

Л  =  0 л + % | i - U +
111+—

+ ( Л - 2  /7з) (%,i |  +
• , •„+- 1  ,,+—

+ (% -» » )• f t,+ u -+ - '% ■  в у j _ i +

i,*+l + — G , - «j«+l 
1' LW

окончательно получаем

-ГХ; • ^2,a-l + * i • ^2,t* + c ' • ^2,a+l = ■ 
Указанные выше процедуры применяем для 

граничных условий (4), (5) и  окончательно получаем

61 + 4-ci
2,0 ft rfi

2Д '
ai + 3-ci ai + 3-ci 

где прогоночные коэффициенты определяются с 
помощью

6 1 + 4  ci ~  d \
а о

«1 + 3 c i «1 + 3 c i

— b \ + 4 - c \  + 2 -A z- y- c i  
а о =  s-------z---------- :

«1 + 3 c i
f i o

d  1

ai + 3 c i
а значения искомой переменной вычисляются 
следующим образом:

в-2.N  '
(4 - g W-2 )•/?№.!

3 - ( 4 -a ,v -2 ) a .v - i

g.V- 2

3 - ( 4 -a ,v -2 )« .v - i

, ,,+i , ,,+i
1 C l  - C i  i 1 C ^ - C i + i ,

2 A/ /2  2 A/ /2
1 1,H— „Н—

Д 2 _ / з  2 
3,/+i,t p 3 , ; - u  ,+ // -----------------------+

2-Д.Х
/Э„+ 1  £)'1 + 1
p3,i,Ar+l ~  “1,1,k - l

2-Az 
111+- 11+

>9 2 2
3,1,^+1 3,1,^—1 i S~1 /Tll+1 

+G3 ‘^3,a2-Az
^  111+-

Ax
3̂,1+1* 2 • + ̂ 3j_2,4

|11+1 л /)И+1 | лН+1
k+ \-lt> i,i,k + ft-1+1 W  — , a - i j + 2

G~ /3W+I 
2 ’ 2,i,k •

(20)

Группируя члены уравнений (19), (20), получаем 
i i i

где

- a t
«+ —

А Д * +  b i
11+-

А и +  С/ •
Н + -

23,1+1,*

- а .
д ,|+1 +ь, /311+1

' 3,1 ,* + С i ■/311+1 
Р 3,|,*+1

1
л , =

2  771
+ Лъ,

bt = Л + G j  +  2 -773;

с; =А + - - ъ - щ \

d ‘ = - rh- eb - ik  + { а - 2- г,4) - е ^ к  +
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+ \̂ A  -  -  • J  • e 'h +1,* + ( ̂ 4 + ^2 ) • +

1 _ n+- 
+  ( 774 ~ r>2) ^ ii ,k + l + ~  G 2 -&2ЛJ >

- 1
a /  =  — /72 +  /74 ;

2

6; = Л +Gj + 2 - 74;

* , 1 с/ = A + - - t] 2

l-  11+—
^ = ( ^ i + ^ ) A / - U  +

1 1 11+— 11+—
+ (Л -  2 • 173) ■ j  j  + (ife -  7 ,) ' % A k  +

1 ii+i 
+ — +

Аппроксимируя краевые условия (7), (8) 
уравнения (2), получаем

в
by +4-ci

3,0 - А г
d  1

a i  +  3 - c i  a i  +  3 - c i  

где прогоночные коэффициенты вычисляются с 
помощью следующих соотношений:

&1+4-С1 -  rf!
а о= ----- Р0 = —---------- — ;

а\  +  3-С 1 m + 3-С1

di~ b\ + 4-ci + 2 -A z-у - а  ~ 
а0 = ---- т----х— --- ; Р 0- ~ - ---- — ,

n i+ 3-c i ai + 3-ci
а значении искомой функции на границах области
решения задачи имеют вид

(4-or.v-2)- /?v_! P n -  2
Ji ,N  '

3 -  (4 -  a.w- 2 ) ■ ax-1 3 - ( 4 - CCN- 2 ) ■ a.v-i

uiM
(4 ам -2) к r-i p M_2

3 - ( 4 - « м - 2 ) « м - 1  3 - | 4 - а м - 2  j -  P

4. Выводы

Для прогнозирования и мониторинга воздушного 
бассейна и атмосферы промышленных регионов 
вследствие переноса и диффузии выброшенных 
активных аэрозольных примесей разработана 
математическая модель, где учитываются 
поглощение аэрозольных частиц и их переход под 
действие химических реакций из одного состоянии в 
другое, более токсичное.

Так как разработанная математическая модель 
переноса и диффузии активных аэрозольных частиц 
в атмосфере описывается системой 
дифференциальных уравнений в частных 
производных, для ее решения разработан 
эффективный численный алгоритм с высоким 
порядком аппроксимации по времени и 
пространственными переменными.

Получены зависимости для определения 
основных параметров процесса переноса и диффузии 
частиц в пограничном слое атмосферы в виде 
функциональных зависимостей, где учитываются 
скорости воздушной массы атмосферы и ее 
направление.

Так как коэффициент взаимодействия с 
подстилающей поверхностью земли играет 
существенную роль в процессе переноса и диффузии 
аэрозольных частиц, для его учета получена 
функциональная зависимость, где учитывается 
поглощение аэрозольных частиц растительным 
покровом.
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Приводятся математическая модель, численный алгоритм и результаты проведенных вычислительных 
экспериментов на ЭВМ для исследования нестационарного технологаческого процесса сепарирования сыпучих 
смесей с целью синтеза основных параметров и их диапазонов изменения при различных режимах работы 
сепарирующих агрегатов. Приведенная математическая модель объекта исследования описывается с помощью 
системы нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, для ее решения разработан 
численный алгоритм, основанный на замене дифференциальных операторов на конечно-разностную.

Ключевые слова: математическая модель, численный алгоритм, технолошческий процесс, сыпучая смесь, 
программные средства, вычислительный эксперимент.

NUMERICAL SOLUTION OF PROBLEMS OF TECHNOLOGICAL PROCESS 
SEPARATION OF GRANULAR MIXTURES FLAT VIBROLATTICES 

Palvanov B.Yu., Abduraliinanova Sli.A., Karsluyev D.

The article presents a mathematical model, numerical algorithm and the results of computational experiments on 
computers for research of non-stationary technological process separation granular mixtures to synthesize tire basic 
parameters and their ranges change under different operating conditions of the separation aggregates. The above 
mathematical model of the object of study is described by a system of nonlinear differential equations in partial 
derivatives, for to solve the numerical algorithm is based on the replacement of differential operators on a finite- 
difference.
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YASSI VIBROG’ALVIRDA SOCHILUVCHAN ARALASHMALARNI 
TOZALASH TEXNOLOGIK JARAYONI MASALASINI SONLI YECHISH 

Palvanov B.Yu., Abdmalimanova ShA ., Qaislnyev D.

Maqolada sochiluvchan aralashmalami tozalash o'zgaruvchan texnologik jarayonlarining asosiy parametrlari va 
o’zgarish oraliqlarini agregatning turli rejimlarida tanlash maqsadida tadqiq etish uchun matematik model, sonli 
algoritm va EHMda sonli hisoblashdan o ’tkazilgan tajriba natijalari keltirilgan. Keltirilgan tadqiqot ob’ektining 
matematik modeli xususiy hosilali chiziqsiz differentsial tenglamalar tizimi ko’rinishida ifodalangan bo'lib, uni yechish 
uclnui differentsial operatorlami chekli-ayirmali sxemaga almashtirish usuliga asoslangan sonli algoritmi yaratildi.
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1. Введение

При приготовлении, обработке, сортировке и 
производстве продуктов питания, очистке и 
обработке горно-обогатительных пород, извлечении 
го сырья выщелоченных дорогостоящих металлов, 
выборе биологачески полноценных семян различных 
сельскохозяйственных культур и т.д. роль процесса 
сепарирования и сортирования огромна.

Для достижения максимально лучшего результата 
по очистке конечного продукта от нежелательных 
примесей в процессе сепарировании и сортирования 
последний должен быть организован как 
технологаческий цикл с оптимальными 
параметрами, включающими характеристики самих 
сепараторов и их режимы работы.

Поскольку процесс сепарирования особенно 
сильно загрязненных сыпучих смесей представляет 
собой сложный нестационарный процесс, зависящий 
от многих факторов, задача определении режимов 
работы сепараторов в зависимости от технических 
характеристик агрегатов представляет собой весьма 
серьезную задачу.

Как показала практика, разделение 
трудноразделяемых многокомпонентных сыпучих 
сред требует создания высокоэффективного 
оборудования, обеспечивающего однородность 
выходного продукта, повышение качества его 
очистки от нежелательных технических примесей и 
отходов. Так как технологаческий процесс 
сепарирования сыпучих смесей (ТПССС) 
осуществляется с помощью различных видов 
агрегатов и машин с различными принципами работ, 
то неправильный выбор технологий и устройств 
приводит к значительной потере ценного сырья, 
уменьшению производительности сепараторов, 
снижению качества получаемого выходного 
продукта. Поэтому необходимо проведение 
комплексного исследования указанного процесса с 
помощью того или иного инструмента. Одними го 
эффективных инструментов для исследования и 
оптимального управления ТПССС являются 
математическое моделирование (ММ) и 
вычислительный эксперимент (ВЭ), реализуемые в 
виде программно-алгоритмических средств с учетом 
новых информационных технологий и возможностей 
современной вычислительной техники.

Исходя го сказанного выше, исследование, 
прогнозирование и управление указанным 
процессом с помощью математического аппарата 
перспективны и актуальны.

В области развития методов математического 
моделирования для исследования ТПССС к 
настоящему времени получены значительные 
результаты фундаментального и прикладного 
характера. В частности, работа [1] посвящена 
исследованию процесса сепарирования сыпучих 
смесей с помощью статистического метода для 
изучения характеристики скорости потоков 
гранулированных смесей по шероховатым 
наклонным поверхностям. Проведенными 
исследованиями показано, что угол наклона 
поверхности решета сепаратора оказывает

значительное влияние на реологаю смесей, с точки 
зрения как скорости колебания частиц, так и 
скорости сдвига потока.

В работе [2] процессы перемещения и разделения 
смесей, состоящих го полидисперсных сферических 
частиц, в лопастном смесителе были исследованы с 
использованием экспериментальных и
вычислительных экспериментов, проведенных на 
ЭВМ. Моделирование методом дискретных 
элементов было использовано для воспроизведения 
качественных характеристик процесса разделения, а 
скорости движения смесей по поверхности были 
установлены экспериментальным путем. Численные 
расчеты показали, что степень сегрегации в 
лопастном смесителе может быть уменьшена путем 
введения промежуточных размеров частиц между 
самыми маленькими и самыми крупными частицами.

В работе [3] получены функциональные 
зависимости для расчёта проекций скорости и 
траектории полёта центра масс сферической 
частицы, вращающейся вокруг горизонтальной оси с 
постоянной угловой скоростью. Также 
проанализировано влияние различных параметров на 
кинематические параметры разработанного 
математического процесса объекта.

В работе [4] построены математические модели 
кинетики целого класса процессов переработки 
материалов в процессе смешивания, измельчения, 
классификации зернистых материалов по размерам 
на основе теории Марковских процессов и 
приведены решения соответствующих
дифференциальных уравнений.

В работе [5] приведен анализ разработанной 
математической модели процесса вибрационного 
сепарировании семенных смесей на шероховатых 
неперфорированных плоскостях вибрационных 
семяочистительноых машин и показано, что для более 
адекватного отражения процесса необходимо при 
разработке математических моделей учитывать 
соударение компонент семенных смесей между 
собой.

В работе [б] получено решение краевой задачи о 
колебаниях скорости виброожиженного неодно­
родного слоя в функциях Кельвина, когда его 
вязкость является степенной функцией координаты и 
перпендикулярной скорости потока смеси. 
Источником изменений скорости потока во времени 
служат продольные колебания наклонного 
виброрешета в его плоскости.

Работа [7] посвящена построению 
аналитического решения краевой задачи 
гидродинамики с учетом разделения смеси на 
проходовую и сходовую фракции, а также колебаний 
скорости движения, обусловленных осевыми 
вибрациями вращающегося решета.

В работе [8] предложена математическая модель 
процесса смешивании сыпучих материалов в 
устройстве гравитационно-пересыпного действия. 
При этом поток ключевого компонента складывается 
го двух составляющих: потока циркуляции, 
отображающего движение частиц материала по 
замкнутым траекториям, и потока сегрегации, 
возникающего вследствие различия частиц по
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физическим свойствам. В модели учитывается 
влияние на процесс смешивания дополнительных 
рабочих органов, лопаток, установленных в 
смесителе, которые препятствуют развитию потока 
сегрегации.

Численное моделирование технологического 
процесса сепарирования смесей при стесненном 
перемещении частиц рассмотрено в работах [9, 10]. 
Проведенные исследования показали, что 
увеличение скорости перемещения частиц только за 
счет роста частоты колебания сита приводит к 
разрыхлению слоя сепарирования и интенсификации 
процесса разделения смеси, но в последующих 
интервалах времени этот эффект резко убывает. Рост 
скорости просеивания сыпучей смеси со временем, в 
зависимости от частоты колебания сита, имеет 
пикообразный характер. Поэтому для эффективного 
сепарирования сыпучей смеси скорость прохода 
частиц сыпучей массы необходимо увеличивать за 
счет роста амплитуды колебания сита, а не только за 
счет роста частоты колебания сита.

Математическая модель технологам
гравитационно-вибрационного разделения смеси при 
стесненном движении частиц рассмотрена в работе 
[11]. Также проведено исследование процесса 
сепарирования смесей при учете гравитационных, 
градиентных, архимедовых и гравитационно­
вибрационных сил, действующих на частицы 
сыпучих смесей.

Работы [12-14] посвящены компьютерному 
моделированию процесса сепарировании 
трудноразделяемых сыпучих смесей центробежным 
сепаратором.

В [15] разработаны двухмерная математическая 
модель и вычислительный алгоритм для решении 
задачи технологического процесса сепарирования 
сыпучих смесей на виброрешетках. Вычислительным 
экспериментом установлено, что в изменении 
скорости движения частиц по поверхности сита 
существенную роль играет угол наклона решета 
относительно горизонта. Согласно результатам 
численных расчетов на ЭВМ, с ростом угла наклона 
решета агрегата растет скорость перемещения частиц 
по поверхности решета сита, а при угле больше 9° 
резко растет скорость и сокращается время пробега 
частиц. При росте частоты колебания решета 
скорость зерна, образующая графические кривые, 
уменьшается, а при увеличении амплитуды процесс 
выглядит наоборот.

Из анализа проведенных исследований процесса 
следует, что для определения основных параметров и 
их диапазонов изменения ТПССС необходимо 
проводить комплексное исследование с помощью 
адекватно описывающей математической модели 
объекта исследования.

2. Материалы и методы

Для вывода математической модели ТПССС 
используем основные законы механики, уравнения 
материального баланса и баланса сил, действующих 
на частицы в режимах вибрационного и

пульсационного колебания сита, и получаем 
[9,11,15]:

d u  d ii  d i t  . .  -----I-и ---- 1- к»— = esin<9-
dt dx dz

dP
/ W

dhi dLu 
Kdx2 + dz2

+ sin ('x\t,

dw dw dw-----1-u -----mi-'—  = g  cos <9-
dt dx dz

dP
\Л

д-w <Tw
KdX2+ dZ2 j j

+ A-, со," sin ox,t

или
dii , dii dii a d и a d~u
-----1- U---- 1- W—  = ------ — H------- - + g t ,
dt dx dz p  dx P dz~

Sir dir „ dir a d2w a d2ir
-------ь и -------1Г—  —----------- — H---------- — + g y  »
dt dx dz p  dx p  dz~

(1)

где
u = u (x ,z ,t) ,  w = w (x ,z ,t) ,

1 dP i
gi = g  sin <9---------- i-^ctfsiiK»,?,

p  dx

„ 1 dP , 2 ■g 2 = g сонв---------+ A-,af, s incô t.
p  dz

Схема перемещения сыпучих смесей по 
поверхности виброрешета приведена на рис. 1.

Для замыкания и интегрировании системы 
нелинейных дифференциальных уравнений (1) 
ставим начальные и краевые условия, 
соответствующие реальной постановке задачи: 

u(x,z,0) = u0(x,z)-, w(x,z,0) = w0(x,z); 
при 0 <х < Lx,0  < z  < L -

dx
u (  0, z,t)-

dx
w(0,z,t)=  0;

— u [ L ,z , t ) =  — w(Lx,z ,t)=  0; 
dx dx

— u (x ,0 ,t)=  — w (x,0 ,t)=  0; 
dz ’ dz v ’

(2)

(3)

(4)

(5)

— u (x ,L ,,t)  = 0; —  H’(x ,L ,,t)=  - к 0псонв. (6) 
dz dz

Итак, в конечном итоге получена математическая 
модель процесса сепарация сыпучей смеси, которая 
описывается системой нелинейных диф­
ференциальных уравнений (1) и соответствующими 
им краевыми условиями (2) - (6).

3. Метод решения задачи

Согласно постановке задачи, получить решение в 
аналитическом виде затруднительно. Для численного 
интегрировании используем конечно-разностный 
метод. Для этого заменяем область непрерывного 
решения на сеточную по пространственному и 
временному переменному:
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D,

Рис. 1. Расчетная схема движения частиц сыпучих смесей по поверхности виброрешета

L.
л, =hx i, i = l,...,N 1+l, hx =

Zj =h. j ,  j  = l,...,N 2 +1, h, 

t  = n r, n = 1 ,2 ,3 .....T.

7Vj+1 
L,

' n 2+ Г

Введем конечно-разностную схему по методам 
переменных направлений [9] и вместо системы (1) 
получаем следующую:
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После группир овки членов и некоторых 

преобразований переходим к системе линейных 
алгебраических уравнений с трехдиагональной 
матрицей:

1 1 1 п+— п+— /*+—
аи11м 2 ~ buui 2 +cuui-i2 = ~d ii>

jU j+ l  - j Uj +1 +  Ctj t l j * {  =  - d xj ,

1 1 1n+— n+— n+—
« 2 /1,/+12 -  К 2 +  C2i 2 =  - d 2 i ,

(7)

..«+1a 2 j Wj+ \ b 2jW j  + C 2jW 'j_ l -  u 2j .

Элементы трехдиагональной матрицы:
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^
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if!' j
2 / l  p h .:
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ij+l ph:
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Для интегрирования системы уравнений (7), 
используя метод прогонки [15], решение ищем в 
виде

1
11+ -

1п+— 
2и, - = а ^ +12 +Д,.,

1
W + -  

22 _

u,‘+1± a 1juy+i + f i i , W‘:[= a

1
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a u - i l i i 2

1
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/+1

1
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111+-
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' ‘ =  a 2 j " % \  +  Plj>  « £ /  =  « 2  J - l " T  + &  j -  V

где прогоночные коэффициенты вычисляются с 
помощью:

а ,

а |

а-,

« 1/

' к _ C l ia li- l

к ~ c l j a l j - l

Оц

' к ~ C\ia \ i - \

b j ~ Cl j a 2 j - l

А  = 

А ;

/*и =

А ,
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c i j A j - i + ^ u  

A j ~cija\j-\
. c\iPzi-\ +(ly 

К  - W i - i  ’ 
_ С1jP l7-1 + ̂ 2j 

_ с и а и-1
Теперь переходим к замене краевых условий 

(2) - (б) в задаче (1) на конечно-разностную схему.
Из граничных условий находим нулевые 

прогоночные коэффициенты для переменной и и в 
целях повышения порядка погрешности 
воспользуемся следующими формулами для 
аппроксимации краевых задач:

11 1 11+ -  11+ -
-Зпп г  + 4и, 2*о j \ j

2 hx

,,+i ,,+i 
- % - U  + U Nl - 2 J

1
11+ -
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2 /l
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или их можно записать так: 
1

н  +  —
U

1« +—
-Зи0 /  + 4их j 2

И 4

yj
2К

а\ Iй2 J 2 + 61 > 1 ,/
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1
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( M i - cn )"o j2 = ( Н  - йп )ыи 2 +rfn;

~  (4«11 -  />11 ) и+i

“ ( 3 ^ - 4 ) ^  > ^ - 4 ) '

Отсюда получаем формулы для определения 
прогоночных коэффициентов:

(Mi -b ' n)
а\ю А' о

4 i

(M i сц ) (M i сп )
Для выполнения обратного хода прогоню! 

111+—
требуется найти uNj  . Для этого используем

граничное условие (4) и аппроксимируем вторым 
порядком точности:
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2 / l

: 0 ,
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В конечном итоге получаем
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Отсюда получаем формулы для определена и 
прогоночных коэффициентов:

( 4 i - bu)
а.ю Ао

^1
(3^! _сп) (M l -Си)

Для выполнения обратного хода прогонки
требуется найти . Для этого используем
граничное условие (4) и аппроксимируем вторым 
порядком точности:
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В конечном итоге получаем
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«+1
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Аналогично
Ш,-1 1 1M-11M-2

для вычисления искомого 
iИ+— .

переменного vi'-j2 и и;"' воспользуемся краевыми

условиям  (3) - (б) и получим формулу для 
вычисления прогоночных коэффициентов:
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здесь k(jl = -2 k0hz • cos в.
Так как поставленная задача описывается с 

помощью систем нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных, для ее решения 
используется итерационный метод Беллман-Калаба. 
Сходимость итерационного метода проверяется с 
помощью соотношения

U, (5-1)
‘j ■и, (•*)

‘J < £, W, (5-1)
‘J ■W, (S) < £,

где s  - точность метода итерации.

4. Обсуждение результатов

Для определения основных параметров 
технологаческого процесса, в зависимости от 
режимов работы сепарирующего агрегата, физико­

механических свойств сыпучей смеси и 
характеристики сита, на основе математического 
обеспечения объекта исследования было разработано 
программное средство для проведения ВЭ на ЭВМ. 
Результаты проведенных численных экспериментов 
приведены на рис. 2-7.

Для определения влияния на процесс 
сепарирования смеси частоты колебания решета сита 
проведены расчеты на ЭВМ (рис. 2), согласно 
которым частота колебания сита оказывает 
существенную роль на процесс сортирования 
сыпучих частиц. Также установлено, что с ростом 
частоты колебания сита происходит плавное 
изменение скорости перемещения частиц по 
поверхности решета агрегата.

Как следует из проведенных расчетов и согласно 
кривым на рис. 2, с ростом частоты колебания 
решета уменьшаются колебания частиц по 
поверхности решета агрегата. С ростом частоты 
колебания решета сокращается скорость пробега 
частиц, а при ее чрезмерных значениях, происходит, 
во-первых, недосев сыпучей смеси через отверстие 
решета, а, во-вторых, нарушение режима устойчивой 
работы сепарирующего агрегата.

На рис. 3 показано изменение скорости 
перемещения частиц сыпучей среды в зависимости 
от составляющего угла поверхности сита 
относительно горизонта. Из результатов 
проведенных численных расчетов видно, что на 
изменения скорости движения частиц по 
поверхности сита существенную роль оказываетугол 
наклона решета относительно горизонта.

С ростом угла наклона решета агрегата растет 
скорость перемещения частиц (рис. 3), при угле 
больше 9° резко растет скорость и сокращается время 
пробега частиц.

U, м/с

w=42 ........ w=60

Рис. 2. Изменение скорости перемещения частиц сыпучих смесей 
в зависимости от частоты колебания поверхности сита
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Рис. 3. Изменение скорости перемещения частиц сыпучих смесей в зависимости 
от составляющего угла поверхности сита относительно горизонта

U, м/с 

0.81 

0.78 

0.75 

0.72 

0.69
0 1 2 3 t, сек 

........ А= 0.0035 м --------А= 0.01 м

Рис. 4. Изменение скорости перемещения частиц сыпучих смесей 
в зависимости от амплитуды колебания сита по вертикали

Изменение скорости перемещения частиц 
сыпучих смесей в зависимости от амплитуды 
колебания сита показано на рис. 4. Как видно из 
проведенных численных расчетов на ЭВМ (рис.4), 
изменение амплитуды колебания сита не приводит к 
существенному изменению скорости перемещения 
частиц сыпучей смеси. С ростом амплитуды 
колебания сита происходят плавные изменения 
скорости перемещения частиц на поверхности

решета сита. Это особенно заметно в верхних слоях 
сыпучей смеси.

Для определения отклика плотности смеси на 
скорости перемещения частиц проведен ВЭ на ЭВМ 
(рис. 5). Проведенными численными экспериментами 
установлено, что плотность частиц сыпучей смеси 
играет существенную роль в процессе перемещения 
частиц по поверхности сита и самосортирования их 
по толщине слоя материала.

U, м/с 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 ■
0 0.5 1 1.5 2 2.5 t, сек 

-------р=750 -------р=550

Рис. 5. Изменение скорости перемещения частиц сыпучих смесей 
в зависимости от плотности сыпучей смеси
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U, м/с

0.7 

0.6 

0.5 

0.4
0 1 2 3 t, сек 

-------ц=0:0385 -------ц=0:052

Рис. 6. Скорость перемещения частиц сыпучих смесей в зависимости 
от динамического коэффициента вибровязкости смеси

Горизонтальные и вертикальные скорости 
перемещения частиц растут с ростом плотности 
сыпучей смеси. Это особенно заметно с ростом угла 
наклона решета сепаратора относительно горизонта.

Для исследования влияния коэффициента 
вибровязкости смеси на процесс сепарирования 
проведены численные расчеты на ЭВМ при его 
различных значениях (рис. б). Из результатов 
проведенных расчетов следует, что (кривые на рис.б) 
с ростом коэффициента вибровязкоста скорость 
перемещения сыпучего материала по поверхности 
решета сепаратора пропорционально уменьшается. 
Согласно ВЭ, коэффициент вибровязкости прямым 
образом зависит от частоты и амплитуды колебания 
решета сепарируемого агрегата.

На рис. 7 приведены результаты численных 
расчетов на ЭВМ по изменению скорости

перемещения частиц в различных слоях смеси по 
толщине. Из кривых на рис. 7 видно, что 
максимальная скорость движения сыпучих смесей 
происходит в верхних слоях сепарируемого 
материала, а также заметно, что в нижних слоях 
скорость перемещения частиц изменяется 
зигзагообразно, а в верхнем слое - плавно.

Также численные расчеты были проведены при 
различных значениях угла наклона решета агрегата 
относительно горизонта и установлено, что при угле 
наклона решета на 9° происходит резкий рост 
скорости перемещения частиц и сокращение времени 
пробега частиц, что приводит к недосеву сыпучего 
материала и потери ценного продукта.

U, м/с

Рис. 7. Скорость перемещения частиц сыпучих смесей в различных слоях смеси 

5. Заключение

Из проведенных численных расчетов на ЭВМ 
установлено, что частота колебания сита оказывает 
существенную роль на процесс сортировании 
сыпучих частиц. Также установлено, что с ростом

частоты колебания сита происходит плавное 
изменение скорости перемещении частиц по 
поверхности решета агрегата.

Проведенный ВЭ показал, что коэффициент 
вибровязкости прямым образом зависит от частоты и
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амплитуды колебании решета сепарируемого 
агрегата.

Согласно проведенным численным
экспериментам, плотность частиц сыпучей смеси 
играет существенную роль в процессе перемещения 
частиц по поверхности сита и самосортирования их 
по толщине слоя материала.

Также согласно ВЭ, при угле наклона решета на 
9° происходит резкий рост скорости перемещения 
частиц и сокращается время пробега частиц, что 
приводит к недосеву сыпучего материала и потери 
ценного продукта.
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УДК 004.94:532.685

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА БЕЗНАПОРНЫХ 
ПОТОКОВ ФИЛЬТРАЦИИ ПОДЗЕМНЫХ ВОД 
С УЧЕТОМ НАЛИЧИЯ ГАЛЕРЕИ СКВАЖИН

Равшанов Н.
д.т.н., заведующий лабораторией Центра разработки программных продуктов и 

аппаратно-программных комплексов при Ташкентском университете информационных технологий, 
тел.: +(99871) 237-62-34, e-mail: iavshanzade-09@mail.ni

Кодиров К.
заведующий по учебным делам Национального Института Художеств и Дизайна

имени Камолиддин Бехзода, 
тел.: +(99871) 237-62-34, e-mail: ravshanzade-09@mail.ni

Рассматривается математическая постановка задачи о неустановившихся безнапорных потоках фильтрации 
подземных вод с учетом наличия галереи скважин в неоднородных пористых средах, которые отличаются друг 
от друга гадрогеолотческими характеристиками. Для получения линеаризированной системы, описывающей 
процесс безнапорной фильтрации подземных вод, с применением интегрального преобразования Лапласа по 
переменной t получено аналитическое решение задачи. Для создания изолированных областей, не 
позволяющих распространению вредных жидкостей, и защиты подземных вод в прослойках получены 
соотношения для поддержки напоров в них и формул для определения уровней грунтовых вод в 
соответствующих зонах области фильтрации подземных вод в прослойках.

Ключевые слова: математическая модель, пластовая фильтрация, пористая среда, массообмен, 
интегральное преобразование Лапласа, аналитическое решение.

MODELING OF THE PROCESS OF FREE W ATER FILTRATION OF 
GROUNDW ATER BASED ON THE AVAILABILITY OF 

GALLERY OF WELLS 
Ravslianov N., Kodirov K.

In this paper, the mathematical statement of the problem of unsteady free water filtration of groundwater, taking into 
account the existence of galleries of wells in heterogeneous porous medium, which differ from each other with 
hydrogeological characteristics. To obtain linearized system describing the process of free water filtration of 
groundwater using the integral transform of Laplace with tire variable t analytical solution of the problem is obtained. 
In order to create isolated areas, which do not allow emission of harmful liquids, and the protection of groundwater in 
Are interlayers the relations for the support of heads in them, and formulas to determine the level of groundwater in the 
relevant areas of filtration of groundwater in the interlayers.

Keywords: mathematical model, reservoir filtration, porous medium, mass transfer, integral transform of Laplace, 
analytic solution.

QUDUQ GALEREYASINI HISOBGA OLGAN HOLDA YEROSTI SUVLARI 
FILTRATSIYASINING BOSIMSIZ OQIM INING O ’ZGARISHINI

MODELLASHTIRISH 
Ravslianov N., Qodirov K.

Bu maqolada, quduq galereyasining geterogen g'ovak muhitda, ya'ni bir biridan gidrogeologik xususiyatlari bilan farq 
qiladigan, mavjudligini hisobga olgan holda noturg’un yerosti suvlari filtratsiyasining bosimni hisobga olmagan holda 
oqim muammosining matematik masalasining qo’yilishi qarab chiqilgan. Yerosti suvlari filtratsiyasining bosimni 
hisobga olmagan holda oqimning filtratsiya jarayonini ifodalovchi chiziqli tizimga erishish uchun Laplasning integral 
almashtirishi ishlatilgan va o’zganivchi t bilan masalaning analitik yechimi olingan. Zararli suyuqliklarning 
tarqalishiga yo’l qo’ymaydigan izolyatsiyalangan maydonlami hosil qilish va qatlamlarda yerosti suvlarini muhofaza 
qilish uchun ularda bosimni qo'llab-quwatlash va qatlamlardagi yerosti suvlarining filtratsiya maydonining mos 
joylarida yerosti suvlarining balandligini aniqlash formulalarining bog’liqligiga erishildi.

Tayanch iboralar: matematik model, qatlam filtratsiya si, g'ovakli muhit, massa uzatish, Laplasning integral 
almashtirishi, analitik у echim.
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