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MAVZU:YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR.
TARTIBINI PASAYTIRISH MUMKIN BO’LGAN BA’ZI BIR IKKINCHI
TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Mavzu rejasi:
1. Yugqori tartibli differensial tenglamalar.Umumiy tushunchalar va ta’riflar.
2. Tartibini pasaytirish mumkin bo’lgan ba’zi bir yuqori tartibli differensial
tenglamalar.
3. Differensial tenglamada y oshkor ishtirok etmagan yuqori tartibli tenglamalar.
4. x oshkor ishtirok etmagan yuqori tartibli differensial tenglamalar.

5. Bir jinsli chiziqli tenglamalar. Asosiy tushunchalar va xossalar.

1.Yugori tartibli differensial tenglamalar.Umumiy tushunchalar va ta’riflar

1-Ta’rif: Erkli o’zgaruvchi x, noma’lum funksiya y=y(x) va uning hosilalari

qatnashgan quyidagi ko’rinishdagi
F(,,9, "0 y™) =0 (1)

yoki y" = f(x,y,,)",...,y"") tenglamaga n-tartibli oddiy differensial tenglama
deyiladi. Bu yerda asosiy masala (1) tenglamaning yechimini topishdir. Buning uchun
(1) tenglamani yechimi mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremani keltiramiz va uni
isboti ustida to’xtalmaymiz.

Teorema: Agar y" = f(x,y,),.,y"") tenglamada f(x,y,y,...,»" ") funksiya va
uning y,),..,y" " argumentlari bo’yicha olingan xususiy x=x,y=, ¥ =V ..,
y" P =y{"" hosilalari qiymatlarini 0’z ichiga biror sohadagi uzluksiz funksiyalaridan

iborat bo’lsa, bu holda tenglamaning

Ney =20V |y =Yoo= (D)

X=X X=X =

shartlarni ganoatlantiruvchi y = y(x) yechimi mavjud va yagonadir. Teoremadagi (2)

shartlar boshlang’ich shartlar deyiladi.



2-Ta’rif: Berilgan (1) tenglamani ayniyatga aylantiruvchi y=¢(x,C,C,,...,C,)
funksiya »-tartibli differensial tenglama (1) ning umumiy yechimi deyiladi. Bu yerda
C,,C,,...,C, lar ixtiyoriy o’zgarmas sonlar bo’lib, ularning har qanday qiymatlarida
tenglamani qanoatlantiradi. Agar (2) boshlang’ich shartlar bo’lsa, u holda C,,G,....,C,
larni shunday tanlash mumkinki, yechim (2) shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimga
ega bo’ladi. Shuningdek (1) tenglamani ayniyatga aylantiruvchi

D(x,y,C,...,C,)=0

funksiya umumiy integral deyiladi va boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechim

xususiy integral deyiladi.

2.Tartibini pasaytirish mumkin bo’lgan ba’zi bir yuqori tartibli

differensial tenglamalar

Yugqori tirtibli differensial tenglamaning eng sodda ko’rinishi

»=f() 3)

shaklda bo’ladi. Bu tenglama umumiy yechimini topish uchun uni x, va x oralig’ida

integrallaymiz, u holda y™ = (y(""]))’ ekanligidan
Y0 = [ o+ C @)
ifodaga ega bo’lamiz, bunda C, integrallash o’zgarmasi. (4) ni bir marta integrallab
Yy = j{j f(x)dx]dx +C(x-x,)+C,
integrallashni shunday davom ettirib, nihoyat (»-marta integrallashdan keyin) umumiy
integralining
y= j..jf(x)dx...dx+ G (E;__);O)!)n_] + Cz(();__);")?n_z +.+C, (5)

X0 Yo

ifodani hosil qilamiz. Oxirgi (5) ifoda (3) tenglamani umumiy yechimi bo’ladi. Agar (2)
boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, ularga mos C,,C,,...,C,larni aniqlab differensial

tenglamani xususiy yechimini topamiz.



n

. 2 .
I-misol: )" == tenglamani y =1,
X o=

., =L " _ =3ni qanoatlantiruvchi xususiy

yechimi topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamani ketma-ket uch marta integrallaymiz, u holda

Y = ji%dx+C] =2Infx| +C =2Inx+C,, ' =2[(nx+C)dx+C, =2[nxdx + G (x~1)+ C, =
Xg 1 1

u=Inx, dv=dx N
=l :2(xh1x|f—jdx]+C,(x—l)+C2:2xlnx—x+1+C1(x—1)+C2,
X 1

Clx—1) P Cx-1)

y:I(lenx—x+1)dx+T+C2(x—1)+C3:2J.xlnxdx—%+x+ 5 +C,(x-1)+C, =
1 1

du , vV=— 2 2
X 2

1

u=Inx, dv=uxdx 2 x 2 _
=, _dx x’ zz(x—hqxf—%jxdx]—%+x+M+Cz(x—1)+C3:

2
zxzhlx—ixz+X+M+C2(x—l)+C3.
2 2

Endi  boshlang’ich  shartlardan  foydalanamiz =~ y"=2mnx+C; »"| =3  dan
3=2Inx+C, C =3.

y' =2xInx—x+1+C(x-1)+C,; )

=1dan 1=2-1-nl-1+1+C,(1-1)+C,,

Xo

) 3, C(x-1y 3
bundan C,=1. y=x lnx—Ex +X+T+(x—l)+C3, 3|, ,=1dan C3:§.
Demak xususiy yechim

y:xzhlx—%xz+x+%(x—1)2+(x—1)+%:x2 Inx—x+2.

3.Differensial tenglamada y oshkor ishtirok etmagan yuqori tartibli tenglamalar

Agar differensial tenglamada y oshkor ishtirok etmasin, ya’ni
y'=f(x)") (6)
bo’lsin. Uni yechish uchun j'= p(x) belgilash kiritamiz, u holda (6) tenglamani

p'= f(x,p) shaklda yozamiz. Bu esa pparametrga nisbatan birinchi tartibli tenglama



bo’ladi. Demak, Z—p: f(x,p) tenglamani integralini hisoblab p= p(x,C)yechimni
X
topamiz. y'= p ekanligini hisobga olib, y = I p(x,C))dx + C, umumiy yechimni topamiz.

2-misol:  x"-)'=x’¢"differensial  tenglamaning | =-1,)|  =Oshartlarni

qanoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish: y'=p,y"=p' bo’lsa, u holda p' _1L p =xe* chiziqli tenglamani hosil gilamiz,
X

. 1 1 . .
uni  p=uv, p=uv+w = uv+w ——uv=xe* u'v+ u(v’ - —v) =xe* shaklda keltirib,
X x

v’—lv:0:> @—@:0: Inv—-Inx=InC, y=Cx, C=1= y=x,
X v X

ux=xe' >u'=¢"'su=e"+C, y= I xe*dx + C,x* + C, umumiy yechimni topamiz.

Boshlang’ich shartlarga asosan 0=0+C,-0, C, =0; ~1=€(0-1)+C,, C,=0

ekanligidan xususiy yechim y =(x-1)e" ko’rinishda bo’ladi.
4.x oshkor ishtirok etmagan yugqori tartibli differensial tenglamalar

Ushbu ko’rinishdagi  y"= f(x,y")  (7) differensial tenglamada x argument oshklo
bo’lmagan hol. Bu tenglamani yechimini topish uchun avvalgidek j'= p(y) almashtirib
olamiz, lekin pni x ning emas yni funksiyasi deb garaymiz, u holda

_dp _dpdy _ dp

p bo’lganligidek tenglama quyidagi ko’rinishda bo’ladi.
dx dydx dy

pj_p: f(y,p) va uni integrallab p=p(y,C)ni topamiz. Bundan %:p(y’cl)y()ki
y X

(dyc) =dx ekanligi kelib chigadi. Uni yana bir marta integrallab (7) tenglamani
by, 4

umumiy integrali O(x,y,C,, C,) =0ni topamiz.
3-misol: yy"—(y') + (')’ =0tenglamani y| =1,y =1 shartlarni qanoatlantiruvchi
xususiy yechimini toping.

Yechish: y'=p, y”=p@ dan ypd—p—p2+p3=0:> p yd—p—p+p2 =0=
dy dy dy



, d d d d
p:‘)ay:O,YZCayd_i_P"‘pz:ij—p:p—pz3 2p :——yj

dy p-p Y
ﬂ—d—z—ﬂz1n|p—1|—1n|p|=—1ny+1nq - p—_lzﬁzp(uﬁjzlz
p-1 p y p y y

(1 - Q]dy =dx= y+C/ny=x+C, umumiy integrali bo’ladi. Boshlang’ich shartlarga
y

asosan yozamiz 1+C,In1=0+C, = C, =1, 1-(1+C)=1= C,=0. Demak xususiy yechim

y=x+1 bo’ladi.
5.Bir jinsli chiziqli tenglamalar. Asosiy tushunchalar va xossalar

1-ta’rif: Noma’lum y funksiya va uning j',)"....,y" hosilalariga nisbatan birinchi

darajali bo’lgan
ay" +ay" "V +. . +ay=f(x) (8)
differensial tenglamaga » -tartibli chizigli tenglama deyiladi.

Bu yerda aq,,a,,...,a,, f(x)lar xning funksiyasi yoki o’zgarmas sonlardir. f(x)
funksiya (8) tenglamaning o’ng tomoni deyiladi. Agar f(x)=0bo’lsa, (8) tenglamani bir
jinsli bo’lmagan, agar f(x)=0bo’lsa,

ay" +ay" "V +. . +a,y=0 9)
tenglamaga bir jinsli chizigli differensial tenglama deyiladi. Bu yerda g, #0, shuning
uchun hamma vaqt a, =0, deb olish mumkin, umumiy qonuniyatga zid bo’lmagan
holda. Awval, bir jinsli chiziqli differensial tenglamani ba’zi xossalarini ko’rib
chigamiz. Soddalik uchun bu xossalarni ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama
uchun keltiramiz.

1-xossa: Agar y, va y,lar 2-tartibli bir jinsli chiziqli

YV'+ay +a,y=0 (10)
tenglamaning ikkita xususiy yechimi bo’lsa, u holda y, + y,ham tenglamaning yechimi
bo’ladi. Haqiqatan, y» va y,dar (10)ni yechimi, ya’ni W+ay +ay =0,
yi+ay,+a,y,=0

bo’lganidan (y] +y2)”+a1(y1 +y2)’+a2(y1 +y2) = :(ylﬂ+a1y1’ +a2yl)+(yg +a1y; +a2y2) =0



ekanligi kelib chiqadi.

2-xossa: Agar y, (10) tenglamaning yechimi bo’lsa, u holda y=Cyham shu
tenglamani yechimi bo’ladi. Bu yerda C =const. Haqiqatan ham, xuddi yuqoridagi kabi
yozamiz:
(Cy)"+a,(Cy) +a,(Cy)=C(y/ +a,y, +a,y,)=C-0=0 bo’lsa.

2-ta’rif: Agar y,va y,yechimlar biror [«,h]kesmada bo’lsa, u holda yechimlar o’zaro
chizigli bog’liq deyiladi, aks holda , ya’ni y, = Ay,bo’lsa, o’zaro chizigli bog’liq
bo’lmagan yechimlar deyiladi. Bu yerda A = const .

Masalan, "-y=0 tenglamaning yechimlari y =e*, y,=e¢™, y,=3¢"bo’lsin. Bu
yerda y,, y,lar chiziqli bog’liq emas, y,, y,chiziqli bog’liq yechimlardir.

3-ta’rif: Agar y,(x), y,(x)va ularning hosilalari y/(x), y}(x)lar berilgan bo’lsa, u holda

=y,y, — yiy, determinant- Voronskiy determinanti, deyiladi.
1 2

Yy
W(y]’yZ):‘ ], ?

3-xossa: Agar biror [a,h]kesmada y,, y, chizigli bog’liq bo’Isa, u holda Voronskiy

determinanti shu kesmada aynan nolga teng bo’ladi. Haqigatan ham, y, =4y bo’lgani

NRA%
A

)

!

uchun ) =41y! va determinantning xossasiga asosan W(y,y,)= ,
BSR4

bo’ladi.

4-xossa: Agar [a,h]kesmada berilgan y,, y, lar (10) tenglamaning yechimlari bo’lsa,
kesmaning biror nuqtasida Voronskiy determinanti nolga teng bo’lmasa, u holda
determinant hyech bir nuqtasida nolga aylanmaydi.

. . . . (+ay +a,y, =0

Isbot: y,, y, lar (10) tenglamani yechimlari bo’lgani uchun {y’ ; “Y ; “h
yytay,+a,y,=0
bo’ladi. Birinchi tenglikni  y ga, ikkinchisini y,ga  ko’paytirib, ayirsak
oy =yv)+a(yy,—yy,)=0. Bundan W'+aW =0 (11) ko’rinishda yozib,
W!(y,y,) =y —yiy,) =y, — yy,bo’ladi va W|x:x =W, boshlang’ich shart asosida (11)
. .. . aw . ¢ .
tenglamani yechimini topamiz. o —adx Integrallab W =- I adx+InC  yoki

X0

—Ialdx

W=Ce™ (12)ni topamiz. (12) formula Liuvill formulasi deyiladi. Boshlang’ich



—J-aldx

shartga asosan W,=Ce® =C ekanligidan, W, esa x=x,nuqtada nolga teng emas,

—J-aldx

bundan W =W, © ham nolga teng emasligi kelib chigadi. Shunday qilib, agar (10)
tenglamaning yechimlari kesmada chiziqli bog’liq bo’Imasa, bu yechimlardan tuzilgan
Voronskiy determinanti kesmaning hyech bir nuqtasida nolga aylanmaydi.
S-xossa: Agar y,, y,lar (10) tenglamaning chiziqli bog’liq yechimlari bo’lsa, u holda
y=Cy,+C,y, (13)
(10) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

Isbot: Yuqoridagi 1-2 xossalarga asosan C,y, +C,y, tenglamaning yechimi ekanligi

kelib chigadi. y =y,

=Y boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, uni (13) ga

qo’yib,
{J’o =C o+ oy (14)
Yo =Cyy, + Gy
sistemani hosil qgilamiz. Bu yerda y,| =y, 3| _ =¥y, ¥ =¥ 0l =y (14)

sistemasining asosiy determinanti Voronskiy determinanti bo’lib, u nolga teng emas

Yo Voo

’ ’
Yo Voo

W= = V0V — VieVao» chunki, y,,y,lar chizigli bog’liq bo’lmagan yechimlar. Bu

sistemadan berilgan boshlang’ich shartlarda C,, C,larni aniqlash mumkin bo’ladi,
natijada tenglamaning xususiy yechimini topamiz. (13) yechim esa tenglamaning
umumiy yechimini, ya’ni yechimlar oilasini tashkil qiladi. Yuqorida keltirilgan xossalar
ikkinchi tartibli chiziqli tenglamalar uchun keltirildi. Tenglamalar tartibi » -darajali

bo’lganda ham yuqoridagi xossalar 0’z kuchini saqlaydi.

Foydalanilgan adabiyotlar
1. TIuckynos H.C. Jludbdepenuuan Ba uuterpan xucob. 1-kucM. —TOIMIKEHT: Y KUTYBYH,
1985.
2. TIuckynos H.C. Jludbdepenuuan Ba uuTerpan xucod. 2-KucM. —TOIIKEeHT: Y KUTYBYH,

1986.



3. Coatos E.V. Onnit matematuka. 1-xunn. — T.: Yiutysun, 1994.

4. Coaros E.V. Onuit matematuka. 2-xuin. — T.: VkuTysun, 1995.

5. Coatos E.V. Omnit maTemaruka. 3 -xuia. — T.: VkuryBun, 1996.

6. Coatos E.V. Onnit maTematuka. 4 -xuin. — T.: Ykurysun, 1998

7. Coatos E.V. Onnit maTematuka. 5 -xuan. — T.: Ykurysuu, 2000.

8. Danko P.E., Popov A.G., Kojevnikova T.E. Oliy matematika mashqlar va
masasalarda. 1-qism.— Toshkent, “O’qituvchi”, 2009 y.

9. Danko P.E., Popov A.G., Kojevnikova T.E. Oliy matematika mashqglar va
masasalarda. 2-qism.— Toshkent, “O’qituvchi”, 2009 y.

10.  Munopckuit B.Il. Onuii MmatemaTukagaH macajanap TYIUIAMU. —'T;‘yknTquH,

1982.



