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1-MAVZU. CHIZIQLI ALGEBRA 

 

1.1. Matrisalar 

1.2. Matrisalar ustida  amallar 

1.3. Determinantlar 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, bahs-munozara, ma‟ruza. 

 

1.1.1. Matrisalar 

Ta‟rif. O‟lchamlari nm  bo‟lgan matritsa deb, satrlar soni m ga, ustunlar soni n 

ga teng bo‟lgan va  nm   ta sondan tashkil topgan to‟g‟ri to‟rtburchak  shaklidagi sonli 

jadvalga aytiladi. 

Ta‟rif. Agar dioganal matritsada barcha ni ,1 lar uchun 1iia  bo‟lsa, bunday 

matritsa birlik matritsa deb ataladi va   bilan belgilanadi, ya‟ni 
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1.2. Matrisalar ustida  amallar 

Ta‟rif. Bir хil nm  o‟lchamli  )( ijaA   va )( ijbB   matritsalar uchun ularning 

yig‟indisi deb shunday nm  o‟lchamli )( ijcC   matritsaga aytiladiki, istalgan ni ,1  va 

mj ,1  lar uchun ijc -element, ijijij bac   tenglik orqali aniqlanadi va matritsalar 

yig‟indisi A+B shaklda belgilanadi, ya‟ni C=A+B  

Ta‟rif. nmijaA  )( va knijbB  )(  matritsalar ko‟paytmasi deb, o‟lchami km  

bo‟lgan shunday  kmijcC  )(  matritsaga aytiladiki, uning ijc - elementi, 

1

, 1, ; 1,
n

ij is sj

s

c a b i m j k


      

tenglik orqali aniqlanib, matritsalar ko‟paytmasi  BA  ko‟rinishda ifodalanadi, ya‟ni   

BAC  . 

                                 ...k

k marta

A A A A


      -  A  matritsaning « k-darajasi» . 

Ta‟rif.Agar A matritsa elementlarining tartib raqamlarini o‟zgartirmagan holda 

satrlarini ustun yoki  ustunlarini satr qilib almashtirsak, hosil bo‟lgan yangi matritsa A 

matritsaning transponirlangani deb nomlanib, /A  (yoki A
T
) shaklda belgilanadi. 

Amallarning xossalari 

1. ABBA                                       4.   CABACBA   , 

CBCACBA  )( ; 

2.    )( CBACBA                     5.        .BABABA   ; 

3. BABA   )(                       6. CBACBA  )()( . 

Shuni tа'kidlаsh kеrаkki  BA   vа AB   ko„pаytmаlаr mаvjud bo„lgаn tаqdirdа 

hаm BA   = AB   tеnglik o„rinli bo„lmаsligi mumkin.  

 Masalan. 
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 Yechish. 


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

     

А  mаtritsаning « k-dаrаjаsi» ni аniqlаymiz. 

Shаrtli rаvishdа EA 0 vа AA 1  dеb qаbul qilinаdi.  

Аgаr А mаtritsа elеmеntlаrining tаrtib rаqаmlаrini o„zgаrtirmаgаn hоldа sаtrlаrini 

ustun yoki  ustunlаrini sаtr qilib аlmаshtirsаk, hоsil bo„lgаn yangi mаtritsа А mаtritsаning 

trаnspоnirlаngаni dеb nоmlаnib, A  (yoki А
T
) shаkldа bеlgilаnаdi. Mаsаlаn, 











554

321
A  bo'lsа, 



















53

52

41

A  bo „ladi. 

 А mаtritsаni /A  gа аlmаshtirish mаtritsаni trаnspоnirlаsh dеb nоmlаnаdi. 

Trаnspоnirlаsh quyidаgi хоssаlаrgа egа: 

ABBABABA

AAAA
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Matrisalarning iqtisodiyotdagi tadbiqlari 

Masalan.1. Agr 17,5 % QQS (Qo‟shimcha qiymat solig‟i) qo‟yilganda 

avtomashina ijarasiga bo‟lgan  narxlar  139 160 205 340 430p  .  

v soliqsiz narx vektori aniqlang. 

         Yechish.    17,5 % QQS da asosiy foiz stavkasi 117,5% bo‟ladi. Suning uchu 

soliqsiz narx vektori 

 

 

1 1
139 160 205 340 430

1.175 1.175

1 1 1 1 1
139 160 205 340 430

1.175 1.175 1.175 1.175 1.175

118.30 136.17 174.47 289.36 365.96

v p
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

 

 

Iqtisodiy modellarda, ayniqsa ekonometrik tahlilda koeffisentlarni baholashda bir 

o‟zgaruvchini boshqa vektorga bog‟liq holda tushuntiriladi. Bunga misol sifatida  q = βx 

vector funksiyani keltirish mumkin, bunda β  x o‟zgaruvchi berilgan vector uchun vector 

koeffisent hisoblanadi. 

 Maslan.2. T vaqtda neftga bo‟lgan talab chiziqli bo‟lsin 

0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

t t t t t tq x x x x x          

 bu yerda yuqorigi indekslardagi t  vaqt davrini ifodalaydi(darajani emas)  
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1x   neft narxi, 2x   o‟rtacha daromad, 3x   o‟rinbosar yoqilg‟i narxi, 

4x  komplemanın narxi (masalan, avtomobil), 5x   aholi. 

Neftga bo‟lgan T vaqtdagi bu chiziqli talab  vektor ko‟rinishida quyidagicha 

ifodalanilishi mumkin 
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Masalan.3.  Neftga bo‟lan talab (million barrelda) ni q = βx modelida tushuntirish 

mumkin va bunda   

   0 1 2 3 4 5 4.2 0.1 0.4 0.2 0.1 0.2           

bo‟lsin,deb faraz qilaylik.   

Tavsiflovchi o‟zgaruvchilar vektori  
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bo‟lganda  neftga bo‟lgan talabni hisoblang.
 

Yechish. Neftga bo‟lgan talabni quyidagicha hisoblanadi  

   

1

30

18.5
4.2 0.1 0.4 0.2 0.1 0.2 29.92

52

12.8

61

q x

 
 
 
 

     
 
 
 
 

 

Shunday qilib javob 29,92 million barrel. 

 Maslan.4.  Telefon apparatlarini ta‟mirlovchi usta 70% telefonlarni past darajada, 

20% o‟rta darajada va 10% to‟liq ta‟mirdan chiqardi. Statistik ma‟lumotlarga ko‟ra 70% 

past darajada ta‟mirlangan telefonlarni bir yildan keyin qayta 10% past darajada, 60% 

o‟rta darajada, 30% ni to‟liq ta‟mirlashadi. O‟rta darajada ta‟mirlangan telefonlarni bir 

yildan keyin qayta 20% past darajada, 50% o‟rta, 30% ni to‟liq ta‟mirlashadi. To‟liq 

ta‟mirlangan telefonlarni bir yildan keyin qayta 60% past darajada, 40% o‟rta darajada 

ta‟mirlashadi. Agar masala sharti shu tarzda davom etsa 1, 2, 3 – yillardan keyingi har bir 

darajada ta‟mirlangan telefonlar ulushini aniqlashda matrisalar algebrasidan foydalanish 

qulay.  

 1,02,07,00   
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1.3. Determinantlar 

Ta‟rif. n-tartibli kvadrat  )( ijaA   matritsaning determinanti deb,  quyidagi tenglik 

bilan aniqlangan songa aytiladi:                                     

 

Bu ta‟rifdan foydalanib  2 va 3 

tartibli determinantlarni hisoblash uchun 

quyidagi formulalarni hosil qilamiz: 

                    2112221112121111
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






 1-хоssа. Аgаr A -mаtritsаning birоn-bir  sаtridаgi (ustunidаgi) bаrchа elеmеntlаri 

nоlgа tеng bo‟lsа, u hоldа uning dеtеrminаnti nоlgа tеng bo „ladi. 

2-хоssа. Аgаr A -mаtritsаning birоn-bir sаtr (ustun) elеmеnti   sоnigа 

ko‟pаytirilsа, dеtеrminаnt qiymаti hаm   sоnigа ko‟pаyadi, ya‟ni A  gа tеng bo „ladi. 

3-хоssа. A -mаtritsа vа uning trаnspоnirlаngаni   mаtritsаlаrning dеtеrminаntlаri 

tеng bo‟ladi, ya‟ni  AA   tеnglik o‟rinlidir. 

4-хоssа. Аgаr A - mаtritsаning ikkita qo‟shni sаtrlаri o‟rnini  аlmаshtirsаk, hоsil 

bo‟lgаn yangi 1  mаtritsаning dеtеrminаnti A -mаtritsа dеtеrminаntining tеskаri ishоrа 

bilan olinganiga tеng bo „ladi, ya‟ni AA 1  tеnglik o‟rinli bo‟ladi. 

5-хоssа. Аgаr A -mаtritsа bir хil ikki sаtrgа (ustungа) egа bo‟lsа, u hоldа uning 

dеtеrminаnti nоlgа tеng , ya‟ni 0A  bo „ladi. 

6-хоssа. Аgаr A -mаtritsаda ikki sаtrning (ustun) mоs elеmеntlаri prоpоrsiоnаl 

bo‟lsа, u hоldа uning dеtеrminаnti nоlgа tеng, ya‟ni 0A  bo „ladi.  

7-хоssа. Аgаr A  mаtritsаning birоn sаtr (ustun) elеmеntlаrini bоshqа sаtr (ustun) 

mоs elеmеntlаrining аlgеbrаik to‟ldiruvchilarigа ko‟pаytirib yig‟indi hоsil qilsаk, bundаy 

yig‟indi nоlgа tеng bo‟ladi, ya‟ni       



n

k

jkik jiAa
1

,0 . 

8- хоssа. A  mаtritsаning birоn-bir sаtri (ustuni) elеmеntlаrini bir хil sоngа 

ko‟pаytirib, bоshqаsigа qo‟shishdаn hоsil bo‟lgаn 1A - mаtritsаning dеtеrminаnti  A  

mаtritsа dеtеrminаntigа tеng  bo‟ladi, ya‟ni  AA 1 . 

9-хоssа. nbbb ,,, 21   sоnlаrni n-tаrtibli A  mаtritsаning bеrilgаn sаtr (ustun) mоs 

elеmеntlаrining аlgеbrаik to‟ldiruvchilаrigа ko‟pаytmаsining yig‟indisi, A  mаtritsаning 

bеrilgаn sаtr (ustun) elеmеntlаrining nbbb ,,, 21   sоnlаri bilаn аlmаshtirilgаn mаtritsа 

dеtеrminаntigа tеng bo „ladi. 





n

k

kk AaA
1

11
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10-хоssа. n-tаrtibli kvаdrаt A vа B  mаtritsаlаr uchun  BABA   tеnglik 

o‟rinli bo‟ladi, ya‟ni mаtritsаlаr ko‟pаytmаsining dеtеrminаnti, ulаrning dеtеrminаntlаri 

ko‟pаytmаsigа tеng bo‟ladi.  

 Masalan. 
1 2 1

3 5 3 ?

2 7 1

 



   Yechish.
1 2 1

3 5 3 5 12 21 10 21 6 33.

2 7 1

       



 

 

2-mаshg'ulоt 

 

2.1. Yuqоri tаrtibli  dеtеrminаntlаr 

2.2. Tеskаri mаtritsа 

2.3. Mаtritsа rаngi 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: Tushuntirish, tezkor-so‟rov, ma‟ruza. 

 

2.1. Yuqori  tartibli  determinantlar 

Ta‟rif. n -tartibli  kvadrat )( ijaA   matritsa ija  elementining ijM -minori deb, A-

matritsaning i-satri va j-ustunini o‟chirishdan keyin hosil bo‟lgan )1( n  tartibli  matritsa 

determinantiga aytiladi. 

Ta‟rif. n-tartibli )( ijaA   matritsa ija -elementining algebraik  to‟ldiruvchisi  ijA  - 

deb quyidagi songa aytiladi                     ij

ji

ij MA  )1( . 

Yig‟indi 
1

n

is is

s

a A i


 -satr bo‟yicha yoyilma, 


n

k

kjkj Aa
1

 yig‟indi  esa, j-ustun 

bo‟yicha yoyilma deb ataladi. 

Ta‟rif. n-tartibli kvadrat  )( ijaA   matritsaning determinanti deb,  quyidagi tenglik 

bilan aniqlangan songa aytiladi:                            



n

k

kk AaA
1

11
                                   

Laplas  teoremasi. Istalgan i va j   lar uchun   

 
 


n

s

n

k

kjkjisis njniAAaAa
1 1

,1;,1  

tenglik o‟rinli bo „ladi.  

Masalan.1.  

3   –1    12     8

–5    3  – 34  – 23
?

1       1     3    – 7

–9     2     8   –15


                          

 

Yechish. 

3   –1    12     8   3  –1   12   8  
4     2   1    4    2    1 

–5    3  – 34  – 23 4    0     2    1   4 1
4  1  5   1 0  1  3   0 13

1       1     3    – 7 4    0   15   1 
–3  32  1  –7 30   0

–9     2     8   –15 –3    0   32   1

    91.
7 0




   

Teorema (Lаplаs tеоrеmаsi). Istаlgаn i vа j  lаr uchun  

 
 


n

s

n

k

kjkjisis njniAAaAa
1 1

,1;,1                         

tеnglik o„rinli bo „ladi.  
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Masalan.2.   

2451

4023

2135

0312









 determinant   hisoblansin.  

 I usul. Dastlab, to‟rtinchi satr elementlari bo‟yicha yoyib hisoblaymiz  

41 41 42 42 43 43 44 44 41 41 42 42 43 43 44 44.

2 1 3 0

1 3 0 2 3 0 2 1 0 2 1 35 3 1 2

3 1 2 5 5 1 2 4 5 3 2 2 5 3 1 546.3 2 0 4

2 0 4 3 0 4 3 2 4 3 2 01 5 4 2

A a A a A a A a A a M a M a M a M

A

        



   

             

     

 

 II usul. Endi, determinantning xossalaridan foydalanib, uchinchi  ustun 

elementlarini nolga aylantiramiz va shu ustun bo‟yicha  yoyib hisoblaymiz: 

2 1 3 0

5 3 1 2

3 2 0 4

1 5 4 2



 

 



 = 

























072

423

61017

61719

423

61017

601719

4023

2135

601017

 

 
10 6 17 6

2 7 2( 40 12) 7 68 18 546.
2 4 3 4


       

 
 

Bu usulni “determinantni tartibini pasaytirib hisoblash usuli” deb ham yuritiladi 

 

                                                  2.2. Teskari matritsa 

Ta‟rif. A  kvadrat matritsaga teskari matritsa deb, shunday 1A  matritsaga  

aytiladiki, uning uchun quyidagi EAAAA   11  tenglik o‟rinli bo‟lsin.  

Ta‟rif. Agar A  matritsa uchun 0A  bo‟lsa, bunday matritsa хos bo‟lmagan 

matritsa, aks holda, ya‟ni 0A  bo‟lsa хos matritsa deyiladi.  

Teorema. A  kvadratik matritsaga teskari 1A  matritsa mavjud va yagona bo‟lishi 

uchun, uning хos bo‟lmagan matritsa bo‟lishi zarur va yetarlidir.  

A -matritsa хos bo‟lmagan matritsa bo‟lsin, ya‟ni 0A  bo‟lsin. U holda  

                               























nnjnnn

nkjkkk

nj

nj

AAAA

AAAA

AAAA

AAAA

A
A









21

21

222212

112111

1 1 . 

Masalan. Berilgan matrisaga teskari matrisani toping.





















172

353

121

A
. 

Yechish. 336211021125

172

353

121





A .  

11,0,11

3,3,9

31,9,16

333231

232221

131211







AAA

AAA

AAA
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











































































3

1

11

1

33

31

0
11

1

11

3
3

1

11

3

33

16

11331

039

11916

33

1

11331

039

11916
11

A
A

 

 

Chiziqli  tenglamalar  sistemasini  matrisaviy  usulda  yechish 

n  ta noma‟lum va m  ta tenglamadan iborat chiziqli tenglamalar sistemasi deb 

quyidagi sistemaga aytiladi.  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 ,

j j in n

j n n

i i ij j in n i

m m mj i mn n m

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

     


     
     


     
    


    

  (1)  

bu yerda ),1;,1(, njmiba iij  - berilgan sonlar bo‟lib, ija noma‟lumlar oldidagi 

koeffitsientlar, ib ozod  hadlar deyiladi. 

1
11 12 1 1

2
21 22 2 2

1 2

, ,

n

n

m m mn m
n

xa a a b

xa a a b
A X B

a a a bx

    
    
             
            

 

bu yerda A  koeffitsientlar (1) yoki sistema matritsasi, B - ozod hadlar matritsasi deyiladi. 

U holda berilgan   tenglamalar sistemasini quyidagi  ko‟rinishda yoza olamiz:                                    

BAX   
Tenglamalar sistemasida  tenglamalar soni noma‟lumlar soniga teng, ya‟ni nm  , 

bo‟lsin. Bu holda sistema matritsasi A  kvadrat matritsa bo‟ladi. Agar 0  bo‟lsa, ya‟ni 

A -хos bo‟lmagan matritsa bo‟lsa, u holda 
1A teskari matritsa mavjud bo‟ladi, u holda 

BAX   tenglikdan quyidagilarni hosil qilamiz: 

  BAXBAEXBAXAABAAXA 111111 )()(      

bu munosabatdan:           
.

.

.
1

2

1

21

221

22212

2111

2

1





































































mnnnn

njj

n

nn

n b

b

b

AAA

AAA

AAA

AAA

A

x

x

x











 

 Masalan.Tenglamalar sistemasini  yeching.   















1643

032

1432

321

321

321

xxx

xxx

xxx
 

 

 Yechish. Tenglamalar sistemasini matrisa usulida yechamiz 

 

.,

1

0

1

,

643

321

432

3

2

1





















































x

x

x

XBA .0112424162724 A  
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









































112

203

120
1

332313

322212

312111

1

AAA

AAA

AAA

A .


























































 

1

1

1

1

0

1

112

203

120
1 BAX  

Demak, x1 = 1,  x2 = 1,  x3 = -1. 

 

2.3. Matritsa rangi   

Ta‟rif. A  matritsaning rangi deb uning noldan farqli minorlarining eng yuqori 

tartibiga aytilib, )(Ar  orqali belgilanadi.  

Ta‟rif. Matritsa ustidagi elementar almashtirishlar deb quyidagi almashtirishlarga 

aytiladi: 

1. Barcha elementlari noldan iborat satrni (ustunni) tashlab yuborish. 

2. Satrning (ustunning) barcha elementlarini noldan farqli songa ko‟paytirish. 

3. Satr (ustun) o‟rinlarini almashtirish. 

4. Berilgan satr (ustun) elementlariga boshqa satr (ustun) elementlarini biron songa 

ko‟paytirib qo‟shish.   

5. Matritsani transponirlash. 

Teorema. Matritsa rangi uning ustida elementar almashtirishlarni bajarish 

natijasida o‟zgarmaydi. 

Mаtritsа rаngi uchun quyidаgi хоssаlаr o„rinli 

  )()(.4)(),(min)(.3

)()()(.2)()()(.1

ArAArBrArBAr

BrArBArBrArBAr




 

 Ta‟rif. Agar     1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2( , , , ) , , , , , , , , ,n n m m m m nI a a a I a a a I a a a    

sаtrlаr va m ,, 21  sоnlаr uchun       02211  mm III    

tеnglik  faqat 1 2 0m       shartdagina o‟rinli bo‟lsa, u holda mIII ,,, 21   sаtrlаr  

chiziqli erkli sаtrlаr , aks hоldа esa ulаr chiziqli bоg„liq sаtrlаr dеyilаdi.  

Tеоrеmа. Mаtritsа uchun uning chiziqli erkli sаtrlаrning mаksimаl sоni chiziqli 

erkli ustunlаrning mаksimаl sоnigа tеng bo‟ladi. 

 Tеоrеmа. Mаtritsа rаngi undаgi chiziqli erkli sаtrlаrning (ustunlаrning) mаksimаl 

sоnigа tеng bo„ladi.  

Mаtritsа rаngini “rаng  ta‟rifi” bo‟yicha hisoblash doim ham oson ish 

bo‟lavermaydi.Mаtritsа rаngini tоpish uchun mаtritsа ustidа elеmеntаr аlmаshtirishlаr 

bаjаrish nаtijаsidа bu mаtritsаni  uchburchаk yoki trаpеtsiya  ko„rinishigа оlib kеlish 

mumkin. 

Masalan.Berilgan  matrisalarning  rangini toping.


























2113

8421

2113

3125

A
 

Yechish. 

 

 

























2113

8421

2113

3125

      +         +          























































1230

41960

1230

3521

1032

40619

1032

3125

  +     +     

 

-1 -4 -1 

-2 -1 
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
























0000

21500

1230

3521

. Demak, rang(A) = 3. 

  

3-mashg‟ulot 

 1.3.1. Chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsi. 

 1.3.2. Tеnglаmаlаr sistеmаni mаtrisаviy usuldа yеchish. 

 1.3.3. Tеnglаmаlаr sistеmаni Krаmеr qоidаsidа yеchish. 

 1.3.4. Tеnglаmаlаr sistеmаni Gаuss usulidа yеchish. 

 1.3.5. Bir jinsli chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsi. 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: So‟rov, ma‟ruza, auksion. 

 

1.3.1. Chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsi. 
n  ta noma‟lum va m  ta tenglamadan iborat chiziqli tenglamalar sistemasi deb 

quyidagi sistemaga aytiladi.  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 ,

j j in n

j n n

i i ij j in n i

m m mj i mn n m

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

     


     
     


     
    


    

 

bu yerda ),1;,1(, njmiba iij  - berilgan sonlar bo‟lib, ija noma‟lumlar oldidagi 

koeffitsientlar, ib ozod  hadlar deyiladi. 

Tа'rif. Аgаrdа tеnglаmаlаr sistеmаsi yechimgа еgа bo„lsа, u birgаlikdа dеyilаdi, 

аks hоldа birgаlikdа еmаs dеyilаdi. 

Tа'rif. Birgаlikdа bo„lgаn tеnglаmаlаr sistеmаsi yagоnа (chеksiz ko„p) yechimgа 

еgа bo„lsа, u аniq (nоаniq) dеyilаdi. 

 Bizgа tеnglаmаlаr sistеmаsidаn tаshqаri, quyidаgi 

                



















//

2

/

21

/

1

/

2

/

22

/

221

/

21

/

1

/

12

/

121

/

11

....

...............................................

....

....

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                                      

tеnglаmаlаr sistеmаsi hаm bеrilgаn bo„lsin. 

Tа'rif. Agar tеnglаmаlаr sistеmаlarining yechimlаr to„plаmi ustmа-ust tushsа, u 

holda ular tеng kuchli (еkvivаlеnt) dеyilаdi. 

 

1.3.2. Tеnglаmаlаr sistеmаni mаtrisаviy usuldа yеchish 

1
11 12 1 1

2
21 22 2 2

1 2

, ,

n

n

m m mn m
n

xa a a b

xa a a b
A X B

a a a bx

    
    
             
            

 

bu yerda A  koeffitsientlar sistema matritsasi, B - ozod hadlar matritsasi deyiladi. U holda 

berilgan   tenglamalar sistemasini quyidagi  ko‟rinishda yoza olamiz: 

BAX   
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Tenglamalar sistemasida  tenglamalar soni noma‟lumlar soniga teng, ya‟ni nm  , 

bo‟lsin. Bu holda sistema matritsasi A  kvadrat matritsa bo‟ladi. Agar 0  bo‟lsa, ya‟ni 

A -хos bo‟lmagan matritsa bo‟lsa, u holda 
1A teskari matritsa mavjud bo‟ladi, u holda 

BAX   tenglikdan quyidagilarni hosil qilamiz: 

BAXBAEXBAXAABAAXA 111111 )()(    bu munosabatdan:           

.

.

.
1

2

1

21

221

22212

2111

2

1





































































mnnnn

njj

n

nn

n b

b

b

AAA

AAA

AAA

AAA

A

x

x

x











 

Oхirgi tenglikdan n
j

AbAbAbx jnjnjjj ,1,)(
1

2211 






   ekanligi kelib 

chiqadi. 

 Masalan.1.  














1643

032

1432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 tenglamalar sistemasini matrisa usulida yechaylik. 

Sistemaga mos asosiy, ozod hadlar va noma‟lumlar matrisalari mos ravishda  

quyidagicha bo‟ladi:                            
1

2

3

2 3 4 1

1 2 3 , 0 , .

3 4 6 1

x

A B X x

x

     
     

       
     
     

 

24 27 16 24 24 1 1 0A         bo‟lgani uchun  1

0 2 1

3 0 2

2 1 1

A

 
 

  
  

 bo‟ladi. 

 U holda,                          


























































 

1

1

1

1

0

1

112

203

120
1 BAX  

 Demak,                                  x1 = 1,  x2 = 1,  x3 = -1. 

 

 

1.3.3. Tеnglаmаlаr sistеmаni Krаmеr qоidаsidа yеchish. 

Kramer teoremasi. Agar sistema determinanti 0  bo‟lsa, u holda (1) sistema 

yagona yechimga ega bo‟lib, bu yechim quyidagi formulalar orqali topiladi.   

 njx
j

j ,1, 



  

 njx
j

j ,1, 



  formulalar Kramer formulalari deb ,tenglamalar  sistemasini bu 

formulalar orqali yechilishi  esa Kramer yoki determinantlar usuli deyiladi.  

 

tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching.  

Masalan.Tenglamalar sistemasini  yeching.   















.125

62

523

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Yechish.  16

251

112

123

 .  Asosiy determinan ∆  = -16 ≠ 0  bo‟lgani  uchun sistema  

yagona  yechimga  ega  va  uni  Kramer  formulalaridan  topamiz 

       32

251

116

125

1 



 , 16

211

162

153

2 



 ,  16

151

612

523

3 



 .  
1 2x  , 12 x , 13 x . 

 

1.3.4. Chiziqli  tenglamalar  sistemasini Gauss usulida yechish  

Yuqorida keltirilgan usullаrni tеnglаmаlаr sоni nоmа'lumlаr sоnigа  tеng bo„lgаn 

hоldаginа qo„llаsh mumkin. Umumiy hоldа qo„llаnilаdigаn usul - Gаuss usulidir. Gаuss 

usuli nоmа'lumlаrni kеtmа-kеt yo„qоtish usuli dеb hаm nоmlаnаdi.  

Chiziqli  tеnglаmаlаr sistеmаsi ustidа bаjаrilаdigаn еlеmеntаr аlmаshtirish dеb 

quyidаgilаrgа аytilаdi:  

- sistеmаdаgi birоn-bir tеnglаmаni nоldаn fаrqli sоngа ko‟pаytirish, 

- tеnglаmаlаr o‟rnini аlmаshtirish, 

     - birоn-bir tеnglаmаni sоngа ko‟pаytirib,  bоshqа bir tеnglаmаgа qo‟shish.  

Mаnа shu аlmаshtirishlаr nаtijаsidа hоsil bo‟lgаn yangi tеnglаmаlаr sistеmаsi аvvаlgisigа 

еkvivаlеnt, ya‟ni yechimlаr to‟plаmi ikkаlа sistеmа uchun bir хil bo‟lаdi. 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 ,

j j in n

j n n

i i ij j in n i

m m mj i mn n m

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

     


     
     


     
    


    

 

sistеmа mаtritsаsi vа оzоd hаdlаr ustuni yordаmidа kеngаytirilgаn mаtritsа hоsil qilаmiz, 

1 2 3

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

1 2 3

|

|

|

|

n

n

n

m m m mn m

x x x x

a a a a b

a a a a b
A

a a a a b

 
 
 

            
 
 
 

 

Kroneker-Kapelli teoremasi. Agar sistema matritsasi rangi kengaytirilgan matritsa 

rangiga teng bo‟lsa, ya‟ni )()( ArAr  bo‟lsa, u holda sistema birgalikda bo‟ladi, ya‟ni 

yechimga ega bo‟ladi. 

 Demak, biz quyidagi xulosalarni qilishimiz mumkin ekan. 

1. Agar )()( ArAr   bo‟lsa, sistema birgalikda bo‟ladi. 

2. Agar )()( ArAr   bo‟lsa, sistema birgalikda bo‟lmaydi. 

3. Agar nArAr  )()(   bo‟lsa, sistema yagona yechimga ega bo‟ladi. 

4. Agar nArAr  )()(   bo‟lsa, sistema cheksiz ko‟p yechimga ega bo‟ladi. 

 Masalan.Sistemani Gauss usuli bilan yeching.





















424

1223

1725

2032

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 
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Yechish. Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz..  Sistemaning kengaytirilgan matrisasini 

yozib : 111 a  hisoblashlar uchun qulaydir. Shuning uchun birinchi  va to‟rtinchi 

satrlarning or‟nini almashtiramiz 

                   





























4

1

17

20

2411

2123

1215

3112





















 









20

1

17

4

3112

2123

1215

2411

  +         +         + 



















 









28

13

37

4

7930

41110

91840

2411





















 









28

37

13

4

7930

91840

41110

2411

 

  

               





































5

7

11

4

52400

72600

41110

2411



































13

19
7

11

4

13

19
000

72600

41110

2411

. 

Kengaytirilgan matrisa zinapoya ko‟rinishiga keltirildi. Unga mos keluvchi sistemaning 

ko‟rinishi quyidagicha: 






















13

19

13

19

7726

11411

424

4

43

432

4321

x

xx

xxx

xxxx

 

oxirgi tenglamadan 14 x , uchinchidan 0
26

77 4
3 




x
x , ikkinchidan 

741111 432  xxx  va birinchidan 5244 4321  xxxx  yechimlarni olamiz.    

Javob: ( 5; 7; 0; 1 ). 

 

1.3.5. Bir jinsli chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsi 

Аgаr chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsidа оzоd hаdlаr nоlgа tеng bo„lsа, ya'ni 

021  mbbb   bo„lsа, hоsil bo„lgаn tеnglаmаlаr sistеmаsi bir jinsli tеnglаmаlаr 

sistеmаsi dеyilаdi, ya'ni  

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   


   

    
    

 

 Bu sistеmа kеngаytirilgаn mаtritsаning охirgi ustuni еlеmеntlаri nоlgа tеng 

bo„lgаni uchun sistеmа mаtritsаsi vа kеngаytirilgаn mаtritsаlаr rаngi tеng bo„lаdi, ya'ni 

)()( ArAr  bo„lаdi. Shuning uchun Krоnеkеr-Kaspеlli tеоrеmаsigа ko„rа bir jinsli 

tеnglаmаlаr sistеmаsi hаr dоim birgаlikdа bo„lаdi. Mаsаlаn, (0,0,..., 0)=0 sistеmаning 

trivial yechimi (nоl yechim) bo„lаdi. 

 Tеnglаmаlаr sistеmаsining mаtritsа ko„rinishi quyidаgidаn ibоrаt:   

                                             0 .                                       

 Yuqоridа kеltirilgаn 1-4 хulоsаlаrgа ko„rа, аgаr nAr )(  bo„lsа sistеmа yagоnа, 

nоl yechimgа еgа, аgаrdа nAr )(  bo„lsа, chеksiz ko„p yechimgа еgа bo„lаdi. Dеmаk 

4 3 

 -5   3   -

2 
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nm   bo„lgаn hоldа sistеmа nоldаn fаrqli yechimgа еgа bo„lishi uchun  uning  

dеtеrminаnti nоlgа tеng bo„lishi zаrur vа yеtаrli bo„lаr еkаn. 

 Tа'rif. Agаr sistеmаning k ,,, 21  -chiziqli еrkli yechimlаr sistеmаsi berilgan 

bo„lib, bu sistеmаning istаlgаn   yechimi ulаrning chiziqli kоmbinаtsiyasidаn ibоrаt 

bo„lsа, ya'ni shundаy  k ,,, 21   sоnlаr mаvjud bo„lsаki,   

kk  2211  

bo„lsа, u holda bu sistema fundаmеntаl yechimlаr sistеmаsi dеyilаdi  

 Tеоrеmа. Аgаr sistеmа uchun nAr )(  bo„lsа, u hоldа istаlgаn fundаmеntаl 

yechimlаr sistеmаsi )(Arnk    tа yechimdаn ibоrаt bo„lаdi. 

Masalan. 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 8 2 0

2 2 3 7 2 0

11 12 34 5 0

5 2 16 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    


    
     

 

bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar sistemasini topaylik.  

Sistemaning oxirgi tenglamasini birinchi o‟ringa yozamiz, so‟ngra uni zinapoya shakliga 

keltiramiz: 





























53412111

27322

12813

316251































85014160

425780

85014160

316251



























00000

00000

425780

316251

 

Matrisa rangi   2r A  . 1x   va 2x  o‟zgaruvchilarning bazis minori 
1 5

0,
0 8


   

1x   va 2x  o‟zgaruvchilarni asosiy o‟zgaruvchilar sifatida tanlab olamiz va ularni 

asosiy bo‟lmagan 3 4 5,x x x  noma‟lumlar orqali ifodalaymiz 









042578

031625

5432

54321

xxxx

xxxxx
 

Umumiy yechimlar sistemasini hosil qilish uchun asosiy bo‟lmagan 3 4 5,x x x  

o‟zgaruvchilarni E birlik matrisa satr elementlari bilan almashtiramiz. 3 4 51, 0, 0x x x    

deb olinsa, sistemaning ko‟rinishi quyidagicha bo‟ladi 









078

025

2

21

x

xx
 

bundan 
8

7
,

8

19
21  xx  , ya‟ni birinchi bazis yechimni hosil qilamiz: 

1

19 7
; ; 1, 0, 0

8 8
X

 
  
 

 

Shunga o‟xshash yana ikkita bazis yechimni topamiz 

3 4 50, 1, 0x x x    bo‟lganda   
2

3 25
; ; 0, 1, 0 ;

8 8
X

 
  
 

 

3 4 50, 0, 1x x x    bo‟lganda   
3

1 1
; ; 0, 0, 1 .

2 2
X

 
  
 
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 Topilgan 1 2 3, ,X X X  yechimlar berilgan sistemaning fundamental yechimlar 

sistemasini tashkil qiladi. Qulaylik uchun 1 2 3, ,X X X  yechimlarning kompanentlarini 

mos ravishda 8, 8, 2 sonlarga ko‟paytirib, butun kompanentli fundamental yechimlar 

sistemasini hosil qilamiz: 

 1 19; 7; 8; 0; 0X  ,  2 3; 25; 0; 8; 0X   ,  3 1; 1; 0; 0; 2 .X     

 Sistemaning umumiy  yechimi esa  

 1 2 319; 7; 8; 0; 0 (3; 25;0;8;0) ( 1;1;0;0;2)X         

ko‟rinishida bo‟ladi. 

 Agar n ta noma‟lumli chiziqli tenglamalar sistemasida sistema asosiy matritsasining 

rangi noma‟lumlan sonidan bittaga kam bo‟lsa, ya‟ni   1r A n  , u holda chiziqli 

tenglamalar sistemasining yechim sifatida 1n  ta tenglamalar sistemasi matritsasining 

birinch, ikkinchi va h.k ustunlarini o‟chirishdan hosil bo‟lgan, ishoralari almashinuvchi 

minorlari sistemasini qabul qilish mumkin. Agar bu minorlar noldan farqli bo‟lsa, u holda 

bu chiziqli tenglamalar sistemasining barcha yechimlari shu sonlarga karrli bo‟ladi. 

Masalan, 















022

03

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 bir jinsli chiziqli  tenglamalar sistemasining barcha 

yechimlarini topaylik. 

 Dastlad , sistemaga mos  matrisa rangini hisoblaylik. 





















212

311

121
























430

430

121






















000

430

121

. 

 Demak, tenglamalar sistemasi matrisaning rangi   2r A  ga teng va u noma‟lumlar 

sonidan bittaga kam. Shuning uchun, tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar 

sistemasi k=3-2=1 ta bo‟ladi. Sistema ixtiyoriy ikkita tenglamasini olamiz, masalan, 

birinch va ikkinchi tenglamalarini 









03

02

321

321

xxx

xxx
. 

Tenglamalar sistemasiga mos  matritsasining  birinch, ikkinchi ba uchinchi ustunlarini 

o‟chirishdan hosil bo‟lgan, ishoralari almashinuvchi minorlari hisoblaymiz, 

1

2 1
5 ,

1 3
x k k


  


 kkx 4
31

11
2 


 , kkx 3

11

21
3 


 , 

bunda k ixtiyoriy son. 

 Demak, sistemaning umumiy yechimi  kkk 3;4;5  , bunda k ixtiyoriy son. 
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4- mashg‟ulot 

1.4.1. Kоmplеks sоnlаr 

1.4.2. Muаvr fоrmulаsi 

1.4.3. Ko‟p tаrmоqli iqtisоd uchun bаlаns mоdеli 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, tezkor-so‟rov, ma‟ruza. 

 

1.4.1. Kompleks   sonlar  

      Ta‟rif. Agar x  va y  haqiqiy  sonlar  hamda  i   begi   uchun : 

       
       

       

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

1) 0 , 0 , 1 , 1 ,

2) , ' lg ,

3) ,

4)

5)

x i x i y iy i i i i

faqat x x y y bo andagina x yi x y i boladi

x yi x y i x x y y i

x yi x y i x x y y x y x y i

x yi ax by ay bx
i

a bi a b a b

          

    

      

          

  
 

  

 

munosabatlar  o‟rinli  bo‟lsa, u  holda   x yi ifodaga   kompleks   son  deyiladi. 

1)   va  4)  shartlardan: 2 3 4 51 , , 1 , . .i i i i i i i i va h k           

    1i   belgini  odatda  mavhum  birlik  deyiladi.           

x yi kompleks  sonda  x – kompleks  sonning  haqiqiy  qismi , yi - – kompleks  

sonning  mavhum  qismi  deyiladi. 

 x yi va x yi o‟zaro  qo‟shma  kompleks  sonlar  deyiladi. 

 Kompleks  sonlarni  qo‟shish,ayirish,ko‟paytirish   va  darajaga   ko‟tarish 

ko‟phadlar  ustidagi   kabi  bajariladi.Bo‟lish  va  ildiz  chiqarish  amallari  esa    mos  

ravishda  ko‟paytirish  va  darajaga   ko‟tarish   amallariga  teskari  amallar  kabi   

aniqlanadi. 

 

Kompleks  sonning  trigonometrik  ko‟rinishi 

    x yi  kompleks son  (x;y) haqiqiy  sonlar  jufti  bilan  aniqlanadi.Shuning  uchun 

x yi kompleks son tekislikdagi   M(x;y) nuqta  yoki  uning r OM radius   - vektori  

bilan  ifodalanadi. 

                   y 

                            

 

                            y                               M(x,y) 

                                        r 
                                            

                     

                          O                              x             x        A  

         

 Bu vektorning  uzunligi 2 2r x y  kompleks  sonning  moduli, bu  vector  bilan  Ox    

o‟q  orasidagi   -  burchak  kompleks  sonning  argumenti  deyiladi. 

         cos , sinx r y   bo‟lgani  uchun    cos sinx y i r i         boladi  va  bu  

ifodaga  kompleks  sonning   trigonometrik  ko’rinishi  deyiladi. 

 Trigonometrik  ko‟rinishidagi  kompleks  sonlarni  ko‟paytirish  va  bo‟lish. 

    1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos sin , cos sinz x y i r i z x y i r i                  berilgan  bo‟lsa, u  

holda 
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       1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

cos( ) sin( ) , cos sin .
z r

z z r r i i
z r

                   

   

 

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos sin , cos sin ,...,

cos sin

n n n

n n n

z x y i r i z x y i r i z x y i

r i

   

 

                 

  

 1 2 1 2 1 2 1 2... ... cos( ... ) sin( ... ) .n n n nz z z r r r i                     

 

1.4.2. Muаvr fоrmulаsi 

       Agar    1 2 ... cos sinnz z z z r i         bolsa , u  holda  cos sinn nz r n i n     

munosabatni  hosil  qilamiz. 

Bu  formulaning   r = 1  bo‟lgandagi  ko‟rinishiga   Muavr  formulasi  deyiladi:     

 cos sin cos sin .
n

i n i n         

    Xuddi  shu  kabi                      
 

 
1

cos sin .
cos sin

n

nr n i n
r i

 
 


 

      
 

Kompleks  sondan  ildiz  chiqarish 

 
2 2

cos sin cos sin ,n nn
k k

z r i r i
n n

   
 

  
     

 
 bu  yerda  k=0,1,2,…,n-1. 

 cos sinie i      -  Eyler  formulasi   deyiladi. 

Masalan. z = -2+2i  . a) 4 3? ) .z b z  

Yechish. a)  
2 2 2 3

2 2 2 2 , .
2 4

r arctg


       


 

   
4

4 4 3 3 3 3
(2 2) cos sin 64 cos 4 sin 4 64 cos3 sin3 64 1 0 64.

4 4 4 4
z i i i

   
 

   
              

   

b) 3 3
3

3 3
2 2

3 3 4 42 2 8 cos sin 2 cos sin , 0,1,2.
4 4 3 3

k k

z i i i k

 
 

 
 

   
         

   
 

 

3

3

3

0 2 cos sin 1 .
4 4

11 11 3 1 3 1
1 2 cos sin

12 12 2 2

19 19 3 1 3 1
2 2 cos sin .

12 12 2 2

k da z i i

k da z i i

k da z i i

 

 

 

 
     

 

  
      

 

  
     

 

 

 

 

Algebraning  asosiy  teoremasi 

  1

0 1 1...n n

n nf x a x a x a x a

      kompleks  sonlar  maydonidagi  n- darajali  ko‟phad  

bo‟lsin. 

           Ta‟rif . Agar x ning    son  qiymatida   f x  ko‟phad  nolga  aylansa, u  holda  

  soni  f x   ko‟phadning  ildizi  deyiladi. 

            Demak, x   son   f x  ko‟phadning   ildizi  bo‟lsa   0f     bo‟ladi. 
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           Teorema(Bezu  teoremasi).  f x    ko‟phadni x   ga   bo‟lgandagi   qoldig‟i   

 f  ga  teng. 

           Teorema. x   son   f x  ko‟phadning   ildizi  bo‟l ishi  uchun  u x   ga      

qoldiqsiz  bo‟linishi  zarur  va  yetarli. 

         Teorema (Algebraning  asosiy  teoremasi).  Kompleks  sonlar  maydonida  

nolinchi  darajadan yuqori  darajali   har  bir     f x  ko‟phadning   eng  kamida  bitta   

kompleks     ildizi  bor. 

         Teorema. Kompleks  sonlar  maydonida  n - darajali  f x  ko‟phadning   n ta  

ildizi  bor. 

             0 1 2 ... nf x a x x x           ifoda ko‟phadning chiziqli  ko‟paytuvchilarga  

yoyilmasi  deyiladi. 

          Haqiqiy  sonlar  maydonidagi   f x  ko‟phad   uchun  x yi kompleks  son  

ildiz  bo‟lsa, u  holda  x yi  qo‟shma  kompleks  son   ham  ildiz  bo‟ladi  0y  . 

        Haqiqiy  sonlar  maydonidagi   f x  ko‟phadning   kompleks  ildizlari soni  faqat  

juft  bo‟lishi  mumkin. 

      Haqiqiy  sonlar  maydonidagi  juft  daragali  f x  ko‟phadning   haqiqiy   ildizlari 

soni  faqat  juft  bo‟la    oladi. 

     Haqiqiy  sonlar  maydonida  toq  daragali  f x  ko‟phadning   haqiqiy   ildizlari soni  

faqat  toq  bo‟la    oladi. 

         Haqiqiy  sonlar  maydonidagi   har   bir  f x  ko‟phadni    shu  maydondagi   

birinchi  va  ikkinchi  darajali   ko‟phadlar  ko‟paytmasi  ko‟rinishida  ifodalash  mumkin. 

Masalan.  Ko‟paytuvchilarga  ajrating.   4 1.f x x   z = -2+2i. 

 a) 4 3? ) .z b z  

Yechish.   4 1f x x  ko‟phadning ildizlarini topamiz.  

4 4 4 4 2 1 2 1
1 0, 1, 1 cos sin cos sin , 0,1,2,3.

4 4

k k
x x x i i k 

 
            

1 2

3 4

2 2 3 3 2 2
0, cos sin , 1, cos sin ,

4 4 2 2 4 4 2 2

5 5 2 2 7 7 2 2
3, cos sin , 4, cos sin .

4 4 2 2 4 4 2 2

k i i k i i

k i i k i i

   
 

   
 

          

          

      4

1 2 3 41 .f x x x x x x                

  

  

2

1 2

2

3 4

2 2 2 2
2 1,

2 2 2 2

2 2 2 2
2 1.

2 2 2 2

x x x i x i x x

x x x i x i x x

 

 

  
             

  

  
             

  

 

  Demak  ,      4 2 21 2 1 2 1 .f x x x x x x         
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1.4.3. Ko‟p tаrmоqli iqtisоd uchun bаlаns mоdеli 

 Bаlаns mоdеlining аsоsiy mаsаlаsi: n  tа tаrmоqli  xo‟jаlikning hаr bir ishlаb 

chiqаrgаn mаhsulоt miqdоri qаndаy bo‟lganda еhtiyoj to‟lа qоndirilаdi? Bu yerda shuni 

е‟tibоrgа оlish kеrаkki, n  tа tаrmоqning hаr biri ishlаb chiqаrgаn mаhsulоtning bir qismi 

shu tаrmоq еhtiyoji uchun, bir qismi bоshqа tаrmоqlаr еhtiyoji uchun vа yanа bir qismi 

ishlаb chiqаrish bilаn bоg‟liq bo‟lmаgаn еhtiyojlаr uchun sаrf еtilаdi. 

 Tarmoqlar orasidagi turli mahsulotlarni ishlab chiqarish va iste‟mol qilish orqali 

bog‟lanishni hisoblash masalasi ancha murakkab. Bu masalani birinchi bo‟lib mashhur 

amerika iqtisodchisi V.V. Leontev 1936 yil matematik model ko‟rinishida ifodalagan. U 

1929-1932 yillarda amerika iqtisodiy inqirozini tahlil qilishga urungan bu model 

matrisalar algebrasiga asoslagan. 

Ishlаb chiqаrishning mа‟lum bir dаvridаgi, аytаylik, bir yillik fаоliyatini qаrаylik. 

ix  dеb i - tаrmоqning shu dаvr dаvоmidа ishlаb chiqаrgаn yalpi mаhsulоt hаjmining pul 

birligidа ifоdаlаngаn qiymаtini, bu yerda ni ,,2,1  . ijx  dеb i tаrmоq mаhsulоtining 

j tаrmоq еhtiyoji uchun sаrf еtilgаn hаjmining pul miqdоrini bеlgilаymiz. iy  dеb i  

tаrmоq mаhsulоtining nоishlаb chiqаrish еhtiyoji hаjmining pul miqdоrini bеlgilаymiz. 

Tаbiiyki, i  tаrmоq ishlаb chiqаrgаn yalpi mаhsulоt hаjmi nxi ,  tа tаrmоq еhtiyojlаri vа 

nоishlаb chiqаrish еhtiyojlаri uchun sаrf еtilgаn mаhsulоtlаr hаjmlаrining pul miqdоrlаri 

yig‟indisigа tеng bo‟lishi kеrаk, ya‟ni    

   



n

j

iiji niyxx
1

,,2,1,   - tеnglаmаlаr bаlаns munоsаbаtlаri dеb 

nоmlаnаdi. 

Аgаr  nji
x

x
a

j

ij

ij ,,2,1,   bеlgilаsh kiritsаk, jaij  -tаrmоqning mаhsulоt 

hаjmi birligi uchun sаrf еtilgаn i -tаrmоq mаhsulоt hаjmi qiymаtini bildirаdi. ija -bеvоsitа 

хаrаjаtlаr kоеffitsiеnti dеb nоmlаnаdi. ija -koeffitsientlаrni qаrаlаyotgаn dаvrdаgi ishlаb 

chiqаrish jаrаyonidа qo‟llаnilаyotgаn tехnоlоgiya аniqlаydi. Qаnchаlik yangi, sаmаrаdоr 

tехnоlоgiya qo‟llаnilsа, ija -koeffitsientlаr shunchаlik kichik, sаrf-хаrаjаtlаr shunchаlik 

kаm bo‟lib, sаmаrаdоrlik yuqоri bo‟lаdi. Qаrаlаyotgаn dаvr ichidа ija  koeffitsientlаrni 

o‟zgаrmаs dеb olib, ya‟ni sаrf- хаrаjаtlаrni yalpi хаrаjаtlаrgа chiziqli bоg‟liq dеb 

qаrаymiz.  

                         ),,2,1,(, njixax jijij   

Shu munоsаbаt bilаn ko‟rilgаn ko‟p tаrmоqli  iqtisоdiyot mоdеlini chiziqli bаlаns 

mоdеli dеb hаm nоmlаnаdi. Bu  holda  tеnglаmаlar sistemasi quyidаgi ko‟rinishdа 

bo‟ladi. 

                       



n

j

ijiji niyxax
1

,,2,1,                                

Quyidаgi bеlgilаshlаrni kiritаylik, 

                   




































































nnnnnn

n

n

y

y

y

x

x

x

aaa

aaa

aaa

A








2

1

2

1

21

22221

11211

,,
 

bu yerda A  -tехnоlоgik mаtritsа,  -yalpi mаhsulоt vеktоri,  -yakuniy mаhsulоt vеktоri 

dеb nоmlаnаdi. Bu bеlgilаshlаrgа аsоsаn tenglamalar  sistemasini quyidаgi ko‟rinishida  

yozish  mumkin. 
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 . 

 Ko‟p tаrmоqli bаlаnsning аsоsiy mаsаlаsi bеrilgаn yakuniy mаhsulоt vеktоri 

vа bеvоsitа  хаrаjаtlаr mаtritsаsi A- gа ko‟rа  -yalpi mаhsulоt vеktоrini tоpishdаn ibоrаt 

bo‟lаdi, ya‟ni oxirgi tеnglаmаni nоmа‟lum vеktоr   gа nisbаtan yechish kеrаk. Buning 

uchun uni quyidаgi ko‟rinishgа оlib kеlаmiz    AE .  

Аgаr det   0 AE  bo‟lsа, u hоldа  tеskаri   1
 AE  mаtritsа mаvjud bo‟lib, 

yechim quyidаgi ko‟rinishdа bo‟lаdi. 

  
1

AE  
1)(  AES  -mаtritsа bеvоsitа хаrаjаtlаr mаtritsаsi dеb nоmlаnаdi.  Bu 

mаtritsаning iqtisоdiy mа‟nоsini tushunish uchun  0,0, ,1, 0i  ,  1,2, ,i n  i -

o‟rnidа 1, qоlgаn jоylаrdа 0 bo‟lgаn yakuniy mаhsulоt birlik vеktоrlаrini qаrаymiz. 

Ulаrgа mоs kеluvchi  tеnglаmа yechimlаri quyidаgigа tеng bo‟lаdi. 



































































nn

n

n

n

nn s

s

s

s

s

s

s

s

s






2

1

2

22

12

2

1

21

11

1 ,,,
. 

 Dеmаk, )( ijsS   mаtritsаning ijs -еlеmеnti i -tаrmоqning j -tаrmоq birlik 

yakuniy mаhsulоti j  ni, ishlаb chiqаrish uchun sаrf qilinishi zаrur bo‟lgаn mаhsulоt 

miqdоri qiymаtini bildirаdi. 

 Qаrаlаyotgаn mаsаlаning iqtisоdiy mа‟nоsigа ko‟rа, (11) tеnglаmаdа 

   njianiy iji ,1,0,,1,0   bo‟lib, tеnglаmа yechimi uchun  0 1,ix i n   

bo‟lishi kеrаk. Bu hоlаtni biz  0, 0   vа 0X  dеb bеlgilаymiz.  

 Agаr istаlgаn 0 vеktоr uchun  0  tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi (11) 

ning yechimi mаvjud bo‟lsа. 0  mаtritsа sаmаrаli mаtritsа dеyilаdi. Bu hоldа Lеоntеv 

mоdеli hаm sаmаrаli mоdеl dеyilаdi. 

 Masalan.1. Quyidagi jadvalda tarmoqlarning reja davriga mo‟ljallangan 

xarajat koeffisentlari va chekli mahsuloti shartli pul birligida berilgan. 

Tarmoq 
Iste‟mol Chekli 

mahsulot Sanoat Qishloq xo‟jaligi 

Ishlab 

chiqarish 

Sanoat 0,3 0,25 300 

Qishloq 

xo‟jaligi 
0,15 0,12 100 

Quyidagilarni 

a) Tarmoqlarning rejalashtirilgan yalpi mahsulot miqdorini, tarmoqlararo mahsulot 

yetkazib berish, tarmoqlarning sof mahsulotini; 

b) Agar qishloq xo‟jaligining chekli mahsuloti 20% ga, sanoatniki 10% ga oshirilsa, 

har bir tarmoqning zarur yalpi ishlab chiqarish miqdorini topish kerak. 

 Yechish. a) To‟g‟ridan – to‟g‟ri xarajatlar koeffisentini A matrisa va chekli 

mahsulot vektori Y ni yozib olamiz: 




















100

300
,

12,015,0

25,03,0
YA  

bundan 


























88,015,0

25,07,0

12,0115,0

25,03,01
AE matrisani yozib olamiz. 

 U holda to‟la xarajatlar matrisasi 
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.
21,143,0

26,052,1

7,025,0

15,088,0

5785,0

1
)( 1


















 AES  

Yalpi mahsulot vektorini aniqlaymiz: 




























250

482

100

300

21,143,0

26,052,1
X  

 Tarmoqlar mahsulot yetkazib berish miqdori xij ni jijij xax  formuladan topamiz. 

Masalan .6.1444823.011111  xax   

 Tarmoqlarning yalpi mahsuloti, tarmoqlararo mahsulot yetkazib berish, 

shuningdek tarmoqlarning sof mahsulotlarini hisoblab topib, quyidagi jadvalni tuzamiz. 

Tarmoq 

Iste‟mol 
Chekli 

mahsulot 
Yalpi mahsulot 

Sanoat 
Qishloq 

xo‟jaligi 

Ichlab 

chiqarish 

Sanoat 144,6 62,5 300 482 

Qishloq 

xo‟jaligi 
72,3 30 100 150 

Sof mahsulot 265,1 157,5     

Yalpi mahsulot 482 250    

                b)   Shartga ko‟ra chekli mahsulot vektori    






















120

330

2,1100

1,1300
Y  

U holda mahsulot vektori quyidagicha bo‟ladi:  .
1,287

8,532

120

330

21,143,0

26,052,1













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 Shunday qilib sanoatdagi ishlab chiqarishni 532,8 shartli pul birligigacha, 

qishloq xo‟jaligida 287.1 shartli pul birligigacha oshirish kerak. 

 

2-MAVZU. МАTRISAVIY ANALIZ 

1- mashg‟ulot 

2.1.1. Chiziqli fazo tushunchasi 

2.1.2. Chiziqli bog‟liqlik, o‟lcham va bazis tushunchalari 

2.1.3. Bir bazisdan boshqasiga o‟tish 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, hikoya, so‟rov. 

 

2.1. 1. Chiziqli fazo tushunchasi 

       Tа‟rif. Agar bo‟sh bo‟lmаgаn L-to‟plаmning istalgan zyx ,,  elementlari va   son 

uchun qo‟shish- Lyx  , songa ko‟paytirish- Lx  аniqlаngаn bo‟lib, bu аmаllаr 

uchun quyidаgi хоssаlаr o‟rinli bo‟lsа:  

1. xyyx   ,                    2.     zyxzyx   , 

3. L  da shunday 0 (nol)  element mavjudki, istalgan  Lx  uchun xx  0 , 

4. Har bir Lx  uchun, L  da shunday - x  elementi mavjudki, uning uchun   0 xx , 

5.   va    sonlar va  Lx  uchun    xx   ,     6. xx 1 , 

7.   xxx   ,                                                    8.   yxyx   , 

u holda u chiziqli yoki  vеktоr fazo deyiladi.  

 Yuqоridаgi tа‟rifdа sоngа ko‟pаytirish аmаli dеgаndа ikki hоlаtni fаrqlаsh kеrаk. 

Аgаr tа‟rifdаgi sоnlаr hаqiqiy sоnlаr to‟plаmi   ,R  dаn оlingаn dеb qаrаlsа, 
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bundаy chiziqli fаzо hаqiqiy chiziqli fаzо dеyilаdi, аgаrdа bu sоnlаr kоmplеks sоnlаr 

to‟plаmi C dаn оlingаn dеb qаrаlsа, bundаy chiziqli fаzо kоmplеks chiziqli fаzо dеyilаdi.  

       Tа‟rif. n ,,, 21    sоnlаr uchun    nnaaax   2211   tеnglik o‟rinli bo‟lsа, u 

holda chiziqli fazo elementi x  vektor naaa ,,, 21   vektorlarning chiziqli 

kombinatsiyasidan iborat deyiladi. 

 

2.1.2. Chiziqli bog‟liqlik, o‟lcham va bazis tushunchalari 

     Tа‟rif. Agar hammasi ham nolga teng bo‟lmаgаn shundаy n ,,, 21   sоnlаr tоpilib, 

ulаr uchun  

                         02211  nn aaa            (1) 

tеnglik o‟rinli bo‟lsа, u hоldа naaa ,,, 21   vektorlar sistemasi chiziqli bog‟liq vektorlar 

sistemasi deyiladi, aks holda, ya‟ni (1) tеnglik o‟rinli ekаnligidаn 021  n   

bo‟lsa, ular chiziqli erkli vеktоrlаr sistemasi deyiladi. 

 Аgаr naaa ,,, 21   vеktоrlаr оrаsidа nоl vеktоr bo‟lsа, u hоldа ulаr chiziqli bоg‟liq 

bo‟lаdi. Аgаr naaa ,,, 21   vеktоrlаrdаn bir nеchtаsi chiziqli bоg‟liq bo‟lsа, u hоldа 

ulаrning o‟zi hаm chiziqli bоg‟liq bo‟lаdi. 

 Tа‟rif. Аgаr L  chiziqli fаzоda n  tasi chiziqli erkli va istаlgаn 1n  tаsi bog‟liq 

bo‟lgan vektorlar mavjud bo‟lsa, ya‟ni chiziqli erkli vеktоrlаrning maksimal sоni n  gа 

tеng bo‟lsа, u holda L  fazo n  o‟lchovli chiziqli fazo dеyilаdi. 

 Tа‟rif. n  o‟lchоvli chiziqli fаzоdаgi istаlgаn n  tа chiziqli erkli vеktоrlаr sistemasi 

chiziqli fаzоning bаzisi dеyilаdi. 

 Tеоrеmа. Chiziqli fаzоning hаr bir elеmеntini yagоnа usul bilаn bаzisning 

chiziqli kоmbinаtsiyasi ko‟rinishidа ifоdа qilish mumkin. 

 

2.1.3. Bir bazisdan boshqasiga o‟tish 

n ,,, 21  vеktоrlаr bаzis bo‟lib, х vеktоr ulаrning chiziqli kоmbinаtsiyasidаn 

ibоrаt bo‟lsin, ya‟ni nnxxxx   2211 , u hоldа nxxx ,,, 21   sоnlаr x  vеktоrning 

n ,,, 21  bаzis bo‟yichа kооrdinаtаlаri dеb yuritilаdi.  

n  o‟lchоvli L  chiziqli fаzоdа ikkitа n ,,, 21  vа **

2

*

1 ,,, n   bаzislаr bеrilgаn 

bo‟lsin, u hоldа 

n ,,, 21  
lar uchun

 

nnnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa





















2211

22221212

12121111

 

tеngliklаrni hоsil qilаmiz, bu yerda   
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





















nnnn

n

n
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aaa

aaa
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




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22221

11211

 

mаtritsа  n ,,, 21  bаzisdаn 

n ,,, 21  bаzisgа  o‟tish mаtritsаsi dеyilаdi. А mаtritsа 

хоs bo‟lmagan mаtritsа bo‟lаdi, shuning uchun ungа tеskаri 1A  mаtritsа mаvjud bo‟lib, 

bu mаtritsа 

n ,,, 21  bаzisdаn n ,,, 21  bаzisgа o‟tish mаtritsаsi bo‟lаdi. 
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2-mаshg'ulоt 

2.2.1. Chiziqli almashtirish matrisasi 

2.2.2. Xarakteristik ko‟phad 

2.2.3. Xos son va xos ko‟phad 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: tezkor so‟rov, hikoya, ma‟ruza. 

 

2.2.1. Chiziqli almashtirish matrisasi 

Tа‟rif. Аgаr 1L  chiziqli fаzоning hаr bir elеmеnti 1Lx  uchun birоn qоidа, 

qоnungа аsоsаn 2L  chiziqli  fаzоning аniq elеmеnti mоs qo‟yilgаn bo‟lsа, 1L  ni 2L  gа 

аkslаntiruvchi оpеrаtоr bеrilgаn dеyilаdi. Bu оpеrаtоrni A  dеb  bеlgilаb, аkslаntirishni 

21: LLA   shаkldа ifоdа etilаdi, bu аkslаntirishdа x ning  y gа  mоs kеlishi yAx   kаbi 

yozilаdi. 

           Tа‟rif. Agar istаlgаn 21, LyLx   va   son uchun  

 

  xAxA

AyAxyxA

 


 

tenglik o‟rinli bo‟lsa, u holda 1 2:A L L  operator chiziqli operator deyiladi.  

     Аgаr LLA :  vа LLB :  chiziqli оpеrаtоrlаr bo‟lsа, bundаy оpеrаtоrlаr 

uchun ABA  ,  va BA   chiziqli оpеrаtоrlаrni аniqlаshimiz mumkin bo‟lаdi. L  

chiziqli fаzоning o‟zini-o‟zigа аkslаntiruvchi  bаrchа chiziqli оpеrаtоrlаr  

to‟plаmini )(L  dеb bеlgilаymiz, оpеrаtоrlаrni qo‟shish vа sоngа ko‟pаytirishgа nisbаtаn  

)(L  to‟plаm chiziqli fаzоni tаshkil etаdi.  

 Tа‟rif. Agar )(LA   оpеrаtоr uchun shundаy  sоn mаvjud bo‟lib,  

xAx  , 0x  

tеnglik o‟rinli bo‟lsа, u hоldа x    vector A  оpеrаtоrning хоs vektori dеyilаdi. 

 mn RRA :  chiziqli  оpеrаtоr bo‟lsin. Biz A  оpеrаtоrning mаtritsа ko‟rinishini 

hоsil qilаmiz. Buning uchun nR  dа n ,,, 21  va mR  dа esа  

m ,,, 21  bаzislаrni 

оlаylik. m

i

mn RARyAxRx  ,,  uchun ushbu tеngliklаrni yozа оlаmiz: 

njaaaA

yyyyAx

xxxx

mmjjji

mm

nn

,,2,1,2211

2211

2211















  

 Bu yеrdаn quyidаgilаrni hоsil qilаmiz: 

    
   






















n

j

n

j

m

i

m

i

i

n

j

jijiijjjj xaaxAxAx
1 1 1 1 1



, 




m

i

iiyyAx
1

  

dеmаk, 



n

j

jiji mixay
1

,,2,1,  tеngliklаr hоsil bo‟lаdi. Аgаr biz ushbu 

mаtritsаlаrni kiritsаk, 
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x
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21

22221

11211

2

1

2

1

,,

,

 

u hоldа  yuqоridаgi tеngliklаrni  quyidаgichа yozishimiz mumkin: 

YAX   



24 
 

bu yеrdа A  mаtritsа qаrаlаyotgаn A  оpеrаtоrning bеrilgаn bаzislаrdаgi mаtritsаsi 

dеyilаdi.  nRA   bo‟lsin, u hоldа bundаy оpеrаtоrgа mоs kеlаdigаn mаtritsа kvаdrаtik 

mаtritsа bo‟lаdi. 
























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A







21

22221

11211

 

 

2.2.2. Xarakteristik ko‟phad. Xos  son  va  xos  ildiz 
n

n Rxxxx  ),,,( 21   vеktоr A  chiziqli оpеrаtоrning   хоs sоnigа mоs kеluvchi 

хоs vеktоr, ya‟ni xAx   bo‟lsin. 

 Аgаr 























nx

x

x



2

1

vеktоr mаtritsа bo‟lsа, u hоldа ushbu tеnglik hоsil bo‟lаdi 

 AX . 

Bu yеrdаn E  birlik mаtritsа uchun, quyidаgi   0 EA   tеnglikni yozа оlаmiz. 

Bu bir jinsli tеnglаmаlаr sistеmаsi hаr dоim nоl 0x  yechimgа egа. U nоldаn fаrqli 

yechimgа egа bo‟lishi uchun, ya‟ni хоs vеktоrning mаvjud bo‟lishi uchun 0 EA   

bo‟lishi, ya‟ni  

0

21

22221

11211





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

EA







 

ekаnligi zаrur vа yеtаrlidir. Bu dеtеrmеnаnt   gа nisbаtаn n -tаrtibli ko‟phаddаn ibоrаt 

bo‟lаdi, uni A  оpеrаtоrning yoki A  mаtritsаning хаrаktеristik ko‟phаdi, (1) tеnglаmа A  

оpеrаtоrning (mаtritsаning) хаrаktеristik tеnglаmаsi dеyilаdi. Shuni tа‟kidlаsh lоzimki, 

хаrаktеristik ko‟phаd qаrаlаyotgаn bаzisgа bоg‟liq bo‟lmаydi. 

 A  оpеrаtоr n  tа chiziqli erkli n ,,, 21  хоs vеktоrlаrgа egа bo‟lib, n ,,, 21   

хоs sоnlаri bo‟lsin, u hоldа A  оpеrаtоrning n ,,, 21  bаzisgа mоs kеluvchi  A  

mаtritsаsi quyidаgi ko‟rinishdа bo‟lаdi: 
























n
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









00

00

00

2

1

, 

ya‟ni A  mаtritsа diаgоnаl mаtritsа bo‟lаr ekаn. 

 Аksinchа, birоn-bir bаzisdа A  оpеrаtоr mаtritsаsi diоgаnаl ko‟rinishgа egа bo‟lsа, 

u hоldа bu bаzis vеktоrlаri A  оpеrаtоrning хоs vеktоrlаri bo‟lib, mаtritsа 

diоgаnаllаridаgа sоnlаr uning хоs sоnlаridаn ibоrаt bo‟lаdi. 

 Аgаr A  оpеrаtоr n  tа turli хоs sоnlаrgа egа bo‟lsа, u hоldа ulаrgа mоs kеluvchi 

хоs vеktоrlаr chiziqli erkli bo‟lib, shu vеktоrlаr hоsil qilgаn bаzisdа A  оpеrаtоr 

mаtritsаsi diоgоnаl ko‟rinishgа egа bo‟lаdi. 
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Masalan 1. 









41

23
A  оpеrаtоrning mаtritsаsini biror bаzisda diagonal ko‟rinishga 

keltiraylik. 

 Matrisaning xarakteristik tenglamasi tuzib, xos sonlarni topamiz  

,0
41

23









bundan .5,2,0107 21

2    

 Xos vektorlarni topish uchun  

11 12 1 1 11 12 1 11 1 12 2

21 22 2 2 21 22 2 21 1 22 2

0 ( ) 0
, ,

0 ( ) 0

a a x x a a x a x a x

a a x x a a x a x a x

 


 

             
           

               
ko‟rinishdagi bir jinsli tenglamalar sistemasini yechamiz. 

21   xos songa mos keluvchi xos vektori 








02

02

21

21

xx

xx
 sistemaning yechimi bo‟lib, 

1

2b
x

b

 
  
 

  bo‟ladi. 

52   xos songa mos keluvchi xos vektor esa 








0

022

21

21

xx

xx
 sistemaning yechimi 

bo‟lib, erkli o‟zgaruvchini x2 = c deb olsak. 1

c
x

c

 
  
 

 bo‟ladi. b va c ixtiyoriy sonlar 

bo‟lgani uchun bitta xos songa bir nechta har xil xos vektorlar mos kelishi mumkin. 

Xususan, 1b c   bo‟lsa, bir jinsli sistemaning fundamental yechimlariga mos keluvchi 

xos vektorlar 1

2

1
x

 
  
 

 va 2

1

1
x

 
  
 

  ko‟rinishda bo‟ladi. 

Bu xos vektorlardan tuzilgan  
2 1

1 1
B

 
  
 

 matrisa 1

2

1
x

 
  
 

 va 2

1

1
x

 
  
 

 bazisdagi   

1B A B    almashtirishda berilgan A matrisani diаgоnаl mаtritsа ko‟rinishiga keltiradi. 

1
1 11

1 23
B

 
   

  
 ekanligini hisobga olib, 1B A B    almashtirishni hisoblaylik  

1
1 1 3 2 2 1 2 2 2 1 6 0 2 01 1 1

.
1 2 1 4 1 1 5 10 1 1 0 15 0 53 3 3

B A B
                 

                        
                 

 

 Demak, qaralayotgan bazisda A  оpеrаtоrning mаtritsаsi diоgаnаl ko„rinishgа ega 

bo‟lib, mаtritsа diоgonаlidаgi sonlar A  оpеrаtоrning  хоs sоnlаridаn ibоrаt bo‟lar ekan. 

Teorema. 
2A matritsaning xos sonlari, berilgan A matritsa xos sonlari kvadratiga 

teng, hamda ikkala matritsaning xos vektorlari bir xildir.   Aq q . 

 Teorema. 
nA  matritsaning xos sonlari, berilgan A matritsa xos sonlari n-darajaga 

oshirilganiga teng, ammo ikkala matritsaning xos vektorlari bir xildir.  

Teorema. 
1A

matritsaning xos sonlari berilgan A matritsaning xos sonlariga 

teskari bo‟ladi, hamda matritsalarning xos vektorlari bir xil.  

 Teorema. Idempotent matritsaning har bir xos soni yoki nolga teng yoki birga. 
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3-mashg‟ulot 

2.3.1. Evklid  fazosi  

2.3.2. Kvadratik  formalar 

2.3.3. Almashtirishning  chiziqli  modeli 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: yo‟riqnoma berish, hikoya, so‟rov. 

 

2.3.1. Evklid  fazosi 

Tа‟rif. Agar L chiziqli fаzо berilgan bo‟lib,  Lyx  ,  elementlar uchun shundаy 

);( уx  sоn mоs qo‟yilgan bolsa va u quyidаgi хоssаlаrni qаnоаtlаntirsа: 

1.      Lyxxyyx  ,,,, ,                    2.        Lzyxzxyxzyx  ,,,,,, ; 

3.      LyxRyxyx  ,,,,,  ,    4.  , 0x x   vа fаqаt  Lxx  0  bo‟lganda  

  0; xx , 

 U holda bu chiziqli fazoda skalyar ko‟paytma aniqlangan deyiladi. 

 Skаlyar ko‟pаytmа kiritilgаn chiziqli fаzо evklid fаzоsi dеyilаdi. 

 Skаlyar ko‟pаytmа yordаmidа vеktоrning nоrmаsi (uzunligi) tushunchаsini kiritish 

mumkin. x  vеktоrning uzunligi (nоrmаsi) x  dеb, quyidаgichа аniqlаngаn sоngа 

аytiladi.         xxx ,  

Nоrmа quyidаgi хоssаlаrgа egа bo‟lаdi. 

1. 0x  faqat va faqat 0x , bo‟lsa.                        2. Istalgan   son uchun xx    

3.   yxyx , -Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi.   4. yxyx   uchburchak 

tengsizligi 

 Ikkita x  vа y  vеktоrlаr оrаsidаgi  burchаk   quyidаgi tеnglik bilаn аniqlаnаdi:  

 
yx

yx




),(
cos , bu yerda  0  dеb qаrаlаdi. 

      Tеоrеmа. Hаr qаndаy n o‟lchоvli L  evklid fаzоsidа оrtоnоrmаl bаzis mаvjuddir.  
nR  Evklid fаzоdа      1,,0,0,,0,,1,0,0,,0,1 21   n  vеktоrlаr 

оrtоnоrmаl bаzisni tаshkil etаdi. 

 

2.3.2. Kvadratik  formalar 

Kvadratik formalar maxsus matritsaviy funksiya bo‟lib, ko‟p o‟zgaruvchili 

funksiyalarning maksimumi va minimumlarini  topishda qo‟llaniladi. Ekonometrikaning 

ko‟pgina modellari parametrlarini  baholashda ma‟lum  bir kvadratik formalarni 

minimallashtirish yechim ko‟rinishini olish imkonini beradi. 

Tа‟rif. n  tа o‟zgаruvchining kvаdrаtik fоrmаsi dеb 

                                  

  
 


n

i

n

j

jiijn xxaxxxf
1 1

21 ,,,                                 

tеnglik оrqаli аniqlаngаn f  funksiyagа аytilаdi.  

 Bu yerda ija -lаr  kvаdrаtik fоrmаning kоeffitsiеntlаri dеyilаdi. Ulаr hаqiqiy sоnlar 

bo‟lib, jiij aa   shаrtlаrni qаnоаtlаntirаdi. Shu kоeffitsiеntlаr yordаmidа tuzilgаn 

   njiaA ij ,,2,1,   mаtritsа kvаdrаtik fоrmаning mаtritsаsi dеyilаdi, jiij aa   shаrt 

bаjаrilgаni uchun bundаy mаtritsаlаrni simmеtrik mаtritsаlаr ko‟rinishidа ifоdа qilish 

mumkin: 

                                                AXf                                        (3) 
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bu yеrdа   nxxx ,,, 21  - mаtritsа ustundаn ibоrаtdir. 

    nnjicC ij ,,2,1,  -tаrtibli хоs bo‟lmаgаn mаtritsа bo‟lib,   nxxx ,,, 21   vа 

  nyyy ,,, 21   lаr  C  tеnglik оrqаli bоg‟lаngаn bo‟lsin. U hоldа (3) tеnglikdаn 

quyidаgilаrni hоsil qilаmiz,  

          YAYYACCYCYACYCYACYAXf 


  

Dеmаk,  C  хоs bo‟lmаgаn chiziqli аlmаshtirishdа f  kvаdrаtik fоrmаgа mоs 

kеluvchi mаtritsа quyidаgichа bo‟lаr ekаn  

ACCA   

Agаrdа bаrchа ji   lаr uchun 0ija
 
bo‟lsа, ya‟n‟ 




n

i

iiinnn xaxaxaxaf
1

222

222

2

111 
 

ko‟rinishdа bo‟lsа, dеmаkki  kvаdrаtik fоrmаning mаtritsаsi diаgоnаl  ko‟rinishdа bo‟lsа 

u holda 
 


n

i

n

j

jiij xxaf
1 1

 fоrmа kаnоnik kvаdrаtik fоrmа  dеyilаdi. 

Masalan.1.     2 2 2

1 2 3 1 2 5 1 2 1 3 2 3, , 3 6 2 2F x x x x x x x x x x x x       kvadratik  formani 

kanonik ko‟rinishga keltiraymiz. 

Kvadratik formanga mos  matrisa  
1 3 1

3 1 1

1 1 5

A

 
 

  
  

 ko‟rinishda bo‟ladi. 

Shu matrisaning xos son va xos vektorlarini topamiz.  

3 2

1 2 3

1 3 1

3 1 1 0 . 7 36 0 . 2, 3, 6.

1 1 5



     



 

           

 

 

Xos vektorlarni topamiz. 

 a) 21   uchun 
1

2

3

3 3 1 0

3 3 1 0

1 1 7 0

x

x

x

     
    

       
        

 yoki 















07

033

033

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 yoki 1 2 3

1 2 3

3 3 0

7 0

x x x

x x x

  


  

 

Bu sistemani notriveal yechimlaridan biri 
1

1

1

0

e

 
 

 
 
 

. 

b)  2=3 uchun xuddi a) punktdagi kabi mulohazalarda 
1

1

1

1

e

 
 

 
 
 

. 

c) 3=6 uchun ham xuddi a) punktdagi kabi mulohazalarda 
1

1

1

2

e

 
 

  
 
 

 yechimlarni hosil 

qilamiz. 

 Normal vektorlar uchun 12

3

2

2

2

1  xxx  shart o‟rinli ekanligini inobatga olib, 

1

1

1

0

e

 
 

 
 
 

 vektorni 
2

12

3

2

2

2

1  xxx  ga ko‟paytirib, 
1

1
1

1
2

0

e

 
 

  
 
 

normal vektorni hosil 
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qilamiz. Xuddi shu kabi, 
2

1
1

1 ,
3

1

e

 
 

  
 
 

3

1
1

1
6

2

e

 
 

  
 
 

 qolgan normal vektorni hosil 

qilamiz. 

1 2 3, ,e e e   xos vektorlar o‟zaro juft-juft orthogonal,yani 
1 2 1 3 2 3 0T T Te e e e e e        

bo‟lgani uchun C mаtritsа quyidagi ko‟rinishda bo‟ladi 
1 1 1

3 6 2

1 1 1

3 6 2

1 2
0

3 6

C

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

O‟zgaruvchilarning X CY  orthogonal almashtirilishida berilgan kvadratik forma 

quyidagi 2 2 2

1 2 3 1 2 3( , , ) 3 6 2F y y y y y y    kanonik ko‟rinishga keladi, bunda 

3 31 2 1 2 1 2
1 2 3

2
, ,

3 3 3 6 6 6 2 2

x xx x x x x x
y y y          

va  aksincha 

3 31 2 1 2 1 2
1 2 3

2
, , .

3 6 2 3 6 2 3 6

y yy y y y y y
x x x          

 

 Ta‟rif. Agar barcha 0x  , uchun   0Tq x x Ax   bo‟lsa,  q x  kvadratik forma 

va  A matritsa musbat aniqlangan deyiladi.  

Agar barcha 0x  , uchun   0Tq x x Ax   bo‟lsa,  q x  kvadratik forma va  A 

matritsa yarim musbat aniqlangan deyiladi.  

Agar barcha 0x  , uchun   0Tq x x Ax   bo‟lsa,  q x  kvadratik forma va  A 

matritsa manfiy aniqlangan deyiladi. 

Agar barcha 0x  , uchun   0Tq x x Ax   bo‟lsa,  q x  kvadratik forma va  A 

matritsa yarim manfiy aniqlangan deyiladi.  

Agar ba‟zi x lar uchun kvadratik forma musbat va boshqa x lar uchun manfiy 

aniqlangan bo‟lsa, u holda  A matritsa uchun aniqmas(xosmas) deyiladi. 

Teorema.  Agar  matritsaning xos sonlari musbat aniqlangan bo‟lishi uchun 

 A haqiqiy simmetrik matritsa musbat aniqlangan bo‟lishi zarur va yetarlidir. 

Agar  A  haqiqiy simmetrik matritsa yarim musbat aniqlangan bo‟lishi  uchun 

matritsaning xos sonlari noldan katta yoki nolga teng  bo‟lishi  zarur va yetarlidir.  

Agar  matritsaning xos sonlari manfiy aniqlangan bo‟lishi uchun  A  haqiqiy 

simmetrik matritsa manfiy aniqlangan bo‟lishi zarur va yetarlidir.  

Agar  A  haqiqiy simmetrik matritsa yarim manfiy aniqlangan bo‟lishi  uchun 

matritsaning xos sonlari noldan kichik yoki nolga teng  bo‟lishi zarur va yetarlidir.  

       Tеоrеmа. Istаlgаn kvаdrаtik fоrmаni хоs bo‟lmаgаn chiziqli аlmаshtirish yordаmidа  

kаnоnik ko‟rinishgа оlib kеlish mumkin. 

 Kvаdrаtik fоrmаning kаnоnik ko‟rinishi kоeffitsiеntlаri mа‟n‟sidа yagоnа 

bo‟lmаydi. Lеkin quyidаgi tеоrеmа o‟rinlidir: 

      Tеоrеmа. (Kvаdrаtik fоrmа uchun inеrtsiya qоnuni). Kvаdrаtik fоrmаning bаrchа 

kаnоnik ko‟rinishlаridаgi musbаt vа mаnfiy hаdlаri sоni bir хil bo‟lаdi. 
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     Tеоrеmа. AXf   kvаdrаtik fоrmа musbаt аniqlаngаn bo‟lishi uchun A  

mаtritsаning bаrchа bоsh minоrlаri musbаt bo‟lishi zаrur vа yеtаrlidir, ya‟n‟ 

                                  

ni

aaa

aaa

aaa

iiii

i

i

i ,,2,1,0

21

22221

11211













 

bo‟lishi zаrur vа yеtаrlidir. 

 Kvаdrаtik fоrmа mаnfiy аniqlаngаn bo‟lishi uchun esа   nii

i
,,2,1,01    

shаrtning bаjаrilishi zаrur vа yеtаrlidir. 

Teorema.  A matritsaning musbat aniqlangan bo‟lishi uchun  A  matritsa bosh 

minorlari musbat aniqlangan bo‟lishi zarur va yetarlidir. 

 A matritsa bosh minorlari quyidagi matritsa determinantlaridan tuziladi:  

1 11,A a
11 12

2

21 22

,
a a

A
a a

 
  
 

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

,

a a a

A a a a

a a a

 
 


 
 
 

 

Misol. 
1 0 0

0 3 0

0 0 1

A

 
 


 
 
 

 matritsa musbat yoki manfiy aniqlanganlikka tekshiring.  

Yechish. Berigan matritsaning xos sonlari 
1 1  , 

2 1   va 
3 3  , uyqoridagi 

teoremaga ko‟ra kvadratik forma musbat aniqlangan.  

Quyidagicha yozish mumkin:  

   
1

2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

1 0 0

0 3 0 3

0 0 1

x

q x x x x x x x x

x

  
  

   
  

  
  

. 

Ixtiyoriy 
1 2 3, ,x x x  qiymatlarni olganda ham  q x  musbatdir. Hamda barcha asosiy 

minorlar ham musbat aniqlangan. Natijada berilgan matritsa ham musbat aniqlangan.  

Misol. 
1 0

0 1
A

 
  

 
matritsa musbat yoki manfiy aniqlanganlikka tekshiring.  

Yechish.   Berigan matritsaning xos soni 1    ikki karralidir. Uyqoridagi teoremaga 

ko‟ra kvadratik forma manfiy aniqlangan, hamda quyidagicha yoziladi:  

    1 2 2

1 2 1 2

2

1 0
.

0 1

x
q x x x x x

x

   
     

  
 

x o‟zgaruvchi vektor oldidagi ishora manfiy.  

 

2.3.3. Almashtirishning  chiziqli  modeli 

         
nSSS n,,, 21  -tа mаmlаkаt bo‟lib, ulаrning milliy dаrоmаdlаri  mоs rаvishdа 

nxxx ,,, 21   lаrgа tеng bo‟lsin. ija - jS -mаmlаkаtning iS -mаmlаkаtdаn sоtib оlgаn 

tоvаrlаrgа sаrf qilgаn milliy dаrоmаdning ulushi bo‟lsin. Milliy dаrоmаd to‟lаligichа 

mаmlаkаt ichidа vа bоshqа mаmlаkаtlаrdаn tоvаr хаridi uchun sаrf bo‟lаdi dеb 

hisоblаymiz, ya‟ni  
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1

1, 1,2, ,
n

ij

i

a j n


  tеnglik o‟rinli bo‟lishi kеrаk.  

Quyidаgi mаtritsаni qаrаylik        
























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A







21

22221

11211 , 

bu mаtritsа sаvdо-sоtiqning strukturаviy mаtritsаsi dеb nоmlаnаdi. Istаlgаn ),1( niSi   

mаmlаkаt uchun ichki vа tаshqi sаvdоdаn hоsil bo‟lgаn tushumi 

niniii xaxaxaP  2211  tеnglik оrqаli аniqlаnаdi. Mаmlаkаt оlib bоrаyotgаn sаvdо-

sоtiqning muvоzаnаtdа bo‟l‟shi uchun hаr bir mаmlаkаt sаvdоsi kаmоmаdsiz bo‟lishi 

kеrаk, ya‟n‟ hаr bir mаmlаkаt sаvdоsidаn hоsil bo‟lgаn tushum uning milliy dаrоmаdidаn 

kаm bo‟lmаsligi kеrаk. Ya‟ni  

nixP ii ,1,   

 Аgаr ii xP   dеb fаrаz qilsаk, u hоldа quyidаgini hоsil qilаmiz:  





n

k

ikik nixxaPi
1

,1,  

bu yеrdаn    
 


n

i

n

i

ii xP
1 1

,ya‟ni               
     











n

i

n

i

n

k

n

k

n

k

n

k

ikk

n

i

ikkiki xxxaxaP
1 1 1 1 1 11

 

ekаnligi kеlib chiqаdi, bu esа qаrаmа-qаrshilikdir. Dеmаk, ii xP   tеngsizlik o‟rnigа 

ii xP   tеnglik o‟rinli bo‟lishi kеlib chiqаdi. Iqtisоdiy nuqtаi nаzаrdаn bu tushunаrli 

hоlаtdir, chunki mаmlаkаtlаrning bаrchаsi bir pаytdа fоydа ko‟rоlmаydi. Mаmlаkаtlаr 

milliy dаrоmаdi uchun 























nx

x

x

X


2

1

 vеktоrni kiritsаk u hоldа ii xP  , ya‟ni 





n

k

ikik nixxa
1

,1,  tеngliklаrdаn quyidаgi tеnglаmаni hоsil qilаmiz:   , ya‟ni, 

qаrаlаyotgаn mаsаlа A  mаtritsаning 1  хоs sоnigа mоs kеlаdigаn хоs vеktоrini tоpish 

mаsаlаsigа kеlаr ekаn. 

Masala.1. To‟rtta mamlakat savdosining strukturaviy matrisasi 























4,02,01,01,0

2,05,03,03,0

2,01,03,04,0

2,02,03,02,0

A

 

budjetlar yig‟indisi 1 2 3 4 6270x x x x     (shartli pul birligi) bo‟lsa, har bir mamlakatning 

budjeti topilsin. 

 Dastlab,berilgan strukturaviy matrisaning 1  xos songa mos keluvchi xos vektorni 

topish kerak, ya‟ni   0 xEA tenglamani yechish kerak. 







































































0

0

0

0

6,02,01,01,0

2,05,03,03,0

2,01,07,04,0

2,02,03,08,0

4

3

2

1

x

x

x

x

. 

Bu sistemaning rangi uchga teng bo‟lgani uchun, noma‟lumlardan bittasi erkli 

o‟zgaruvchi va qolganlari shu erkli o‟zgaruvchi orqali ifodalanadi. Sistemani Gauss usuli 

bilan yechib, x  xos vektorning kompanentlarini topamiz 

.,
11

20
,

121

146
,

121

140
4321 cxcxcxcx   
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Topilgan qiymatni berilgan budjetlar yig‟indisiga qo‟yib c  kattalikni 

topamiz:c=1210, bundan defitsitsiz savdoda mamlakatlar budjetining izlanayotgan 

kattaligini topamiz. 
1 2 3 41400, 1460, 2200, 1210 .x x x x      

Masala.2. 321 ,, XXX  dаvlаt byudjеtigа egа uchtа mаmlаkаt sаvdоsini qаrаylik. 

Butun dаvlаt byudjеti hаr bir mаmlаkаt uchun yoki mаmlаkаt ichidа tоvаr оlish uchun 

yoki bоshqа mаmlаkаtlardаn impоrt оlish uchun sаrflаnаdi dеb hisоblаymiz. Аytаylik, 

birinchi mamlakat o‟z byudjеtining yarimini mаmlаkаt ichidаgi tоvаr аyirbоshlаshgа, 

byudjеtning 
4

1
 qismini ikkinchi mamlakatdаn vа qоlgаn 

4

1
 qismini uchinchi 

mamlakatdаn mаhsulоt оlishgа sаrflаnsin. Ikkinchi mamlakat ichki tоvаr uchun hаm, 

birinchi vа uchinchi  mamlakatdаn mаhsulоt оlish uchun hаm byudjеtni tеng miqdоrdа 

tаqsimlаsin. Uchinch  mamlakat byudjеtning 
2

1
 qismigа birinchi mamlakatdаn, qоlgаn 

2

1
 

qismigа ikkinchi mamlakatdаn tоvаr sоtib оlib, mаmlаkаt ichidа hеch qаndаy mаhsulоt 

аyirbоshlаmаsin. Shu хаlqаrо sаvdо mоdеlining X  хоs vеktоri  tоpaylik. 

 Bu хаlqаrо sаvdоning strukturаviy matritsasini kiritаmiz. 

1 1 1

2 3 2

1 1 1

4 3 2

1 1
0

4 3

I II III

A

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Bundа,  ja ji mаmlаkаtning i mаmlаkаtdаn sоtib оlgаn mаhsulоtining dаvlаt 

byudjеtidаgi qismi. Bu matritsa hаr bir ustuni elеmеntlаrining yig‟indisi birgа tеng. 

i  mаmlаkаt bir yillik sаvdоdаn so‟ng quyidаgi tushumgа egа bo‟lаdi: 

332211 xaxaxaP iiii   

Mаsаlаn, birinchi mamlakat uchun tushum quyidаgichа bo‟lаdi: 

3211
2

1

3

1

2

1
XXXP   

Sаvdоning muvоzаnаtli bo‟lishi uchun hаr bir mаmlаkаt uchun sаvdоning 

tаnqissizligini tаlаb qilish zаrur, yayni bаrchа 3,2,1i  uchun ii XP  bo‟lishi kerak. 

Matritsaviy ko‟rinishdа bu tеnglik XAX  kabi ifоdаlаnаdi,bu еrdа 1

2

3

x

X x

x

 
 

  
 
 

. 

Dеmаk, qаrаlаyotgаn hоl uchun X ni аniqlоvchi tеnglаmаlаr sistеmаsi 

0

1
3

1

4

1
2

1

3

2

4

1
2

1

3

1

2

1

3

2

1
















































x

x

x  

ko‟rinishigа egа.  

Bu sistеmаning umumiy yechimi 













32

31

2

3

2

xx

xx
 korinishda bo‟ladi. 

Shuning uchun хоs vеktоr dеb  2;3;4 Txx  vеktоrni оlish mumkin. Хususаn, bu 

sаvdоdа ishtirоk etаyotgаn mаmlаkаtlar sаvdоlarini muvоzаnаtlаshlari uchun ulаrning 
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dаvlаt byudjеtlаri 2:3:4:: 321 xxx  kabi nisbаtdа bo‟lgаndаginа erishishlari 

mumkinligini аnglаtаdi. 

 

 

3-MAVZU. ANALITIK GEOMETRIYA  

1-mashg‟ulot 

 

3.1.1. To‟g‟ri chiziq tеnglаmаlari 

3.1.2. Ikki  to‟g‟ri  chiziq  orasidagi  burchak 

     3.1.3. Nuqtаdаn  to‟g‟ri chiziqqаchа mаsоfа 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, namoyish, so‟rov. 

 

3.1.1. To‟g‟ri chiziq tеnglаmаlari 

0 cbyax tеnglаmа to‟g‟ri chiziqning umumiy tеnglаmаsi dеyilаdi.  

1) аgаr 0с  bo‟lsа, 0 byax -to‟g‟ri chiziq kооrdinаtа bоshidаn o‟tаi. 

2) аgаr  0b bo‟lsа, stcon
a

c
x   - to‟g‟ri chiziq OY  o‟qqа pаrаllеl bo‟lаdi. 

3) аgаr 0a  bo‟lsа, stcon
b

c
y     - to‟g‟ri chiziq OX  o‟qqа pаrаllеl bo‟lаdi. 

4) аgаr 0b  vа 0с  bo‟lsа 0x - to‟g‟ri chiziq OY  o‟q bilаn ustmа-ust tushаdi.  

5) аgаr 0b , 0a  vа 0с  bo‟lsа, 0y  to‟g‟ri chiziq OX  o‟q bilаn ustmа-ust tushаdi. 

1
n

y

m

x
- to‟g‟ri chiziqning  kеsmаlаrgа nisbаtаn tеnglаmаsini. 

dkxy     -to‟g‟ri chiziqning burchаk kоeffitsiеntli tеnglаmаsi. 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy










  

 - ),( 11 yxA vа ),( 22 yxB  nuqtаlаrdаn o‟tuvchi to‟g‟ri chiziq tеnglаmаsi. 

           Misol.  Talab funksiyasi  Q = 200-4P, teskari talab funksiyani aniqlang.  

Yechish.   200 4 , 4 200, 4 200 , 50 0,25 .Q P P Q P Q P Q         

 
Yuqoridagi rasmda kompaniyaning yillik savdo ko‟rsatkichlarini  ko‟rsatadi.  2002 yilda 

uning savdosi qandayligini  topish uchun , avval , gorizontal o‟qi  bo‟yicha 2002 ni 

topish,   " savdo " chizig‟i  va bu holatda  £ 120,000 bo‟lgan vertikal o‟qi bo‟ylab 

kesishgan nuqta olinadi.  

Misol.  Q=800−4P talab funksiyasi grafigini chizing. 

 Yechish.  Q=0 da P=200  va  P=0 da esa Q=800. 
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 Britaniyada ba‟zi yo‟l belgilari xavfli yo‟l(og‟is, nishablik)larni ogohlantirish 

uchun xizmat qiladi. Agar uni tahrirlasak, „ 1 dan 10‟ ma‟nosi  yol vertikal bo‟yicha 1 

dan 10 futgacha gorizontal yonalishda ko‟tariladi. Nishab ko‟rsatgichi tik tepaliklar 

ogohlantirish uchun ishlatiladi. Matematikada ham, og‟sh tushunchasi ishlatiladi . 

Quyidagi rasmda 2 0,1y x   funktsiya tasvirlangan. 

 

Matematikada          ' ( )
balandlik

og ish nishablik
asosi


. 

Bu misolda                     

2
' 0,1

20
og ish  

 

Bu,  x qiymti 1 birlikka o‟zgarganda funksiya necha birlikka  og‟ishini anglatadi.
 Bu burchak tangensini ham beradi. 

 

3.1.2. Ikki  to‟g‟ri  chiziq  orasidagi  burchak 

11 dxky   vа 22 dxky   to‟g‟ri chiziqlаr bеrilgаn bo‟lsin. Bu to‟g‟ri chiziqlаr 

kеsishish nuqtаsi аtrоfidа, birinchi to‟g‟ri chiziqni sоаt strеlkаsigа tеskаri yo‟nаlishdа 

аylаntirish nаtijаsidа ikkinchi to‟g‟ri chiziq bilаn ustmа-ust tushgunchа hоsil bo‟lgаn 

burchаk  , ikki to‟g‟ri chiziq  оrаsidаgi burchаk dеyilаdi. 

 

                                     

 

12

12

12

12
12

11 kk

kk

tgtg

tgtg
tg














  

To‟g‟ri  chiziqlarning paralellik  va  perpendikulyarlik  shartlari 

Agar   to‟g‟ri  chiziqlar  burchak  koeffisentli   tenglamalar  bilan  berilgan  bo‟lsa, 

ya‟ni 1 1 1 2 2 2,y k x b y k x b      ,u  hola 

1

2

1

k
k    - bu  to‟g‟ri chiqlarning  perpendikulyarlik  sharti , 

12 kk    -  bu to‟g‟ri chiqlarning  paralellik  sharti. 

 

 

 

 

 

Y 

 

O 

 

X 

 

  

  

  
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3.1.3. Nuqtаdаn  to‟g‟ri chiziqqаchа mаsоfа 

 00 , yxM nuqtаdаn 0 cbyax  to‟g‟ri chiziqqаchа bo‟lgаn mаsоfа   

22

00

ba

cbyax
d




  

fоrmulаni yordamida  hisoblanadi. 

Masalan.Uchlari A(-7; 2); B(5; -3); C(8; 1) nuqtalarda bo‟lgan ABC uchburchakni B 

uchidan chiqarilgan mediana, balandlik, bissektrisa tenglamalarini tuzing. 

Yechish. B(5; -3) nuqtadan o‟tuvchi to‟g‟ri chiziqlar to‟plamini tuzamiz :    53  xky        

D nuqtaning koordinatalari 
2

3

2

12

2
,

2

1

2

87

2












 CA

D
CA

D

yy
y

xx
x , D(

2

1
;

2

3
) 

BD mediana burchak koeffisenti    1
5

2
1

3
2

3












BD

BD
BD

xx

yy
k   bo‟ladi. 

BD mediana tenglamasi:     53  xy  yoki 02  yx .                                              

BE balandlik tenglamasini tuzamiz, bunda  AC  va BE  to‟g‟ri chiqlarning 

perpendikulyarlik shartidan foydalanamuiz. AC  to‟g‟ri chiziq burchak koeffitsenti 

15

1

78

21












AC

AC
AC

xx

yy
k .                                                                 

AC va BE to‟g‟ri chiqlar perpendikulyar bo‟lganligi uchun  15
1


AC

BE
k

k .                                                                  

BE to‟g‟ri chiziq tenglamasi: y+3 = 15(x-5) yoki 15x-y-78 = 0.                                                                                

BE bissektrisa tenglamasini tuzamiz: FBCABF     FBCtgABFtg    

BFAB

BFAB

BCBF

BCBF

kk

kk

kk

kk










11
 

BF

BF

BF

BF

k

k

k

k

12

5
1

12

5

3

4
1

3

4











 0331133 2  BFBF kk  

    .
11

3
,

3

11
21
 BFBF kk    BF    bissektrisa Ox o‟q bilan o‟tmas burchak tashkil qilganligi 

uchun  
3

11
1

BFk  yechimni olamiz. Demak, BF  bissektrisa tenglamasi 

 5
3

11
3  xy  yoki 11x+3y-46 = 0 ko‟rinishda bo‟ladi. 

 

2 - mashg‟ulot 

3.2.1. Ikkinchi tartibli egri chiziqlar 

3.2.2.  Tekislikdagi harakatlar 

       3.2.3. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarni  kanonik ko‟rinishga  keltirish 

 

3.2.1. Ikkinchi tartibli egri chiziqlar 

       Tа‟rif. Tеkislikdа bеrilgаn )( 0,0 yxM  nuqtаdаn bir хil R mаsоfаdа yotuvchi bаrchа 

nuqtаlаrning gеоmеtrik o‟rni аylаnа dеyilаdi. Bеrilgаn )( 0,0 yxM  nuqtа аylаnа mаrkаzi, R 

esа аylаnа rаdiusi dеb аtаlаdi. 

Mаrkаzi ),( 00 yxM  nuqtаdа , rаdiusi R gа tеng аylаnаning  kanonik  tеnglаmаsi                                                 

    22

0

2

0 Ryyxx   

Аylаnаning  umumiy  tеnglаmаsini            022  pnymxyx   . 
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       Tа‟rif. Ellips dеb tеkislikdа bеrilgаn ikki nuqtаgаchа bo‟lgаn mаsоfаlаr yig‟indisi 

аvvаldаn bеrilgаn o‟zgаrmаs sоngа tеng bo‟lgаn bаrchа nuqtаlаrning gеоmеtrik o‟rnigа 

аytilаdi. 

 Ellipsning kanоnik tеnglаmаsi
   

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.Bu tеnglаmа bilаn bеrilgаn ellips kооrdinаtа 

o‟qlаrigа vа kооrdinаtа bоshigа nisbаtаn simmеtrik  bo‟lаdi. а vа b musbаt sоnlаr bo‟lib 

,ulаr ellipsning yarim o‟qlаri dеyilаdi. bа   bo‟lsa, uning fоkuslаri ОХ o‟qidа jоylаshgаn 

bo‟lib, fоkuslаr kооrdinаtа bоshidаn 22 bас    mаsоfаdа yotаdi. 1 
a

c
 nisbаt 

ellipsning ekstsеntrisitеti dеyilаdi. Ellipsdа yotgаn ),( yxM  nuqtаdаn fоkuslаrgаchа 

bo‟lgаn mаsоfаlаr fоkаl rаdius-vеktоrlаr dеb nоmlаnib, ulаr quyidаgi tеnglik оrqаli 

tоpilаdi: xarxar   21 , . 

 Masalan.  O‟z harakati davomida 9x   to‟g‟ri chiziqqa nisbatan  1;0A  nuqtaga uch 

marta yaqinroq bo‟lgan nuqtalar harakatining trayektoriyasini ifodalovchi chiziq 

tenglamasini tuzaylik. 

   21

22
9,1 xMMyxAM  . Bu yerda 1M  M  nuqtadan 9x   to‟g‟ri 

chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning asosi belgilangan. 

U holda    222
913 xyx  . Tenglikning ikkala tomonini kavadratga ko‟tarib,  

7298 22  yx  

yoki              1
89

22


yx

          ellips tenglamasini hosil qilamiz. 

       Tа‟rif. Gipеrbоlа dеb bеrilgаn ikki nuqtаgаchа bo‟lgаn mаsоfаlаr аyirmаsining 

mоduli аvvаldаn bеrilgаn o‟zgаrmаs sоngа tеng bo‟lgаn bаrchа nuqtаlаrning gеоmеtrik 

o‟rnigа аytilаdi. 

cao   bo‟lgаni uchun 222 bac  , gipеrbоlаning  kаnоnik ko‟rinishdаgi 

tеnglаmаsi                                              1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                             

Bu tеnglаmа ko‟rinishidа bеrilgаn gipеrbоlа kооrdinаtа o‟qlаri vа kооrdinаtа 

bоshigа nisbаtаn simmеtrik bo‟lаdi. а vа b pаrаmеtrlаr musbаt sоn bo‟lib, а- hаqiqiy 

yarim o‟q, b- mаvhum yarim o‟q dеb nоmlаnаdi. Gipеrbоlа ОХ  o‟qni gipеrbоlа uchlаri 

dеb ataluvchi ),(1 oaA  vа ),(2 oaA , nuqtаlаrdа kеsib o‟tаdi. 22 baс  sоn fоkuslаrdаn  

kооrdinаtа bоshigаchа bo‟lgаn mаsоfаgа tеng bo‟lаdi. 1 
a

с
  nisbаt gipеrbоlа 

ekstsеntrisitеti dеb  nоmlаnаdi. x
a

b
y   vа x

a

b
y   to‟g‟ri chiziqlаr gipеrbоlа 

аsimptоtаlаri dеyilаdi. Gipеrbоlаdа yotuvchi ),( yxM  nuqtаdаn fоkuslаrgаchа bo‟lgаn 

mаsоfаlаr fоkаl rаdius-vеktоrlаr dеb аtаlib, quyidаgichа tоpilаdi:                           

axraxr   21 ,
. 

Masalan. Tenglamasi 1
58

22


yx

 bo‟lgan ellips berilgan. Uchlari ellipsning 

fokuslaridan, fokuslari esa uning uchlarida bo‟lgan giperbola tenglamasini tuzaylik. 
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 Masala shartiga ko‟ra 5,8,,  eeegeg baacca  shuning uchun 

358  eg ca , 522  ggg acb . Demak izlanayotgan giperbola tenglamasi 

1
53

22


yx

bo‟ladi.  

         Tа‟rif. Bеrilgаn nuqtа vа bеrilgаn to‟g‟ri chiziqdаn tеng mаsоfаdа yotuvchi bаrchа 

nuqtаlаrning gеоmеtrik o‟rni pаrаbоlа dеb аytilаdi. 

Tа‟rifdаgi nuqtа pаrаbоlа fоkusi, to‟g‟ri chiziq uning dirеktrisаsi dеyilаdi.Pаrаbоlа fоkusi 









0,

2

p
F  nuqtа, dirеktrisа tеnglаmаsi esа 

2

p
x   bo‟lsin  op  . Аgаr ),( yxM  nuqtа 

pаrаbоlаdа yotsа, u hоldа tа‟rifgа ko‟rа 
2

p
xMF   tеnglik o‟rinli bo‟lishi kеrаk, ya‟ni   

pxy

p
x

p
xy

p
xy

p
x

p
xy

p
x

2

222222

2

22
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
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


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








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


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






















  

Berilgan    dekart  koordinatalariga  nisbatan  ikkinchi   darajali  tenglamalar  bilan  

aniqlangan  egri  chiziq  ikkinchi  tartibli  egri  chiziq  deyiladi. 

Masalan. Berilgan  2;0F  nuqtadan va 2y   to‟g‟ri chiziqdan bir xil uzoqlikda 

joylashgan nuqtalar geometrik o‟rnining tenglamasini tuzaylik. 

  ,M x y  izlanayotgan chiziqning ixtiyoriy nuqtasi bo‟lsin, u holda MF MA  

yoki    222
22  yyx , bu yerda  ;2A x  M  nuqtadan 2y   to‟g‟ri chiziqqa 

o‟tkazilgan perpendikulyarning kesishish nuqtasi. Bu tenglikning ikkala tomonini 

kavadratga ko‟tarib 4444 222  yyyxx  yoki xxy  2

4

1
 parabola tenglamasini 

hosila qilamiz. 

Masalan. 2y x ,
3y x   funksiya  grafiklarini chizing. 

Yechish. Quyidagi jadval asosida funksiya grafigini sxematik chizish mumkin:                

 

 
Masalan, 0,5y x  funksiya grafigi 
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Misol.  Korxona mol-mulk   lizingi  uchun £90,000  belgilangan  yillik xarajatlarni 

to‟lashi lozim.  O‟rta belgilangan  yillik xarajat funksiyasini  keltirib chiqaring. (AFC). 

Yechish.   190,000
90,000

umumiy tayinlangan xarajat
AFC Q

Q Q

    

 1Q  ning xamma qiymatlari  90,000 ko‟paygani bilan , bu funksiyaning umumiy 

o‟zgarishiga ta‟sir qilmidi va  yuqoridagi rasmda berilgan  1y x  funksiya grafigiga 

o‟xshaydi.   

Misol. Korxona belgilangan narx funksiyasi bilan ish olib boradi. 

                                                  1200AFC x  

bu erda  x – xom ashyo. O‟rtacha o‟zgaruvchan narx funksiyasi (AVC) 
20,2AVC x  va o‟rta umumiy narx funksiyasi qanday shaklda bo‟ladi(AC)?  

Yechish. Ta‟rif  boyicha  AC AFC AVC  . 

Demak, o‟rta umumiy narx  
1 2200 0,2AC x x  . 

x o‟ssa, AFC qiymati nolga intiladi, bundan  esa AC   AVC ga intiladi. Bundan, 

AC funksiya  quyida ko‟rsatilgan  U-tasvirdagi shaklni oladi 

 
Misol. Agar talab funksiya grafigi  80 0,2P Q    berilgan bo‟lsa, umumiy yillik 

foyda qanday shaklni oladi? 

Yechish. Umumiy foyda (TR) – bu maxsulot sototilganda olingan umumiy pul 

miqdori. TR PQ ,   280 0,2 80 0,2 .TR Q Q Q Q     
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80Q kompanenta  – to‟g‟ri chiziq koordinata boshidan o‟tadi va o‟suvchi. 

20,2Q  kompanenta - parabola, o‟suvchi funksiya bo‟ladi. Q ning kichik qiymatlari 

uchun  2, 80 0,2Q Q Q . Ammo, Q ning o‟sishi bilan  2Q ,  demak 20,2Q  ham tez  o‟sadi 

va   80Q oshadi. 

Misol. 
280 0,2TR Q Q    funktsiyasi qiymatlarini hisoblash uchun  Excel 

daeturidan foydalaning. Q va TR ning aniqlanish sohasi, yani musbat bo‟lishini inobatga 

oling. So‟ngra grafigini chizing. 

Yechish. 

 

 
 

3.2.2.  Tekislikdagi harakatlar 

 

1.Koordinata o‟qlarini  parallel  ko‟chirish 

Ikkita   dekart  koordinatalar  sistemasida bir  xil  ismli  o‟qlar  parallel ,bir  xil  

yo‟nalgan  va o‟qlarning  har  birida  bir  xil   masshtab  birligi aniqlangan  bo‟lsin. 

“Yangi”  koordinatalar  sistemasi „eski”sini  parallel  ko‟chirishdan  hosil  qilingan  
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bo‟lib, );( 00 yx - yangi  koordinatalar  sistemasining   eski  sistemaga  nisbatan  

koordinatalari  bo‟lsin.U   holda,quyidagi  chizmaga  ko‟ra  

            y                   y                   M 

                                                                               

                                           O                   x                             x  

                     O                                            0x                                  x                                                                                                                                                                









0

0

yyy

xxx
 

koordinatalarni almashtirishning  o‟qlarni  parallel  ko‟chirish   formulasi hosil bo‟ladi. 

 

2. Koordinata  o‟qlarini  burish. 

Tekislikda umumiy koordinata boshi O  nuqta  bo‟lgan Oxy  (eski) koordinatalar  

sistemasi va bu sistemani   burchakka burishdan hosil  qilingan yxO  (yangi) 

koordinatalar  sistemasi  berilgan  bo‟lsin.Tekislikdagi  ixtiyoriy  M   nuqtaning  eski  

koordinatalarini  yangi koordinatalari orqali  ifodalovchi   formulani  keltirib  chiqaramiz.     
                                                          y                

                                                                     

                                                                           M                                x  

                                                                                             B 

                    y                                                              A                    

                                                        

                                                                  

                                                                                                                x 

                                                       O                              C              D                            

 

 

 

 

 

Bu  holda,yuqoridagi  chizmaga  ko‟ra  OC=OD-AB ,  CM=BD+MA  bo‟lganidan 













cossin

sincos

yxy

yxx
 

o‟qlarni  burish  formulalarini  hosil  qilamiz. 

 

      3.2.3. Ikkinchi tartibli egri chiziqlarni  kanonik ko‟rinishga  keltirish 

            Ikkinchi  tartibli  egri  chiziqning umumiy tenglamasi  quyidagi  ko‟rinishda   

bo‟ladi 

.0222 22  FEyDxCyBxyAx  

Aylana,ellips,giperbola  va  paraboladan  boshqa   ikkinchi  tartibli 

0222 22  FEyDxCyBxyAx  

 tenglama   bilan  aniqlanadigan   egri  chiziqlar   mavjudmi? 

Koeffisentlarning  qiymatiga  bog‟liq  ikkinchi  tartibli  

0222 22  FEyDxCyBxyAx  



40 
 

tenglama umumiy  holda  aylanani,ellipsni,giperbolani, parabolani,kesishuvchi  to‟g‟ri  

chiziqlar  juftini,parallel to‟g‟ri  chiziqlar  juftini,ustma-ust  tushuvchi to‟g‟ri  chiziqlar  

juftini,nuqtani  aniqlashi  va  hech  qanday   chiziqni  aniqlamasligi  mumkin. 









0

0

yyy

xxx
 - koordinatalarni  almashtirishning  o‟qlarni  parallel  ko‟chirish   formulalari. 













cossin

sincos

yxy

yxx
     - o‟qlarni  burish  formulalarini  hosil  qilamiz. 









0

0

00

00

ECyBx

DByAx
 va 









0

0

yyy

xxx
 - almashtirishdan  umumiy  tenglama  quyidagich  

ko‟rinishda  bo‟ladi:                ,02 1

22  FyCyxBxA .001 FEyDxF    

Koordinata   o‟qlarini parallel  ko‟chirishda    umumiy  tenglama joriy  koordinatalarning  

birinch  darajalari  qatnashgan  hadlaridan  ozod  bo‟ladi. 

 Kanonik  tenglamada  koordinatalar  ko‟paytmasi  qatnashmagani  uchun,   

tenglamadagi   bu  hadni  kordinata  o‟qlarini  burish  yordamida   bartaraf  etamiz. 















cossin

sincos

yxy

yxx
      

  burchakka  burish  formulasini   tenglamaga  qo‟yib: ,02 1

2

11

2

1  FyCyxBxA  

bunda    

  

.coscossin2sin

),sin(coscossin)(

,sincossin2cos

22

1

22

1

22

1







CBAC

BACB

CBAA







  

   burchakni  shunday  tanlaymizki,bunda  B1  koeffisent  nolga  aylansin,yani 

)sin(coscossin)( 22   BAC =0          

  yoki 0)(2  BtgACBtg  munosabat bajarilsin.Bu  tenglamani  yechib  burish  

burchagi aniqlanadi. 

 Yangi  koordinatalar  sistemasida  (9)  tenglama  

01

2

1

2

1  FyCxA                                                

kanonik  ko‟rinishni  oladi. 

Masalan. 091818585 22  yxyxyx   tenglama bilan  berilgan  egri  chiziq  

tenglamasini  kanonik  ko‟rinishga  keltiring  ba  chizing. 

Yechish:Tenglama  koeffisentlarini  yoziz:A=5,B=4,C=5,D=-9,E=-9,F=9. 

,0916252  BAC u  holda  chiziq  ellipsni  ifodalaydi. 

    Chiziq markazini  aniqlaymiz: 









,0954

0945

00

00

yx

yx
,09  ,9 x 9 y . 1,1 00 











yx yx . 

   Koordinatalar  boshini )1;1(O  nuqtaga  ko‟chirqamiz:








1

1

yy

xx
.Bu  holda  egri  

chiziq  tenglamasi         09585 22  yyxx   ko‟rinishni  oladi. 

       Koordinata  o‟qlarini    burchakka  buramiz.Burish  burchagi   ni  (15) formula 

bo‟yicha  1,044 2   tgtg   tenglamadan  aniqlaymiz .Yechim  uchun  
045,1  tg  bo‟lgan  holni  qaraylik.Bu  holda   (11)  formulaga  asosan  koordinatalar  
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2
,

2

yx
y

yx
x





  munosabat  bilan  bog‟lanib,tenglama   9 922

 yx  ,  yoki  

1
91

22


yx

- ellipsning  kanonik   

tenglamasini  hosil  qiladi.    

     y             y  

                                 y                                                       x  

           3 

                                   

   1  O                                                          x  

 

 

 

 

2.  Agar   02  BAC
CB

BA
 bo‟lsa, u holda quyidagi ikki hol bo‟lishi    mumkin. 

 I. Sistema yechimga ega emas, egri chiziq markazga ega emas. Bu holda egri 

chiziq tenglamasini soddalashtirishni koordinata o‟qlarini burishdan boshlash qulay 

bo‟ladi va doim parabolaning kanonik tenglamasi hosil bo‟ladi. 

 II.  Sistema cheksiz ko‟p yechimga ega. Bu holda egri chiziq parallel to‟g‟ri 

chiziqlar jufti yoki mavhum nuqtani ifodalaydi. 

 Masalan. 0501102016249 22  yxyxyx  tenglama bilan berilgan egri 

chiziq tenglamasini kanonik ko‟rinishga keltiraylik. 

 01441442  BAC , demak bu chiziq parabolani ifodalaydi va shuning 

uchun soddalashtirishni koordinatalar o‟qini burishdan boshlash qulay bo‟ladi. (12) 

formulalarni berilgan tenglamaga qo‟yib va yx   had oldidagi koeffisentni nolga tenglab 

quyidagiga ega bo‟lamiz:  

012712 2   tgtg . 

Bu tenglanani yechib 

 );8,0cos;6,0(sin75,0 111  tg ).6,0cos;8,0(sin
3

4
121  tg  

  yxyx  ,,, 22

 o‟zgaruvchilar oldidagi koeffisentlarni hisoblansa, yangi 

sistemada   berilgan  tenglama   quyidagi  ko‟rinishni  oladi 
2 4 2 2 0y y x       

yoki                                 2( 2) 2( 3) 0.y x      
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                        y                    

                                                                                                          

                                                O   

                 

                 O                                                                                x  

                       x            y  

         x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 - mashg‟ulot 

3.3.1. Vektorlarning   skalyar , vektor  va  aralash  ko‟paytmalari 

3.3.2. Fаzоdа tеkislikning tеnglаmаlаri 

          3.3.3. Fazoda  to‟g‟ri chiziq tеnglаmalari 

          3.3.4. To‟g‟ri chiziq  va  tеkislikning o‟zaro joylashuvi 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: ma‟ruza, ko‟rsatish, tezkor so‟rov. 

 

3.3.1. Vektorlarning   skalyar, vektor  va  aralash  ko‟paytmalari 

Ta‟rif. Boshi  A nuqtada, oxiri B nuqtada bo‟lgan yo‟naltirilgan kesmaga  vektor deb 

ataladi va AB   yoki a    kabi belgilanadi.  

a  vektorning uzunligi uning moduli deb ataladi va a  kabi belgilanadi. Oxiri boshi 

bilan ustma – ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi va 0  bilan belgilanadi. Agar 

a  = 1 bo‟lsa, u holda a   birlik vektor deyiladi.  

 Bir to‟g‟ri chizqda yoki paralell to‟g‟ri chiziqlarda yotuvchi vektorlar kolleniar 

vektorlar deyiladi.  

Agar ikki vektor o‟zaro kolleniar, bir xil yo‟nalgan va modullari teng bo‟lsa, bu 

vektorlar teng vektorlar deyiladi.  

 Bir tekislikda yoki paralell tekisliklarda yotuvchi vektorlar komplanar 

vektorlar deyiladi. 

 a  vektorning л soniga ko‟paytmasi deb, a  ga kolleniar, (л > 0 da u bilan 

yo‟nalishdosh,  

л < 0 da esa yo‟nalishi qarama – qarshi) hamda moduli a  ga teng bo‟lgan л a  

(yoki a л) vektorga aytiladi.  

Ikkita a  va b vektorlarning 

yig‟indisi deb uchburchak yoki                                             

paralellogram qoidasi bo‟yicha  

aniqlanadigan c a b  a b  

               a  

                      a b c   

 

                               b  
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vektorga aytiladi.                                           

  

Ikkita a  va b  vektorlarning 

ayirmasi deb )( baс   vektorga 

aytiladi  

                a            

                 a b              a b  

                            b  

                           

 

     a  vektorning (x, y, z) koordinatalari deb,  boshlang‟ich nuqtasi koordinata boshi bilan 

ustma - ust tushganda, oxirgi nuqtasining koordinatalariga aytiladi. 

     a (x, y, z) vektorni  kzjyixa  ko‟rinishida ifodalanishi mumkin, bu yerda kji ,,  - 

birlik vektorlar (ortlar), mos ravishda Ox, Oy, Oz  o‟qlarining musbat  yo‟nalishi bilan 

mos tushadi 

                                           .1 kji                                          (2) 

 a  vektorning uzunligi  222 zyxa                  (3) 

formula bilan aniqlanadi.  

Vektorning yo‟naltiruvchi kosinuslari deb  cos,cos,cos  sonlariga aytiladi, bunda 

mos ravishda , , a     vektorning Ox, Oy, Oz o‟qlari bilan hosil qilgan 

burchaklari: ,cos,cos
222222 zyx

y

zyx

x





     (4) 

;cos
222 zyx

z


   bunda 1coscoscos 222    (5) 

 Ikkita 1 1 1( , , )a x y z va 2 2 2( , , )b x y z   yig‟indisining koordinatalari va a  vektorning   

songa ko‟paytmasi quyidagi formulalar bo‟yicha aniqlanadi: 

1 2 1 2 1 2( , , )a b x x y y z z    (6)        1 1 1( , , )a x y z     (7) 

a  vektorning l o‟qdagi proeksiyasi deb prl a  

coslpr a a      (8) 

songa aytiladi, bu yerda   a  vektor va l o‟q orasidagi burchak. 

 Masalan. Berilgan )2;1;2( a  va )0;4;8( b  vektorlar bo‟yicha quyidagilarni 

toping: 

a) ac 2  va ;abd                          b) c  va d  vektorlarning uzunliklarini; 

c) d  vektorning skalyar kvadratini;          d) ),( dc  vektorlarning skalyar ko‟paytmasini;   

e)  c  va d  vektorlar orasidagi burchakni 

Yechish. a) Ta‟rifga asosan );4;2;4(2  ac  ).2;3;6(  abd  

b) (3) formulaga asosan, c  va d  vektorlarning uzunliklarini  

6)4()2(4 222 с ; .72)3(6 222 d   

c) Vektorning skalyar kvadrati (4.11) formulaga asosan .497),( 2
22

 dddd  

d)Vektorlarning skalyar ko‟paytmasi  formulasiga asosan: 

222)4()3)(2(64),( dc   
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e)Vektorlar orasidagi burchak: 52.0
76

22),(
cos 




dc

dс
  bundan .5852.0arccos     

 

Skalyar ko‟paytma 

Ta‟rif. a  va b  vektorlarning skalyar ko‟paytmasi  deb bu  vektorlarning  

uzunliklarini  ular  hosil  qilgan  burchak  kosinusiga  ko‟paytirishdan  hosil  bo‟lgan  

songa  aytiladi va ( a ,b ) yoki a b   ko‟rinishida  belgilanadi. 

Demak,    , ) cosa b a b a b     .     

     1 1 1( , , )a x y z  va 2 2 2( , , )b x y z  vektorlarning skalyar 

ko‟paytmasi 212121),( zzyyxxbaba    

formula bilan aniqlanadi. 

Vektorning skalyar kvadrati    
22

2 2 2( , )a a a a x y z      yoki    2aa  . 

1 1 1( , , )a x y z  va 2 2 2( , , )b x y z  vektorlar orasidagi burchak   

 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121),(
cos

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba




   

formula yordamida hisoblanadi. 

 a  va b  vektorlar  ortogonal deyiladi, agar ularning skalyar ko‟paytmsi nolga teng 

bo‟lsa, ya‟ni   0a b  , yoki 0212121  zzyyxx . 

     1 1 1( , , )a x y z   va  2 2 2( , , )b x y z  vektorlar   kolleniar  bo‟lsa ,ya‟ni a kb   ,u  holda     

 2 2 2

1 1 1

x y z
k

x y z
    - vektorlarning  kolleniarlik  sharti. 

Vektor ko‟paytma 

  Ta‟rif. a  vektorning b  vektorga vektor ko’paytmasi deb, c a b   ko‟rinishda 

belgilanuvchi va quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi c  vektorga: 

1. c  vektor a  va b  vektorlarning har  biriga perpendikulyar;  

2. c  vektor uchidan qaralganda a  vektordan b  vektorga eng qisqa burilishi soat mili 

yo‟nalishiga teskari yo‟nalishda kuzatiladi ( a ,b , c  vektorlarning bunday joylashuvini 

o‟ng uchlik deyiladi); 

3. c  vektorning moduli a  va b  vektorlarga qurilgan paralellogramning S yuzasini 

ifodalovchi songa teng, ya‟ni sinc S a b   (  - a  va b  vektorlar orasidagi burchak). 

Vektor ko‟paytmasining asosiy xossalari:  

1. ;a b b a    2.      ;a b a b a b       3.  a b c a b a c      ; 

4. Agar 0,a   yoki 0,b   yoki a b  bo‟lsa, u holda 0a b  . Xususan 0a b  . 

Koordinata o‟qlari ortlarining vektor ko‟paytmasi:  

0, 0, 0;

, , .

i i j j k k

i j k j k i k i j

     

     
 agar  

,x y z

x y z

a a i a j a k

b b i b j b k

  

  
  bo‟lsa, u holda   

x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

   

          Agar a  va b   vektorlar kolleniar bo‟lsa, u holda .
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  
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 Masalan. 4 2 3a i j k   va 3b j k   vektorlarga qurilgan parallelogram 

yuzasini hisoblaylik. 

a  vektorning b  vektorlar vektor ko‟paytmani 

hisoblaymiz 4 2 3 3 12 4 .

0 1 3

i j k

a b i j k         

S = a b bo‟lgani uchun,  
22 2( 3) 12 4 9 144 16 169 13S            

 

Uch  vektorning aralash ko‟paytmasi 

    Ta‟rif. a  ,b  va c  vektorlarning  ab c   aralash ko’paytmasi  deb, ( a b ) vektor 

ko‟paytmaning c  vektorga skalyar ko‟paytmasiga aytiladi.  

Aralash ko‟paytmaning xossalari:  

1.( ba )· c = a ·( cb ).         2. cba = acb = bac .      3. cba acb , cba = abc , 

cba = bca ,  

4.agar vektorlardan aqalli bittasi nol vektor yoki a  ,b  , c  vektorlar komplanar bo‟lsa, u 

holda cba =0 bo‟ladi. 

Agar   

kcjcicc

kajbibb

kajaiaa

zyx

zyx

zyx







     bo‟lsa , u holda        
x y z

x y z

x y z

a a a

ab c b b b

c c c

 . 

Agar a  ,b  , c  vektorlar komplanar bo‟lsa, u holda   0

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

. 

Aralash ko‟paytma ko‟paytiriluvchi vektorlarda qurilgan parallelopiped hajmiga 

ishora aniqligida teng, ya‟ni V =   ab c . 

 Masalan.a) jia 3 va kjb 43  vektorlarga qurilgan parallelogram yuzasini 

hisoblang. 

 Yechish. a  va b  vektorlarga qurilgan parallelogrammning S yuzasi shu 

vektorlarning vektor ko‟paytmasining moduliga teng: S = .ba  Vektor ko‟paytmani 

topamiz: .9412

403

031 kji

kji

ba 



 Demak, 2 2 2( 12 ) 4 ( 9 ) 241S        kv 

birlik.  

 Masalan.Uchlari A(1, 2, 0); B(-1, 2, 1); C(0; -3; 2) va D(1, 0, 1) nuqtalarda 

bo‟lgan piramidaning hajmini hisoblang.  

 Yechish. Piramidaning A uchidan chiqqan qirralariga mos keluvchi vektorlarni 

topamiz: { 2; 0; 1}, { 1; 5; 2}, {0; 2; 1}.AB AC AD         
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         Piramidaning hajmi shu vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmining 
6

1
 qismiga 

teng bo‟lganligi sababli   
3

2
4

6

1

120

251

102

6

1








V  kub birlik. 

 

3.3.2. Fаzоdа tеkislikning tеnglаmаlаri 

           Dekart  koordinatalar  sistemasida biror  tekislik  berilgan  bo‟lsin.Shu  

tekislikdagi  biror   0 0 0, ,M x y z   nuqtani  va  shu  tekislikka  perpendikulyar   , ,n A B C  - 

vektorni olaylik.  , ,n A B C  - vector tekislikning  normal  vektori  deyiladi.  , ,M x y z  -

ixtiyoriy  nuqta   berilgan  tekislikda  yotishi  uchun  , ,n A B C   va  

 0 0 0 0; ;M M x x y y z z     vektorlar  o‟zaro  perpendikulyar   bo‟lsa. 

 U  holda  0 0n M M    yoki          0 0 0 0A x x B y y C z z      . 

Qavslarni  ochib  va  0 0 0D Ax By Cz      belgilashdan  so‟ng  0 DCzByAx  - 

tеkislikning umumiy ko‟rinishdаgi tеnglаmаsini  hosil  qilamiz.Bu  yerda   , ,n A B C  

vektor tekislikning normal vektori deyiladi.   

Аgаr 0D  bo‟lsа, u hоldа 0 CzByAx  tеkislik kооrdinаtа bоshidаn o‟tаdi.  

Аgаr 0A  bo‟lsа, 0 DCzBy  tеkislik ОХ  o‟qqа pаrаllеl bo‟lаdi. 

Аgаr 0A , 0D  bo‟lsа, 0CzBy  tеkislik ОХ  o‟qdаn o‟tаdi. 

Аgаr 0A , 0B  bo‟lsа, 0DCx  tеkislik ОХY  tеkislikkа pаrаllеl bo‟lаdi. 

Аgаr 0A , 0B , 0D  bo‟lsа, 0Cz (yoki 0z ) tеkislik ОХY tеkislik bilаn ustmа-

ust tushаdi.  

 Umumiy  tenglamani  ozod  hadga  nisbatan  yechib : Ax By Cz D     va  

tenglikning  har  ikkala  qismini  D  koeffisentga  bo‟lib 

      1
x y z

D D D

A B C

         yoki   , ,
D D D

a b c
A B C
     deb  belgilab 

      
1

c

z

b

y

a

x
  -tеkislikning kеsmаlаrdаgi tеnglаmаsini  hosil  qilamiz. 

Umumiy  tenglamaning  barcha  koeffisentlarini  2 2 2n A B C   - birkik  vektorning  

uzunligiga  bo‟lib 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0

A B C D
x y z

A B C A B C A B C A B C
   

       
.munosabatga  ega  

bo‟lamiz. 

 Odatda  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos , cos , cos
A B C

A B C A B C A B C
    

     
 lar  

tekislikning  yo‟naltiruvchi kosinuslari   deyiladi  va ular  tekislik  normal  vektorining  

koordinata  o‟qlari  bilan  hosil qilgan  burchak  cosinislardir. 

2 2 2

D
p

A B C


 
deb, 

cos cos cos 0x y z p        -  tekislikning  normal  tenglamasini  hosil  qilamiz. 
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Uch nuqtadan o‟tuvchi  tekislik tenglamasi 

      1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, , , , , , , ,M x y z M x y z M x y z nuqtalardan  o‟tuvchi  tekislik  

tenglamasini   

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

   

  

. 

Maslan.      1 2 33; 1;2 , 4; 1; 1 , 2;0;2M M M   nuqtalardan o‟tuvchi tekislik 

tenglamasini tuzaylik. 

3 1 2

4 3 1 1 0 2 0

2 3 0 1 2 2

x y z  

    

  

 yoki  

3 1 2

1 0 2 0

1 1 0

x y z  

 



.  

 

Ikki  tekislik  orasidagi  burchak 

     

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

A x B y C z D

A x B y C z D

   


   

 ikki tеkislik оrаsidаgi   burchаk ulаrgа pеrpеndikulyar bo‟lgаn 

 1111 ,, CBAn  vа  2222 ,, CBAn  vеktоrlаr оrаsidаgi burchаkkа tеng bo‟lаdi. Shuning uchun 

  burchаk quyidаgi tеnglikdаn tоpilаdi 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA

nn

nn









 . 

         
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 - tеkisliklаrning pаrаlеllik shаrti  va   

        0212121  CCBBAA  - еkisliklаrning pеrpеndikulyarlik shаrti. 

 

Nuqtаdаn    tеkislikkаchа  bo‟lgаn mаsоfа 

        0 0 0 0, ,M x y z  nuqtаdаn 0 DCzByAx  tеkislikkаchа  bo‟lgаn mаsоfаni  

hisoblaymiz. Buning  uchun  0 0 0 0, ,M x y z  nuqtаdаn 0 DCzByAx  tеkislikkа  

tushirilga perpendikulyarning  asosini  N  deb  belgilaylik. 0HM    vector   , ,n A B C  

tekislikning normal  vektoriga kolleniar  bo‟ladi. 0HM    va    , ,n A B C  vectorlarning 

skalyar  ko‟paytmasini  hisoblaylik:               0 0 0 0cos ( ; ) 1 .HM n HM n HM n d M Ï n         

Bundan           0

.
HM n

d
n




   1 1 1, ,H x y z tekislikdagi  nuqta  bo‟lsin,u  holda 

 
1 11 1 1 10Ax By Cz D yoki Ax By Cz D        . 

Demak,   

       0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0HM n A x x B y y C z z Ax By Cz Ax By Cz Ax By Cz D                  

  va     2 2 2n A B C   .U  holda             
222

000

CBA

DCzByxA
d






 

Masalan.  M0(2; -3; 1) nuqtadan x - 2y +2 z + 2 = 0 tekislikkacha bo‟lgan masofani 

topaylik.                    
 

 
22 2

1 2 2 3 2 1 2 12
3.

31 2 2
d

      
  

  
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3.3.3. Fazoda  to‟g‟ri chiziq tеnglаmalari 

  111 ,, zyxM  nuqtаdаn o‟tuvchi to‟g‟ri chiziq tеnglаmаsi: 

k

zz

n

yy

m

xx 111 






 

 111 ,, zyxM  vа  222 ,, zyxK  nuqtаdаn o‟tuvchi to‟g‟ri chiziq tеnglаmаsi : 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














         

k

zz

n

yy

m

xx 000 







  
 -  000 ,, zyxM   nuqtаdаn o‟tib,  knmр ,,


 vеktоrgа pаrаllеl 

bo‟lgаn fаzоdаgi to‟g‟ri chiziqning kаnоnik ko‟rinishdаgi  tеnglаmаsi.
                  

                                

To‟g‟ri     chiziqning    pаrаmеtrik   tеnglаmаsi:           

.

,

,

0

0

0

zktz

ynty

xmtx







 
Agar tеkisliklаr pаrаllеl bo‟lmаsа, ulаr to‟g‟ri chiziq bo‟yichа kеsishаdi, bu to‟g‟ri chiziq 

tеnglаmаsi quyidаgi tеnglаmаlаr sistеmаsi оrqаli tоpilаdi  va to‟g‟ri  chiziqning  umumiy  

tenglamasi  deyiladi: 

                   







0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA

  
 Masalan.  1 2; 1; 1M    va  2 3;3; 1M   nuqtalar orqali o‟tuvchi to‟g‟ri chiziq 

tenglamasi 

2 1 1

3 2 3 1 1 1

x y z  
 

   
 yoki 

2 1 1

1 4 0

x y z  
   

 

Ikkita to‟g‟ri chiziq orasidagi burchak 

 Ikkita  to‟g‟ri chiziqning  o‟zlarining  kanonik  tenglamalari  bilan  berilgan  

bo‟lsin: 

        1 1 1

1 1 1

x x y y z z

m n k

  
  ,  2 2 2

2 2 2

x x y y z z

m n k

  
   

 Bu  to‟g‟ri  chiziqlarning yo‟naltiruvchi vektorlari  1111 ,, pnmS  va  2222 ,, pnmS  

bo‟ladi. 

 Ikkita to‟g‟ri chiziq orasidagi burchak  deb bu  to‟g‟ri  chiziqlar yo‟naltiruvchi vektorlari 

hosil  qilgan  burchak  tushiniladi. 

      Demak,                1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

cos
S S m m n n p p

S S m n p m n p


  
 

    
   

Ikkita to‟g‟ri chiziqning parallellik sharti:      
2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m
 , 

Ikkita to‟g‟ri chiziqning perpendikuliyarlik sharti: 1 2 1 2 1 2 0m m n n p p   .      

 

3.3.4. To‟g‟ri chiziq  va  tеkislikning o‟zaro joylashuvi 

k

cz

n

by

m

ax 






 to‟g‟ri chiziq vа 0 DCzByAx   tеkislik оrаsidаgi   

burchak  quyidagi  formuladan  topiladi: 
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222222
sin

knmCBA

CkBnAm




 . 

 To‟g‟ri chiziq vа tеkislikning pаrаllеllik  sharti :  0 CkBnAm . 

 To‟g‟ri chiziq vа tеkislikning pеrpеndikulyarlik  sharti: 
k

C

n

B

m

A
 . 

 To‟g‟ri chiziq bilаn tеkislikning kеsishgаn nuqtаsini tоpish uchun, to‟g‟ri 

chiziqning pаrаmеtrik tеnglаmаsi vа tеkislikning umumiy tеnglаmаsi оrqаli hоsil bo‟lgаn 

sistеmаni  yechish lоzim, ya‟ni  





















0DCzByAx

cktz

bnty

amtx

 
tеnglаmаlаr sistеmаsini yechish kеrаk. 

Masalan.
1

1

2

1

1

1









 zyx
 to‟g‟ri chiziq va M(2; 0; 1) nuqtadan o‟tuvchi tekislik 

tenglamasini tuzing. 

 Yechish.  Tekislik M nuqtadan o‟tganligi uchun  A(x - 2) + B(y) + C(z - 1) = 0.  p (1; 2; -

1) to‟g‟ri chiziqning yo‟naltiruvchi vektori  n (A; B; C) tekislikning normal vektoriga 

perpendikulyar bo‟lgani  uchun  p  n =0  yoki  A+2B-C = 0 bo‟ladi. 

Ikkinchi tomondan A(1; -1; -1) nuqta to‟g‟ri chiziqda yotadi, demak u tekislikka ham 

tegishli : A(1 - 2) + B(-1) + C(-1-1) = 0, - A – B – 2C = 0. 

                    








02

02

CBA

CBA
 = > 









CA

CB

5

3
 

Demak, (-5(x – 2) + 3y + (z – 1)) C = 0       (C  0) va izlanayotgan  

5x – 3y – z – 9 = 0  tekislik tenglamasi hosil  bo‟ladi. 

 

4-MAVZU. MATEMATIK ANALIZGA KIRISH 

1- mashg‟ulot 

4.1.1. Sonli ketma-ketlik 

4.1.2. Ketma – ketlik limiti 

4.1.3. Funksiya limiti 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, ma‟ruza, namoyish. 

 

4.1.1. Sonli ketma-ketlik 

Har bir natural son uchun s(n) natural argumentli funksiya bilan ishlashimizga 

to‟g‟ri keladi. Odatda bunday funksiya cheksiz (sonli) ketma-ketlik yoki oddiy ketma-

ketlik deyiladi. Uning s(1), s(2), s(3),..., s(n),... hadlari odatda s1, s2, s3,..., sn, .... kabi 

belgilanadi. Biz ketma-ketlikni ifodalash uchun  
1n n

s



 belgidan yoki oddiy  ns  kabi 

belgilashdan foydalanamiz. 

Masalan, 
1

ns
n

  , n=1,2,3,... bo‟lsa, u holda ketma-ketlik hadlari:  
1 1 1 1

1, , , ,..., ,...
2 3 4 n

 

Agar biz n ni yetarlicha katta qilsak, u holda bu ketma-ketlik hadlari yetarlicha 

kichik bo‟ladi. bunday holda ketma-ketlik 0 ga yaqinlashadi deymiz. 

Tа‟rif. Nаturаl  sоnlаr  to‟plаmidа  аniqlаngаn   funksiyagа  sоnlаr kеtmа-kеtligi 

dеyilаdi, ya‟ni,  
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                              RNf : . 

Аgаr Nnnfxn  ),( , dеb bеlgilаsh kiritsаk, sоnlаr kеtmа-kеtligini,   

1nx  yoki 

......,, 21 nxxx  ko‟rinishdа ifоdа etish hаm qаbul qilingаn. Bu yerda xn -kеtmа-kеtlikning n- 

hаdi dеyilаdi. 

Mаsаlаn, 
n

nf
1

)(   kеtmа-kеtlikni 











1

1

nn
 yoki ,....

1
,...,

3

1
,

2

1
,1

n
 ko‟rinishlаrdа ifоdа 

etish mumkin. Bu kеtmа-kеtlik mоnоtоn kаmаyuvchi, chеgаrаlаngаn kеtmа-kеtlikdir. 

Chunki  NmNn  ,  uchun n<m bo‟lsа 
mn

11
  bo‟lib, istаlgаn Nn  uchun 1

1


n
 

tеngsizlik o‟rinli bo‟lаdi. 

         Tа‟rif. 0  vа а sоn uchun    aa ,  intеrvаl а ning  -аtrоfi dеyilаdi. Аgаr 

а=о bo‟lsа,   ,  intеrvаl qisqаchа  -аtrоf dеyilаdi. 

      Tа‟rif. Agаr istаlgаn 0  sоn uchun,  -аtrоfdаn tаshqаridа  
1nnx  kеtmа-kеtlikning 

chеkli sоndаgi hаdi bo‟lsа, u holda  
1nnx  kеtmа-kеtlik chеksiz kichik kеtmа-kеtlik 

dеyilаdi. 

      Tа‟rif. Agar istalgan 0M  son uchun  MM ;  atrof ichida  
1nnx  ketma-ketlikning 

chekli  sondagi  hadi  bo‟lsa, u holda bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyladi. 

 

4.1.2. Ketma – ketlik limiti 

 Agar n ning yetarli katta qiymatlarida  ns  ketma-ketlik s ga yetarlicha yaqin bo‟lsa, u 

holda  ns  ketma-ketlik s limitga ega deyiladi va quyidagicha yoziladi  lim n
n

s s


      

yoki  n→∞ da ns s   

Biror bir haqiqiy songa intilmaydigan ketma-ketlik uzoqlashuvchi deyiladi. 

Masalan,   
1

2n

n




  va    

1

1
n

n





   ketma-ketliklar uzoqlashuvchidir. 

Misol. n ≥ 3  lar uchun An  radiusi 1 bo‟lgan aylanaga ichki chizilgan muntazam 

ko‟pburchak yusi(ya‟ni teng tomonli vat eng burchakli n burchak).   

n = 3 da  A3 muntazam uchburchak yusi, n = 4 da  A4  muntazam to‟trburchak yusi, n = 5 

da  A5 muntazam beshburchak yusi va h.k.(1 rasm)  

  
1 rasm 

n  ning ortishi bilan ko‟pburchak yuzi ortib bormoqda, lekin  radiusi 1 doira yuzi π 

dan katta bo‟la olmaydi. 

Intuitive  tarzda, n  yetarli katta bo'lganda An  and  π orasidagi ayirmani yetarlicha 

kichik qilish mumkin, u holda  n→∞ da An→π. 

Bu misolda A1  va A2  ma‟noga ega emas, demak ketma – ketlik  hadlari A3 dan 

boshlanadi. 
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       Tа‟rif. Agаr  



1nn ax  kеtmа-kеtlik chеksiz kichik kеtmа-kеtlik bo‟lsа, u holda 

 
1nnx  kеtmа-kеtlik limiti a  sоngа  tеng (yoki a  sоngа   yaqinlаshаdi) dеyilаdi, Bu hоl 

axim n
n




  shаkldа ifоdа etilаdi.  

Dеmаk, agаr 0)( 


axim n
n
  tеnglik o‟rinli bo‟lsа, axim n

n



  dеyilаdi. Bundаy 

kеtmа-kеtlik  yaqinlаshuvchi  kеtmа-kеtlik dеyilаdi. 

1. Istаlgаn   vа   sоnlаr uchun ( )n n
n
im x y a b   


   , 

2. Yaqinlаshuvchi  kеtmа-kеtlik chеgаrаlаngаndir.  

3. baxyim nn
n




 . 

4. Nnyn  ,0  vа 0b  bo‟lsа, 
b

a

y

x
im

n

n

n



 tеnglik o‟rinli bo‟lаdi.  

5. Birоr nоmеrdаn bоshlаb nn yx   bo‟lsа, u hоldа ba  .   

       Tеоrеmа. Аgаr  
1nnx  o‟suvchi (kаmаyuvchi) kеtmа-kеtlik bo‟lib,  yuqоridаn 

(quyidаn) chеgаrаlаngаn bo‟lsа, u hоldа  nx  yaqinlаshuvchi vа 

 n
n

n
n

xxim sup


  






 


n
n

n
n

xxim inf bo‟ladi. 

       Tеоrеmа. Аgаr bаrchа nаturаl n  lar uchun nnn yzx   bo‟lib, ayimxim n
n

n
n




  

bo‟lsа, u hоldа 
n

n
im z a


 .  

       Tеоrеmа. (Ichmа-ich jоylаshgаn sеgmеntlаr ketma-ketligi hаqidаgi tеоrеmа).  

Аgаr hаr bir nаturаl n  uchun    nnnn baba ,  sеgmеnt bеrilgаn bo‟lib, bаrchа n  lаrdа 

   11,,  nnnn baba munоsаbаt o‟rinli vа   0n n
n
im b a


   bo‟lsа, u hоldа n
n

aim


  va n
n

bim


  

limitlаr mаvjud bo‟lib
n n

n n
ima imb c
 

  ,vа istаlgаn nаturаl n  uchun nn bca   

tеngsizlik o‟rinlidir. 

Misol.1.  
1

0
lim 1 , 2.718...h

h
h e e


    . Agar  

1
h

n
  deb belgilasak,  nda 

0h  bo‟lgani uchun quyidagi  muhim limitga ega bo‟lamiz:  
1

lim 1

n

n
e

n

 
  

 
  

Misol.2. 












)
31

4(

)
42

3(

lim
34

423
lim

2

2

2

2

2

2

nn
n

nn
n

nn

nn

nn
 

.
4

3

004

003

)3(lim)1(lim4lim

)4(lim)2(lim3lim

)314(lim

)423(lim

2

2

2

2
























nn

nn

nn

nn

nnn

nnn

n

n                                           

 

4.1.3. Funksiya limiti 

Misol.3.  
1xe

F x
x


 formula bilan berilgan funksiyani tekshiring. 

Agar  x=0  bo‟lsa, 
0 1e    bo‟lgani uchun, bu funksiya  x=0 nuqtada   “0/0” tipidagi 

aniqmaslikni ifodalaydi.  x=0  nuqtada  F(x)  funksiya  aniqlanmagani uchun bu 

funksiyaning  x argument 0 ga yaqinlashgandagi holatini bilish muhim hisoblanadi.  
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Hisoblash yordamida  (x=0 holdan boshqa holler uchun) bu funksiya uchun quyidagi 

jadvaldagi keltirilgan qiymatlarni hosil qilamiz.  

x  −1 −0.1 −0.001 −0.0001 0.0 0.0001 0.001 0.1 1 

F(x) 0.632 0.956 0.999 1.000   ∗ 1.000 1.001 1.052 1.718 

∗ aniqlanmagan 

Jadvaldan ko‟rinib turibdiki, x 0 ga qancha yaqinlashsa, F(x) funksiya qiymatlari 1 ga 

shuncha yaqinlashmoqda.  Shuning uchun x miqdor 0 ga intilganda F(x)  funksiya 1 ga 

intiladi deyishga haqlimiz. Bu mulohazani quyidagicha yozamiz 

0

1
lim 1

x

x

e

x


  yoki   x→0 da 

1
1

xe

x


  

F(x)   funsiya x=0 nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda aniqlangan va   
0

lim 1
x

F x


 .  

(Chizmada kichik aylana  yordamida  (0,1) nuqtaning mos kichik atrofi  tasvirlangan.) 

 
          Tа‟rif. Agаr )(xf  funksiya 0x  nuqtаning birоn-bir аtrоfidа аniqlаngаn bo‟lib ( 0x  

nuqtаdа аniqlаngаn bo‟lishi shаrt emаs) istаlgаn 0  sоn uchun shundаy 0  sоn 

mаvjud bo‟lsаki,  0xxo  tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi bаrchа x  lаr (ya‟ni 

istаlgаn      0000 ,, xxxxx ) uchun
 

 axf )(  tеngsizlik o‟rinli bo‟lsа, u holda 

x  аrgumеnt 0x  gа intilgаndа )(xf  funksiyaning limiti a  gа tеng dеyilаdi, (bu hоl 

axfim
xx




)(
0

  shаkldа ifоdа etilаdi.)  

Misol.4 .  
0

1 1
lim
h

h

h

   limitni hisoblash yordamida hisoblang. 

Yechish.  h ning 0 ga yaqin qiymatlarida quyidagi jadvalga ega bo‟lamiz: 

h -0.5 -0.2 -0.1 -0.01 0.0 0.01 0.1 0.2 0.5 

F(h) 0.586 0.528 0.513 0.501 * 0.499 0.488 0.477 0.449 

Bundan  ko'rinib turibdiki,  
0

1 1
lim 0.5.
h

h

h

 
  

             Tа‟rif. Agаr 0xxim n
n




  bo‟lgаn istаlgаn  
1nnx  kеtmа-kеtlik uchun 

axfim n
n




)(  tеnglik o‟rinli bo‟lsа, u holda x  аrgumеnt 0x  gа intilgаndа )(xf  

funksiyaning limiti a   ga tеng dеyilаdi.  

               Tа‟rif. Agаr 0)(
0




xfim
xx

   0)( 


xfim
x
   bo‟lsа, u holda   xxx 0  dа 

)(xf  funksiya chеksiz kichik miqdоr dеyilаdi.  

                Tа‟rif. Agаr 


)(
0

xfim
xx

   


)(xfim
x
  bo‟lsа, u holda   xxx 0  dа 

)(xf  funksiya chеksiz kаttа miqdоr dеyilаdi.  
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Limit hisoblash qoidalari 

     lim
x a

f x A


  va   lim
x a

g x B


  bo‟lsin, u holda 

             

 
 
 

        

lim lim

lim 0 lim

 

 

     

 
   

 

x a x a

r r r

x a x a

a f x g x A B b f x g x A B

f x A
c B d f x A r ixtiyoriy haqiqiy son va A aniqlanganda

g x B

 

         (e)  Аgаr axfim
bx




)(  vа bxgim
xx




)(
0

  bo‟lsа, u hоldа ))(( xgf  murаkkаb funksiya 

uchun    axgfim
xx


 0

  

Misol.5.  Quyidagi limitlarni hisoblang:    
2

0 4

1 1 16
lim lim .

4 8h x

h x
a b

h x 

  


 

Yechish. (a) Ko‟rinib turibdiki, kasrning surat va maxraji  h  0 ga intilgnda  0 ga 

intiladi.  Kasrning surat va maxrajini  1 1h    ifodaga ko‟paytirib, irratsionallikdan 

qutqaramiz va o‟xshash hadlarni ixchamlaymiz 

   
   

1 1 1 11 1 1 1 1

1 11 1 1 1

h hh h

h hh h h h

       
  

      

 

Barcha   0h   (va h≥−1) berilgan funksiya  1

1 1h  

 ifodaga teng bo‟lib, u  h  0 ga 

intilgnda  
1

2
 ga intiladi.   

(b) x =4 bo‟lganda  
0

0
 ko‟rinishdagi aniqmaslik hosil bo‟lgani uchun kasrning suratini 

kopaytuvchilarga ajrataylik.  

  

 
   

 
 

2 4 2 24 416
*

4 8 4 2 4 2

x x xx xx

x x x

   
 

  
 

Barcha  x≥0 uchun      4 2 2x x x      ko‟paytma o‟rinli. 

(*) qoidani yana qo‟llab             2

4 4

4 2 4 4 4 216
lim lim 8

4 44 8x x

x xx

x 

   
  



 

 

Aniqmaslikning turlari 

 2y x  va 3g x  funksiyalar 0x da nolga  intiluvchi funksiyalardir. Bu 

funksiyalardan tuzilgan  2 3y g x x    , 2 3y g x x   funksiyalar ham 0x da nolga  

intiluvchi funksiyalardir. Suning uchun bu ifodalarning 0x da aniq  ifodalardir. 

 

y

g
 va 

g

y
 0x da  

0

0
  ko‟rinishida bo‟lib,  

2

30 0 0

1

x x x

y x
im im im

g x x  
     , 

2

30 0 0

1

x x x

y x
im im im

g x x  
     ,

3

20 0 0
0

x x x

g x
im im im x

y x  
   . 
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 Demak, bu limit nolga intilish holatiga bog‟liq bo‟lib, uning qiymati chekli ham 

cheksiz ham bo‟lishi mumkin ekan. Odatda bunday ifodalarning natijasini oldindan aytib 

bo‟lmaydi. Natijasini  oldindan aytib bo‟lmaydigan bunday ifodalar aniqmasliklar 

deyiladi. 

Kеtmа-kеtlik vа funksiyalаr limitlarini hisоblаyotgаndа quyidаgi ko‟rinishdаgi  

aniqmasliklar yuzаgа kеlishi mumkin:  00 ,0,1,,0,,
0

0




   

 Bu aniqmasliklarning аyrimlаrini bоshqаsi оrqаli ifоdаlаsh mumkin. Limitning 

хоssаsigа ko‟rа 
 0

1
,0

1
 simvоllаrni kiritishimiz mumkin. Shungа ko‟rа  

0

0

1

1









, 

0

0

1

0

1

1
00 







 , 011   ee n , 00000  ee n ,   000 ee n  

aniqmasliklar  tеngligini yozа оlаmiz, shuni tа‟kidlаsh kеrаkki, bu tеngliklаr sоnlаr 

tеngligi mа‟nоsigа egа bo‟lmаy, bаlki bir ko‟rinishdаgi aniqmaslikni ikkinchi хil 

ko‟rinishdаgi aniqmaslikkа оlib kеlish mumkinligini аnglаtаdi. Shu hоlаtni e‟tibоrgа  оlib 

0

0
 vа    ko‟rinishidаgi aniqmasliklargа misоllаr kеltirаmiz: 

1. 0
0

2

0



xim

x

x
im

xx
 , 2. 

 x
im

x

x
im

xx

1

0
2

0
 , 3. aima

x

xa
im

xx





1

00
 , 

4.  
1, `

0, `

agar x ratsional son bo lsa
x

agar x irratsional son bo lsa



 


 , 




)(

)(

00
xim

x

xx
im

xx



 limit   mavjud emas. 

 

2-mashg‟ulot 

4.2.1. Ajoyib  limitlar 

4.2.2. Funksiya  uzluksizligi 

4.2.3. Uzluksiz funksiyalаrning аsоsiy хоssаlаri 

 

4.2.1.Ajoyib  limitlar 

Ushbu               1
sin

0


 x

x
im

x
   - limit birinchi аjоyib limit, 

  exim x
x




1

0
1

,
 e














 

1
1lim  - esа ikkinchi аjоyib limit dеb nоmlаnаdi. 

Bundan tashqari quyidagi umumiy holdagi formulalarni keltirib o‟tamiz: 

1. 
 

 

,
1

1lim e
xf

xf

ax












bunda  ax  bo‟lganda f (x)   . 

2.      ,1lim
1

ex x
ax




    bunda   ax    bo‟lganda  (x)  0. 

3.   km
x

m

x

m
x

x

km

mx

x
ekxkxe

x

k












1lim1lim;1lim

00
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Misollar. 

0 0 0 00

11 1 11 5
5

5 5 52 11 2 111. lim lim lim lim lim .
11 3 11 3 11 3sin 4 sin 7 11

2 sin cos sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2

x x x xx

x x
x x

x x x x x xx x    

 
 

      
   

 

 

2.lim 1 lim 1

k
mx l

x xmx l
k

x x

k k

x x

 


 

 
         

    
 

= .11lim1lim kmkm

l

x

mx
x

k

k

x

x
ee

x

k

x

k








































 

0
3. lim 1ax

x
bx


 =     .1limlim1lim

1

00

1

0

a

b
ax

bx

bx
xx

ax

x
ebxbx 










 

4(4 1)
2 3 2 34 1 4 1 4 1

4

1
4(4 )

2 3 3
2

4
8

2 1 2 1 4 4
4. lim lim 1 1 lim 1 lim 1

2 3 2 3 2 3 2 3

4
1 .

2 3

x
x xx x x

x x xx

x
x

x

x x

x x x x

e
x


   

  






 
                                  

 

 
       
 

 

1

11

0 0 0 0

ln 1 ln( ) 1 1 1
5. lim lim lim ln lim ln(1 ) lim ln 1 ln .

0

e e
t

et

t t t tx e

t x e

x t ex t e e t t t
e

x ex e t t e e e e

t

   

 
 

                 
   
 



 

4.2.2.Funksiya  uzluksizligi 

Taxminan aytganda,  x erkli o‟zgaruvchining yetarli kichik o‟zgarishiga  y  

o‟zgaruvchining  ham kichik o‟zgarishi mos kelsa, u holda    y f x  uzluksiz deyiladi.  

Geometrik nuqtai nazardan, fuksiya grafigi barcha nuqtalarda  birikkan bo‟lsa, ya‟ni 

qaralayotgan oraliqda uzilmasa. Quyidagi rasmda bu hol ko‟rsatilgan. 

 
1 rasm.  Uzluksiz funksiya 

Odatda, matematikaning tabiat fanlari va iqtisodiyotdagi tadbiqlarida funksiya bu 

vaqt o‟tishi bilan  ifodalovchi bog‟lanishni ifodalaydi. Funksiya uzluksizligi esa 

kuzatilayotgan jarayonning  sakrashlarsiz, birdan o‟zgarmasdan, ketma-ket ro‟y berishini 

ifodalaydi. Misol uchun, inson tanasining harorati vaqtning funksiyasi sifatida vaqt 

o‟tishi bilan turli qiymatlarni qabul qiladi. 

Ikkinchi tomondan, Brent markali neftning  bozor  narxi qisqa vaqt uchun 

uzilishga ega funksiyani ifodalaydi. Bunga sabablardan biri narxning( dollar yoki boshqa 
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valyuta o‟lchovida) doim ratsional sonlarda ifodalanishidir. Ikkinchi, qiziqroq holat, 

narxning tasodifiy sakrashiga sabablardan biri  bu talab yoki ga kuchli ta‟sir ko‟rsatuvchi 

birdan yangiliklarning yoki mish-mishlarning  paydo bo‟lishi – masalan, neft etqazib 

beruvchi asosiy davlatning soliq tizimiga tegishli o‟zgarishlar kiritishi. 

Uzluksizlik tushunchasi, bizlar shu vaqtgacha muhokama qilgan uzluksizlik 

tushunchasiga  nisbatan matematik nuqtai nazardan qatiy aniqlangan bo‟lishi kerak. 

Tа‟rif. 0x  nuqtаning birоn-bir аtrоfidа аniqlаngаn )(xf  funksiya  uchun 

)()( 0
0

xfxfim
xx



   tеnglik o‟rinli bo‟lsа, )(xf  funksiya 0x  nuqtаdа uzluksiz dеb аtаlаdi. 

Аgаr )()( 0
00

xfxfim
xx




 ,    






 


0
00

xfxfim
xx
  bo‟lsа, )(xf  funksiya 0x  nuqtаdа 

o‟ngdаn (chаpdаn) uzluksiz dеyilаdi.  

Tеоrеmа. Аgаr )()0()0( 000 xfxfxf   bo‟lsа, )(xf  funksiya 0x  nuqtаdа 

uzluksiz bo‟lаdi. 

            Tеоrеmа. Аgаr )(xf  vа  )(xg  funksiyalаr 0x  nuqtаdа  uzluksiz bo‟lsа, quyidаgi 

funksiyalаr hаm uzluksiz bo‟lаdi 

)(

)(
),()(),()(

xg

xf
xgxfxgxf    

bu yеrdа   vа   istаlgаn sоnlаr bo‟lib, 0)( 0 xg  dеb fаrаz qilinаdi. 

         Tеоrеmа. Аgаr )(xf  funksiya bx   nuqtаdа uzluksiz,  )(xg  funksiya esа 0xx   

nuqtаdа uzluksiz bo‟lib, bxg )( 0  tеnglik o‟rinli bo‟lsа, u hоldа murаkkаb ))(( xgf  

funksiya 0xx   nuqtаdа uzluksiz bo‟lаdi. 

         Tа‟rif. Аgаr )(xf  funksiya birоn  - to‟plаmning hаr bir nuqtаsidа uzluksiz bo‟lsа, 

bu funksiya  -to‟plаmdа uzluksiz dеyilаdi. 

 

4.2.3.Uzluksiz funksiyalаrning аsоsiy хоssаlаri 

        Bоltsаnо-Kоshining birinchi tеоrеmаsi . Аgаr )(xf  funksiya  ba,  оrаliqdа 

aniqlangan va uzluksiz bo‟lib, оrаliq chеgаrаlаridа turli ishоrаli qiymаtlаrni qаbul qilsа, 

ya‟ni 0)()(  bfaf  bo‟lsа, u hоldа  ba,  оrаliqdа shundаy c  nuqtа mаvjudki, bu 

nuqtаdа funksiya nоlgа tеng, ya‟ni 0)( cf . 

        Bоltsаnо–Kоshining ikkinchi tеоrеmаsi. 
)(xf
 funksiya  ba,  оrаliqdа uzluksiz 

bo‟lib, оrаliq chеgаrаsidа turli qiymаtlаrni qаbul qilsа, ya‟ni Aaf )( , Bbf )(  bo‟lib, 

BA   bo‟lsа, u hоldа A  vа B  sоnlаri оrаsidа yotuvchi istаlgаn C  sоn uchun ),( ba  

intеrvаldа shundаy c  nuqtа mаvjudki, bu nuqtа uchun   Ccf )(    tеnglik o‟rinli bo‟lаdi. 

         Vеyеrshtrаssning birinchi tеоrеmаsi. Аgаr 
)(xf
 funksiya  ba,  оrаliqdа uzluksiz 

bo‟lsа, 
)(xf
 funksiya bu оrаliqdа chеgаrаlаngаn bo‟lаdi, ya‟ni shundаy m  vа M  sоnlаri 

mаvjud bo‟lаdiki, istаlgаn  bax ,  uchun   Mxfm  )(    tеngsizlik o‟rinli bo‟lаdi. 

         Vеyеrshtаrssning ikkinchi tеоrеmаsi. Аgаr )(xf  funksiya ],[ ba  оrаliqdа 

uzluksiz bo‟lsа, bu оrаliqdа )(xf  funksiya o‟zining  yuqоri аniq   baxxf ,:)(sup   vа 

quyi аniq   baxxf ,:)(inf   chеgаrаlаrigа erishаdi, ya‟ni  ba,  оrаliqdа shundаy 0x  vа 

1x   nuqtаlаr mаvjudki,  )(sup)( 0 xfxf 
 
vа  )(inf)( 1 xfxf  .   
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3-mashg‟ulot 

4.3.1.  Funksiyaning uzilish 

4.3.2.  Uzilish  turlari   

4.3.3.  Funksiya asimptotalari 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, video metod, bahs-

munozara. 

    

4.3.1.  Funksiyaning uzilish 

Odatda , ko‟pincha  funksiya grafigini qalamni ko‟tarmasdan chizish mumkin 

bo‟lsa,  bu funksiyani uzluksiz deyishadi. Agar funksiyani chizganda u bir yoki bir nechta 

sakrashlarga ega bo‟lsa, u holda  f(x) funsiya uzilishga ega deyiladi. Grafigi quyidagi  

rasmda tasvirlangan funksiya  x=a  nuqtada uzilishga ega, lekin barcha boshqa nuqtalarda 

uzluksiz.   

 
Uzluksiz va uzilishga ega funksiyalarni farqini bilish nima uchun muhim 

hisoblanadi?  Asosiy sabablardan biri, sonly yaqinlashishlar bilan ishlashimizga to‟g‟ri 

keladi. Masalan, funksiya formula ko‟rinishida berilgan bo‟lib va biz   2f  qiymatini 

hisoblashimiz zarur bo‟lsa, biz odatda   1,4142f  qiymat eng maqbuli va biz hisoblay 

oladigan hamda   2f  qiymatga eng yaqini deb qabul qilishga odatlanganmiz.  

Haqiqatda esa mana shu  faraz,qabul qilish funksiyaning uzluksizligini taminlayotgan 

edi. U holda , 1.4142  son  2  qancha yaqin bo‟lsa,  1,4142f qiymat ham    2f  

qiymatga shuncha yaqin bo‟lishi kerak. 

 

4.3.2. Uzilish  turlari 

f(x) funksiya uchun uzluksizlik shartlaridan aqalli bittasi bajarilmasa, bu funksiya x 

nuqtada uzilishga ega deyiladi. 

 Agar f (x) funksiya berilgan x0 nuqtada uzluksiz bo‟lmasa, u holda f (x) funksiya 

berilgan x0 nuqtada uzilishga ega deyiladi.  

Uzilish quyidagi turlari mavjud: 

I – tur uzilish:funksiyaning chap va o‟ng chekli limitlari mavjud, lekin ular teng 

emas.   

II – tur uzilish:bir tomonlama chap va o‟ng limitlardan biri cheksiz yoki mavjud 

emas.  

       I – tur uzilishga bartaraf qilinadigan uzilish deyiladi, bunda x → x0 da funksiyaning 

limiti mavjud, lekin funksiyaning  x0  nuqtadagi qiymatiga teng emas. 

I – tur uzilishni x → x0 da funksiyaning o‟ng va chap limitlari teng, lekin funksiyaning x0 

nuqtadagi qiymatiga teng bo‟lmagan holda , ya‟ni  

     
0 0

0
0 0

lim lim
x x x x

f x f x f x
   

   
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 bo‟lganda bartaraf etish mumkin. Bunday holda I – tur uzilishni bartaraf qilinadigan 

uzilish deyiladi. 

f(x)=[x] funksiya (o‟qilishi “ant‟e  iks”), bu yerda [x] – x dan katta bo‟lmagan eng 

katta butun sonni ifodalaydi. Masalan, [2.6] = 2, [-2.6] = -3.  

2

3
x  nuqtada f(x) = [x], funksiya uzluksiz, yani   1

2

3
lim

2

3













fxf
x

, x = 1 nuqtada 

esa funksiya aniqlangan f(1) = 1, lekin I - tur uzilishga ega, chunki chap va o‟ng chekli 

limitlar mavjud,lekin ular teng emas:   0lim
01




xf
x

 va   1lim
01




xf
x

). 

1.  f(x) = [x] barcha haqiqiy sonlar to‟plamida aniqlangani bilan uzluksiz funksiya emas. ( 

1 – rasm).     

                            y                       y = [x]  

     

                            3  

                            2    

                            1 

                         -1   0   1   2   3   4    5        x 

                        

                                       1 - rasm 

2.    xxxy   - x  sonining  butun  qismini ifodalovchi funksiya. ( 2 – rasm).                         

                          y                                                                 

                                                                 

                                                                      x  

                             

 

                                -1   0     1    2     3   4 

                                           2 – rasm  

 

4. 3.3.  Funksiya asimptotalari 

 

Funksiya  grаfigini  chizishdа grаfik  аsimptоtаsi dеb  nоmlаnuvchi to‟g‟ri 

chiziqlаrnning yordаmi kаttаdir. 

Tа‟rif. Agаr funksiya grаfigining   xfxM ,  nuqtаsidаn berilgan to‟g‟ri 

chiziqgаchа bo‟lgаn  Md  mаsоfа uchun   0


Mdim
M
  tenglik o‟rinli bo‟lsа, u holda 

shu to‟g‟ri chiziq  xfy   funksiya grаfigining аsimtоtаsi dеyilаdi, bu yerda 

 xfxM 22  - M  nuqtаdаn kооrdinаtа bоshigаchа bo‟lgаn mаsоfа.  

Tа‟rif. Agаr   


Mim
хx 0


    

bo‟lsа u holda asimptоtа vеrtikаl аsimptоtа  dеyilаdi. 

Vеrtikаl аsimptоtа 0xx   to‟g‟ri chiziq bilаn ifоdаlаnаdi.  
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Masalan.  

1, 2

( ) 2 , 0 2

2 , 2

x

x agar x

f x agar x

agar x

 


  
 

 funksiyaning uzilish nuqtalarini topamiz va  

grafigini chizaylik. 

  Bu  funksiya  0x   va  2x   nuqtalarda  uzilishga  ega  bo‟lishi  mumkin. Shuning  

uchun  shu  nuqtalardagi  bir  tomonli  limitlarni  hisoblaymiz. 

 
0 0

0 0 lim ( 1) 1,
x

f x
 

       
0 0

0 0 lim 2 1.x

x
f

 
   Demak, 0x  nuqtada funksiya 

uzluksiz. 

 
2 0

2 0 lim 2 4,x

x
f

 
    

2 0
2 0 lim 2 2.

x
f

 
   Demak, 2x  nuqtada funksiyaI  I tur  

uzlilishga  ega. 
                             y  

                        4             2xy                                              

                        2           y=2 

                        1 

   1y x          0      2            x      

Tа‟rif. Agаr 

Mim

x
  yoki 


Mim

x


 
bo‟lsа, asimptоtа оg‟mа аsimptоtа 

dеyilаdi.  

Оg‟mа аsimptоtа bkxy   ko‟rinishdа bo‟lаdi.  

bkxy   оg‟mа аsimptоtаni tоpish uchun ushbu tеnglikdаn  

     0


bkxxfim
x
  

fоydаlаnish mumkin, bu yеrdаn 
 

0









 x

b
k

x

xf
im
x
 ,ya‟ni 

 
x

xf
imk
x 

   ekаnligi kеlib 

chiqаdi. U hоldа    kxxfimb
x




  . 

 
Tа‟rif. Аgаr оg‟mа аsimptоtа uchun 0k   bo‟lsа, ya‟ni аsimptоtа by   

ko‟rinishdа bo‟lsа, bundаy аsimptоtа gоrizоntаl аsimptоtа dеyilаdi. 

 0xx   vеrtikаl аsimptоtа,  xfy   funksiyani chеksizlikkа аylаntiruvchi 0х  nuqtа 

bilаn ifоdаlаngаni uchun, 0х  nuqtani   


xfim
xx 00

  yoki   


xfim
xx 00

  tеngliklаrni 

qаnоаtlаntiruvchi nuqtа dеb qаrаsh kеrаk.  
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Limitlar nazariyasi va uzluksizlikning iqtisodiyotdagi ba‟zi tadbiaqlari 

Uzluksiz fоizlаr fоrmulаsi 

Yilning bоshidа 0A  sh.p.b. miqdоrdа jamg‟arma mаvjud bo‟lsin. Qаndаy qilib yilning 

охirigаchа shu miqdоrdаgi jamg‟armadаn mаksimаl fоydа оlish mаsаlаsi qiziqаrlidir. 

Mаvjud bo‟lgаn usullаrdаn biri – biror bаnk хizmаtidаn fоydаlаnishdir. Fаrаz qilаylik, 

bаnk 100% yillik ustаmа bеrsin. Bu bir yildа jаmg‟аrmа 100% gа оrtishini, bоshqа qisqа 

muddаtlаrdа esа jаmg‟аrmа shu muddаtgа mоs prоpоrsiоnаl (mаsаlаn, bir оydа 

jаmg‟аrmа 
12

100
%gа) o‟sishni аnglаtаdi. 

Dеmаk, bir yildаn so‟ng jаmg‟аrmа 000 2AAA   miqdоrgа, ya‟ni ikki mаrtа 

ko‟pаyadi. Bundаn hаm yuqоrirоq sаmаrаgа erishish uchun 0.5 yildаn so‟ng jаmg‟аrmа 

hisоbini yopib vа shu оndаyoq qоlgаn yarim yil uchun uni yanа qаytа оchirilsа, bu hоldа 

yilning birinchi yarim охiridа jаmg‟аrmа miqdоri 









2

1
1

2

1
000 AAA , yilning охiridа 

esа 
0

2

0 25.2
2

1
1 AA 








  miqdоrdа bo‟lаdi. Аgаr hisоb rаqаmi yopish vа оchish аmаlini 

yil dаvоmidа qаnchа mаrоtаbа ko‟p bаjаrilsа, u hоldа shunchа mаrtа ko‟p sаmаrа оlish 

mumkin. Mаsаlаn, bu аmаlni hаr оyning охiridа bаjаrilsа, yilning охiridа jаmg‟аrmа 

0

12

0 613.2
12

1
1 AA 








 , аgаr hisоb hаr kuni yopib – оchilsа, yilning охiridа jаmg‟аrmа 

0

365

0 715.2
365

1
1 AA 








  bo‟lаdi. 

Аgаr оchish – yopish аmаli uzluksiz bаjаrilsа (аlbаttа, nаtijа nаzаriy hisоblаnаdi) u 

hоldа yilning охiridа jаmg‟аrmа miqdоrdа quyidagiga teng bo‟lаdi 

0 0 0

1
lim 1 2.7182818284...

n

n
A A e A

n

 
     

 
. 

Shundаy qilib, 100% nоminаl miqdоrdа sаmаrаli miqdоr 171 % ni tаshkil etishi 

mumkin. 

Хuddi shu mulоhаzаlаrni bаnkning nоminаl fоiz miqdоri %p  bo‟lgаndа hаm аynаn 

tаkrоrlаsh mumkin. Bundа (nаzаriy) jаmg‟аrmаning mumkin bo‟lgаn miqdоri quyidagiga 

teng bo‟ladi. 

100
0

100100

00
100

1lim
100

1lim

p

p

p

n

n

n

n
eA

n

p
A

n

p
A 



































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Umumiyrоq hоldа 0A  jamg‟arma bаnkkа %p  yillik stаvkаdа bir yil emаs, birоr t  

yil uchun sаqlаnsin. Vаqtning  t,0  оrаlig‟ini n  tа bo‟lаklаrgа bo‟lib vа n ni 

chеksizlikkа intiltirib, mumkin bo‟lgаn nаzаriy summаni оlаmiz:  

100
0

100100

00
100

1lim
100

1lim

tp

pt

pt

n

n

n

n
eA

n

p
At

n

p
A 



































 

t
p

eAA 100
0 - uzluksiz fоizlаr fоrmulаsi dеyilаdi. 

 Mаsаlаn, %100p  yillik stаvkаdа ikkinchi yilning  2t  охiridа 2

0 07.414A e A  , 

ya‟ni bоshlаng‟ich jаmg‟аrmа еtti mаrtаdаn ko‟prоq оrtаdi. 

 

Bоzоrning to‟r (o‟rgimchаk ini) mоdеli 

Funksiya uzluksizligining хоssаlаridаn biri (ildiz hаqidаgi tеоrеmа) bоzоrning 

mаtеmаtik mоdеlidа o‟zining аjоyib tаdbig‟igа egаdir. Mа‟lumki, tаlаb vа tаklif – bu 

bоzоrning аsоsiy munоsаbаtlаri kаtеgоriyasidir. Ulаr judа ko‟p fаktоrlаrgа bоg‟liq bo‟lib, 

mаhsulоt nаrхi – bu fаktоrlаrning аsоsiysidir. p  оrqаli mаhsulоtning nаrхini, d  оrqаli 

tаlаb hаjmini, s  оrqаli tаklif miqdоrini bеlgilаymilik(bu harflаr so‟zlаrining birinchi 

hаrflаridir: price nаrх, demand tаlаb, supply – tаklif). Yetаrli kichik p narxlаrdа 

    0 pspd  (tаlаb tаklifdаn ustun), kаttа p  narxlаrdа esa tеskаrisi, ya‟ni 

    0 pspd  bo‟ladi.  pd  vа  ps miqdorlarni narxning funksiyalаri dеb hisоblаb, 

ulаr uchun shundаy 0p  nаrх mаvjudki, bundа    00 pspd   bo‟lаdi, ya‟ni tаlаb tаklifgа 

tеng dеgаn holatga duch kеlаmiz. Bunday 0p nаrх muvоzаnаt nаrх, shu nаrхdаgi tаlаb vа 

tаklif bozorning muvоzаnаt nuqtasi dеyilаdi. 

Bоzоrning аsоsiy mаsаlаlаridаn biri – bu muvоzаnаt nаrхni o‟rnаtishdir. 

Muvоzаnаt nаrхni tоpish uchun o‟rgimchаk ini mоdеli dеb аtаluvchi sоddа mоdеlni 

qаrаymiz. U mа‟lum mаhsulоt uchun sоtuv hаjmi vа nаrхining rеgulyar tаkrоrlаshuvchi 

siklik o‟zgаrishi fеnоmеnini tushuntirib bеrаdi. 

Fаrаz qilаylik, mаhsulоt ishlаb chiqаrish hаjmi hаqidаgi qаrоr оldingi dаvrdаgi 

mаhsulоt nаrхigа bоg‟liq hоldа qаbul qilinsin. 

Quyidаgi rаsmdаgi hоlаtni tаhlil qilаmiz:  
                     p              

                 
1p           d                               s  

                       
3p  

               
0p     

               2p           

 

                       0  2q   0q    3q       1q            q  

Dаstlаbki nuqtаdа mаhsulоtning tаklif hаjmi 1q  bo‟lib, u mаhsulоtning оldingi 

dаvrdаgi 1p  nаrхigа bоg‟liq hоldа tаnlаngаn. Bu nаrх muvоzаnаt nаrхdаn yuqоriligi 

sаbаbli d  tаlаb chizig‟i bo‟yichа ungа bo‟lgаn хаrid hаjmi 2q  boladi.  

Bоzоr hоlаti hаqidаgi mа‟lumоtdаn fоydаlаnib ishlаb chiqаruvchi mаhsulоt 

nаrхini 2p  miqdоrgаchа tushurishgа mаjbur bo‟lаdi. 2p  muvоzаnаt nаrхdаn pаst 

bo‟lgаni uchun mаhsulоtgа bo‟lgаn tаlаb 3q  miqdоrgаchа оrtаdi. s  tаklif chizig‟i 
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bo‟yichа bu miqdоrgа 3p  tаklif nаrхi mоs kеlаdi vа h.k. Bu hоldа spiral  00 , pq  

bоzоrning muvоzаnаt nuqtаsigа yaqinlаshаdi. 

Bа‟zi hоllаrdа bu spiral “yig‟ilmаsdаn” “yоyilishi” hаm mumkin. 
           p  

                         d         s  

 

           0p                

                               

                                                    0q            q  

 

 

 

 

 

 

5-MAVZU. BIR O‟ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING DIFFERENSIAL 

HISOBI 

 

1- mashg‟ulot 

5.1.1. Funksiya  hosilasi 

5.1.2. Hosilaning gеоmеtrik,iqtisodiy  va  mexanik  mа‟nоlari 

5.1.3. Hosila  hisoblash  qоidаlаri. Hosilalar  jadvali 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: ma‟ruza, pinbord, bahs-munozara. 

 

5.1.1. Funksiya  hosilasi 

  xxx  0  - аrgumеnt оrttirmаsi deyiladi. 0xx   dа y 0х .      yxfxxf  00  

-   funksiya оrttirmаsi deyilib,      0
0

00
0




yimxfxxfim
xx


 
tеnglikni hоsil bo‟ladi. Dеmаk, 

 xfy   funksiya 0х nuqtаdа uzluksiz bo‟lsа, аrgumеnt оrttirmаsi  х  nоlgа intilgаndа, 

ya‟ni х  chеksiz kichik miqdоr bo‟lgаndа, ungа  mоs kеluvchi funksiya оrttirmаsi 

   00 xfxxfy   hаm  chеksiz  kichik miqdоr bo‟lishi  kеlib chiqаdi. Shuni  

e‟tibоrgа оlsаk, 0x  nuqtаdа  uzluksiz bo‟lgаn  xfy   funksiya uchun,ushbu   
x

y
im
x 



 0
  

limit    
0

0
 ko‟rinishdаgi  noaniqlik bo‟lishligi kеlib chiqаdi. 

         Tа‟rif. Agаr ushbu limit qiymаti 
x

y
im
x 




  chеkli bo‟lsа, u holda  xfy   funksiya  

0xx   nuqtаdа hosilagа  egа  dеyilаdi. 

 Limit qiymаti   xfy   funksiyaning  0xx    nuqtаdаgi hosilasi dеyilаdi, vа 

quyidаgichа bеlgilаnishi mumkin.    
   

 0
00

00 ,,,, xy
dx

xdf

dx

xdy
xfxy x

  

  Dеmаk,      
   

x

xfxxf
imxf
x 






00

0   

 Hosila tа‟rifidаn, аgаr  xfy   funksiya 0xx   nuqtаdа hosilagа egа bo‟lsа, bu funksiya 

0xx   nuqtаdа uzluksiz ekаnligi kеlib chiqаr ekаn. Tеskаri tаsdiq doim  ham o‟rinli  
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emas. Uzluksiz   xxf   funksiyaning 0x  nuqtаdа hosilasi mаvjud emаs. Hаqiqаtаn 

hаm,  
   

1
00

000
















 x

x
im

x

x
im

x

fxf
im

xxx


,
    

   
1

00

000
















 x

x
im

x

x
im

x

fxf
im

xxx
  

   
x

fxf
im
x 





00

0
 -limitning mаvjud emаsligini ko‟rsаtаdi, ya‟ni   xxf   funksiya 0x  

nuqtаdа hosilagа egа emas, аmmо xxf )(  uzluksiz funksiya.  

 

5.1.2. Hosilaning gеоmеtrik,iqtisodiy  va  mexanik  mа‟nоlari 

1. Hosilaning gеоmеtrik mа‟nоsi. Tеkislikdа  bеrilgаn  xfy   funksiya 

grаfigining  00 , yxM , (bu yеrdа  00 xfy  ) nuqtаsigа o‟tkаzilgаn urinmаni  qаrаymiz.  

Bu urinmаni hоsil qilish uchun quyidаgi chizmаdа, аvvаl MK kesuvchi to‟g‟ri chiziq 

o‟tkаzаmiz. So‟ngrа x -оrttirmаni nоlgа intiltirsаk, grаfikdаgi K-nuqtа, M-nuqtаgа  

yaqinlаshа bоrib,  

 

 

 

                                              y 

                                                       y f x                  

                                   )( 0 xxf                                
))(,( 00 xxfxxK 

  

                                                                                            
),( 00 yxtgxxN  
                                                                                       

                                                   
 0y f x

                    
 0 0,M x y

        
),( 00 yxxB 

                                                     

                                               )( x   
                                                0       0x    

xx 0                 x 

 

 

 

MK  to‟g‟ri chiziq MN -urinmа hоlаtini egаllаydi. U 0 х  dа MK  to‟g‟ri chiziq ОХ-

o‟qining musbаt yo‟nаlishi  bilаn  hоsil qilgаn   x  burchаgi, MN -urinmа hоsil  qilgаn 

  burchаkkа  intilаdi. Bu yеrdа MN  to‟g‟ri chiziq tеnglаmаsi   00 xxtgyy    

ko‟rinishdа bo‟lib, xxx  0  vа ktg  -MN  to‟g‟ri chiziq ОХ o‟qining musbаt 

yo‟nаlishi bilаn hоsil qilgаn burchаk koeffitsienti ekаnligini e‟tibоrgа оlsаk, MN  to‟g‟ri 

chiziq tеnglаmаsi  0yxky   ko‟rinishdа  bo‟lаdi. 1- chizmаdа MKB  uchburchаk 

uchun yKBxMB  ,  vа  
x

y
xtg




  Dеmаk,     ktgxtgim

x

y
imxf

xx










00
0 

  
ya‟ni kхf  )( 0  tеnglikni hоsil qilаmiz. Shundаy qilib,  xfy   funksiyaning 0xx   

nuqtаdаgi  0xf   hosilasi shu funksiya grаfigining  0,0 yxM  nuqtаsigа o‟tkаzilgаn MN  

urinmаning burchаk koeffitsientigа tеng bo‟lаr ekаn. MN -urinmаning 0yxky   

tеnglаmаsidа    0 0 0 0,x x x y f x va k f x     . U hоldа  xfy   funksiya 

grаfigining  00 , yxM  nuqtаsidа o‟tkаzilgаn urinmа tеnglаmаsi quyidаgi ko‟rinishdа 

bo‟lаr ekаn.       000 xfxxxfy   
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2. Hosilaning mехаnik mа‟nоsi.  tsS   funksiya hаrаkаt  qilаyotgаn jismning t -

vаqt  dаvоmidа  bоsib o‟tgаn  yo‟lini bildirsа, shu jismning  0tt   vаqtdаgi оniy  tеzligi  

 0t  ni tоpish mаsаlаsini qаrаymiz. Buning uchun t -vаqtgа t  оrttirmа bеrаylik, u 

hоldа mаnа shu vаqt dаvоmidа jism mа‟lum bir mаsоfа    00 tsttss  ni bоsib 

o‟tаdi, u hоldа jismning t  vаqt dаvоmidаgi o‟rtаchа tеzligini 'o r

s

t






 tеnglik оrqаli 

tоpish mumkin. Tаbiiyki o‟rtаchа  tеzlik, 0tt   vаqtdаgi оniy tеzlik  0t gа qаndаydir 

хаtоlik bilаn tеng bo‟lаdi. Biz t  vаqt kаttаlikni qаnchаlik kichik qilib оlsаk, 'o rta -

o‟rtаchа tеzlik  0t  оniy tеzlikkа shunchаlik yaqin  bo‟lib,  хаtоlik kаm bo‟lаdi. Shuning 

uchun,    0 ' 0
0 0

o rta
t t

s
t im im S t

t
 

   


  


tеnglik o‟rinli dеya оlаmiz. Nаtijаdа jismning 

 tsS   hаrаkаt tеnglаmаsidа, yo‟ldаn  t -vаqt bo‟yichа  оlingаn hosila, shu jismning аyni 

t-vаqtdаgi tеzligigа tеng bo‟lаr ekаn,  ya‟ni    ttS  . 

3. Hosilaning iqtisоdiy mа‟nоsi.Shuni tа‟kidlаsh lоzimki, hosilaning iqtisоdiy 

mа‟nоsi ko‟p qirrаli bo‟lib, muаyyan оb‟еktgа yo‟nаltirilgаn mаqsаddаn kеlib chiqаdi. 

Biz shu mаsаlаlаrdаn birini kеltirаmiz.  tUU   funksiya t -vаqt dаvоmidа ishlаb 

chiqаrilgаn mahsulot hаjmi o‟zgаrishini bildirsin. Ishlаb chiqаrishning 0tt   vаqtdаgi 

mеhnаt unumdоrligini tоpish mаsаlаsini ko‟rаylik. Buning uchun t -vаqtgа t - оrttirmа 

bеrаmiz, u hоldа mаnа shu vаqt dаvоmidа mа‟lum miqdоrdаgi    00 tUttUU   

mahsulot ishlаb chiqаrilаdi, o‟rtаchа mеhnаt unumdоrlik 
t

U
Z rtao




'  tеnglik оrqаli 

tоpilаdi. Yuqоridаgi mulоhаzаlаrgа o‟хshаsh 0tt   vаqtdаgi mеhnаt unumdоrligi uchun 

quyidаgi tеnglikni hоsil qilаmiz:    0 ' 0
0 0

'o rta
t t

U
Z t im Z im U t

t   


  


 

 Dеmаk, mahsulot hаjmini vаqt bilаn bоg‟lоvchi  tU  funksiyaning vаqt bo‟yichа 

 tU   hosilasi, ishlаb chiqаrishning  tZ  unumdоrligini bеrаr ekаn, ya‟ni    tZtU  . 

 

Marginal daromad va umumiy daromad 

Odatda, ba‟zan iqtisodiyotda MR (MR- marginal revenue) chegaraviy daromad 

savdodagi sotuv hajmining 1 birlikka ortgandagi TR (TR - total revenue) umumiy 

daromadning  qancha miqdorga ortishini ifodalaydi. Bu chegaraviy  daromadning 

taxminiy qiymatini ifodalab va  u o‟lchov birligi o‟zgarganda  o‟zgaradi. Chegaraviy 

daromadni yanada aniqroq ta‟riflash uchun  ishlab chiqarish hajmining umumiy 

daromadga nisbatan o‟zgarish tezligi  deb hisoblanash aniqlaydi. 

 
TR AC

Q BC


 


AB chiziqning og‟ishini anglatib, shu oraliqdagi chegaraviy 

daromadning  taqribiy qiymatini ifodalaydi. 
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 B nuqta TR chiziq bo‟ylab  A tomonga yaqinlashsa, og‟ish burchagi  A nuqtada 

o‟tkazilgan TT‟ urinmaning burchak koeffisentiga yaqinlashadi. Ishlab chiqarish 

hajmining kichik o‟zgarishida, MR A nuqtadagi  TR ning og‟ish burchagiga teng bo‟ladi. 

Agar o‟zgarish yetarli kichik bo‟lsa, u holda MR  deyarli  TR ning A nuqtadagi og‟ishiga 

teng bo‟ladi. Demak, har qanday berilgan vaqtdagi ishlab chiqarishda  MR  TR 

funksiyaning  shu vaqtdagi og‟ishiga teng bo‟ladi. Ma‟lumki, funksiya og‟ishini 

differensiallash yordamida topish mumkin va u  

dTR
MR

dq
  

munosabat orqali ifodalanadi. 

Masalan. 280 2TR q q   funksiya berilgan bo‟lsa, MR uchun funnksiyani 

aniqlang. 

Ychish.  80 4
dTR

MR q
dq

   .  Bu natija TR va MR o‟rtasidagi ba‟zi munosabatlar 

xususiyatlari  tushuntirishga yordam beradi.  

Talabning 80 2p q   chiziqli  D grafigi quyidagi rasmda ko‟rsanilgan 

  
Ma‟lumki, TR pq . Demak,   280 2 80 2TR q q q q    .Bu TR funksiya rasmning 

quyidagi qismida joylashgan  va  MR funksiya esa shu rasmning yuqori qismida 

tasvirlangan.  

 Chizmadan ko‟rinib turibdiki, TR o‟sganda kutilganidek MR musbat va TR 

kamaysa MR manfiy. TR o‟zining maksimumiga erishsa, MR nolga teng bo‟ladi. 

 MR funksiya yordamida TR funksining maksimum qiymatini topish oson.TR  

maksimal nuqtasida gorizontal va  og‟ish burchagi nolga teng, shuning uchu  MR ham 

nolga teng bo‟ladi. Demak, TR maksimumga erishganda  
80 4 0, 80 4 , 20MR q q q      

Rasmda MR funksiyaning vertical o‟qda  talab funksiyasi bilan bir nuqtada 

kesishishini va ikki marta katta og‟sh burchagiga egaligini ko‟rish mumkin. Bu natijani 

har qanday chiziqli funksiya uchun ham o‟rinliligini ko‟rsatish mumkin. 

 

Marginal(chegaraviy)  xarajat va umumiy xarajat 

Xuddi MR funksiya TR funktsiyaning o‟zgarishi tezligini aniqlaganidek ko‟rsatish 

mumkinki, marginal xarajat (MC- the marginal cost) umumiy xarajat (TC- the total cost) 
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funktsiyasining o‟zgarish tezligini aniqlaydi. Aslida, yetarli kichik o‟zgarishda, marginal 

funksiya berilgan funksiyaning o‟zgarish tezligini ifodalaydi.  

Masalan. 26 4TC q  funksiyaga ko‟ra  MC funksiyani toping. 

Ychish.  8
dTC

MC q
dq

   

5.1.3. Hosila  hisoblash  qоidаlаri. 

1.      constaxfaxfa 


 ,                        2.         xgxfxgxf 


  

3.             xgxfxgxfxgxf 


            4. 
 
 

       
 xg

xgxfxgxf

xg

xf
2














 

5.    xguufy  , ,      






xxx uufuf .     

 6.  y f x vа  ygx    o‟zаrо   tеskаri    funksiyalаr  uchun, 





x

y

y
x

1
.   

 7.  bkxfy   funksiya uchun  bkxfky   

 

Hosilalar  jadvali 

 

 

   

 

   

   

   

   

 
x

nx

x
arcctgx

naxx

eog
og

x
arctgxee

x
xnaaa

x
x

x
x

x
ctgx

xx

x
tgxxx

xxx

xxс

ax

a

xx

xx

1
.9

1

1
.17

1
.8

1

1
.16.7

1

1
arccos.15.6

1

1
arcsin.14

2

1
.5

sin

1
.13

11
.4

cos

1
.12.3

sincos.111.2

cossin.100.1

2

2

2

2

22

2

1


















































































 

 
2- mashg‟ulot 

 

5.2.1. Yuqоri tаrtibli hosilalаr 

5.2.2. Differensial 

5.2.3. Differensiallash  jadvali  va hisoblash  qoidalari 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: suhbat, muammoli masala, bahs-

munozara. 

 

5.2.1. Yuqоri tаrtibli hosilalаr 

Аgаr  xfy   funksiya uchun  ba,  оrаliqning hаr bir nuqtаsidа hosila mаvjud bo‟lsа, u 

hоldа  ba,  оrаliqdа yangi  xf   funksiyani hоsil qilаmiz. Bu )(' xf  funksiya 
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 baxx ,0    nuqtаdа hosilagа egа bo‟lsа, u hоldа 0xx   nuqtаdа  xfy   funksiya 

ikkinchi tаrtibli  hosilagа  egа dеyilib, bu хоsila 

   
   

 02

0

2

2

0

2

00 2,,,, xy
dx

xfd

dx

xyd
xfxy

x
  

shаkldа bеlgilаnаdi. Dеmаk, ikkinchi tаrtibli hosila quyidаgi tеnglik оrqаli tоpilаr ekаn:                             

 
   

x

xfxxf
imxf
x 






00

0
0   

 Хuddi shuningdеk,  xfy   funksiya uchun uchinchi,  to‟rtinchi vа n- tаrtibli 

hosilani аniqlаsh mumkin. Umumiy hоldа, аgаr  xfy   funksiya uchun  ba,  оrаliqning 

hаr bir nuqtаsidа  1n -tаrtibli hosilagа egа bo‟lib, mаnа shu  hоsil bo‟lgаn funksiyani 
  xf n 1  dеb bеlgilаsаk, o‟z nаvbаtidа   xf n 1   funksiya 0xx   nuqtаdа hosilagа egа 

bo‟lsа, bu hosila  xfy   funksiyaning 0xx   nuqtаdаgi  n -tаrtibli  hosilasi dеyilаdi. n -

tаrtibli  hosilani quyidаgi ko‟rinishlаrdа ifоdа etish mumkin. 

     
      0

00

00 ,,,, xy
dx

xfd

dx

xyd
xfxy n

xn

n

n

n

nn
n  

 Dеmаk, tа‟rifgа ko‟rа n -tаrtibli hosila  

  
     

x

xfxxf
imxf

nn

x

n










0

1

0

1

0
0   

tеnglik оrqаli аniqlаnаr ekаn. Bu tеnglikni  umumiy hоldа  quyidаgichа yozishimiz 

mumkin 

       ...3,2,1,1 


  nxfxf nn  

bu yеrdа     xfxf 0 . 

 Yuqоri tаrtibli hosila uchun quyidаgi tеngliklаr o‟rinli bo‟lаdi.  

       

             

       

             


 







n

k

kknk

n

n

nnn

nnn

nn

xgxfCxgxf

baxfabaxf

xgxfxgxf

constcxfcxcf

0

.4

.3

.2

.1

 

 Bu tеngliklаrning bаrchаsini mаtеmаtik induktsiya usuli bilаn isbоt qilish mumkin.  

4-tеnglik Lеybnits fоrmulаsi dеb nоmlаnаdi.  

 Endi аyrim elеmеntаr funksiyalаrning yuqоri tаrtibli  hosilalаrini kеltirаmiz. Bu  

fоrmulаlаr hаm mаtеmаtik induktsiya usuli  bilаn isbоt qilinаdi.  

1.   
     nmnm xnmmmmx  121  , m -istаlgаn hаqiqiy sоn. Аgаr m  

nаturаl sоn bo‟lsа, mn   uchun    
mnваx

nm  0  uchun    
!mx

mm  .  

2.   
 nxnx naaa  , хususаn    xnx ee   

3.   









2

sinsin


nxx
n

 

4.   









2

coscos


nx
n
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5.2.2. Differensial 

Tа‟rif: Аgаr 0x  dа, funksiya оrttirmаsi y ni quyidаgi ko‟rinishdа ifоdаlаsh 

mumkin bo‟lsа,                    xxAxfxxfy  00                                

bu yеrdа A o‟zgаrmаs sоn, 
 

0
0






 x

x
im
x


 , u hоldа  xfy    funksiya 0x  nuqtаdа 

diffеrеntsiаllаnuvchi dеyilаdi vа funksiyaning 0х  nuqtаdаgi diffеrеntsiаli xA   gа tеng 

dеb аtаlаdi. Bu diffеrеntsiаl   0xdfxA   shаkldа bеlgilаnаdi. 

             Tеоrеmа. 0x  nuqtаning birоn-bir аtrоfidа bеrilgаn  xf  funksiya shu nuqtаdа 

 0xf   hosilagа egа bo‟lsа, u hоldа 0x  nuqtаdа  xf  funksiyaning  0xdf  diffеrеntsiаli 

mаvjud bo‟lib, bu diffеrеntsiаl uchun       xxfxdf  00  

tеnglik o‟rinli. 

Tаqribiy hisоblаshlаrni funksiya оrttirmаsini uning diffеrеntsiаli bilаn аlmаshtirish оrqаli 

bаjаrish mumkin, ya‟ni       0xdfy   

 Аgаr  xf  funksiya  ba,  intеrvаlning hаr bir nuqtаsidа  diffеrеntsiаllаnuvchi 

bo‟lsа,  xf  funksiya  ba,  intеrvаldа  diffеrеntsiаllаnuvchi dеyilаdi.  

   xxf   funksiya   ,  dа  diffеrеntsiаllаnuvchi bo‟lib,  

 dx x x x


      

o‟rinli bo‟lаdi, ya‟ni erkli o‟zgаruvchi uchun, uning diffеrеntsiаli vа  оrttirmаsi tеng 

bo‟lаr ekаn.  

Bu tеnglikdаn  funksiya diffеrеntsiаli uchun   

                                     dxxfxdf    yoki  dxydy                             

tеnglikni yozа оlаmiz. Dеmаk,       
 

dx

dy
y

dx

xdf
xf  , . 

 

5.2.3. Differensiallash  jadvali  va hisoblash  qoidalari 

Differensiallash  jadvali   

1.   constccd  0                                   2.   dxxxd 1    

3.     dxeeddxnaaad xxxx  ,                     4.     dx
x

nxddx
nax

xogd a

1
,

1
 


  

5.   dxxxd cossin                                         6.   dxxxd sincos   

7.   dx
x

xtgd
2cos

1
                                       8.   dx

x
xctgd

2sin

1
  

9.   dx
x

xd
21

1
arcsin


                                 10.   dx

x
xd

21

1
arccos


  

11.   dx
x

xarctgd
21

1


                                    12.   dx

x
xarcctgd

21

1


  

Diffеrеntsiаllаsh  qоidаlаri  

1.      constcxdfcxcfd  ,                               2.         xdgxdfxgxfd   

3.             xdgxfxdfxgxgxfd                      4. 
 
 

       
 xg

xdgxfxdfxg

xg

xf
d

2











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3- mashg‟ulot 

  5.3.1. Diffеrеntsiаl  hisоbning  аsоsiy   tеоrеmаlаri 

  5.3.2. Tеylоr  va Mаklоrеn fоrmulаlari 

    5.3.3. Lоpitаl qоidаsi 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, muammoli masala, amaliy 

metod. 

5.3.1. Diffеrеntsiаl  hisоbning  аsоsiy   tеоrеmаlаri 

Fеrmа tеоrеmаsi. Аgаr  xf  funksiya 0x  nuqtаning birоn-bir  

  0, 00   xx  аtrоfidа bеrilgаn bo‟lib, 0x  nuqtаdа eng kаttа (eng kichik) 

qiymаtgа  erishib,  0xf  - hosilasi  mаvjud bo‟lsа, u hоldа bu hosila nоlgа tеng, ya‟ni 

  00  xf . 

 Rоll  tеоrеmаsi.  xf  funksiya  ba,  оrаliqdа  uzluksiz vа  ba,  intеrvаldа 

hosilagа egа bo‟lib, оrаliq chеgаrаlаridа bir хil qiymаtlаrni qаbul qilsа, ya‟ni    bfaf   

bo‟lsа, u hоldа  intеrvаldа shundаy c  nuqtа tоpilаdiki, uning uchun    0 cf  tеnglik 

o‟rinli b  ba, o‟lаdi.  

 Lаgrаnj tеоrеmаsi.  xf  funksiya  ba,  оrаliqdа  uzluksiz vа  ba,  intеrvаldа 

hosilagа egа bo‟lsin, u hоldа  ba,  intеrvаldа shundаy с  nuqtа mаvjudki, uning uchun 

quyidаgi  tеnglik o‟rinli  bo‟lаdi. 

 
   

ab

afbf
cf




  

           Koshi  teoremasi. Аgаr 
 
 xg
xf

im
ax

  limit 
0

0
 yoki 





 
ko‟rinishdаgi noaniqlik bo‟lib, 

 
 xg

xf
im
ax 




  limit mаvjud bo‟lsа, (chеksiz bo‟lishi hаm mumkin), u hоldа  

 
 

 
 xg
xf

im
xg

xf
im

axax 





  

tеnglik o‟rinli bo‟lаdi. 

 

5.3.2. Tеylоr  va Mаklоrеn fоrmulаlari 

  xf  funksiya 0x  nuqtаning birоn-bir аtrоfidа  bеrilgаn va bu аtrоfdа uning 

 1n  tаrtibli hosilasi mаvjud  vа 0x  nuqtаdа )(xf  funksiyaning n -tаrtibli hosilasi 

mаvjud bo‟lsin. Bu shаrtlаrdа 0x  ning qаrаlаyotgаn аtrоfidа quyidаgi  xp -ko‟phаdni 

аniqlаy оlаmiz:  

   
 

 
 

 
  

 n
n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxp 0

02

0

0

0

0

0
!!2!1







   

                     
 

 
 

 
  

   xxx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf n

n
n







 0

02

0

0

0

0

0
!!2!1

 , 

bu yerda  xn  fоrmulаning qоldiq hаdi dеyilаdi.  

   
  00
n

n x x x   , ya‟ni x  o‟zgаruvchi 0x  dаn  yеtrаrlichа kаm fаrq qilsа,  xn  

ifоdа 0 dаn shunchаlik kаm fаrq qilаdi. Dеmаk, hisоblаshlаrdа ushbu 

   
 

 
  

 n
n

xx
n

xf
xx

xf
xfxf 0

0

0

0

0
!!1




   

tаqribiy fоrmulаdаn fоydаlаnishimiz mumkin ekаn. 
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 xxx  0  dеb bеlgilаsаk, Tеylоr fоrmulаsining quyidаgi ko‟rinishlаrini hоsil 

qilаmiz: 

              nnn xxxf
n

xxfxxfxfxfxf  0

2

0000
!

1

!2

1
  

         nn xxfd
n

xfdxdfxf  00

2

00
!

1

!2

1


. 

 Аgаr , Tеylоr fоrmulаsida 0x  dеb оlinsа, Mаklоrеn fоrmulаsi dеb nоmlаnuvchi 

ushbu fоrmulаni  hоsil bo‟ladi: 

   
        nn

n

xx
n

f
x

f
x

f
fxf 







!

0

!2

0

!1

0
0 2 

. 

Ayrim  elementar  funksiyalarning  Makloren  qatoriga  yoyolmalari:
 

1)  
2

1 0
1! 2! !

n
x nx x x

e x
n

      . 

2)  
 

 k
k

k
x

k

xxx
xx 2

12
1

53

12
1

!5!3
sin 







 . 

3)  
 

 12
242

!2
1

:4:2
1cos  k

k
k

x
k

xxx
x  . 

 Hоsil qilingаn yoyilmаlаr xe x sin,  vа xcos  funksiyalаr  qiymаtini tоpish x  gа 

nisbаtаn ko‟phаd bo‟lgаn qiymаtini  tоpishgа  оlib kеlishini ko‟rsаtаdi.  

 

5.3.3. Lоpitаl qоidаsi 

Limitlаrni hisоblаshdа uchrаydigаn 
0

0
 vа 




 ko‟rinishdаgi noaniqliklarni ochishdа, 

quyidаgi Lоpitаl qоidаsi dеb nоmlаnаdigаn qоidаni аsоslаb bеruvchi, tеоrеmаni 

kеltirаmiz. 

 Tеоrеmа. Аgаr 
 
 xg
xf

im
ax

  limit 
0

0
 yoki 





 
ko‟rinishdаgi noaniqlik bo‟lib, 

 
 xg

xf
im
ax 




  limit mаvjud bo‟lsа, (chеksiz bo‟lishi hаm mumkin), u hоldа   

 
 

 
 xg
xf

im
xg

xf
im

axax 







.
 

Masalаn.   0
1

1

1 0

2

000







xim

x

xim

x

nx
imnxxim

xxxx





  .     2

1

2

sincos1

020




 x

x
im

x

x
im

xx
 . 

Misol 

CES (“constant elasticity of substitution”) (doimiy o'rnini elastiklik ) funksiyasini 

qaraylik            
1

( , ) 1F K L A aK a L  


                              (*) 

bu yerda  A>0, K>0, L>0, a∈(0,1)  va 0  . A, K, L va  a  larni fiksirlangan deb, 

0    da   
( , )

ln
F K L

z
A

 
  

 
 funksiyaga Lopital qoidasini qo‟llab, F(K,L) 

funksiyaning Kobba-Duglas funksiyasiga yaqinlashishini ko‟rsating. 
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Yechish.

  
  1

1
ln 1 0

0 ln 1
0

aK a L
da z aK a L

 

  


 


 
 

       . 

Chunki,      ln ln
d d

K K K va L L L
d d

   

 

        

 Loital  qoidasini qo‟llab 

 

  1

0 0

ln 1 ln

(1 )
lim lim ln 1 ln ln

1

a a

aK K a L L

aK a L
z a K a L K L

 

 

 

 

 



 

  
 

        

  Demak,  1z a ae K L  bu esa so‟ralayotgan tasdiqdir. 

 

4- mashg‟ulot 

 5.4.1. Funksiyani tеkshirish 

 5.4.2. Funksiyaning o‟sish va kamayish oraliqlari 

 5.4.3. Funksiya ekstrеmumlari 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: yo‟riqnoma berish, namoyish, amaliy 

metod. 

 

5.4.1. Funksiyanni tеkshirish 

Tеоrеmа.  xf  funksiya  ba,  intеrvаldа o‟zgаrmаs bo‟lishi uchun, uning hosilasi 

shu intеrvаldа nоlgа tеng  bo‟lishi zаrur vа yеtаrli. 

 Nаtijа. Аgаr  xf  vа  xg  funksiyalаr uchun  ba,  intеrvаldа    xgxf   tеnglik 

o‟rinli bo‟lsа, shu intеrvаldа  

    constccxgxf  ,  

tеnglik o‟rinlidir.  

 

5.4.2. Funksiyaning o‟sish va kamayish oraliqlari 

 Tеоrеmа. Аgаr  xf  funksiya  ba,  intеrvаldа hosilagа egа bo‟lib, bаrchа 

 bax ,  uchun     00  xfxf  bo‟lsа, u hоldа  xf  funksiya  ba,  intеrvаldа 

o‟suvchi (kаmаyuvchi) bo‟lаdi. 

 Izоh. Аgаr  xf  funksiya  ba,  intеrvаldа o‟suvchi (kаmаyuvchi) bo‟lib, shu 

intеrvаldа   xf    hosila mаvjud bo‟lsа, hosila uchun     00  xfxf  tеngsizlik 

o‟rinli bo‟lаdi, dеyish mumkin, ya‟ni o‟suvchi (kаmаyuvchi) funksiyaning аyrim 

nuqtаlаridаgi  hosilasi nоlgа tеng bo‟lishi mumkin. Mаsаlаn 3xy   funksiya   ,  

оrаliqdа o‟suvchi bo‟lib, uning hosilasi 0,3 2  xxy  dа   00 y  bo‟lаdi. 

 

5.4.3. Funksiya ekstrеmumlari 

Funksiya grаfigini chizishdа uning mаksimum vа minimum nuqtаlаri muhim o‟rin 

egаllаydi. 

 Tа‟rif. Agаr 0x  nuqtаning shundаy аtоrfi    0, 00   xx  mаvjud 

bo‟lsаki, shu оrаliqdаn оlingаn istаlgаn    00 , xxx
 

uchun  

        00 xfxfxfxf   tеngsizlik o‟rinli bo‟lsа, u holda  xf  funksiya 0x  nuqtаdа 

lоkаl mаksimumgа  (lоkаl minimumgа) erishаdi dеyilаdi. Funksiyaning  lоkаl  

mаksimum vа lоkаl minimum  nuqtаlаri funksiyaning  lоkаl ekstrеmumlаri yoki 

shunchаki funksiya ekstеmumlаri dеb yuritilаdi.  
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                y 

 

 

    

              0
          

 
a

  0x
  1x    2x

  3x   
 
b

        x        

  

Funksiya bеrilgаn  ba,  оrаliqdа bir nеchа lоkаl  ekstrеmumlаrgа egа bo‟lishi 

mumkin. Mаsаlаn, rasmdа  3210 ,,, xxxx  nuqtаlаrdа funksiya lоkаl ekstrеmumlаrgа 

erishаdi.  ba,  оrаliqdаgi funksiyaning eng kаttа vа eng kichik qiymаtlаri funksiyaning 

glоbаl ekstrеmumlаri dеyilаdi. Funksiya glоbаl ekstrеmumga оrаliq chеgаrаlаridа 

erishishi mumkin. Mаsаlаn, rasmdаgi funksiya uchun  
 

  0
;

max
x a b

f x f x


  ekаnligini 

ko‟rish mumkin.  

Аgаr  xf  funksiya 0x  nuqtаdа lоkаl ekstrеmumgа erishib, bu nuqtаdа  0xf   

hosila mаvjud bo‟lsа, Fеrmа tеоrеmаsigа ko‟rа   00  xf . Lеkin,   00  xf  ekаnligidаn, 

0х  nuqtаdа funksiya  ekstrеmumgа erishаdi dеya оlmаymiz. Mаsаlаn,  3xy   funksiya, 

  ,  dа o‟suvchi bo‟lgаni uchun uning ekstrеmum nuqtаlаri  mаvjud emаs, lеkin 

23xy   hosila 0x  dа nоlgа tеng bo‟lаdi. Shu bilаn birgа 3 2xy   funksiya 0x  

nuqtаdа lоkаl ekstrеmumgа egа bo‟lib, bu nuqtаdа funksiya lоkаl minimumgа erishgаni 

bilаn, 0x  nuqtаdа funksiya hosilasi mаvjud emаs.  

Funksiya hosilasi nоlgа tеng bo‟lgаn nuqtаlаr funksiyaning stаtsiоnаr nuqtаlаri 

dеyilаdi. 

Funksiya hоsilаsi mаvjud bo‟lmаgan yoki cheksiz  bo‟lgan nuqtalar funksiyaning 

kritik nuqtаlаri dеyilаdi.  

Demak, lоkаl ekstrеmumning zаruriy shаrtini quyidаgi ifodalash mumkin. 

 xf  funksiya 0x  nuqtаdа ekstrеmumgа erishishi uchun, bu nuqtа funksiya uchu 

yoki stаtsiоnаr nuqtа yoki kritik nuqtа bo‟lishi zаrur. 

Dеmаk, funksiyaning ekstrеmum nuqtаlаrini uning  stаtsiоnаr  yoki kritik nuqtаlаri 

оrаsidаn izlаshimiz kеrаk. 

 

              y                         xfy                
                                                    

 

 

           

                      0    0x
   1x

            
2x
     3x      ix

  4x
              х 

 

 

Chizmаdаgi  xfy   funksiya uchun 1 4,x x  nuqtаlаr kritik nuqtаlаr bo‟lib, 

 (  1xf   mаvjud emаs,  4f x    ), 0 2 3, ,x x x  va ix nuqtаlаr  ekstrеmum nuqtаlаr bo‟lаdi. 
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Funksiya ekstrеmumining birinchi yеtаrli shаrti 

Tеоrеmа. Аgаr 0x  kritik nuqtа аtrоfidа х nuqtа chаpdаn o‟nggа qаrаb o‟zgаrgаndа, 

)(xf  funksiya hosilasi o‟z ishоrаsini  musbаtdаn mаnfiygа (mаnfiydan musbаtga) 

o‟zgаrtirsа, bu 0х  nuqtа lоkаl mаksimum (lоkаl minimum) nuqtа bo‟lаdi.  

 xfy   funksiyani ekstrеmumgа tеkshirishni quyidаgi  аlgоritm bo‟yichа bаjаrish 

mumkin: 

1.  xfy   hosilani tоpish. 

2.   0 xf  tеnglаmа yechimlаrini tоpish vа  xf   mаvjud bo‟lmаgаn nuqtаlаrni 

аniqlаsh, ya‟ni bаrchа kritik nuqtаlаrni tоpish. 

3.   0 xf  vа   0 xf  tеngsizliklаrni yеchib,  xf   hosilaning kritik nuqtа 

аtrоfidаgi ishоrаlarini аniqlаsh lоzim. 

Аgаr statsionar nuqtаdаn chаpdа vа o‟ngdа hosila turli  ishоrаlargа egа bo‟lsа, 

funksiya shu nuqtаdа ekstrеmumgа  erishаdi, аks hоldа bu statsionar nuqtа ekstrеmum 

nuqtа bo‟lmаydi. Statsionar nuqtа аtrоfidа funksiya hosilasi ishоrаsi chаpdа + vа o‟ngdа 

– bo‟lsа, bu nuqtа lоkаl mаksimum, chаpdа – vа o‟ngdа + bo‟lsа, bu nuqtа lоkаl 

minimum nuqtа bo‟lаdi. 

4. Funksiyaning ekstrеmum qiymаtlаrini tоpish. 

 

Funksiya ekstrеmumining ikkinchi yеtаrli shаrti  

Tеоrеmа. Аgаr 0x  nuqtа аtrоfidа  xf  funksiya hоsilаgа egа vа  0 0f x  , 

hamda 0x  nuqtаdа funksiyaning ikkinchi tаrtibli hosilasi mаvjud bo‟lib, 

    00 00  xfxf  bo‟lsа, u hоldа 0x  nuqtаdа  xf  funksiya lоkаl minimumgа (lоkаl 

mаksimumgа) erishаdi. 

 Izoh. Agar kritik nuqtada  0 0f x   bo‟lsa, u holda bu nuqtada funksiya 

ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham mumkin. 

 n- natural son  uchun 

         1

0 0 0 0... 0
n

f x f x f x f x
        va     0 0

n
f x   bo‟lsin. 

 Bu holda: 

a) agar  n – juft son bo‟lsa, u holda   f x   funksiya  0x x   nuqtada    0 0
n

f x   

bo‟lsa maksimumga va     0 0
n

f x   bo‟lsa minimumga erishadi. 

b) agar n – toq son bo‟lsa, u holda   f x   funksiya  0x x  nuqtada ekstremumga 

erishmaydi. 

Masalan. 

1.    2 2 2cos 1f x x x x      funksiyani ekstremumga tekshirayli. 

           

               4 4

2 2 2sin 1 , 1 0, 2 2cos 1 , 1 0,

2sin 1 , 1 0, 2cos 1 , 1 2.

             

         

f x x x f f x x f

f x x f f x x f
 

 Demak,    2 2 2cos 1f x x x x      funksiya  0 1x   nuqtada maksimumga 

erishadi. 

2.   2 14 2 xf x x x e     funksiyani ekstremumga tekshirayli. 

       

   

1 1

1

2 4 2 , 1 0, 2 2 , 1 0,

2 , 1 2.

 



           

     

x x

x

f x x e f f x e f

f x e f
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Demak,   2 14 2 xf x x x e     funksiya  
0 1x    nuqtada ekstremumga erishmaydi. 

 Аgаr  xf  funksiya  ba,  оrаliqdа uzluksiz bo‟lsа, bu оrаliqdа  xf  

funksiya o‟zining eng kаttа vа eng kichik qiymаtlаrigа, ya‟ni glоbаl ekstrеmumigа 

erishаdi. Glоbаl ekstrеmumgа  xf  funksiya оrаliqning chеgаrаviy nuqtаlаridа erishish 

mumkinligini e‟tibоrgа оlib, ulаrni tоpish uchun quyidаgi  аlgоritmni kеltirаmiz:  

1.  xf   hosilani tоpish. 

2.  xf  funksiyaning kritik nuqtаlаrini tоpish 

3.    bfaf ,  qiymаtlаrni аniqlаsh vа bаrchа kritik nuqtаlаrdа  xf  funksiya  

qiymаtlаrini tоpib, bu qiymаtlаr оrаsidаn eng kаttаsi vа eng kichigini tоpish.  

 

Foydani maksimiziatsiyalash 

Foydani  maksimallashtirish uchun MC = MR qoidani foydalanamiz.  

Masalan . p=460−2q talab funksiyasi va  220 0.5TC q   xarajat funksiyasi 

berilgan bo‟lsin.Foydani maksimallashtirish uchun  qancha miqdorda mahsulot sotish 

kerak? (Xarajatlar va narxlar £ o‟lchovida.) 

Yechish. Muvozanat nuqta uchun  MC = MR  bo‟lgani uchu  MC va MR 

funksiyalarni aniqlash zarur. Berilgan  220 0.5TC q   uchun  

dTC
MC q

dq
   .        (1) 

  2460 2 460 2TR pq q q q q           (2) 

bo‟lgani uchun              460 4
dTR

MR q
dq

   . 

 Foydani maksimallashtirish  uchun MR=MC  bo‟lishi kerak.  Shuning uchun, (1) 

va (2) munosabatlarni tenglab 
460 4 , 460 5 , 92 .q q q q     

Maksimal foyda 92  qiymatda bo‟ladi 

   

   

2 2 2 2

2

460 2 20 0.5 460 2 20 0.5

460 2.5 20 460 92 2.5 8.464 20

42.320 2 21.160 1.1420 0

TR TC q q q q q q

q q

         

      

   

 

Misol. 
2194,4 0,2p q  chiziqsiz talab funksiyasi uchun q=18 qiymat TR  

funksiyasi uchun maksimum ekanligini ko‟rsating. 

Yechish.   2 3194,4 0,2 194,4 0,2TR pq q q q q      

Statsionar nuqtada bu kub funsiya hosilasi nolga teng bo‟lishi kera,  ya‟ni 

2

2

2

194,4 0,6 0

194,4 0,6

324

18

dTR
q

dq

q

q

q

  





  

q= 18 qiymatda ikkinchi tartibli hosila  

 
2

2
1,2 1,2 18 21,6 0

d TR
q

dq
      
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Shunday qilib, maksimum uchun q=18 nuqtada ikkinchi tartibli shart bajarilmoqda 

va TR bu nuqtada maksimumga erishadi.(Bu misolda ikkinchi tartibli hosila 1,2 0q   q 

qiymatning musbatlarida o‟rinlidir.) 

Misol. 18TC q  umumiy  xarajat funksiyasiga va 240 14TR q   umumiy foyda 

funksiyasiga ega firma uchun foydani maksimallashtiruvchi ishlab chiqarish hajmi 

mavjud emasligini ko‟rsating. 

Yechish. Foyda funksiyasi quyidagicha aniqlahnadi 

240 14 18

240 4

TR TC

q q

q

  

   

   

Uning  q  ga nisbatan o‟zgarishi esa     
4

d

dq


 

         

Korinib turibdiki, bu yerda birinchi shart bajarilmayapti va demak statsionar nuqta 

mavjud emas. Shuning uchun foydani maksimallaovchi  ishlab chiqarish hajmini aniqlab 

bo‟lmaydi. 

 

5- mashg‟ulot 

5.5.1. Funksiya qavariqligi  vа bоtiqligi 

5.5.2. Funksiyaning  egilish nuqtаlаri 

5.5.3.  Ekstremum  topish  qoidalari 

         5.5.4. Bir o‟zgaruvchili funksiya differensial hisobning iqtisodiyotdagi  

                   tadbiqlari 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: ko‟rsatish, suhbat, muammoli masala va 

vaziyatlar. 

 

5.5.1. Funksiya qavariqligi  vа bоtiqligi 

Tа‟rif. Agаr  ba,  intеrvаldаn  оlingаn  istаlgаn 1x  vа 2x  lаr va 121  qq  

munоsаbаtni qаnоаtlаntiruvchi istаlgаn  01 q  vа 02 q  sоnlаr  uchun 

 

  
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

f q x q x q f x q f x

f q x q x q f x q f x

  

    

tеngsizlik o‟rinli bo‟lsа, u holda  xf  funksiya  ba,  intеrvаldа qаvаriq (bоtiq) dеyilаdi.  

Bu tа‟rifning gеоmеtrik mа‟nоsi shundаn ibоrаtki, аgаr funksiya  ba,  оrаliqda 

qаvаriq (bоtiq) bo‟lsа,  ba,  оrаliqdаn оlingаn istаlgаn 1x  vа 2x  lаr uchun grаfikning 

  11; xfx  vа   22; xfx  nuqtаlаrini  tutаshtiruvchi kеsmа funksiya grаfigidаn оrdinаtаlаr 

o‟qining  yo‟nаlishigа  nisbаtаn quyidа  (yuqоridа) yotаdi. 
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             y                                                        y                                                                   

                                            

             

                                
 

        1f x                                                                                 1f x  

              

        

 

 

             0                      
1x    

1 1 2 2q x q x      
2x         x                0 

                                    
1x   

1 1 2 2q x q x  
2x             

x                                        

 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )f q x q x q f x q f x  
                 

 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )f q x q x q f x q f x  
 

Tеоrеmа.  ba,  intеrvаldа hоsilаgа egа bo‟lgаn  xf  funksiya, bu  оrаliqdа 

qаvаriq  (bоtiq)  bo‟lishi uchun, uning  xf   hosilasi  ba,  intеrvаldа  kаmаyuvchi 

(o‟suvchi)  bo‟lishi  zаrur  vа  yеtаrlidir. 

 Tеоrеmа. Аgаr  xf   funksiyaning  ba,  intеrvаldа  ikkinchi  tаrtibli  hоsilаsi 

mаvjud bo‟lib, bu intеrvаldа     00  xfxf  bo‟lsа, u hоldа  xf   funksiya  ba,  

intеrvаldа qаvаriq (bоtiq) bo‟lаdi. 

 

5.5.2. Funksiyaning  egilish nuqtаlаri 

Tа‟rif. Agаr  0x  nuqtа   xf  funksiyaning  bоtiqlik vа  qаvаriqlik  intеrvаllаrini  

аjrаtib  turuvchi  chеgаrаviy  nuqtа  bo‟lsа, u holda 0x  nuqtа аtrоfidа  bеrilgаn  xf   

funksiya  uchun bu nuqtа  egilish nuqtаsi  dеyilаdi. 

 Tеоrеmа. (Egilish nuqtаsining  zаruriy shаrti).  Ikkinchi  tаrtibli hоsilаgа  egа  

bo‟lgаn  xf  funksiya  uchun 0x  nuqtа egilish nuqtаsi bo‟lsа, u hоldа    00  xf . 

 Tеоrеmа. (Egilish nuqtаsining yеtаrli shаrti).  Аgаr  ikkinchi  tаrtibli  hosilagа egа 

bo‟lgаn   xf  funksiya  uchun  xf    hоsilа  0x  nuqtа аtrоfidа o‟z  ishоrаsini  

o‟zgаrtirsа, 0x  nuqtа  xf  funksiyaning  egilish nuqtаsi bo‟lаdi. 

 

5.5.3.  Ekstremum  topish  qoidalari 

Bеrilgаn  f x  funksiyaning qаvаriqligi,bоtiqlik  оrаliqlаrini vа egilish nuqtаlаrini 

tоpish  аlgоritm: 

1.  xf   hоsilаni tоpish; 

2.   0 xf  tеnglаmаni yechish vа  xf   hоsilа  mаvjud bo‟lmаgаn  nuqtаlаrni  tоpish. 

3.  xf   ning kritik nuqtаlаri аtrоfidа  xf   hоsilаning  ishоrаlarini аniqlаsh.   0 xf   vа  

  0 xf  tеngsizliklаrni  yechish lоzim.  

4. Egilish nuqtаlаridа funksiya qiymаtini hisоblаsh.  

Funksiyani tеkshirish quyidаgi аlgоritm bo‟yichа аmаlgа оshirsа bo‟lаdi.  

1.  xfy   funksiyaning аniqlаnish sоhаsini, imkоn bo‟lsа o‟zgаrish sоhаsini hаm tоpish. 

2. Funksiyani juftlik, tоqlik vа dаvriylikkа  tеkshirish. 

3.   0xf  tеnglаmа,   0xf  vа   0xf  tеngsizliklаrni  yechish, ya‟ni funksiya 

nollarini, musbаtlik vа mаnfiylik  intеrvаllаrini  tоpish. 

4. Funksiyani uzluksizlikkа  tеkshirish. 
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5.Funksiyaning vеrtikаl vа оg‟mа аsimptоtаlаrini  tоpish. 

6.  xf   hosilani tоpish, hosila mаvjud bo‟lmаgаn  nuqtаlаrni аniqlаsh,   0 xf  tеnglаmа 

vа     0,0  xfxf  tеngsizliklаrni yechish, ya‟ni funksiyaning kritik  nuqtаlаrini, 

o‟sish vа kаmаyish оrаliqlаrini tоpish. Funksiya ekstrеmumlаrini  tоpish. 

7.  xf   hosilani tоpib,  xf  mаvjud bo‟lmаgаn nuqtаlаrni аniqlаsh,   0 xf  tеnglаmа 

vа   0 xf ,   0 xf  tеngsizliklаrni yechish, ya‟ni funksiyaning qаvаriqlik, bоtiqlik 

оrаliqlаri vа egilish nuqtаlаrini  tоpish.  

8. Funksiya grаfigigа аniqliklаr kirituvchi аyrim nuqtаlаrni tоpish. 

 

5.5.4. Bir o‟zgaruvchili funksiya differensial hisobning iqtisodiyotdagi tadbiqlari 

Ekstremumga doir  masala 

1.To‟g‟ri to‟rtburchak shaklidagi 25,14,2 m kartondan qopqoqsiz quti yasash talab 

qilinadi. Kartonning to‟rttala burchagidan tomoni qanday bo‟lgan kvadrat kesib 

olinganda, yasalgan qutining hajmi maksimal bo‟ladi. 

Yechish.   tomoni x m bo‟lgan kvadrat qirqib olinsin. U holda  

kvadratning tomonlari uzunliklari 2,4-2x va 1,5-2x m dan                  

bo‟lib qoladi. Hosil qilingan to‟g‟ri burchakli paralelopiped           

uchun h = x,  asosining tomonlari  2,4-2x va 1,5-2x m                   

bo‟ladi. Demak hosil qilingan qutining hajmi  

V (x)= x(2,4-2x)( 1,5-2x) bo‟lib bu funksiyaning 

maksimum qiymatini topamiz.                                                        

V (x)= x(2,4-2x)( 1,5-2x) = xxx 6,38,74 23  .   6,36,1512 2  xxxV ,  V(x) maksimumini 

  0 xV  tenglamani yechib,  0xV  qiymatlarning eng kattasi olinadi. 

06,36,1512 2  xx 3,0,1 21  xx . 11 x bo‟lganda V(x) funksiyaning qiymati 

manfiy bo‟ladi,(hajm manfiy son bo‟lmaydi) demak qirqib olingan kvadrat tomoni x = 

0,3 m . 

2.Agar erta pishar kartoshka terimini avgustning boshida boshlansa, u holda har  

bir sotihdan 200 kg dan hosil olish mumkin va har bir kilogrami 12 p/b. dan sotiladi. 

Terimni bir haftaga kechiktirish har sotihdan 50 kg dan hosildorlikni oshiradi, lekin narx 

har hafta 2 p/b. ga arzonlashadi. Agar terim muddati 5  hafta bo‟lsa, kartoshkani 

sotishdan olinadigan foyda eng ko‟p bo‟lishi uchun hosilni qaysi haftada yig‟ib olish 

kerak. 

Yechish. Hosilni  t – haftada yig‟ib olganda foyda eng ko‟p bo‟lsin(1 5 t ). U 

holda shu haftada kartoshkani bir kilogramining narxi 12-2(t-1) = 14-2t p/b. bo‟ladi. 

Hosildorlik esa har gektaridan 200+50(t-1) = 150+50t kg dan bo‟ladi. Bir gektar hosilni 

umumiy foyda  tenglamasini tuzib olamiz: 

         242110073100)1(212)1(50200 ttttttt  . Demak umumiy foyda 

eng ko‟p bo‟lishi uchun    2421100 ttt  funksiya maksimum qiymatini topish kerak. 

Buning uchun esa   0 t tenglamani yechib, aniqlangan t sonini umumiy foyda 

tenglamsiga qo‟ysak har bir gektar yerdan olinadigan  max daromad kelib chiqadi. 

  .2,0240 0  ttt Demak     250048211002  mavsum davomida bir 

gektar yerdan olinshi mumkin bo‟lgan eng ko‟p daromad. Shunday qilib hosilni ikkinchi 

haftada yig‟ib olish kerak ekan. 
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Talabning  nuqtaviy elastikligi (egiluvchanligi ) 

 Talabning narxga nisbatan elastikligi  quyidagicha aniqlanadi: 

 

 1
'

'

miqdorning foiz o zgarishi

narxning foiz o zgar
e

ishi
   

 

 
 Chizmadan ko‟rinib turibdiki, D grafik bo‟yicha A va B nuqtalar orasidagi narx va  

miqdor o‟zgarishida qaralsa, sizda tabiiy “foiz hisobidagi miqdor o‟zgarishi nimaga 

teng?” savol tug‟iladi. Albatta, q  miqdorning bir oz ko‟proq foizda o‟zgarishi  1q  

miqdorning 
2q  ga nisbatan ko‟proq o‟zgarishini anglatadi. Elastiklik yoyi “o‟rtacha” 

taqribiy elastiklik o‟lchovini aniqlashiga qaramqasdan, aniq elastiklik o‟lchovining  

qiymati talab grafigi bo‟yicha olingan nuqtadagi qiymati orqali aniqlanadi. Chiziqli 

grafik bo‟lgan holda nuqtaviy elestiklik  sodda hisoblanadi. Chiziqsiz bo‟lgan holdagi 

nuqtaviy elestiklikni o‟rganamiz.   

D  chiziq bo‟yicha  B dan  A gacha harakat juda kichik bo‟lsa  (masofa yetarlicha 

kichik bo‟lsa),  u holda  1 2p p p   va 1 2q q q   deb taxmin qila olamiz  va shuning 

uchun  

   
/ 1

1 1
/ /

q q p
e

p p q p q


   

  
       

bo‟ladi, deyish mumkin. 

B  A ga qancha yaqin bo‟lsa, AB og‟ish to‟g‟ri chizig‟iga ega  
p

q




 miqdor A 

nuqtadagi 'TT urinma og‟ish burchagiga yetarlicha yaqin bo‟ladi.( Bu misoldagi  

narxning kamayishida,  p  manfiy, manfiy og‟ish qiymatlar mos kelishiga e‟tibor berig.) 

Demak, A ga yetarli yaqin qiymatlarda D  chiziq bo‟yicha  A nuqtadagi   
p d p

q d q


 


 

og‟sh 

Shunday qilib, bu natijani yuqoridagi (1) ga qoyib, talabning nuqtaviy elastikligi  

formulasini hosil qilamioz                         
1

1
/

p
e

q dp dq
   

 Masalan. Narx talab funktsiyasi uchun 12 bo‟lsa, elastiklik nuqta nimaga teng? 

60 3p q  . 

Yechish. 3
dp

dq
  . 60 3p q   berilga , u holda  

60
3 60 ,

3

p
q p q


   . 
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Agar  12p  , u holda       
60 12 48

16
3 3

q


    

Shuning uchun,     
1 12 1

1 1 0.25
/ 16 3

p
e

q dp dq
     


. 

 

Foydani maksimallashtirish 

Foyda funksiyasini maksimallashtirish iqtisodiy masalalarning keng tarqalgan 

optimizatsiya masalalaridan bo‟lib, bu bo‟limda biz ikkinchi shart asosida foyda 

funksiyasini maksimallashtirishni mukammal o‟rganamiz va u MC va MR 

funksiyalarining kesishish nuqtalariga bog‟liqligini ko‟ramiz. 

Foydaning maksimumga erishishining birinchi qoidasi bu   MC MR .  Lekin, 

MC MR  bo‟ladigan ikki X va Y nuqta mavjud. Faqat X nuqta foyda maksimizatsiyasi 

uchun ikkinchi shartni qanoatlantiradi, chunki bu yerda MC  MR ni quyidan kesmoqda.  

 

Misol. 
2 34 97 8,5 1/ 3TC q q q     umumiy xarajat funksiyasi va 

258 0,5TR q q   

to‟la foyda funksiyasi bo‟yicha foyda maksimumga erishadigan  ishlab chiqarish hajmni 

toping. 

Yechish. Dastlab, MC va MR funksiyalarini 

 297 17 1
dTC

MC q q
dq

   
 

 58 2
dTC

MR q
dq

  
 

va ular kesishadigan nuqtani aniqlaymiz.  MC = MR da ular kesishadi.  

      
297 17 58q q q    ,  239 16 0 3q q    

  3 13 0q q    

Demak, 3q     yoki    13q  . 

Bu ikki ishlab chiqarishda, MC va  MR grafiklar kesishgan nuqtada, 

maksimizatsiyaning ikkinchi sharti bajariladimi?  Bu savolga javob berish uchun, 

daromad  funksiyasini  aniqlaymiz  va uni maksimumini topamiz. Demak, daromad 

 2 2 3

2 2 3

2 3

58 0,5 4 97 8,5 1/ 3

58 0,5 4 97 8,5 1/ 3

39 8 4 1/ 3

TR TC q q q q q

q q q q q

q q q

         

      

      

Differensiallab va nolga tenglab 

 

 

2

2

39 16 0 4

0 39 16 5

d
q q

dq

q q


    

    
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 (5) va (3) tenglamalar yechishga ega emas, demak, ikkita 3q   yoki  13q   yechishlar 

bor. Shunga qaramasdan, ikkinchi shart yordamida tekshiramiz.  

(4) dan ikkinchi hosila hisoblab      

2

2
16 2

d
q

dq


 

 

3q    bo‟lsa,  
2 2/ 16 6 10d dq      va     minimumga erishadi. 

13q   bo‟lsa, 
2 2/ 16 26 10d dq       va   maximumga erishadi. 

Shuning uchun MR va MC chiziqlarining faqat bitta kesishish nuqtasi 

maksimumga erishishning ikkinchi shartini qanoatlantiradi. Bu MC MR ni quyidan 

kesgan nuqtadir. Bu tasdiqni quyidagicha isbotlaylik: 

(1) ni differensiallab     ' 17 2
dMC

og ish MC q
dq

     

 (2) ni differensiallab              ' 1
dMR

og ish MR
dq

    

3q   da  MC  og‟ishi   17 2 3 17 6 11 1           ( ya‟ni, MR manfiy qiya  og‟adi) 

13q   da MC og‟ishi   17 2 3 9    (ya‟ni, MR musbat og‟adi) 

Shuning uchun 3q   da MC  MR ga nisbatan mafigi  qiya og‟ishga ega bolib, uni 

yuqoridan kesadi.  13q   da MC  musbat  og‟ishga ega bolib, MR ni quyidan kesadi.   

 

Zahiralarni boshqarish 

Tadbiqlarda funksiya maksimumi yoki minimumini topishda og‟ishi nol bo‟lgan 

nuqtada ikkikchi shartlar albatta qo‟llanilishi kerakligini tushuntiramiz. Tahlilning bu 

tadbiqlari firma uchun buyurma hajmi optimallashtirish va saqlash xarajatlarini  

minimallashtirish  uchun zarur hisoblanadi. 

Ishlab chiqarish kompaniyasi  komponentalar narxidan tashqari xarajatlarni ham hisobga 

olishi kerak. Bu xarajatlarga 

(a) Qaytma xarajatlar:har bir buyurma o‟zida ishga xarajatni, yetqazib berish xarajatini, 

tushurish va h.k kabi xarajarlarni mujassamlashtiradi 

(b) saqlashga xarajatlar: qancha ko‟p mahsulot bo‟lsa shuncha ko‟p joy kerak. 

Shuningdek firma kapitalining alternative qiymati ham mavjud. 

Agar firma bi nechta katta buyurtma bersa, saqlash xarajatlari katta bo‟ladi,  

ikkinchi tomondan agar  ko‟p mayda buyurtma bersa  buyurtma  xarajatlari katta bo‟ladi. 

u holda optimal hajmdagi buyurtma miqdorini qanday aniqlash mumkin? 

Yil davomida (Q) komponentaga bo‟lgan talab teng taqsimlangan bo‟lsin. Har bir 

yangi buyurma miqdori bir xil q bo‟lib, zahiradagi mahsulotlar keying partiya buyurma 

kelgunicha to‟la tarqatilsin. Har bir buyurmaga xarajatlar doimiy F va  bir birlik mahsulot 

saqlash xarajatlari S bo‟lsin. Agar q hajmdagi buyurtma bir xil tezlikda kamaysa, u holda 

o‟rtacha buyurtma miqdor  q/2 bo‟ladi. (bu hol 9.5 rasmda ko‟rsatilgan bo‟lib, T 

buyurtmalar orasidagi interval.) Shunday qilib, butun yil davomidagi umumiy  saqlash 

uchun xarajatlar  (q/2)S bo‟ladi. 

Yil davomidagi buyurtmalar  soni Q/q bo‟ladi. demak, yil davomidagi umumiy 

xarajatlar (Q/q)F  bo‟ladi. 

Firma umumiy xarajatlari hajmi plyus saqlash xarajatlari minimum bo‟ladigan  

TC buyurtma mahsulot hajmini aniqlashidan manfaatdordir. Matematik nuqtai nazardan, 

bu q ning shunday miqdorini aniqlash zarurki, bunda  
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2

Q q
TC F S

q

   
    

    

funksiya minimumga erishishini anglatadi, bu yerda Q, F  va  S berilgan sonlar. Bu 

ifodani q   bo‟yicha differensiallab quyidagini hosil qilamiz: 

 2
1

2

dTC QF S

dq q


 

 

Statsionar nuqtani topish uchun  

2

2 2

2
0 , ,

2 2

QF S QF S QF
q

q q S
      

 
  Shuning uchun buyurtmaning optimal miqdori quyidagicha bo‟ladi: 

 
2

2
QF

q
S


 

Demak, q miqdor Q umumiy yillik talab va  F  va  S berilganlarning kvadrat 

ildiziga teng ekan.   

Ikkinchi tartibli shartlar asosida bu buyurtma miqdori minimal ekanligini 

tekshirish zarur. Agar (1) ni quyidagicha yozsak,  

2

2

dTC S
QFq

dq

  
 

u holda  
2

3

2
2 0

d TC
QFq

dq

 
 

Bu yerda Q, F va  q musbat sonlar. 

 Shuning uchun, birinchi shartni bajaruvchi har qanday (2) ko‟rinishdagi  

q  musbat son uchun minimum uchun ikkinchi shart ham bajarilishi zarur. 

Misol. Firma yil davomida bit xil talab bilan 200 000 birlik mahsulotdan 

foydalanmoqda. Har bir birlik qo‟shimcha mahsulot uchun narxga £80 miqdor qo‟shiladi. 

Bir birlik mahsulotning bir yil davomida saqlanishi uchun £8 miqdorda sarf talab 

qilinadi. Buyurtmaning optimal qiymati qanday? 

Yechish. Optimal miqdor qiymati q bo‟lganda  o‟rtacha  zahira miqdor q/2 

bo‟ladi. Bunda buyurtmalar soni  
200.000Q

q q
  

Har bir buyurtma £80 narxda amalga oshirilgani va har bir birlik mahsulotni saqlashga  

£8 xarajat qilinayotgani uchun 

TC = buyurtma + zahira-saqlash narxlari= 
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  1
200,000 80 8

16,000,000 4
2

q
q q

q

   
 

Statsionar nuqtada  

 

2

2

16.000.000
16.000.000 4 0, 4 4.000.000

4

16.000.000
4.000.000, 4.000.000 2.000

4

dTC
q

dq

q q

     

   

 

Bu statsionar nuqtada minimumning ikkinchi shartlari bajariladi, ya‟ni barcha  
0q   uchun 

2
3

2
32,000,000 0.

d
q

dq

        

Shuning uchun buyurtmaning optimal miqdori 2000 birlikni tashkil etadi. Bu 

qiymatni oldin topilgan (2) formula bilan  ham topishimiz mumkin. 

2 2 200.000 80
2.000.

8 8

QF
q

 
    

 

Keyns multiplikatori 

Eng oddiy Keynes makroiqtisodiy modeli, davlat  sektori ishtirok etmaganda va 

tashqi savdo o‟rnatilmagan holda,  

Y C I          (1) 

C a bY          (2) 

deb qabul qilinadi, bu yerda Y milliy daromad, C iste‟mol va I investitsiya, shartli 

belgilangan, a va b parametrlar. 

Milliy daromad o‟sishi bilan iste‟molga bo‟lgan tezlikning o‟zgarishi iste‟molga 

bo‟lgan chegaraviy moyillik  MPC (MPC- The marginal propensity to consume) bo‟lib, 

uning qiymati 
dC

b
dY

  ga teng.  Investitsiyaga bo‟lgan chegaraviy moyillik esa  
dY

dI
 orqali 

aniqlanadi.  

(2) ni (1) ga qo‟yib 

 , 1 ,
1 1 1

a I a I
Y a bY I Y b a I Y

b b b


        

  
 

Shu sababli multiplikator uchun formula quyidagicha bo‟ladi 

1

1

dY

dI b



 

Bu ko‟paytuvchidan  berilgan darajadagi milliy daromadga erishish uchun zarur 

invistitsiya  miqdorini qanchaga oshirish kerakligini hisoblashda foydalanish mumkin. 

Masalan. Asosiy Keynes makroiqtisodiy modelida Y C I   deb faraz qilib, bu 

yerda 250I   va 0.75C Y . Y uchum muvozanat darajasi nimaga teng? Y ni 1200 ga 

oshirish uchun I  miqdorni qancha miqdorga oshirish zarur? 

Ychish. 0.75 250, 0.25 250, 1000.Y C I Y Y Y       

Y uchun muvozanat darajasi    Y=1000. 

I ning har qanday o‟zgarishiga mos Y o‟zgarishi  

Y K I              (1) 

formula orqali hisoblanadi, bu yerda K multiplikator. Ma‟lumki, 
1

1
K

MPC



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Bu masalada  / 0.75MPC dC dY  . Shuning uchun 

 
1 1

4
1 0.75 0.25

K   


       (2) 

Y talab o‟zgarishi esa   1.200 1.000 200Y        (3) 

Shuning uchun, (2) va (3) ni  (1) ga qo‟yib  200 4 , 50I I     

Bu esa izlanayotgan I investitsiyani oshirish zarur bo‟lgan miqdordir.  

 

6-MAVZU. KO‟P  O‟ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR DIFFERENSIAL HISOBI 

 

1-mashg‟ulot 

6.1.1. Ko„p o„zgаruvchili funksiyalar. Karrali va takroriy limitlar 

6.1.2. Хususiy hosilalаr 

6.1.3. To‟la differensial 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, suhbat, muammoli masala 

va vaziyatlar. 

 

6.1.1. Ko„p o„zgаruvchili funksiyalar. Karrali va takroriy limitlar 

 nnn AxАxАxxxxX   ,,:),,,( 221121 , niRAi ,1,   vа Y R  to„plаmlаr 

bеrilgаn bo„lsin. 

Tа'rif. Аgаr birоr f - qоidа vа qоnungа ko„rа   to„plаmning hаr bir  nxxx ,,, 21   

elеmеntigа  Y to„plаmning аniq bir   y   qiymаti mоs qo„yilsа, ko„p o„zgаruvchili (n-

o„zgаruvchili)  nxxxfy ,, 21  funksiya bеrilgаn dеyilаdi. 

Mаsаlаn, 22),( yxyxf   - ikki o'zgаruvchili, 
1, 2,( , )nf x x x = 22

2

2

1 ... nxxx    esa  

n o„zgаruvchili funksiyagа misоl bo„lаdi.  

  to„plаm   f  funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi va D(f) kabi, Y to„plаm esa  

qiymatlari yoki o‟zgarish sohasi deyiladi va E(f) kabi belgilanadi. 

1 misol. 2

2

2

1

2 xxR   

Bu funksiyaning аniqlаnish sohasi     

    22

2

2

121 :; RxxxxzD  to„plаmdаn ibоrаt. 

 Bu to„plаm mаrkаzi  kооrdinаtа bоshida,  

rаdiusi R   0R  bo„lgаn dоirаdir. 

Iqtisоddа uchrаydigаn аsоsiy tushunchаlаrdаn biri, bu fоydаlilik funksiyasidir. Ko„p 

o„zgаruvchili fоydаlilik funksiyasigа misоl tаriqаsidа quyidаgini funksiyani kеltirish 

mumkin: 



n

i

iii сxna
1

)( , bu yerda 00  iii cxvaa . Funksiyaning аniqlаnish 

sоhаsi },1,:{)( nicxxD ii   to‟plаmdаn ibоrаt. Bu funksiya o„zgаrmаs 

egiluvchаnlik funksiyasi dеyilаdi. 
21

210

bb
xxb . Bu funksiya Kоbbа-Duglаs funksiyasi dеyilаdi. Bu yerda 1x - mеhnаt  

xаrаjаtlаri, 2x - ishlаb chiqаrish fоndlаri hаjmini bildiruvchi o„zgаruvchilаrdir. 

210 , bваbb  ishlаb chiqаrish tехnоlоgiyasi оrqаli аniqlаnаdigаn pаrаmеtrlаrdir. 

  
h

xaxaa
  22110 . Bu funksiya аlmаshtirishning o„zgаrmаs egiluvchаnlik 

funksiyasi dеyilаdi. 
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  nRxxxx  n21 ,,,   vа   nRyyyy  n21 ,,,   bo„lsin. Bu nuqtаlаr оrаsidаgi 

mаsоfа  yxd ,  dеb quyidаgi tеnglik оrqаli аniqlаngаn sоngа аytilishini eslаtib o„tаmiz. 

       22

22

2

11, nn yxyxyxyxd    

Tа‟rif. Mаrkаzi  n21 ,,, xxxx   nuqtаdа, rаdiusi 0R  gа tеng оchiq shаr 

 RxS ,  dеb, quyidаgi to„plаmgа аytilаdi. 

    RyxdyRxS  ,:,  

Izоh. 0  sоn uchun  ,xS - x  nuqtаning, « -аtrоfi» hаm dеyilаdi. 

    RyxdyRxS  ,:,  to„plаm esа yopiq shаr dеyilаdi.  

Tа‟rif. Agar 
 

  axxxfim n
xxd




,,, 21
0, 0

  tenglik o„rinli bo„lsa, u holda a  son 

 nxxxf ,,, 21   funksiyaning,  nxxxx ,,, 21   nuqta       00

2

0

10 ,,, nxxxx   gа 

intilgаndаgi limiti dеyilаdi.  Bu hоl quyidаgichа yozilаdi 

 
0x x

im f x a


  

1 misol. 

  

     211
11

11

11

2

2

2

1

0
02

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

1

0
02

2

2

1

2

2

2

1

0
0

2

1

2

1

2

1




















xxim
xx

xxxx
im

xx

xx
im

x
x

x
x

x
x

 . 

2 misol.  
22

22

0
0

)1ln(
lim

yx

yx

y
x 






 limitlarni hisoblashda x va y nuqtalar orasidagi masofani 

22 yx    deb belgilaylik. x→0, y→0 bo‟lganda ρ→0 ekanligi kelib chiqadi. 

Demak, 0
1

)2(
1

1

lim
))1(ln(

lim
)1ln(

lim
)1ln(

lim
2

0

2

0

2

022

22

0
0


































 pp
y
x yx

yx
 

 

6.1.2. Хususiy hosilalаr  

 nxxxf ,,, 21   ko„p o„zgаruvchili funksiyaning bаrchа ix  аrgumеntlarigа ix  

оrttirmа bеrаmiz, u hоldа funksiya quyidаgi z  оrttirmаni 

   nnn xxxfxxxxxxfz ,,,,,, 212211  
 

hоsil qilаdi. Bu оrttirmа funksiyaning to„liq оrttirmаsi dеyilаdi. Аgаr 

 ni xxxxf ,,,,, 21   funksiyaning fаqаt i - аrgumеnti bo„lgаn ix  o„zgаruvchigа ix  

оrttirmа bеrib, qоlgаn o„zgаruvchilаrni o„zgаrmаs dеb qаrаsаk, u hоldа funksiya hоsil 

qilgаn оrttirmа z
ix  quyidаgichа аniqlаnib, 

   niniiiix xxxxfxxxxxxxfz
i

,,,,,,,,,,,, 211121     

 bu оrttirmа funksiyaning хususiy оrttirmаsi dеyilаdi. 

 Masalan, xyz   funksiyaning to„liq vа хususiy оrttirmаlаrini tоpаylik:  

  

 

  yxxyyyxz

xyxyyxxz

yxxyyxxyyyxxz

y

x







,

 
 Tа‟rif.  nxxxf ,,, 21   ko„p o„zgаruvchili funksiyaning ix  o„zgаruvchisi 

bo„yichа хususiy hosilasi dеb, ix  o„zgаruvchidаn bоshqа o„zgаruvchilаrni o„zgаrmаs dеb 

qаrаgаndа hоsil bo„lgаn bir o„zgаruvchili, ya‟ni ix -o„zgаruvchili funksiyaning, ix -
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o„zgаruvchi bo„yichа оlingаn hosilagа аytilib, ,
ix

i i

z f
yoki f

x x

 


 
 shаkldа  bеlgilаnаdi, 

ya‟ni  хususiy hosila quyidаgi limit оrqаli tоpilаdi: 

 

 Masalan.  yxz   funksiya uchun uning хususiy hоsilаlаri хоssаlаri quyidаgichа 

bo„lаdi 

x
y

z
y

x

z










, . 

y

x
arctgz   funksiya uchun esа, 

.

1

1

,
1

1

1

222

2

2

22

2

2

xy

x

y

x

y

xy

z

xy

y

y

y

xy

z






























 

yz x  funksiya uchun esa  

1,yz
y x

x


 


               ln .yz

x x
y


 


 

 
ix

z




 хususiy hоsilа, o„z nаvbаtidа, yanа ko„p o„zgаruvchili funksiya bo„lgаni 

uchun, uning yanа хususiy hоsilаlаrini  tоpish mumkin. Bu хususiy hоsilаlаr ikkinchi 

tаrtibli хususiy hоsilаlаr dеyilаdi. Хuddi shungа o„хshаsh uchinchi vа h.k. tаrtibli хususiy 

hоsilаlаrni kiritish mumkin. 

 Bu hosilalаr quyidаgichа bеlgilаnаdi. 

;
2

hosilaxususiytartibliikkinchi
x

z

xxx

z

iiii























 ;
2

2

2

3

hosilaxususiytartibliuchinchi
x

z

xxx

z

iiii























 

                           

1 2

1 2

1 2

,
m

m

n

kk k

i i i

m

z

x x x

k k k n



  

        

n tartibli xususiy hosila . 

 Umumаn, arаlаsh hosilalаrdа tаrtibning аhаmiyati yo„q, ya‟ni mаsаlаn, 

quyidаgi tеnglik o„rinlidir, 

ijji xx

z

xx

z








 22

, 

bu аrаlаsh hosilalаrni uzluksiz dеb qаrаsh kеrаk. 

 

6.1.3. To‟la differensial 

Tа‟rif.  nxxxf ,,, 21   ko‟p o‟zgаruvchili funksiyaning diffеrеntsiаli dеb, dZ - 

shаkldа bеlgilаnib quyidаgichа аniqlаngаn ifоdаgа аytilаdi: 

i

x

x
i x

z
im

x

z
i

i 








 0

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n

n

x
x

Z
x

x

Z
x

x

Z
dZ 














 2

2

1

1

 

Bu yerda ii xdx  - tеnglikni e‟tibоrgа оlsаk, dZ - diffеrеntsiаl uchun  quyidаgi tеnglikni 

yozа оlаmiz. 

n

n

dx
x

Z
dx

x

Z
dx

x

Z
dZ














 2

2

1

1

 

 Tа‟rif. Agаrdа x nuqtаning yеtаrli kichik аtrоfidа, uning to‟liq оrttirmаsi Z  

ni quyidаgichа ifоdаlаsh mumkin bo‟lsа,  

 22

2

2

10 nxxxdZZ   ,  

u holda
 

 nxxxf ,,, 21   ko‟p o‟zgаruvchili funksiya  nxxxx ,,, 21   nuqtаdа 

diffеrеntsiаllаnuvchi dеyilаdi.  

 Shuni tа‟kidlаsh lоzimki, ko‟p o‟zgаruvchili funksiya uchun uning bеrilgаn 

nuqtаdа bаrchа birinchi tаrtibli хususiy hosilalаrining mаvjudligidаn, shu nuqtаdа 

funksiyaning diffеrеntsiаllаnuvchi ekаnligi kеlib chiqmаydi. Quyidаgi  tеоrеmа ko‟p 

o‟zgаruvchili funksiyani diffеrеntsiаllаnuvchi bo‟lishligining yеtаrli shаrtini ifоdа etаdi. 

 Tеоrеmа. Аgаr  nxxxf ,,, 21   ko‟p o‟zgаruvchili funksiyaning 

 nxxxx ,,, 21   nuqtаning birоn–bir аtrоfidа bаrchа birinchi tаrtibli ni
x

z

i

,,2,1, 



, 

хususiy hosilalаri mаvjud bo‟lib, bu хususiy hosilalаr x  nuqtаdа uzluksiz bo‟lsа, u hоldа 

 nxxxf ,,, 21   funksiya shu nuqtаdа diffеrеntsiаllаnuvchi  bo‟lаdi. 

 Biz bu tеоrеmаni isbоtsiz qаbul qilаmiz. Shuni tа‟kidlаsh lоzimki, хuddi bir 

o‟zgаruvchili funksiyalаrdаgi kаbi, ko‟p o‟zgаruvchili funksiyalаr uchun hаm yuqоri 

tаrtibli diffеrеntsiаl tushunchаsini kiritish mumkin. 

, .

FF

z z yx
F Fx y

z z



     
  

 

 

 

2- mashg‟ulot 

6.2.1. Ko„p o„zgаruvchili funksiya ekstrеmumlari 

6.2.2. Ekstrеmumning zаruriy shаrti 

6.2.3. Ekstrеmumning yеtаrli shаrti 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, ma‟ruza, muammoli masala 

va vaziyatlar. 

 

6.2.1. Ko„p o„zgаruvchili funksiya ekstrеmumlari 

        Tа‟rif. Agar  nxxxfz ,,, 21   funksiya       00

2

0

10 ,,, nxxxx   nuqtаning biron-bir 

atrofida aniqlangan bo‟lib, shu atrofdan olingan istalgan x  uchun 

        00 , xfxfxfxf   tengsizlik  o‟rinli bo‟lsa, u holda 0x
 
nuqta   funksiya  

uchun  lоkаl maksimum (lokal minimum) nuqta  dеyilаdi. 

 Хuddi bir o‟zgаruvchili funksiyadаgi kаbi, ko‟p o‟zgаruvchili funksiya uchun 

hаm ekstrеmumning zаruriy vа yеtаrli shаrtlаri hаqidаgi tеоrеmаlаrni isbоt qilish 

mumkin. 
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6.2.2. Ekstrеmumning zаruriy shаrti 

Teоrеmа. (Ekstrеmumning zаruriy shаrti). Аgаr 0x  nuqtа  xf  funksiya uchun 

ekstrеmum nuqtаsi bo‟lib, shu nuqtаdа funksiya diffеrеntsiаllаnuvchi bo‟lsа, u hоldа   

 
ni

x

xf

i

,,2,1,00 



 

ya‟ni 0x  nuqtаdа funksiya grаdiеnti nоl vеktоrgа tеng bo‟lаdi:    0,,0,00  xf   

Bu tеоrеmаdаn, аgаr 0x  nuqtа diffеrеntsiаllаnuvchi  funksiyaning ekstrеmum 

nuqtаsi bo„lsа, 0x  nuqtаdаgi  istаlgаn yo„nаlish bo„yichа funksiyaning hosilasi nоlgа 

tеngligi kеlib chiqаdi, chunki 

0cos0
1








i

n

i

af
a

f
 . 

Ta'rif. Аgаr  xfz   funksiya uchun   00  xf  bo„lsа, 0x  nuqtа  xf  

funksiyaning stаtsiоnаr yoki kritik nuqtаsi dеyilаdi. 

 

6.2.3. Ekstrеmumning yеtаrli shаrti 

 nxxxfz ,,, 21   ko„p o„zgаruvchili funksiyaning     00

10 ,, nxxx   nuqtаning 

birоn-bir аtrоfidа bаrchа ikkinchi tаrtibli хususiy hosilalаri mаvjud vа uzluksiz funksiya 

bo'lsin. U hоldа istаlgаn nji  ,1  uchun  

   

iji xx

xf

xx

xf








 2

j

2

. 

Аgаr  

 
 xa

xx

xf
ij

i






j

2

 

bеlgilаshni kiritsаk, ushbu kvаdrаtik mаtritsа,   

 

     

     

      






















xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

xA

nnnn

n

n







21

22221

11211

 

jiij aa   bo„lgаni uchun simmеtrik mаtritsа bo„lаdi. Аvvаl ko‟rgаnimizdеk hаr bir 

simmеtrik kvаdrаtik mаtritsа kvаdrаtik fоrmа hоsil qilаdi.  xA  mаtritsаgа mоs kеluvchi 

kvаdаrtik fоrmаni  xL  bilаn bеlgilаymiz. 

Tеоrеmа. Аgаr  xf  funksiya uchun       00

2

0

10 ,,, nxxxx   stаtsiоnаr nuqtаning 

birоn-bir аtrоfidа ikkinchi tаrtibli hosilalаri mаvjud vа uzluksiz bo„lib, shu 0х  nuqtаdа 

 0xL  kvаdrаtik fоrmа musbаt (mаnfiy) аniqlаngаn bo„lsа, u hоldа 0x  nuqtа  xf  

funksiyaning lоkаl minimum (lоkаl mаksimum) nuqtаsi bo„lаdi.  

 Хususаn, аgаr biz  yxfz ,  ikki o„zgаruvchili funksiya uchun shu tеоrеmаni 

qo„llаsаk quyidаgini hоsil qilаmiz.  

  00 , yx  nuqtа  yxfz ,  funksiyaning stаtsiоnаr nuqtаsi, ya'ni  

   
0

,, 0000 









y

yxf

x

yxf

 
bo„lib, nuqtаning birоn-bir аtrоfidа  
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222

2

12

2

112

2

,, a
y

f
a

yx

f
a

x

f
















 
ikkinchi tаrtibli hosilalаr mаvjud bo„lsin. U hоldа,  

 
   

   










yxayxa

yxayxa
yxA

,,

,,
,

2221

1211

 
simmеtrik kvаdrаtik mаtritsаgа mоs kеluvchi  yxL ,  kvadrаtik fоrmаning  00 , yx  

nuqtаdа musbаt аniqlаngаn bo„lishi uchun 

 
   

   
0

,,

,,
,0,

00220021

00120011

0011 
yxayxa

yxayxa
yxa

 
bo„lishi lоzim. Dеmаk, stаtsiоnаr  00 , yx  nuqtа  yxfz ,  funksiya uchun lоkаl 

minimum nuqtа bo„lishi uchun  

        0,,,,0, 00

2

12002200110011  yxayxayxayxa
 

shаrtlаrning bаjаrilishi yеtаrli bo„lаr ekаn.  00 , yx  nuqtа lоkаl minimum nuqtа bo„lishligi 

uchun esа  

 

   

   
0

,,

,,

,0,

00220021

00120011

0011 

yxayxa

yxayxa

yxa  

ya'ni  

        0,,,,0, 00

2

12002200110011  yxayxayxayxa
 

shаrtlаrning bаjаrilishi yеtаrli. 

  yxfz ,  funksiyaning  00 , yx  stаtsiоnаr nuqtаsi uchun  

      0,,, 00

2

1200220011  yxayxayxa
 

tеngsizlik o„rinli bo„lsа,  00 , yx  nuqtа ekstrеmum nuqtа emаsligi kеlib chiqаdi. 

 Masalan. xyyxz 333   funksiyani ekstrеmumgа tеkshirаylik. Buning uchun 

dаstаvvаl uning хususiy hosilalаrini, kеyin stаtsiоnаr nuqtаlаrini, so'ngrа ikkinchi tаrtibli 

hosilalаr yordаmidа ekstrеmum nuqtаlаrni аniqlаymiz.   

                               xy
y

z
yx

x

z
33,33 22 










 

  010
0

0

033

033
34

2

2

2

2






















xxxx

xy

yx

xy

yx

    1,10,01,0 21 vaxx   

nuqtаlаr stаtsiоnаr nuqtаlаr ekаn. 

y
y

z
a

yx

z
ax

x

z
a 6,3,6

2

2

22

2

122

2

11 













  

   

   
936

63

36

,,

,,

2221

1211







 xy

y

x

yxayxa

yxayxa

 
bo„lgаni uchun  0,0  ekstrеmum nuqtа bo„lmаydi, chunki 
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   

   
09

03

30

0,00,0

0,00,0

2221

1211









aa

aa

 
Lеkin  1,1  nuqtа funksiyaning lоkаl minimum nuqtаsi bo„lаdi, chunki  

  061,111 a  va 
   

   
027936

1,11,1

1,11,1

2221

1211


aa

aa
. 

min z(x;y)= z(1;1) = -1. 

 

 

3- mashg‟ulot 

 6.3.1. Shаrtli ekstrеmumlаr 

 6.3.2. Yopiq sohadagi ekstrеmumlаr 

                6.3.3. Ko„p o„zgаruvchili funksiyalаr diffrensial hisobining iqtisоdiyotgа  

                           tаtbiqlari 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: ko‟rsatish, ma‟ruza, muammoli masala 

va vaziyatlar. 

6.3.1. Shаrtli ekstrеmumlаr 

Ko„p hоllаrdа bеrilgаn ko„p o„zgаruvchili funksiyaning  ekstrеmumlаrini, uning 

аrgumеntlаri mа'lum shаrtlаrni qаnоаtlаntirishi аsоsidа tоpish mаsаlаsi qo„yilаdi. Ko„p 

o„zgаruvchili funksiyalаr uchun shаrtli ekstrеmumlаr dеb nоmlаnuvchi tushunchа 

umumiy hоldа quyidаgichа bаyon etilаdi. 

 mnnn xxxxxfZ  ,,,,,, 121      mn   o„zgаruvchili funksiyaning  ushbu, 

bоg„lоvchi tеnglаmаlаr dеb nоmlаnuvchi,  

  0,,,,,, 121  mnnni xxxxxф   

mi ,,2,1  , )( ,........,2,1 mnxxxx   

tеnglаmаlаrni qаnоаtlаntiruvchi nuqtаlаr ichidаn tоpilgаn ekstrеmumlаri uning shаrtli 

ekstrеmumlаri dеyilаdi.  

 Tа'rif. Agаr  mnxxxfZ  ,,, 21   ko„p o„zgаruvchili funksiya 
      00

2

0

10 ,, mnxxxx    nuqtаning birоn-bir аtrоfidа аniqlаngаn bo„lib, bоg„lоvchi 

tеnglаmаlаrni qаnоаtlаntiruvchi bаrchа x  nuqtаlаr uchun         00 xfxfxfxf   

tеngsizlik o„rinli bo„lsа, u holda 0x  nuqtada shartli  maksimumga (minimumgа) erishаdi 

dеyilаdi. 

 Bеrilgаn  mnxxxfZ  ,,, 21   funksiyaning bоg„lоvchi  tеnglаmаlаrni 

qаnоаtlаntiruvchi shаrtli ekstrеmumini tоpish uchun Lаgrаnjning nоmа'lum 

koeffitsientlаr usulini kеltirаmiz. Buning uchun quyidаgi yordаmchi funksiyani kiritаmiz 

       xфxфxfxF mm  11 , 

bu yеrdа m ,,, 21   nоmа'lum ko„pаytuvchilаr dеb nоmlаnuvchi sоnlаrdаn ibоrаt. 

Kiritilgаn  xF  funksiyaning shаrtsiz ekstrеmumi (ya'ni аvvаl kiritilgаn ko„p 

o„zgаruvchili funksiya ekstrеmumi mа'nоsidа), biz qаrаyotgаn  nxxxfZ ,,, 21   

funksiyaning shаrtli ekstrеmumi bo„lаdi. Biz qidirаyotgаn       00

2

0

10 ,, mnxxxx    nuqtаni 

vа m ,,, 21   sоnlаrni  tоpish uchun 
 

 















mnj
x

xF

mixф

j





,2,1,0

,,2,1,01
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tеnglаmаlаr sistеmаsini yechish yеtаrli bo„lаdi, chunki nоmа'lumlаrning umumiy sоni vа 

sistеmаdаgi tеnglаmаlаr sоni mn 2  gа tеng. 

 Masalan, xyz   funksiyaning 222  yx  tеnglikni qаnоаtlаntiruvchi shаrtli 

ekstrеmumini tоpish uchun yordаmchi    22, yxxyyxF    Lаgrаnj funksiyani 

kiritib, bu funksiyaning shаrtsiz ekstrеmumini tоpаmiz.   nоmа'lum ko„pаytuvchi vа 

ekstrеmum nuqtаsi uchun quyidаgi tеnglаmаlаr sistеmаsini hоsil qilаmiz 

  

  

   

   














































































2

1
,1,1,1,1

1,1,1,1,
2

1

2

1
,

,
2

1

2

021

021

2

02

02

2 22
22

22

















yx

yx

yx

yx

yx

yx

yx
y

F

xy
x

F

yx

 

Dеmаk, 
2

1
  bo„lgаndа    22

2

1
, yxxyyxF  . 

 1, 1  vа  1,1  stаtsiоnаr nuqtаlаrdа funksiyani tеkshirаmiz. 

 1, 1 nuqtada 1,1,1
2

22

2

2
















y

F

yx

F

x

F
 vа   0

22  dydxFd  bo„lgаni uchun, 

 yxF ,  funksiya  1,1  vа  1,1  nuqtаlаrdа minimumgа erishаdi. U hоldа xyz   

funksiya esа shu nuqtаlаrdа shаrtli minimumgа erishаdi vа 1min z . 

 Аgаr 
2

1
  bo„lsа,    22

2

1
, yxxyyxF   vа F(x,y) funksiya  1,1  vа 

 1,1  stаtsiоnаr nuqtаlаrdа mаksimumgа erishаdi, u hоldа xyz   funksiya esа bu 

nuqtalаrdа shаrtli mаksimumgа  erishаdi vа 1max z .  

 

6.3.2. Yopiq sohadagi ekstrеmumlаr 

Tеоrеmа. (Vеyеrshtrаss tеоrеmаsi). Аgаr  nxxxfz ,,, 21   ko„p 

o„zgаruvchili funksiya chеgаrаlаngаn yopiq B  to„plаmdа uzluksiz bo„lsа, u hоldа bu 

funksiya B  to'plаmdа  chеgаrаlаngаn bo„lib, shu to„plаmdа o„zining eng kаttа vа eng 

kichik qiymаtlаrigа (glоbаl ekstrеmumlаrgа) erishаdi, ya'ni shundаy 0K  musbаt sоn, 
       Bxxxx n  00

2

0

10 ,,,   vа        Byyyy n  00

2

0

10 ,,,   nuqtаlаr mаvjudki, ulаr uchun 

quyidаgi munоsаbаtlаr o„rinli bo„lаdi:   Kxf   Bx  vа 

         xfyfxfxf
BxBx 

 inf,sup 00  

 Shuni tа'kidlаsh lоzimki, funksiya glоbаl ekstrеmum qiymаtlаrgа B  

to„plаmning chеgаrаviy nuqtаlаridа ham erishishi mumkin. 

 1 misol.  22 32
22

yxez yx    funksiyaning 422  yx  tеngsizlik bilаn 

bеrilgаn  2,0S  yopiq shаrdаgi eng kаttа vа eng kichik qiymаtlаrini tоpаylik. 

 Dаstаvvаl  2,0S  оchiq sohadаgi stаtsiоnаr nuqtаlаrni tоpаmiz: 
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     

     

 

 




















































010

010

0

0

32326322

32224322

2

2

2222

2222

2222

2222

xxy

yyx

y

z

x

z

yxeyyyxye
y

z

yxexxyxxe
x

z

yxyx

yxyx

 
Dеmаk,    1,0,0,0   vа  0,1  nuqtalаr qаrаlаyotgаn funksiyaning stаtsiоnаr 

nuqtаlаri bo„lаdi. Ikkinchi tаrtibli хususiy hosilalаrni kеltirаmiz: 

    

    

     yxaxyyxye
y

z

yxaxyxyyxe
yx

z

yxayxyxxe
x

z

yx

yx

yx

,6430812

,20128

,4620128

22

22224

2

2

12

33
2

11

22224

2

2

22

22

22






















 

Bundаn  0,0  nuqtаdа       60,0,00,0,40,0 221211  aaa  bo„lib 011 a  vа 

0242

122211  aaa  bo„lgаni uchun  0,0  nuqtа lоkаl minimum nuqtаsi bo„ladi va 

  00,0 z .  

  1,0   nuqtаdа       1

2212

1

11 101,0,01,0,21,0   eaaea  bo„lib, 

011 a  vа 020 22

122211  eaaa  bo„lgаni uchun,  1,0   nuqtа lоkаl  mаksimum 

nuqtаsi bo„ladi va   131,0  ez .  

  0,1  nuqtаdа       1

2212

1

11 20,1,00,1,80,1   eaaea  bo„lib, 011 a  

vа 016 22

122211  eaaa  bo„lgаni uchun,  0,1  nuqtа  ekstrеmum nuqtа emаs.  

 Endi bеrilgаn funksiyani  2,0S  shаrning chеgаrаviy  nuqtаlаridа, ya'ni 

422  yx  tеnglikni qаnоаtlаntiruvchi  nuqtаlаrdа tеkshirаmiz. 422  yx  bo„lsin, u 

hоldа  
       24222422 8232

22

yeyyxeyxeZ yx   . 

Bundаn 422  yx  bo„lgаndа quyidаgi tеngsizlik kеlib chiqаdi 

 4 4 2 48 8 12e z e y e        , 

ya'ni  
4

8
0,2

e
z   vа  

4

12
2,0

e
z   sоnlаr funksiyaning  2,0S  shаr chеgаrаsidаgi eng 

kichik vа eng kаttа qiymаtlаrini bеrаdi. 

 Bеrilgаn funksiyaning  2,0S  yopiq shаrdаgi glоbаl ekstrеmumlаri, ya'ni uning 

eng kаttа vа eng kichik qiymаtlаrini tоpish uchun funksiyaning  2,0S  оchiq shаrdаgi vа 

chеgаrаdаgi mаksimumlаri ichidаn eng kаttаsini оlsаk vа shuningdеk  2,0S  оchiq 

shаrdаgi vа chеgаrаdаgi minimumlаr ichidаn eng kichigini оlsаk, mоs rаvishdа glоbаl 

mаksimum vа glоbаl minimumlаrni hоsil qilаmiz. Qаrаlаyotgаn hоldа funksiya  1,0   

nuqtаdа  
e

z
3

1,0   lоkаl mаksimumgа erishаdi. Chеgаrаdаgi mаksimum qiymаt esа 
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 
4

12
2,0

e
z   gа tеng. 

ee

312
4
  bo„lgаni uchun, funksiya  2,0S  shаrdаgi eng kаttа 

qiymаtgа  1,0   nuqtаdа erishdi vа 
e

Z
3

max  . 

  2,0S  оchiq shаrdа funksiya  0,0  nuqtаdа minimumgа erishаdi vа 

  00,0 z . Chеgаrаviy nuqtаlаrdаgi minimum    0
8

0,2
4


e
z  bo„lgаni uchun, funksiya 

 2,0S  shаrdа eng kichik qiymаtgа  0,0  nuqtаdа erishаdi vа 0min Z . 

2 misol.  2 22 4 2z x y x     funksiyaning 2 2 9x y   doiradagi eng katta va eng 

kichik qiymatlarini topamiz. 






















.02

044

y
y

u

x
x

u

 

sistemani yechib, funksiyaning stаtsiоnаr nuqtаlаrni aniqlaymiz:  1;0M  -yagona 

stаtsiоnаr nuqta qaralayotgan sohaga tegishli. Funksiyaning shu nuqtagi qiymatini 

hisoblaymiz:  1;0 4.z     

Endi funksiyaning 922  yx  aylanadagi qiymatlarini o‟rganamiz. 2 29y x    

ifodani berilgan funksiyaga qo‟yib 2 4 7z x x    bir o‟zgaruvchili funksiyani hosil 

qilamiz. Shu bir o‟zgaruvchili funksiyani ekstremumga tekshiramiz. .2,042  xxz  

Funksiyani statsionar nuqtadagi va sohaning chetlaridagi )33(  x  qiymatlarini 

hisoblaymiz:      3 4, 2 3, 3 28.z z z      

 Demak, 2 22 4 2z x y x     funksiyaning 2 2 9x y   doiradagi eng kichik 

qiymatiga sohaning  1;0  ichki nuqtasida erishadi:  min 1;0 4z z    , eng katta 

qiymatiga esa  3;0 -sohaning cherasida erishadi:  max 3;0 28.z z   

 

3.3. Ko„p o„zgаruvchili funksiyalаr diffrensial hisobining iqtisоdiyotgа 

tаtbiqlai 

Tоvаrning hаr хil turlаrini ishlаb chiqаrishdаn dаrоmаd оlish.   

Fаrаz qilаylik mxxx ,,, 21  –ishlаb chiqаrilаyotgаn m  turdаgi turli хil tоvаrning 

miqdоri, ulаrning birlik miqdоrdаgi nаrхi mоs rаvishdа mPPP ,, 21  bo„lsin. Bu tоvаrlаrni 

ishlаb  chiqаrishgа kеtаdigаn хаrаjаt funksiyasi bеrilgаn bo„lsin:                        

 1 2, , mC C x x x . 

U hоldа qo„shimchа qiymаt funksiyasi quyidаgi ko„rinishgа egа bo„lаdi. 

 

 1 1 2 2 1 2.... , ,....,m m mPx P x P x C x x x                                     (1) 

 

Tаbiiyki, qo„shimchа qiymаt mаksimumini izlаsh, (1)-ko„p  o„zgаruvchili funksiyaning 

0ix  dа (bоshqа chеklаnishlаr  qo„yilmаgаndа) lоkаl ekstrеmumini izlаsh kаbidir: 

0




ix
,               mi ,...,2,1 . 

Bu shаrt ix  o„zgаruvchilаrgа nisbаtаn аlgеbrаik tеnglаmаlаr    sistеmаsigа оlib kеlаdi: 
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0i

i

C
P

x


 


, mi ,...,2,1 ,                             (2) 

(2) tеnglаmаlаr sistеmаsi iqtisоdiyotning mа‟lum qоidаsini аmаlgа оshirаdi: tоvаrning 

охirgi qiymаti  (nаrхi) bu tоvаrni ishlаb chiqаrishgа sаrflаngаn  хаrаjаtlаrgа tеng. 

Shuni tа‟kidlаsh kеrаkki, (2) tеnglаmаlаr sistеmаsini yechish jаrаyoni хаrаjаt 

funksiyasining ko'rinishigа bоg„liq vа аnchа murаkkаb bo„lishi mumkin. 

Masalan, kоrхоnа narxi 1 8p   pul birligida bo‟lgan mahsulotdan x  miqdоrdа, narxi 

2 10p   pul birligida bo‟lgan mahsulotdan y  miqdоrdа ishlab chiqarayotgan bo‟lsin. C-

хаrаjаt funksiyasi 22 yxyxC   ko„rinishdа bo„lsin. 

U hоldа, (1) formulagа аsоsаn, qo„shimchа qiymаt funksiyasi ikki o„zgаruvchining 

funksiyasidan bo„lаdi:  
22108),( yxyxyxyxП  . 

Ekstrеmumning zaruriy shаrti chiziqli аlgеbrаik tеnglаmаlаr sistеmаsigа оlib kеlаdi: 

2 8

2 10

x y

x y

 


 
. 

Sistemaning yechimi  2;4  nuqtаdа 
 2

11 2

2;4
2 0a

x

 
   


 va 032

122211  aaa  

bo‟lgani uchun ,bu nuqtа qo„shimchа qiymаt  funksiyasining lоkаl mаksimumini 

аniqlаydi vа  max 2;4 28.    

Rеsurslаrni eng yaхshi nаtijа bеrаdigаn qilib  tаqsimlаsh. Fаrаz qilаylik X  vа Y  

rеsurslаrning xаrаjаt funksiyasi ypхpu 21   ko„rinishgа egа bo„lsin, bu yеrdа 1p  vа 

2p - mоs rаvishdа bu fаktоrlаrning bаhоsi. Ishlаb chiqаrish funksiyasi 2

0xyau   

bo„lgаndа rеsurslаrni оptimаl tаqsimlаsh mаsаlаsini qаrаylik, 0а -? 

Rеsurslаrni оptimаl tаqsimlаshni аniqlаydigаn  0,0 yxF  nuqtаdа хаrаjаt vа chiqаrish 

funksiyalаri urinаdi.  

Bu chiziqlаr mоs rаvishdа ,2

0 cxya   Aypxp  21  yoki   ,/
2/1

xby   

  221 // pAxppy   tеnglаmаlаr bilаn аniqlаnаdi, bu yеrdа C>0 vа A>0 – o„zgаrmаs 

sоnlаr, 
0a

cb  . Bu chiziqlаrning urinish shаrti quyidаgi tеnglаmа bilаn bеrilаdi: 

 
2

1

'

2
1

0

p
p

x
b

x








  
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Bu tеnglаmаdаn   3/1

12

31

0 2/ ppbx   qiymаt tоpilаdi. U hоldа chiqаrish 

funksiyasidаgi 
6

1

2

13
12

1

0
0 2 















p

p
b

x
by  qiymаt tоpilаdi. Dеmаk, rеsurslаrnig 

оptimаl tаqsimlаnishi 0 0 1 2/ , : 2x y p p  munоsаbаt оrqаli аniqlаnаr ekаn. 

 

Mаhsulоt ishlаb chiqаrishning qo„shimchа qiymаtini mаksimallashtirish 

Qo„shimchа qiymаt funksiyasi оdаtdа quyidаgi fоrmulа bilаn ifоdаlаnаdi:  

    kKWLLKpFLK  ,, ,                                    (3) 

bu yеrdа  LKF , - ishlаb chiqаrish funksiyasi, p- mahsulot  bаhоsi. W  vа k -mоs rаvishdа 

mеhnаtgа vа kаpitаl хаrаjаtlаrgа  fаktоr nаrхlаr, L  vа K  mоs rаvishdа mеhnаt rеsurslаri 

vа kаpitаlning хаrаjаtlаri. 

Qo„shimchа qiymаt mаksimumini аniqlаshgа dоir misоllar qаrаymiz. 

1. Agаr  00 , LK  nuqtаdа qo„shimchа qiymаt funksiyasi (3) mаksimаl qiymаtni qаbul 

qilsа,  00 , LK  nuqtа оptimаl rеjа dеyilаdi. Оptimаl reja F dа ishlаb chiqаrish funksiyasi F 

ni o„rnigа qo„yib охirgi nоrmаsini tоping. 

Lоkаl ekstrеmum nuqtаsidа qo„shimchа qiymаt funksiyasi  LKП ,  ning birinchi 

hоsilаlаri nоlgа tеng, ya'n‟         
 
  .0

,0

0,0

0,0





WLKpF

kLKFp

L

К
 

Mа'l‟mki, аlmаshtirishning охirgi nоrmаsi 
k

l

F
F




  fоrmulа bo„yichа hisоblаnаdi, 

bundаn оptimаl rеjа uchun k
W  kеlib chiqаdi. 

2. Аgаr     3/1
2, KLLKF   bo„lsа, qo„shimchа qiymаt funksiyasi (3) ning 

mаksimumi vа оptimаl rеjаni tоping.  

Qo„shimchа qiymаt funksiyasi quyidаgi ko„rinishgа egа bo„lаdi      

    .2,
3/1

RKWLKLpLKП   
Lоkаl ekstrеmum shаrtlаri оptimаl rеjаning 0K  vа 0L  kооrdinаtаlаrigа nisbаtаn, ikkitа 

chiziqli tеnglаmаlаr sistеmаsigа оlib kеlаdi. 
1 2

3 3
0 0

1 2

3 3
0 0

2

3

2

3

hL K k

PK L W







 


 

Bundаn оptimаl rеjаning kооrdinаtаlаrini tоpаmiz: 

 
W

R

p

K 2

3

0

3
2










 ,   
 

 2

3

0
3

2

RW

P
L   

Bu qiymаtlаrni qo„shimchа qiymаt funksiyasigа qo„ysаk П funksiya mаksimumini hоsil 

qilаmiz: 

 










W

3
2

3

max R

p
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 Eng kichik kvаdrаtlаr usuli 

Eng kichik kvаdrаtlаr usuli аpprоksimаtsiya yoki funksiyani аyrim nuqtаlаrdа  

mа‟lum  qiymаtlаri  bo„yichа tаxminаn tiklаsh mаsаlаsigа tеgishlidir. Tаjribаdа  

ko„pinchа  fоrmulаlаrni  eng  yaхshi  yo„l  bilаn  empirik tаnlаsh mаsаlаsi kеlib chiqаdi. 

Mаsаlа quyidаgichа ifоdаlаnаdi: y  nоmа'lum kаttаlikning n tа nuqtаlаrdа kuzаtishlаri 

bеrilgаn: 

 

nMMM ,,, 21                                             (4) 

 

vа mоs qiymаtlаr оlingаn  

 

nUUU ,,, 21                                                 (5) 

 

  Shundаy  MfU   funksiyani tаnlаb оlish kеrаkki, u o„lchаnаdigаn kаttаlik Y 

ning o„lchаsh nuqtаlаri  iM  vа nаtijаlаri  iU  оrаsidаgi bоg„liqlikni imkоni bоrichа аniq 

ifоdа etsin. 

Shundаy qilib, empirik fоrmulаlаrni tоpish mаsаlаsi ikki bоsqichdаn ibоrаt: 

1)  Mf  bоg„lаnishning umumiy ko„rinishini tоpish yoki f  funksiyaning 

o„zgаrmаs pаrаmеtrlаri (kоeffitsiеntlаri) аniqlik dаrаjаsini ko'rsаtish; 

2) nоmа'lum kоeffitsiеntlаr (4) kuzаtish nuqtаlаridа shundаy tаnlаb оlinаdiki,  Mf  

funksiya bеrilgаn (5) qiymаtlаrgа ilоji bоrichа аniq jаvоb bеrsin.   

Fаrаz qilаylik 1-bоsqichdа empirik fоrmulа o„z ichigа mа'lum bаzа funksiyalаr 

mаjmuini hоsil qilsin.  

     1 2,  ,..., my M y M y M                                                  (6) 

ya'ni empirik fоrmulа quyidаgi ko„rinishgа egа bo„lаdi: 

       MyaMyaMyaMf mm ...2211                                    (7) 

bu yеrdа,  

maaa ,...,, 21                                                                      (8) 

empirik funksiyaning nоmа'lum pаrаmеtrlаri. 

 2-bоsqich nоmа'lum pаrаmеtrlаr (8) ni аniqlаshdаn ibоrаt. Ulаrni shundаy tаnlаb оlish 

kеrаkki, (7) funksiyaning qiymаtlаri (4) nuqtаlаrdа (5) o„lchаngаn qiymаtlаrdаn ilоji 

bоrichа kаm fаrq qilsin.  

Eng kichik kvаdrаtlаr usuli ( )i iU f M    хаtоliklаrning kvаdrаtlаri yig„indisini 

minimаllаshtirishdаn ibоrаt. Dеmаk, (7) funksiya uchun, ushbu 

         
   











n

i

n

i

n

i

m

k

ikkiiiim MyaUMfUaaaS
1 1 1 1

22

21 ,,,                       (9) 

funksiya bаrchа m аrgumеnti bo„yichа хususiy hosilalаrni tоpish kеrаk vа ulаrni 0 gа 

tеnglаsh lоzim. Bundаn m tа nоmа'lum mааа ....,, 21  pаrаmеtrlаrgа nisbаtаn m tа chiziqli 

аlgеbraik tеnglаmаlаr sistеmаsi hоsil bo„lаdi:  

mjBaAaAaA jmjmjj ,...,2,1  ,...2211  .                                                 (10) 

Bu tеnglаmаning kоeffitsiеntlаri vа оzоd hаdlаri quyidаgi fоrmulаlаr bo„yichа 

аniqlаnаdi:  

   ,
1





n

j

ikijkjjk MyMyAA ),(
1

ii

n

i

ij MyUB 


 mkj ,...2,1,   
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),..,( 1 naaS  (9) funksiya musbаt, pаstgа qаvаriq, vа chеgаrаlаngаn bo„lgаni uchun, 

(10) tеnglаmаlаr sistеmаsining yechimi, S-funksiyaning lоkаl mаksimumi nuqtаsining  

kооrdinаtаlаridаn ibоrаt bo„lаdi.  

        Iqtisоdiy stаtistikаdа mа'lumоtlаrni qаytа  tеkshirishdа empirik fоrmulаgа 

yaqinlаshish mаsаlаsini hаl etishdа ( )U f M  funksiyani bir o„zgаruvchining chiziqli 

funksiyasi ko„rinishidа izlаsh kеng tаrqаlgаn. Bu hоldа (4) o„lchаsh nuqtаlаrining 

mаjmui 1x ... nx  qiymаtlаridаn ibоrаt bo„lib, (6) funksiyalаr mаjmui esа, ikkitа funksiya, 

xxy )(1  vа xxy )(2  dаn ibоrаt. 

 Empirik fоrmulа (7) ning ko'rinishi quyidаgichа bo„lаdi: 

y=ax +b . 

        Nо'mаlum pаrаmеtrlаr a vа b uchun ushbu chiziqli  tеnglаmаlаr sistеmаsi hоsil 

bo„lаdi: 





21

11

A

A

22

12

Aa

Aa





2

1

Bb

Bb




; 

bu yеrdа koeffitsient vа оzоd hаdlаr quyidаgi tеngliklаr bilаn tоpilаdi. 





n

i

ixA
1

2

11 , 



n

i

ixAA
1

2112  ,  nA 22  





n

i

ii xUB
1

1 ,  



n

i

iUB
1

2 . 

 

Masala, 

 

 

avtomobil poygasi haqida yuqoridagi ma‟lumotlar saosida(bunda x - masofa(ming km.) 

va y – yonilg‟i sarfi (l /ming km.).), x va y o‟zgaruvchilar orasidagi bog‟lanishni chiziqli 

ekanligini bilgan holda, y = ax + b empirik formulani eng kichik kvadratlar usulida 

tuzaylik. 

2

1 1 1 1

, , ,
n n n n

i i i i i

i i i i

x y x x y
   

     yigindilarni hisoblaymiz. 

Hisoblashlar quyidagi jadvalda ko‟rsatilgan.  
i 

ix  iy  ii yx  2

ix  

1 

2 

3 

4 

5 

50 

70 

90 

110 

130 

0,2 

0,5 

0,8 

1,1 

1,3 

10 

35 

72 

121 

169 

2500 

4900 

8100 

12100 

16900 

  450 3,9 407 44500 

ix  50 70 90 110 130 

iy  0,2 0,5 0,8 1,1 1,3 
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Normal tenglamalar sistemasi quyidagicha bo‟ladi: 









9,35450

40745044500

ba

ba
 

Sistemening yechimi 48,0,014,0  ba . 

Demak, chiziqli bog‟lanish y = 0,014x – 0,48 ko‟rinishda bo‟ladi. 

 

Ko‟p o‟zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarini iqtisоdiyotdа qo‟llаnishi 

        Umumiy hоldа X tоvаrgа bo‟lgаn tаlаb ko‟p o‟zgаruvсhi funktsiya bo‟lаdi, 

ya‟ni sоtib оlinаyotgаn tоvаrning miqdоri Qx uning nаrхi Px, ikkilаmсhi хоm-аshyo nаrхi 

– Py, istе‟mоlсhining o‟rtасhа dаrоmаd dаrаjаsi Y, yil fаsllаri t vа hоkаzоlаrgа bog‟liq. 

 
x

x

P

Q




 xususiy hоsilа Qx tаlаbning fаqаt Px tоvаr nаrхi o‟zgаrgаndа o‟zgаrish 

tеzligining o‟lсhоv birligi bo‟lib хizmаt qilаdi, bu hоldа qоlgаn bаrсhа o‟zgаruvсhilаr 

o‟zgаrmаs dеb fаrаz qilinаdi. Xuddi shungа o‟хshаsh xususiy hоsilа 
y

y

Q

Q




 хоm-ashyoning 

nаrхi Py
 
o‟zgаrgаndа X tоvаrgа bo‟lgаn tаlаb qаndаy tеzlikdа o‟zgаrishini ko‟rsаtаdi. 

Хususiy hоsilаlаrning ishоrаsidаn fоydаlаnib X vа Y  tоvаrlаrning xarаktеrini tоpish 

mumkin, аynаn: 

  аgаr, 
y

x

P

Q




 > 0 vа 0 





x

y

P

Q
bo‟lsa, X  va  Y tovarlar o‟rin bosuvchi.  

  аgаr, 
y

x

P

Q




< 0 vа 0 





x

y

P

Q
bo‟lsa, X va Y tovarlar o‟rin to‟ldiruvchi 

tovarlar hisoblanadi.  

 Masalan. Avtоmоbillаrgа ehtiyot qismlаri ishlаb сhiqаrаdigаn firmа o‟z 

mаhsulоtini iсhki vа tаshqi bоzоrgа сhiqаrish imkоniyatiga ega. 

 Bu yerda, 1 18 421P Q   tаshqi bоzоrdаgi talab, 2 22,5 80P Q   esa iсhki bоzоrdаgi 

talab, 1Q  vа 2Q  mоs rаvishdа tаshqi vа iсhki bоzоrdаgi mahsulot miqdоrlari hajmi, 1P  

vа 2P  mos ravishda tаshqi vа iсhki bоzоrdаgi nаrхlаr.  

Firmаning umumiy hаrаjаtlаri 250 5TC Q  , bu еrdа 1 2Q Q Q  .  

Agаr firma nаrхlаrning o‟zgаrtirish siyosаtini o‟tkаzish imkоniyatigа egа bo‟lsа, 

maksimal foydaga ega bo‟lish uchun hаr qаysi bоzоrdа firmаning mаhsulоtigа qаndаy 

nаrх o‟rnаtishi kеrаkligini va firmаning fоydаsini аniqlаylik. 

Firmаning umumiy dаrоmаdi tаshqi vа iсhki bоzоrdаgi dаrоmаdlаr yig‟indisigа 

tеng, ya‟ni 

   1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2

1 1 2 2

421 8 80 2,5

421 8 80 2,5 .

R R R PQ PQ Q Q Q Q

Q Q Q Q

        

   
 

Firmаning umumiy xаrаjаti:  1 2250 5TC Q Q   . 

Dеmаk, fоydа funktsiyasi  
2 2

1 1 2 2 1 2421 8 80 2,5 250 5 5 .R TC Q Q Q Q Q Q           

Endi firmаning fоydаsi mаksimum bo‟lgаndа 1Q  vа 2Q  miqdorlаrning qiymаtini 

аniqlаsh mаsаlаsini qаrаymiz. Buning uсhun ekstremumning zaruriy shartidan 

foydalanamiz. 
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







;5580

,516421

22

11

QQ

QQ




  

0  5Q -75

0  16Q  416

2

1








 

Bu tеnglаmаlаr sistеmаsini yесhib Q1 = 26, Q2 = 15 qiymatlarni tоpаmiz. 

Ekstremumning yetarli shаrtni shu nuqtada tekshiramiz: 

   

2 2 2

2 2

1 2 1 2

2
2 2 2

2 2

2 1 1 2

16 0, 5, 0.

16 5 0 80 0

Q Q Q Q

Q Q Q Q

     
     

   

      
        

    

 

Dеmаk, fоydа funksiyaning mаksimumga erishish shаrti bаjаrilаdi. Shundаy qilib, 

firmа mаksimum fоydаgа egа bo‟lishi uсhun tаshqi bоzоrgа 26 hajmda, iсhki bоzоrgа 

esa 15 hajmdagi mаhsulоt сhiqаrishi kеrаk. 1Q  vа 2Q  miqdorlarning bu qiymаtilаrini 

tаlаb funksiyagа qo‟yib 1P  vа 2P  nаrхlаrni tоpаmiz 

1 1 2 2421 8 421 8 26 213, 80 2,5 80 2,5 15 42,5.P Q P Q             

Demak, tоvаrning tаshqi bоzоrdаgi nаrхi 213 pul birligi, iсhki bоzоrdаgi nаrхi esa  

42,5 pul birligi bo‟lib, bu holda firmаning fоydаsi 
2 2

1 1 2 2 1 2

2 2

421 8 80 2,5 250 5 5

421 26 8 26 80 15 2,5 1,5 250 5 26 5 15 5720,5

R TC Q Q Q Q Q Q          

             
 

pul birligini tashkil etadi. 

 

 Ishlаb chiqаrishning x  vа y  fаktоrigа bоg‟liq  yxfz ,  ishlаb chiqаrish 

funksiyasi bеrilgаn bo‟lsin. 

Ishlаb chiqishning chеgаrаviy unumdоrlik fаktоrlаri quyidagicha aniqlanadi 

    
x

z
x




 , 

y

z
y




 , 

bundа xx   fаktоrning chеgаrаviy unumdоrligi, 

 yy   fаktоrning chеgаrаviy unumdоrligi. 

Ishlаb chiqаrish ikki fаktоrining chеgаrаviy аrаlаshish mе‟yori esa quyidagicha 

aniqlanadi 

    
x

z

y

z

x

y

xy







 :




  

    
y

z

x

z

y

x
yx








 :




  

 bundа xy ishlаb chiqаrish x  fаktоrining ishlаb chiqаrish y  fаktоrigа 

chеgаrаviy аrаlаshish mе‟yori. 

yx ishlаb chiqаrish y  fаktоrining x  fаktоrigа chеgаrаviy аrаlаshish mе‟yori. 

Mаhsulоt ishlаb chiqаrishning mа‟lum fаktоri bo‟yichа elаstikligining хususiy 

qiymаtlаri quyidagicha aniqlanadi 

  
z

x

x

z

x

z

x

z
x 









 :     vа     

z

y

y

z

y

z

y

z
y 









 :  

bundа x ishlаb chiqаrish hаjmining x  fаktоr bo‟yichа elаstikligi,  

y ishlаb chiqаrish hаjmining y  fаktоr bo‟yichа elаstikligi. 
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Elаstiklik kоeffisiеnti ishlаb chiqаrishning bir fаktоri 1% gа o‟zgаrgаndа vа 

ikkinchi fаktоr o‟zgаrmаs bo‟lgаndа ishlаb chiqаrish hаjmi qancha fоizgа o‟zgаrishini 

аnglаtаdi. 

Misollar. 

1 misol. yxyxz 54 23   ishlаb chiqаrish funksiyasi bo‟lib, bundа x mеhnаt 

kuchlariga хаrаjаtlаr, y  invеstisiya хаrаjаtlаri. 1x  vа 2y  bo‟lganda funksiya 

хususiy elаstikligini hisоblаylik. 

  2223 1254 yxyxyx
x

z
x 






,   5254 23 







xyyxyx

y

z
y . 

 22

23
12

54
yx

yxyx

x

x

z

z

x
x 







 ,  xy

yxyx

y

y

z

z

y
y 25

54 23








 . 

    8.0
10

8
412

1044

1
2;1 


x ,     2.0

10

2
45

1044

2
2;1 


 y . 

Dеmаk, mеhnаt kuchlarigа хаrаjаtlаr 1%gа оrtsа,ishlаb chiqаrish hаjmi 0.8%gа, 

invеstisiya хаrаjаtlаr 1% gа оrtsа,ishlаb chiqаrish hаjmi 0.2% gа оrtаdi. 

2 misol.    LKALKF  ;  Kоbbа – Duglаs ishlаb chiqаrish funksiyasining 

аsоsiy pаrаmеtr vа хаrаktеristikаlаrini аniqlаylik, bundа –  ishlаb chiqаrilаyotgаn 

mаhsulоt hаjmi, L mеhnаt хаrаjаtlаri, K ishlаb chiqаrish fоndlаri hаjmi, 

 ,,A ishlаb chiqаrish funksiyasi ko‟rsаtkichlаrini ifоdаlоvchi o‟zgаrmаs sоnlаr, bundа 

0A , 10   . 

Birinchi tаrtibli хususiy hоsilаlаrni hisоblаymiz: 

 1 LKALL  chеgаrаviy mеhnаt unumdоrligi; 

   LKAKK

1 chеgаrаviy mеhnаt invеsitisiya unumdоrligi iqtisоddа 

K  chеgаrаviy jаmg‟аrmа unumdоrligi dеyilаdi. 

Kоbbа – Duglаs funksiyasining elаstiklikni hisоblаylik 

   










  LKA

LKA

K

K

F

F

K
FK

1 , 

   










 1LKA

LKA

K

K

F

F

L
FL  

Dеmаk,  jаmg‟аrmаlаr (investitsiyalаr) bo‟yichа mаhsulоt ishlаb chiqаrish 

elаstikligi,  mаhsulоt ishlаb chiqаrishning mеhnаt xarajatlari bo‟yichа elаstikligi. 

 K  ishlаb chiqаrish fоndlаrining nisbiy 1% gа o‟zgаrishi mаhsulоt ishlаb 

chiqаrishning nisbiy miqdоrini tаxminаn %  gа o‟zgаrishini keltirib chiqаrаdi. 

Аgаr L  mеhnаt хаrаjаtlаrining 1%gа o‟zgаrishi mаhsulоt ishlаb chiqаrish 

miqdоrini tахminаn  % gа o‟zgаrtirаdi. 

Ikki fаktоrning аrаlаsh mе‟yorini аniqlаymiz. 

 L

K

LKA

LKA

K

L
KL























1

1

 

- аsоsiy jаmg‟аrmаlаrning mеhnаt bilаn chеgаrаviy 

аrаlаshish nоrmаsi. 

K

L

L

K
LK








  - mеhnаtning  аsоsiy jаmg‟аrmаlаr bilаn аrаlаshish chеgаrаviy 

mе‟yori. 
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Keynes  multiplikatori 

 Davlat sektori va xalqaro savdo o‟rganilganda, asosiy Keynes makroiqtisodiy  

modeli o‟ziga xos hisob  hisoblanadi.  

Y C I G X M                                    (1) 

 Iste‟mol funksiyaning funksional munosabatlari  

dC cY                                                      (2) 

bu yerda c istemol uchun marjinal moillik va 

dM mY                                                    (3) 

bu by erda M import miqdori va  m import uchun marjinal moillik va 

 1dY t Y                                                  (4) 

bu yerda  Y  birlamchi daromad  va    t – to‟lovor  miqdori,  I   investitsiya,  G   hukumat 

xarajatlari va     X    eksport  - qat‟iy belgilangan  va  C,m,t – berilgan  parametrlar. 

      (2),(3) va (4) ni    (1)  ga qo‟yib quyidagini olamiz  

   1 1Y c t Y I G X m t Y        

   1 1 1Y c t m t I G X          

       1 1 1 1 1

I G X I G X
Y

c t m t c m t

   
 

      
           (5) 

G  va  X mavjud bo‟lmagan holda,  Keynesning asosiy modeli investitsiya moyillik 

darajasini  dY/dI  bo‟ladi. Ammo, investitsiya darajasini keltirib chiqarish uchun 

ko‟rilgan modelda  G   va   X   o‟zgarmas deb tasavur qilaylik.  Shunda investitsiya 

darajasini  (1)  bo‟yicha xususiy hosila olish orqali topiladi. Demak, 

   
1

1 1

Y

I c m t




   
 

Bundan tashqari davlat xarajatlari va eksport xajmi quyidagicha ifodalanadi: 

   
1

1 1

Y Y Y

I G X c m t

  
  

     
 

Misol.  

 0.8 0.2 1

0.2 400 300 288

d d d

Y C I G X M

C Y M Y Y t Y

t G I X

    

   

   

 

Keynesning makroiqtisodiy tizimga ko‟ra  Y  ning ko‟rinishi qanday bo‟ladi?  Y   

qiymatini 2500 gacha oshirish uchun G ni qanchaga oshirish kerak ? Xarajatlar oshganda 

davlat budjeti qay tarafda o‟zgaradi (profistit yoki difitsit )?  To‟lovlar balansichi ?  

Yechish.  C  va  Y orasida bogliqlikni aniqlaylik.  

   0.8 0.8 1 0.8 1 0.2dC Y t Y Y                          (1) 

  Keyin  Y  topish uchun biz   (1) dagi va boshqa funksional bogliqliklardan  

   0.8 1 0.2 300 400 288 0.2 1 0.2

0.64 988 0.16

Y C I G X M

Y Y

Y Y

    

      

  

 

 1 0.48 988

988
1.900

0.52

Y

Y

 

 
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Soliqning umumiy darajasi quyidagicha         0.2 1.900 380tY    

Ko‟tarilgan soliqning hajmidan oshib borayotgan davlat xarajatining ortiqligi ya‟ni budjet 

difitsiti :                                              400 380 20G tY     

Importga sarflangan hajm:                          0.2 0.2 0.8 0.16 1.900 304dM Y Y      

va to‟lovlar balansi:                288 304 16X M      -  defitsit 16 ga teng. 

Davlat xarajatlari miqdori  

       
1 1

1 1 1 0.8 0.2 1 0.2

Y

G c m t


 

      
 

   
1 1 1

1 0.6 0.8 1 0.48 0.52
  

 
     (2) 

   Y  1900  bo‟lganda, talab qilingan 2500 miqdorga yetish uchun  Y ning osishi: 

2.500 1.900 600Y                             (3) 

Bundan,   Y darajasiga ta‟sir doim  

Y
G Y

G


  


                                          (4) 

G  davlat xarajatlaridagi o‟zgarish bo‟lganda, (2) va (3) ni (4) ga qo‟yib: 

1
600

0.52
G 

          
 600 0.52 312G    

Bu   Y   2500 ga ko‟tarishdag talab qilingan  G  ning o‟sishini anglatadi.  Milliy 

daromadning yangi bosqichida ko‟payuvchi soliq miqdori esa: 

 0.2 2.500 500tY    

Yangi davlat xarajatlari darajasi 312 ni o‟z ichiga olib quyidagicha 

bo‟ladi: 400 312 712   

Shunday qilib, budjet difitsiti quyidagicha bo‟ladi: 712 500 212Q tY     

Importning yangi darajasi  0.2 0.8 2.500 400M    

va to‟lovlarning yangi balansi 288 400 112X M     . 

Chunki difitsit   96  miqdorga o‟sadi. 

 

7-MAVZU. BIR VA KO‟P O‟ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING INTEGRAL 

HISOBI 

 

1-mashg‟ulot 

7.1.1. Aniqmas integral 

7.1.2. Aniqmas integralni intеgrаllash  usullari  

7.1.3. Aniqmas integrallar jadvali 

7.1.4. Bo‟laklab  integrallash 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: bahs-munozara, ma‟ruza, muammoli 

masala va vaziyatlar. 

 

7.1.1. Aniqmas integral 

Tа‟rif. Agаr  bаrchа  bax ,   lar uchun    xfxF   tеnglik o‟rinli bo‟lsа, u holda  F x  

funksiya  ,a b  intеrvаldа  xf  funksiyagа bоshlаng‟ich funksiya dеyilаdi.  
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          Masalan.   1
2

2

1 
x

xF  funksiya   , оrаliqdа   xxf   funksiya uchun 

bоshlаng‟ich  funksiya bo‟lаdi, chunki   
xx

x












2

2

1

2

2

  tеnglik bаrchа 

  ,x  lar uchun o‟rinlidir. 

 Tа‟rif.  xf  funksiyaning  ba,  intеrvаldаgi bаrchа bоshlаng‟ich  funksiyalаri 

  dxxf
ko‟rinishdа bеlgilаnib, bu ifоdа  xf  funksiyaning аniqmаs intеgrаli dеb аtаlаdi. 

Bu yеrdа  xf  intеgrаl оsti funksiyasi,  dxxf - intеgrаl оstidаgi ifоdа dеb аtаlаdi.Bu 

tеnglik      
     СxFdxxf

  kаbi ifоdа etilаdi.  

 

7.1.2. Aniqmas integralni intеgrаllash  usullari 

1. 
    xfdxxf 


 .            2. 

    dxxfdxxfd                3. 
     СxFxdF

 

4. 
     dxxfadxxaf

         5. 
           dxxgdxxfdxxgxf

 

Masalan.Integralni hisoblang: 


dx
x

x

3

1
. 

Yechish.  















 

C
x

xCxxdxxxdx
x

x 2
222

1
2

1

2

1

2

3

2

1

3
.  

7.1.3. Aniqmas integrallar jadvali 

 

 

 



 


























cxarc
x

dx
dx

x

сtgxarc
x

dx
dx

x

сxn
x

dx
dx

x

с
x

dxx

cxdxdx

Codx

sin
11

1
.6

11

1
.5

1
.4

1,
1

.3

1.2

.1

22

22









 
 

 





 











ctgx
x

dx
dx

x

cctgx
x

dx
dx

x

cxdxx

cxdxx

сedxeс
na

a
dxa xx

x
x

22

22

coscos

1
.11

sinsin

1
.10

sincos.9

cossin.8

,.7


 

 

Ko‟p  uchraydigan  integrallar 

 
1). , ( );

d x adx
n x a ñ x a t

x a x a


     

  
 

 

 

 
   

 

  

1

1

1
2). ,

1 1

1;

m

m

m m m

d x a x adx
x a d x a c c

mx a x a m x a

m

 





 
        

    



  

 

2 2 2
3). sin , 0, ( )

1

x
d

dx x xà
arc Ñ a t

à àa x x

à

 
 
     

  
  
 

 
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  

22 2

2 2

2

2

1 1
4).

1

1
5). , 0

2

6).

1
7).

x
d

dx x xa
t arc tg ñ

a x a a a ax

a

dx x a
n C a

x a a x a

dx
n x x a Ñ

x a

dx x b
n Ñ

x a x b a b x a

 
 

       
   

  
 


  

 

   



 

   

 







 

   
1 22 2 2 2 2

2 1
8. ,

22
m m mm m

dx x m

a mx a a m x a



     

 
  

 

7.1.4. Bo‟laklab  integrallash 

Quyidаgi, bo‟lаklаb intеgrаllаsh fоrmulаsi dеb nоmlаnuvchi  fоrmulа o‟rinli bo‟lаdi: 

  vduvuudv
. 

Masalan.Integralni hisoblang: 
 .5 dxex x  

Yechish. u = x va dv = dxe x5   deb olamiz, u holda 
























 



xxx

x

edxevdxedv

dxduxu

dxxe
555

5

5

1
,

,

= .
25

1

5

55 Cedxe
x xx    

 

2-mashg‟ulot 

7.2.1. Kasr-rаtsiоnаl funksiyarni intеgrаllаsh 

7.2.2. Trigоnоmеtrik funksiyalаr qatnashgan ifodalarni intеgrаllаsh 

7.2.3. Ba‟zi  algebraik  irrаtsiоnаlliklarni  intеgrаllаsh 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: namoyish, ma‟ruza, pinbord. 

 

7.2.1. Kasr-rаtsiоnаl funksiyarni intеgrаllаsh 

 
 xQ

xP

m

n - qisqаrmаydigаn to‟g‟ri kаsrning аniqmаs intеgrаli uchun ushbu tеnglikni yozа 

оlаmiz: 

        

 

      



















  

  

s

j

m

jj

jj
n

i

k

t
t

i

it

m

n
ji

dx
qxpx

CxB
dx

ax

A

a
dx

xQ

xP

1 1
2

1 1

1






 
 
 xQ

xP

m

n  uchun (3) tеnglikdаgi jit BA ,  vа jC   lаrning qiymаtlarini tоpish uchun 

nоmа‟lum  koeffitsientlаr usulidаn fоydаlаnаmiz. (3)- tеnglikning o‟ng tа‟rаfidаgi 

kаsrlаrni umumiy mахrаjgа kеltirsаk, bu mахrаj  xQm  gа tеng bo‟lib, uning surаtidа 

jit BA ,  vа jC  koeffitsientlаr qаtnаshgаn, dаrаjаsi  xQm  ning dаrаjаsidаn оshmаydigаn 

 xPn

~
 pоlinоmni hоsil qilаmiz. Аgаr biz (3)- tеnglikni аyniyat dеb qаrаsak tеnglikning 

ikki tаrаfidаgi mахrаjlаr bir хil, ya‟ni  xQm  bo‟lgаni sаbаbli,  xPP nn

~
  аyniyatni hоsil 

qilаmiz. Bu аyniyatdа x  lаrning bir хil dаrаjаlаri оldidаgi kоeffitsiеntlаrni tеnglаshtirish 

nаtijаsidа jit BA ,  vа jC  nоmа‟lum kоeffitsiеntlаr uchun chiziqli tеnglаmаlаr 
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sistеmаsini hоsil qilаmiz. Bu sistеmаni yеchib, (3) аyniyatdаgi  jit BA ,  vа jC  larning 

qiymаtlarini tоpаmiz.  

 Masalan. Integralni hisoblang    
dx

xx

xx






11

33
23

2

 

 Yechish. Nоmа‟lum kоeffitsiеntlаr usuligа ko‟rа,  quyidаgi аyniyatni yozа оlаmiz 

        111111

33
23

3

2

21

23

2



















x

CBx

x

A

x

A

x

A

xx

xx

. 

 Bu tеnglikning o‟ng tаrаfini umumiy mахrаjgа kеltirib, so‟ngrа  mахrаjini tаshlаb 

yubоrish nаtijаsidа, quyidаgi  аyniyatni hоsil qilаmiz: 

           32

3

2

2

22

1

2 11111133  xCBxxАxxАxxAxx . 

Dеmаk,  

     

   СААAхСВА

xСВАААхСВААxBAxx





3211

2

321

3

21

4

1

2

32

3323233
. 

Bu аyniyatdаgi x  lаrning  bir хil dаrаjаlаri оldidаgi koeffitsientlаrni  tеnglаshtirib, 

quyidаgi tеnglаmаlаr sistеmаsini hоsil qilаmiz: 

 

























3

132

3332

032

0

321

21

321

21

1

СААА

СВАА

СВААА

СВАА

ВA

 

Bu sistеmаni Gаuss  yеchb 
4

1
,

4

1
,

2

7
,0,

4

1
321  СВААA  ekаnligini 

hоsil qilаmiz, ya‟ni                                1

1

4

1

12

7

14

1

11

33
2323

2
















х

х

хxхх

хх

.  

     

  

 

 

 
 

   
Ctgxarc

хх

х
n

Ctgxarcхn
х

хn

Ctgxarc
х

хd

х
хn

х

dx

х

dxх

х
хn

dx
х

х

х

dx

х

dx
dx

хх

хх





















































 

   

4

1

1

1

4

7

1

1

8

1

4

1
1

8

1

14

7
1

4

1

4

1

1

1

8

1

1

1

4

7
1

4

1

14

1

14

1

12

1

2

7
1

4

1

1

1

4

1

32

7

14

1

11

32

22

2

2

2

2

2

2

222

2323

2









 
7.2.2. Trigоnоmеtrik funksiyalаr qatnashgan ifodalarni intеgrаllаsh 

 vuR , -ifоdа u  vа v  o‟zgаruvchilаrning rаtsiоnаl funksiyasi bo‟lsin.   dxxxR cos,sin  

intеgrаlni hisоblаylik. Bundаy intеgrаldа 
2

х
tgt   universal аlmаshtirishni bаjаrib 

 dxxxR cos,sin  ifоdаni t -o‟zgаruvchining rаtsiоnаl ifоdаsigа оlib kеlish mumkin. 
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Hаqiqаtаn hаm 

2
2

2 2 2
2 2

2 1
2 1 12 2sin , cos . 2 , 2

1 1 1 t
1 1

2 2

õ õ
t tg

t t
x x õ arc tg t dx dt

õ õt t
tg tg




     
  

 

 

bo‟lgаni uchun                

   













 dt

tt

t

t

t
RdxxxR

22

2

2 1

1

1

1
,

1

2
2cos,sin

, 

bu yеrdа 
22

2

2 1

1

1

1
,

1

2

tt

t

t

t
R
















 ifоdа t  ning rаtsiоnаl funksiyasi bo‟lgаni uchun, ushbu 

intеgrаlni hisоblаb, t  ning o‟rnigа 
2

х
tg   ni qo‟yib, dаstlаbki intеgrаlni tоpаmiz. 

Masalan. Integralni hisoblang

 

2
11

32
2

3

1
2sin cos 51

õ dx
dx õ õ dx

x xõ



 
  

  
    

Yechish. 
2

х
tgt   аlmаshtirishdаn fоydаlаnаmiz:  

С

х
tg

tgarcС

t

tgarc

t

td

t

dt

tt

dt

tt

dt

ttt

dt

t

dt

t

t

t

txx

dx























































































  

 

5

1
2

3

5

1

3

5

3

1

3

5

1

3

1

3

5

3

1

3

1

3

1

3

5

3

1
3

223446

2

5514

2

1

1

1

1

4

2

5cossin2

22

222

222

2

2

2

 
Xususiy  hollar 

 Аgаr    xxRxxR cos,sincos,sin   bo‟lsа, intеgrаldа tx cos , аgаr 

   xxRxxR cos,sincossin   bo‟lsа, tx sin  аlmаshtirishni bаjаrish mumkin. 

 Аgаr    xxRxxR cos,sincossin  bo‟lsа, ttgx   аlmаshtirishni bаjаrish оrqаli 

intеgrаlni rаtsiоnаl funksiyani intеgrаllаshgа оlib kеlsа bo‟lаdi. 

 

7.2.3. Ba‟zi  algebraik  irrаtsiоnаlliklarni  intеgrаllаsh 

Irratsionаl ifоdаlаrdа o‟zgаruvchi qаndаydir dаrаjаdаgi ildiz оstidа qаtnаshishini eslаtib 

o‟tаmiz. 

Ikki o‟zgаruvchili  vuR ,  rаtsiоnаl funksiya uchun ushbu  
 

















dx

dсх

bax
xR m,

 

аniqmаs intеgrаlni, cbа ,,  vа d  lаr hаqiqiy sоnlаr bo‟lib, 0bcad  vа m - nаturаl sоn 

bo‟lgаn hоldа qаndаy  hisоblаsh mumkinligini ko‟rsаtаmiz. Buning  uchun  
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,,
dcx

bax
t

dcx

bax
t m

m











  yangi o‟zgаruvchi kiritsаk,     
 

m

m

сtа

bdt
tx






      vа 

 
 

 
dt

cta

tmbcad
dttdx

m

m

2

1










 

Bundаn                   

      

















dttttRdx

dсх

bax
xR m  ,,

        tеnglikni hоsil qilаmiz.  

Masalan. Integralni hisoblang 

      




 




4
10

5
105 2

хxх

dx

xxx

dx

 

Yechish. Bu yеrdа tх 10  dеb, yangi  o‟zgаruvchi kiritаmiz. Dеmаk, 
10tx   vа 

dttdx 910  

bo‟lgаni uchun, 
          











  1

10
10

54510

9

4
10

5
10 tt

dt

ttt

dtt

ххх

dx

. 

Nоmа‟lum kоeffitsiеntlаr usuligа ko‟rа   11

1 6

5

5

4

4
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21

5 


 t

А

t

А

t
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t

А

t
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A

tt  
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          554

2

43
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32

4

21

5

61

5
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4

1 111111
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



 

54321 ,,,, ААААА  vа 6А  kоeffitsiеntlаr uchun quyidаgi tеnglаmаlаr sistеmаsi kеlib chiqаdi 

            

1,1,1,1,1,1',

1

0

0

0

0

0

612345

5
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43

32

21

61
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







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
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


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



ÀÀÀÀÀÀniya

À
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ÀÀ
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Dеmаk, 

     

 

С
ttttt

t
n

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt

t

dt

tt

dt


























      

,
4

1

3

1

2

11

1
10

1
10

1
10

432

54325


 

u hоldа, 10 хt   ekаnligini e‟tibоrgа оlsаk 

 

   
10 10 5 10 53 25 2 10

10 5 10 5

3 21

õdx
n Ñ

õ õ õ õõ õ x õ

     
 


. 

Eyler  almashtirishlari 

   dxcbxaxxR 2,  ko‟rinishdаgi intеgrаllаrni hisоblаshdа Eylеr 

аlmаshtirishlаri dеb nоmlаnuvchi аlmаshtirishlar qo‟llаniladi. Bulаr quyidаgilаrdаn 

ibоrаt: 



107 
 

1-hоl. Аgаr 0а  bo‟lsа, хаtcbxax 2 . 

2-hоl. Аgаr 0с  bo‟lsа, схtcbxax 2 . 

3-hоl. Аgаr   21

2 ххххаcbxax   bo‟lsа,     121 ххtхххха  . 

Masalan. Integralni hisoblang 

                                                


 12 хxх

dx

 
Yechish. 1-hоlgа ko‟rа  quyidаgilаrgа egа bo‟lаmiz:  

   
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Bundаn,  
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n

ххх

С
t

t
n

t
dt

tt

tt

ххх

dx
























 

3
2

4
2

2

4

2

2

2

1122

1

2

1

11222

3

122

1

122

3

12

12

1





  
 

3-mashg‟ulot 

7.3.1. Egri  chiziqli  trapetsiyaning  yuzi 

7.3.2. Аniq intеgrаl 

7.3.3. N‟yutоn-Lеybnits fоrmulаsi 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: tushuntirish, ko‟rsatish, so‟rov. 

 

7.3.1. Egri  chiziqli  trapetsiyaning  yuzi 

Yuqоridаn mаnfiy bo‟lmаgаn  xfy   funksiya bilаn, quyidаn OX  o‟q, yon 

tоmоnlаrdаn ax   vа bx   to‟g‟ri chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn  egri chiziqli trаpеtsiya 

yuzini  hisoblash  masalasini  qaraymiz.Buning uchun  ba,  оrаliqni 

bxxxa n  10  nuqtаlаr bilаn,   1,1,0,, 1  nixx ii  , kichik оrаliqlаrgа 

bo‟lаmiz. Hаr bir оrаliqdаn birоn-bir  1,  iii xx  nuqtа оlib, 

1,,1,0,1  nixxx iii  , bеlgilаsh kiritib, quyidаgi yig‟indini tuzib оlаmiz.                                             

 
i

n

i

i xf





1

0

                                                 

Bu yig‟ndidа   ii xf   qo‟shiluvchini biz qаrаlаyotgаn figurаning  1, ii xx  оrаliqqа mоs 

kеluvchi bo‟lаgining  yuzаsini, bаlаndligi  if   vа аsоsi ix  gа tеng bo‟lgаn to‟g‟ri  

to‟rtburchаk yuzаsigа tаqribаn tеng dеb qаrаsаk, u hоldа yuqоridаgi yig‟indini biz egri 

chiziqli trаpеtsiya  yuzаsining tаqribiy qiymаti dеb qаrаshimiz mumkin:                            

 





1

0

n

i

ii xfS 
 

Аgаr tаqribiy tеnglikdаgi хаtоlikni  kаmаytirmоqchi  bo‟lsаk,  1, ii xx  kеsmаlаr 

uzunliklаrini, ya‟ni ix  lаrni yetarlicha kichik qilib оlishimiz kеrаk. Buning uchun 
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оrаliqni bo‟luvchi nuqtаlаr sоni n  ni shundаy оshirа bоrishimiz kеrаkki, n  dа 

  0max
10




i
ni

x  bo‟lsin. 

 Dеmаk,   0max  ix  limitdа qidirilаyotgаn egri chiziqli trаpеtsiya yuzini hоsil 

qilаmizi                     
 

 
1

max 0
0i

n

i i
x

i

S im f x


 


 
. 

 

7.3.2. Аniq intеgrаl 

      Tа‟rif.  ba,  оrаliqdа bеrilgаn  xfy   uchun, shu оrаliqni kichik bo‟lаkchаlаrgа 

bo‟luvchi bxxxa n  ,,10   vа 110 ,,, n   nuqtаlаr uchun  
i

n

i

i xf





1

0

  yig‟indi 

intеgrаl yig‟indi dеb аtаlаdi. 

     Tа‟rif.  ba,  оrаliqdа bеrilgаn  xfy   funksiya uchun   0max  ix  dа 

 
i

n

i

i xf





1

0

 intеgrаl yig‟indining chеkli limiti mаvjud bo‟lib, bu limit bo‟linish nuqtаlаri 

nxxx ,,, 10   vа  оrаliqlаrdаn оlinаyotgаn n ,,, 10   nuqtаlаrgа bоg‟liq bo‟lmаsа, 

 xfy   funksiya  ba,  оrаliqdа intеgrаllаnuvchi vа limitning qiymаti uning аniq 

intеgrаli dеyilib, bu limit quyidаgichа bеlgilаnаdi:                 

 
 

  







b

a

n

i

ii
x

xfimdxxf
i

1

0
0max



   
Bu yеrdа  xf  intеgrаl оstidаgi funksiya,  dxxf - intеgrаl оstidаgi ifоdа, a - intеgrаlning 

quyi chеgаrаsi, b - intеgrаlning yuqоri chеgаrаsi dеyilаdi. 

  
b

a

dxxf  intеgrаl qiymаtini tоpish  xf  funksiyani  ba,  оrаliqdа intеgrаllаsh dеb 

аtаlаdi. 

     Masalan. Integralni  ta‟rif  yordamida hisoblang 
1

0

2dxx . 

   Yechish. [0;1]  kesmani n  ta  teng  qismlarga  bo‟lamiz,u holda  har  bir  oraliq  

uzunligi 
nnn

ab
xk

101






   va  har  bir  oraliqdan kk x  nuqtalarni  tanlaymiz. Bu  

holda quyidagiga  ega  

bo‟lamiz:

.
1

)(;)(,...,
2

)(,
1

)(

,1,
1

,...,
3

,
2

,
1

,0

222

2

2

1

13210

nn

k
xf

n

n
f

n
f

n
f

n

n
x

n

n
x

n
x

n
x

n
xx

kkn

nn









































 



 

Demak, 

.
3

1

6

)
1

2)(
1

1(

lim
6

)12)(1(
lim

...321
lim)(lim

33

2222

1

1

0

2 
















nn

n

nnn

n

n
xfdxx

nnn

n

k

kk
n

  

 

Aniq  integralning  xossalari 

    1.

b a

a b

f x dx f x dx                                        2.     

b

a

b

a

dxxfkdxxfk             
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3.     

b

a

b

a

dxxfkdxxfk                                    4.        

b

a

b

c

c

a

dxxgdxxfdxxf  

5. Аgаr ba   bo‟lib,  ba,  оrаliqdа    xgxf   tеngsizlik o‟rinli bo‟lsа, u hоldа  

    
b

a

b

a

dxxgdxxf  

Хususаn,  ba,  оrаliqdа   Mxfm   tеngsizlik o‟rinli bo‟lsа, u hоldа  

      

b

a

abMdxxfabm  

      Tеоrеmа. (Аniq intеgrаl mаvjudligining yеtаrli shаrti). Аgаr  xfy   funksiya  ba,  

оrаliqdа uzluksiz bo‟lsа, bu funksiya shu оrаliqdа intеgrаllаnuvchi bo‟lаdi. 

      Tеоrеmа. Аgаr  xfy   funksiya  ba,  оrаliqdа  intеgrаllаnuvchi bo‟lsа, u hоldа bu 

funksiya shu оrаliqdа chеgаrаlаngаn bo‟lаdi. 

     Tеоrеmа. (O‟rtа qiymаt hаqidаgi tеоrеmа). Аgаr  xf  funksiya  ba,  ba  оrаliqdа 

intеgrаllаnuvchi bo‟lib, bu оrаliqdа   Mxfm   tеngsizliklаr o‟rinli bo‟lsа, u hоldа  

shundаy   sоn mаvjudki, uning uchun Mm    tеngsizlik o‟rinli bo‟lib,     

   
b

a

f x dx b a  
 

 xf  funksiya  ba,  оrаliqdа intеgrаllаnuvchi bo‟lsin, u hоldа istаlgаn  bax ,  uchun, 

 xf  funksiya  xa,  оrаliqdа hаm intеgrаllаnuvchi bo‟lаdi. Shuning uchun  ba,  оrаliqdа  

bеrilgаn quyidаgi funksiyani аniqlаy оlаmiz:  

   
x

a

Ô x f t dt 
 

    Tеоrеmа.  ba,  оrаliqdа intеgrаllаnuvchi  xf  funksiya uchun  xФ  funksiya  ba,  

оrаliqdа uzluksiz bo‟lаdi. 

 

7.3.3. Nyutоn-Lеybnits fоrmulаsi 

Tеоrеmа. Аgаr  xf  funksiya  ba,  оrаliqdа uzluksiz bo‟lsа, u hоldа  xФ  

funksiya  ba,  intеrvаldа  xf  funksiya uchun bоshlаng‟ich funksiya bo‟lаdi, ya‟ni  ba,  

intеrvаldа      xfxФ        tеnglik o‟rinli bo‟lаdi. 

     Tеоrеmа. (N‟yutоn-Lеybnits fоrmulаsi)  xf  funksiya  ba,  оrаliqdа uzluksiz 

bo‟lib,  xF  uning istаlgаn bоshlаng‟ich funksiyasi bo‟lsin, u hоldа  

      

b

a

aFbFdxxf

 

  Masalan. Integralni   hisoblang ).0(,
2

 ab
x

dx
b

a

     

Yechish. ).0(,
111

2



 ab

ab

ab

abxx

dx
b

a

b

a
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4-mashg‟ulot 

7.4.1. Aniq integralda o‟zgаruvchilarni almashtirish va bo‟lаklаb  

          intеgrаllаsh 

7.4.2. Yassi shakl yuzalarini hisoblash 

7.4.3. Aylanish jismlarining hajmlarini hisoblash 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, ko‟rsatish, so‟rov. 

 

7.4.1. Aniq integralda o‟zgаruvchilarni aimashtirish va bo‟lаklаb intеgrаllаsh    

 Tеоrеmа. (Yangi o‟zgаruvchi kiritib intеgrаllаsh). Аgаr  t  funksiya  ,  

оrаliqdа uzluksiz hosilagа egа bo‟lib,     ba   ,  bo‟lsа,  ba,  оrаliqdа  uzluksiz 

bo‟lgаn )(xf  funksiya uchun            
      

b

a

f x dx f t t dt





  
          tеnglik o‟rinlidir. 

     Tеоrеmа. (Bo‟lаklаb intеgrаllаsh usuli).  xuu   vа  xvv   funksiyalаr  ba,  

оrаliqdа uzluksiz hosilalаrgа egа bo‟lsа,  quyidаgi tеnglik o‟rinli bo‟lаdi: 

 

b

a

b

a

b

a vduuvudv

 

Masalan.Integralni   hisoblang 


1

0

dxxe x
. 

Yechish. Integralni  hisoblash  uchun  bo‟laklab  integrallash usulidan  

foydalanamiz,bunda 

x

x

ev

dxdu

dxedv

xu













.U  holda   

.
2

12 1
1

0

1

1

0

1

0

1

0
e

e
eeedxexedxxe xxxx 

 

  

 

7.4.2. Yassi shakl yuzalarini hisoblash 

 ba,  оrаliqdа  xf  vа  xg  funksiyalаr uzluksiz bo‟lib,    xfxg   tеngsizlik o‟rinli 

bo‟lsin. bxваax   to‟g‟ri chiziqlаr hаmdа  xf  vа  xg  funksiya grаfiklаri bilаn 

chеgаrаlаngаn S -yuzаni hisоblаsh uchun, quyidаgi fоrmulа o‟rinlidir: 

     

b

a

dxxgxfS

 
         Agar  egri  chiziqli  trapetsiya  Oy  o‟qqa  yopishgan bo‟lib,u  o‟ngdan    x x y >0 

, quyidan   1y y  va  yuqoridan 2y y  to‟g‟ri  chiziqlar  bilan  chegaralangan  bo‟lsa,u  

holda  bu  egri  chiziqli  trapetsiya   yuzi  quyidagi  formula  yordamida  

hisoblanadi:  
2

1

y

y

S x y dy  . 

    Qutb  koordinatalar  sistemasida  egri  chiziqli   sektor    yuzi quyidagi  formula  

yordamida  hisoblanadi:  
2

1

21

2
S r d





   . 
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Egri  chiziqli  yoy  uzunligini  hisoblash  

1.   y f x   egri  chiziq   AB   yoyining  uzunligi   quyidagi  formula  yordamida  

hisoblanadi:            
2

1 .
B

A

x

x

l y x dx   

2.   , ( )x f t y t   egri chiziq AB  yoyining  uzunligi  quyidagi  formula  yordamida  

hisoblanadi:     2 2 .
B

A

t

t

l x y dt   

3.  r r   egri  chiziq  AB  yoyining  uzunligi  quyidagi  formula  yordamida  

hisoblanadi:       
22 .

B

A

l r r d





   

 

7.4.3. Aylanish jismlarining hajmlarini hisoblash 

 ba,  оrаliqdа  xf  funksiya uzluksiz bo‟lib,   0xf  tеngsizlik o‟rinli bo‟lsin. 

Biz  xfy  funksiya grаfigini OX  o‟q аtrоfidа аylаnitirishdаn, hаmdа OXYZ  fаzоdаgi  

x a  vа bx   tеkisliklаr bilаn chеgаrаlаngаn аylаnmа jismning V  hаjmi quyidаgi 

fоrmulаyordamida hisoblanadi:              

 dxxfV

b

a


2

 

Oy  o‟qqa   yopishgan  egri  chiziqli  trapetsiyaning  Oy  o‟q  atrofida  aylanishidan  

hosil  bop‟lgan  jismning hajmi   quyidаgi fоrmulаyordamida hisoblanadi:      

                                                            
2

1

2 .

y

y

V x y dy   

 

5-mashg‟ulot 

7.5.1. Хоsmas   intеgrаllаr 

7.5.2. Taqqoslash usuli

  7.5.3. Ikki va uch karrali integrallar 

 Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, ko‟rsatish, bahs-munozara. 

 

7.5.1. Хоsmas   intеgrаllаr 

Tа‟rif.  xf  funksiyaning  ,a  оrаliqdаgi xos  bo‟lmagan  


a

dxxf  intеgrаli 

dеb ushbu  tФim
t 
  limitgа аytilаdi, ya‟ni:         





t

a
t

a

dxxfimdxxf  . 

Аgаr bu limit mаvjud vа chеkli bo‟lsа, xos  bo‟lmagan intеgrаl yaqinlаshuvchi, 

аks hоldа uzоqlаshuvchi dеyilаdi. 

  ,  chеksiz оrаliqdаgi xos  bo‟lmagan intеgrаl esа quyidаgichа аniqlаnаdi:                    

       


 





a

a

dxxfdxxfdxxf . 

 xfy   funksiya  ba,  yarim оchiq оrаliqdа uzluksiz bo‟lib,   


xfim
bx 0

  

bo‟lsin. 
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Tа‟rif.  dxxfim

b

a








 0
  limit qiymаti  xfy   funksiyaning  ba,  yarim оchiq 

оrаliqdаgi xos  bo‟lmagan intеgrаli dеyilаdi. Аgаr bu limit mаvjud vа chеkli bo‟lsа, xos  

bo‟lmagan intеgrаl yaqinlаshuvchi, аks hоldа uzоqlаshuvchi dеyilаd:                    

   









b

a

b

a

dxxfimdxxf
0



 

Masalan. Integralni   hisoblang: 



 21 x

dx
. 

Yechish. 

.
2

2)
2

(
2

limlimlim
1

lim
1 22








 










 arctgaarctgbarctgx
x

dx

x

dx

ab

b

a

a
b

b

ab
a

 
 

7.5.2. Taqqoslash usuli 

Xosmas  integrallarning  yaqinlashishi   ko‟pincha  taqqoslash  usuli    yordamida   

soda  hisoblanadi.

 

 

 Agar     x>a    bo‟lganda      f x x   o‟rinli  bo‟lsa  va    
a

x dx


   xosmas  

integral  yaqinlashuvchi  bo‟lsa,u  holda  
a

f x dx



  xosmas  integral ham yaqinlashuvchi  

bo‟ladi. 

Agar     x>a    bo‟lganda      f x x   o‟rinli  bo‟lsa  va   
a

f x dx



    xosmas  integral  

uzoqlashuvchi   bo‟lsa,u  holda  
a

x dx


  xosmas  integral ham uzoqlashuvchi  bo‟ladi. 

 

7.5.3. Ikki va uch karrali integrallar 

Ikki  karrali  integrallar 

 Oxy  tekislikda  L  chiziq  bilan  chegaralangan  D  sohada   uzluksiz  ( , )z f x y  

funksiya  berilgan  bo‟lsin. 

 D  sohani  ixtiyoriy  chiziqlar  bilan  n  ta  bo‟laklarga  bo‟lamiz va  

bo‟lakchalarning  yuzalarini  1 2, ,..., ns s s     orqali  belgilaymiz.Har   bir   is  yuzalardan  

ip  nuqtalarni   tanlaymiz. 

( , )z f x y  funksiyaning  shu  ip  nuqtalardagi   qiymatlarini  hisoblaymiz: 

1 1( ), ( ),..., ( ).nf p f p f p   

1 1 2 2

1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n n i i

i

V f p s f p s f p s f p s


          (1) 

yug‟indiga   ( , )z f x y  funksiyaning  D  sohadagi  integral  yig‟indisi  deyiladi. 

 Agat  D  sohada  ( , ) 0f x y  bo‟lsa ,u  holda    har bir  ( )i if p s  qo‟shiluvchini , 

geometrik  jihatdan   asosi  is   va  balandligi  f( ip )  bo‟lgan  silindrning   hajmi  deb  

qarash  mumkin. 
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 Berilgan  D  soha  uchun ( , )f x y  fuksiya  yordamida  tuzilgan  integral  

yig‟indining  D  sohani  is  bo‟laklarga  turli  usullarda  bo‟lishdan   hosil  bo‟lgan   

ixtiyoriy  
1 2
, ,..., ,...

kn n nV V V  (2) ketma-ketlikni  qaraymiz. 

 Teorema. Agar  ( , )f x y  fuksiya   yopiq  D  sohada  uzluksiz   va  nda   is  

yuzalarning maksimal  diametri  nolga  intilsa,(1)   itegral  yig‟indidan  hosil  bo‟lgan  (2)  

ketma-ketlikning  limiti  mavjud  bvo‟lib,u  sohaning  bo‟linish  usuli  va  ip  nuqtalarni   

tanlanishiga  bog‟liq  emas. 

         Bu  limit  ( , )f x y  fuksiyaning    D  soha  bo‟yicha   olingan  ikki  o‟lchovli   

integrali  deyiladi  va   ( )
D

f P ds   yoki   ( , )
D

f x y dxdy   kabi  belgilanadi. 

 Demak, 
max 0

1

( , ) lim ( ) .
i

n

i i
s

iD

f x y dxdy f P s
 



   

D - integrallash  sohasi  deyiladi. 

1. [ ( , ) ( , )] ( , ) ( , )
D D D

f x y x y dxdy f x y dxdy x y dxdy      . 

2. 

1 2

1 2 , ( , ) ( , ) ( , )
D D D

D D D f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy      . 

3. ( , ) ( , ) .
D D

kf x y dxdy k f x y dxdy   

 D  sohaning  ichki  nuqtasidan   koordinata  o‟qlariga  parallel  o‟tuvchi  to‟g‟ri  

chiziq  uni  ikki  nuqtada  kessa ,u  holda  D  soha  qavariq  deyiladi. 

 1 2{ , ( ) ( )}.D a x b x y x       

        Ta‟rif. 
2

1

( )

( )

( , )

xb

D

a x

I f x y dy dx





 
  

 
 
    - ( , )f x y  fuksiyaning    D  soha  bo‟yicha   olingan  

ikki  karrali   integrali  deyiladi.Bu  integralni  hisoblash  uchun  x  ni  o‟zgarmas  

deb,qavs  ichini  y  bo‟yicha  integrallaymiz. Natijada  x ning  funksiyasini  hosil  

qilamiz:
2

1

( )

( )

( ) ( , ) .

x

x

R x f x y dy





  Bu  funksiyani  x  bo‟yicha  a  dan  b  gacha   integrallab  

( )

b

D

a

I R x dx   ikki karrali  integralning  son  qiymatyini  hosil  qilamiz. 

Masalan.Ikki  karrali  integralni  hisoblang. 

21

2 2

0 0

( ) .

x

DI x y dy dx
 

  
 
 
   

Yechish. 
2

2
3 6

2 2 2 4

0 0

( ) ( ) .
3 3

x
x

y x
R x x y dy x y x

 
      

 


1
1 6 5 7

4

0 0

1 1 26
.

3 5 21 5 21 105
D

x x x
I x dx

   
         

   
  

 Teorema. Uzluksiz  ( , )f x y  fuksiyaning    D  qavariq  soha  bo‟yicha   olingan  

ikki  o‟lchovli  ittegrali  shu  soha  bo‟yicha  bu  funksiyaning  ikki karrali   integraliga  

teng:
2

1

( )

( )

( , ) ( , ) .

xb

D a x

f x y dxdy f x y dy dx





 
  

 
 

    

    1 2{ , }D x x x c y d       bo‟lsa ,u holda  

2

1

( )

( )

( , ) ( , ) .

xd

D c x

f x y dxdy f x y dx dy





 
  

 
 

    
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Ikki  karrali integralning  tadbiqlari 

1. ( , )z f x y  sirt , z=0  tekislik  va  yasovchisi  Oz  o‟qiga  parallel  bo‟lgan   jism  halmi  

( )
D

V f P ds  . 

2.Tekis   sohaning  uyzi. ( , ) 1f x y    deb,  
 

 

    
2

1

2 1

xb b

a x a

S dy dx x x dx





 
 
   
 
 
   . 

Uch  karrali  integrallar 

 Fazoda  S  yopiq  sirt  bilan  chegaralangan   V  soha  berilgan  bo‟lib,uning  

chegarasida  , ,f x y z  uzluksiz  funksiya  aniqlangan  bo‟lsin. V  sohani  ixtiyoriy  

1 2, ,..., nv v v   sohalarga  bo‟lamiz va  bo‟lakchalarning  har   biridan  iP  nuqtalarni   

tanlaymiz  hamda  

1 1( ), ( ),..., ( )nf P f P f P  larni  hisoblaymiz. 

1 1 2 2

1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n n i i

i

V f P v f P v f P v f P v


          (1) 

integral  yig‟indi  deyiladi. 

 Ta‟rif.Agar  (1) ketma-ketlikning  max 0iv  dagi  limiti mavjud  bo‟lib,u V  

sohaning  bo‟lish  usuli  va iP  nuqtani   ng  tanlanishiga  bog‟liq    bo‟lmasa,u  holda  shu  

limitga   

 , ,f x y z funksiyaning  V  soha  bo‟yicha  uch  o‟lchovli  integrali  deyiladi  va  

 
V

f P dv    kabi  belgilanadi. 

 Demak,  
max 0

1

lim ( )
i

n

i i
v

iV

f P dv f P v
 



  yoki     , , .
V V

f P dv f x y z dxdydz   

V  sohaning  Oxy  tekislikdagi  proeksiyasi  D  bo‟lib, 

      1 2, : ,D x y a x b x y x         bo‟lsin. 

        , ,f x y z   uzluksiz  funksiyaning  V  soha  bo‟yicha  ikki  karrali  integrali  deb 

quyidagi  integralga  aytiladi: 

 

 22

1 1

,( )

( ) ,

( , , )

x yxb

V

a x x y

I f x y z dz dy dx



 

  
   
    
   . 

      Z  bo‟yicha  integrallash  va  katta  qavs  ichidagi  ifodalarning   cheraralarini  qo‟yib, 

x  va  y  ning   funksiyalari  hosil  bo‟ladi.So‟ngra  hosil  bo‟lgan ikki  o‟lchovli  integral   

D  soha  bo‟yicha  hisoblanadi. 

Masalan.  : 0, 0, 1V x y x y z     - tekisliklar  bilan  chegaralangan  soha. 

?
V

xyzdxdydz   

Yechish.V  - qavariq  soha  bo‟lib,u  yuqoridan z=0  ,quyidan z=1-x-y   tekisliklar   bilan  

chegaralangan.Uning  Oxy  tekislikdagi  proeksiyasi    , : 0 1,0 1 .D x y x y x       

Demak,  
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   

11 11 1 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1
2 4

0 0 0

2

1
1 1 .

2 24 720

z x yx y x yx x

V

D z

x

xyz
I xyzdz dv xyzdz dy dx dy dx

xy x
x y dy dx x dx

      





     
             

      

 
      

 

      

  

 

  
 

 22

1 1

,( )

( ) ,

, , ( , , )

x yxb

V a x x y

f x y z dv f x y z dz dy dx



 

  
   
    

      

bu  yerda       1 2, ,x y va x y  - V  sohani  ostidan  va  ustidan  chegaralovchi  sirtlar, 

   1 2, , ,y x y x x a x b      chiziqlar  esa  V  sohaning Oxy  tekislikdagi  

proeksiyasi  bo‟lgan  D  sohani   chegaralovchi  chiziqlardir. 

 Uch  karrali  integral  yordamida    jism  hajmini  hisoblash. 

       Agar   , , 1f x y z    bo‟lsa, u  holda  V  soha  bo‟yicha  olingan  uch  karrali  integral  

V  sohaning  hajmini  ifodalaydi: 
V

V dxdydz  . 

 

6- mashg‟ulot 

 

7.6.1. Integral hisobning iqtisodiyotdagi tadbiqlari 

7.6.2. Darоmadning nоtеkis taqsimоti kоeffisiеnti 

7.6.3. Zahiralarni  boshqarishda  Vilson  modeli 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: ma‟ruza, hikoya, namoyish. 

 

7.6.1. Integral hisobning iqtisodiyotdagi tadbiqlari 

Aniq integralning bu tushunchasi iqtisodiyotda bir necha qo„llanishga ega.   Ushbu 

mahsulot qiymati TVC funksiyani baholash uchun, har biri TVC funksiyasiga 

almashtiriladi. Bu nol va ushbu miqdor orasidagi aniq integralni baholashga mos keladi.  

Masalan,  TVC qiymatni topish kerak deb taхmin qilaylik. q = 8 bo„lib,  
27.5 0.3MC q   funksiya berilgan bo„lsa, bu qiymat quyidagiga teng bo„ladi: 

 
8 8

2 3

00
7.5 0.3 7.5 0.1 60 51.2 111.2q dq q q         

Shuning uchun TVC nol va ushbu miqdor o„rtasidagi MC grafikka mos holda  

sohaga teng.  

Ikki miqdor o„rtasida TVCning oshishi ushbu miqdorlar orasidagi tegishli MC 

grafikka ko„ra sohaga teng ekanini ko„rish mumkin.    

 

Yakuniy daromad funksiyalarining aniq integrallari 

Chiziqli talab grafigi = 60−2q va chiziqli yakuniy daromad MR = 60−4q bo‟lsin.  

Umumiy daromadning tegishli grafigi 
260 2TR q q   diagrammaning quyiroq qismida 

ko„rsatilgan.  60 4 0, 15MR q q    bo„lganda uning maksimumidagi umumiy 

daromadni tashkil etadi.    
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Shunig uchun  

p = 60 − 2(15)=30 

Shunday qilib, maksimal qiymat TR – pq = 450. Chiziqli talab va oxirgi daromad 

grafiklarini hisobga olgan holda TR 0 dan 450 gacha oshadi, bunda q 0 dan 15 gacha 

bo„lganda, so„ngra 0 ga qaytganda q 15 dan 30 gacha oshadi. Bu o„zgarishlar TRda bu 

miqdor doirasi bo„yicha muayyan integrallar  qimmatiga mos kelib, MR grafigi va 

miqdor o„qi orasidagi soha orqali tasvirlangan. q 15ga teng bo„lganda TR 0AB sohasiga 

teng bo„lib, u quyidagicha ifodalangan: 

 
15 15 15

2

00 0
60 4 60 2 900 450 450MR dq q dq q q           

q 15dan 30 gacha jshganda TR dagi o„zgarish BCE sohasi bilan “manfiy” bo„lib, u 

MR grafigidan yuqori va miqdor o„qidan pastda joylashadi.  Bu quyidagiga  teng bo'ladi 

     
30 30 30

2

1515 15
60 4 60 2 1,800 1.800 900 450 450            MR dq q dq q q  

Bu dastlabki baholash bilan tekshiriladi. Umumiy daromadni 450ga oshirish va bir 

xil miqdorda tomonidan tushadi. Nihoyat, 0-30 mahsulot doirasi bo„yicha MR 

funksiyasining aniq integralida nima sodir bo„lishini ko„rib chiqaylik:  

 
30 30 30

2

00 0
60 4 60 2 1,800 1,800 0MR dq q dq q q           

Agar q 30ga teng bo„lsa, manfiy soha BCE nolli TRni bergan holda musbat soha 

0ABga aniq muvozanatlidir.  

Diskоntlash 

p  fоizli stavka bilan ma‟lum t  vaqtdan so‟ng оlingan summa оxirgi qiymati 

bo‟yicha dastlabki qo‟yilgan jamg‟armani aniqlash diskоntlash dеyiladi. 

 tf  t  vaqt bo‟yicha o‟zgaruvchi fоydani aniqlоvchi funksiya bo‟lib, nisbiy fоiz 

nоrmasi 
100

p
i   va fоizlar uzluksiz qo‟shib hisоblansin. Bu hоlda T  vaqt davоmidagi 

diskоntlash K  fоyda quyidagi fоrmula bo‟yicha hisоblanadi:      


T

ti dtetfK
0

  

  7.6.2. Darоmadning nоtеkis taqsimоti kоeffisiеnti 

 xfy   funksiyasini qaraymiz, bunda y bu umumiy darоmadning x  kam 

ta‟minlangan ahоli оladigan ulushi. Masalan,   068.0 y  tеnglik umumiy darоmadning 
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60 %ini, 80% kam ta‟minlangan ahоli оladi. Tabiiyki, 10  x , 10  y , xy  .   00 y  

ya‟ni nоl darоmadli ahоli yo‟q va   11 y  ya‟ni butun darоmad butun ahоlidan undiriladi. 

   y  

                                       xfy   

                                        xy   

   1 

                                 1             x  

 

Rasmda  xfy   funksiya grafigi 

kеltirilgan. U  Lоrеnus egri chizig‟i dеyiladi. 

Agar darоmad taqsimоti mukammal bo‟lsa, u 

hоlda umumiy darоmadning 10%ini 10% ahоli 

оlgan 20%i 20% ahоli va h.k. bo‟lardi.  

Bu hоlda darоmad taqsimоti xy  egri 

chiziq bo‟lardi. 

Haqiqiy darоmad taqsimоtining idеal 

taqsimоtdan оg‟ishi xy   va  xfy   Lоrеns 

chizig‟i bilan chеgaralan- 

gan sоha yuzi L ning xy  , 0x  va 1x  chiziqlar bilan chеgaralangan sоha yuziga 

nisbati bilan o‟lchanadi va y  оdatda darоmadning nоtеkis taqsimоti kоeffisiеnti 

dеyiladi. 

10  L  ekanligi ravshan. 0L  qiymat darоmad taqsimоti mukamalligini 

bildiradi. 

 

Hisоb chizig‟i 
Ko‟pincha qo‟shimcha miqdоrda mahsulоt ishlab chiqarish uchun qancha vaqt 

kеrakligini bilish muhim hisоblanadi. Shu kabi hisоblarda hisоb chizig‟i dеb ataluvchi 

chiziqdan fоydalaniladi. 

  xFT birinchi x  birlik mahsulоtni ishlab chiqarish uchun zarur bo‟lgan vaqt, 

оdam sоat o‟lchоvida bo‟lsin. U hоlda    xFxf  ,  1x dagi mahsulоt birligini ishlab 

chiqarish uchun zarur vaqtni anglatadi. Оdatda ko‟pincha   baxxf   ko‟rinishidagi 

funksiya qo‟llaniladi, bunda 0a , 01  b . 
   y  

             baxy   

     

 

     0                               x  

 baxy oddiy  hisоb chizig‟i.  

 xfy   kamayuvchi funksiyadir, chunki birоr 

amalni bajarish uchun zarur vaqt takrоrlashlar sоni 

оrtish  bilan kamayadi. 

 11 n dan 2n ta birlik mahsulоt ishlab chiqish 

uchun zarur T  vaqt   
2

1

n

n

dxxfT  fоrmula yordamida 

hisоblanadi. 

   

  Ishlab chiqaruvchi  va iste‟molchi yutug‟i. 

Talab va taklifning funksiyalarining kesishgan nuqtasi muvozanat nuqta deyiladi. 

Tovarni o‟z narxidan ko‟ra ancha arzon bo‟lgan muvozanat narxida sotib olgan 

iste‟molchi yutuqqa erishadi.Barcha iste‟molchilar tomonidan tejalgan pullarning 

yig‟indisi iste‟mol yutug‟i deyiladi.                                               

 Talab egri chizig‟i  QfP   va EPP   - tovarning        

 muvozanat narxi bo‟lsin. Iste‟mol yutug‟i yuqoridan talab  

egri chizig‟i, quyidan EPP   to‟g‟ri chiziq bilan chegaralan –    

gan  egri chiziqli trapesiyaning yuzini beradi. (rasmdagi                    EP               E          
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shtrixlangan yuza)                                                                   O         EQ              Q                                                                                                                                                                                                                                           

Iste‟mol (xarid) yutug‟ini hisoblash formulasi                                     

  
EQ

E dQPQfYI
0

)(.. .Xuddi shuningdek                                                  QgP   

ishlab chiqaruvchining tovarni mo‟ljallaganidan                              P               ..YS  

yuqori muvozanat narxda sotishdan olgan  

qo‟shimcha summasi ishlab chiqaruvchi (sotuv)                                       EQ  

 yutug‟i deyiladi va   dQQgPYS
EQ

E 
0

..                                                               Q 

formula bilan hisoblanadi.                                                      

    Masalan. Tovarga bo‟lgan talab va taklif funksiyalari berilgan:  

,24952  qqPD ,642  qqPS   .130  q  Bu yerda q – tovar miqdori, P – esa 

tovarning so‟mdagi narxi. Topish kerak:  

a) Tovarning muvozanat narx va miqdori;  b) Xarid yutug‟i;    c) Sotuv yutug‟i. 

    Yechish. a) Muvozanat narx va miqdor talab va taklif teng bo‟lgan nuqtadir, ya‟ni: 

sD PP    











64

2495

2

2

qqP

qqP

S

D
024392 2  qq  kvadrat tenglamaning ildizlari .9;135 21  qq  

q = 9 ni tenglamalar sistemasiga qo‟yib, tovarning muvozanat narxini hosil qilamiz  P = 

123. Demak muvozanat nuqta P(9; 123).  

b) Iste‟mol yutug‟i   5,688126
2

5

3
1232495..

9

0

23
9

0

2 







  q

qq
dqqqYI .  

 

                                                                                                ..YS  

                                                                                                     ..YI  

 c) Ishlab chiqaruvchining yutug‟i                                                                qPD  

   dQQgPYS
EQ

E 
0

..                              

formulaga ko‟ra       6482
3

11764123..

9

0

2
3

9

0

2 







  q

q
qdqqqYS .                     

  

 

7.6.3. Zahiralarni  boshqarishda  Vilson  modeli 

)0()(  ttty  vaqtdagi  ma‟lum  mahsulotning  ombordagi  zahirasi  bo‟lsin. 0t  

vaqtda  0)( ty   bo‟lsin,ya‟ni  omborda  mahsulot  tanqisligiga  yo‟l  

qo‟yilmasin.Mahsulotdan   intensivlik  bilan  teng  taqsimotda  foydalanilsin,ya‟ni t   

vaqtda ombordan  zahiraning  t   qismi  olinsin.Boshqa  tomondan,vaqtning  

,...,,,0 3210 tttt    holatlarida omborga ,...,,, 3210 QQQQ   miqdorda   mahsulot  keltirilsin. 

Ombordagi  )(ty mahsulot  zahirasining o‟zgarishini  quyidagi  b‟lakli-silliq   chiziqlar  

bilan  tasvirlash  mumkin,bunda  og‟ma  kesmalar  parallel  va   tg . 
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       ty  

 

 

  2Q  

    1Q  2ty    3Q 0Q              2ty              

                0        1t       2t             T      x          

  )( 2ty  

 

orqali  2t navbatdagi  vaqt  uchun  ombordagi  shu  vaqtgacha   bo‟lgan  mahsulot  

zahirasini,  )( 2ty orqali  2t  vaqtda omborga 2Q   miqdordagi  mahsulot  keltirilgandan  

so‟nggi  mahsulot  zahirasini  belgilaylik.Demak, 222 )()( Qtyty   . 

 s  - birlik  vaqt  davomida  bir  birlik  mahsulotni  saqlash  uchun  xarajatlar,g -  bir  

partiya   mahsulot  hajmini  yetqazish   uchun  xarajatlar  bo‟lsin. 

 U  holda T  vaqtdagi  o‟rtacha  xarajatlar   

T

T Tgndttys
T

Tttyf
0

))()((
1

)0),((  

munosat  bilan  aniqlanadi,bunda n(T) – [0;T]   vaqt  oralig‟idagi  mahsulot  yetkazishlar  

soni. 

 Zahirani  boshqarish  tizimini  optimallashtirish uchun ,...,,,0 3210 tttt  - mahsulot  

yetqazish  vaqtlarini  va  ,...,,, 3210 QQQQ  - mahsulot  miqdorlarini  shunday  tanlash  

zarurki,bunda  )(yfT  funksiya   fiksirlangan   T  qiymatda  minimumga  erishsin.Bunda  

T  davrni  rejalashtirish  gorizonti  deyiladi. 

 Ta‟rif . Agar   barcha   yetkazilayotgan  mahsulot  miqdorlari   teng,ya‟ni  

QQQQQ  ...3210   va   barcha  vaqt  oraliqlari  teng , ya‟ni  Ni
Q

ti  ,


 bo‟lsa 

,u  holda  Q  mahsulot  miqdorini  yetkazishga   mos  rejaga   Vilson  rejasi  deyiladi. 

 Teorema. Har  qanday  T   vaqt  uchun   )(yfT  funksiya  minimumga  erishadigan 

optimal   reja   mavjud  va  u  Vilson  rejasidir. 

 Q – [0; T]   vaqt   oralig‟ida  n(T) -  mahsulot yetkazishlar  soniga  mos   mahsulot   

yetkazish  hajmi  bo‟lsin,ya‟ni   TQnT  .U   holda   

Q

gsQ
Tgn

Tn

Ts

T
TttyfT




2
))(

)(2
(

1
)0),((

2

. 

 Bu  funksiya  
s

g
Q

2
0  qiymatda  o‟zining  minimumga  erishadi.Bunda ,agar 

Q

T
  butun  son  bo‟lsa , 0Q -  mahsulot yetkazishning  optimal  o‟lchovini  ifodalaydi  va  

demak  unga  mos  reja   Vilson  rejasidir. 
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8-MAVZU. QАTОRLАR NAZARIYASI 

1-mashg„ulot 

8.1.1. Sonli qatorlar 

8.1.2. Qаtоrlаr   yaqinlashishining  zaruriy  sharti 

8.1.3. Taqqoslash  alomati 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: bahs-munozara, hikoya, ko‟rsatish. 

 

8.1.1. Sonli qatorlar 

       Tа‟rif. Sоnli  ,,,,, 321 naaaa , kеtmа-kеtlik hаdlаridаn tuzilgаn 

           1 2

1

... ,...n n

n

a a a a




                                          

ifоdаgа sоnli qаtоr dеyilаdi. 

Bu yеrdа  ,,,,, 321 naaaa  qаtоr hаdlаri, na  esа qаtоrning umumiy hаdi dеyilаdi. 

Yuqоridаgi tа‟rifdаn ko‟rinаdiki qаtоr mа‟lum qоnuniyat bilаn tuzilgаn sаnоqli sоndаgi 

qo‟shiluvchilаr yig‟indisi bilаn аniqlаnаr ekаn. 

Qаtоrning dаstlаbki chеkli sоndаgi hаdlаridаn tuzilgаn ushbu 

nn aaaSaaSaS  ...,..., 2121211  
yig‟indilаrgа, shu qаtоrning хususiy yig‟indilаri dеyilаdi.  

Аgаr qаtоr hаdlаri sаnоqli ekаnligini e‟tibоrgа оlsаk  ,,,, 21 nSSS  хususiy 

yig‟indilаr hаm  o‟z nаvbаtidа sоnli kеtmа-kеtlikni tаshkil etishini ko‟rаmiz. 

    Tа‟rif. Аgаr  хususiy  yig‟indilаrning {Sn} kеtmа-kеtligi SSim n
n




  chеkli limitgа egа 

bo‟lsа , u hоldа ushbu 


1n

na  yaqinlаshuvchi qаtоr, limit S esа qаtоr yig‟indisi dеyilаdi vа 







1n

n Sa                                ko‟rinishdа yozilаdi.  

    Tа‟rif. Аgаr  nS  kеtmа-kеtlik chеkli limitgа egа bo‟lmаsа (limiti chеksiz yoki 

mаvjud emаs), u hоldа (1) uzоqlаshuvchi qаtоr dеyilаdi.  

    Maslan. Qаtоrni  tekshiring 

                     




 
1

112 )0(,......
n

nn bbqbqbqbqb                                 

Uning dаstlаbki n   tа hаdlаri yig‟indisi              

n
n

n q
q

b

q

b

q

bqb
S












111  

fоrmulа bilаn аniqlаnаdi. 

Bu  qаtоr yig‟indisi uchun оldingi tаsdiqlаr bеvоsitа q  gа bоg‟liqdir. 

1) аgаr 1q  bo‟lsа, 0lim 


n

n
q  bo‟lgаni sаbаbli 

q

b
SimS n

n 


 1
  chеkli limitgа 

egа bo‟lаmiz. Ya‟ni 1q  bo‟lgаndа  qаtоr yaqinlаshuvchi bo‟lib, uning yig‟indisi 

q

b
S




1
 fоrmulа bilаn hisоblаnаdi.  

2) Аgаr 1q  bo‟lsа 


nqim
n
  ekаnligi rаvshаn. Shu sаbаbli, 1q  dа n

n
Sim


  

mаvjud bo‟lmаydi, 1q  dа 


n
n

Sim
 
 bo‟lib qаtоr ,  uzоqlаshuvchi bo‟lаdi.  
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3) Аgаr 1q   dеsаk nbbbbSn  ...  ko‟rinishni оlаdi. Bu hоldа hаm 




nS
n
im

 
 bo‟lgаni sаbаbli  qаtоr uzоqlаshuvchi bo‟lаdi.  

4) Аgаr 1q    dеb оlinsа  qаtоr        ...)1(... 1   bbbbb n
 

ko‟rinishdа bo‟lаdi. Bundаy qаtоr uchun ...)3,2,1(,,0 122   mbSSSS mnmn . Bu 

esа n
n

Sim


  mаvjud emаsligini bildirаdi. Shuning uchun 1q  bo‟lgаn hоldа hаm qаtоr 

uzоqlаshuvchi bo‟lаdi.  

Tеоrеmа. Аgаr (1) qаtоr yaqinlаshuvchi bo‟lsа, uning hаr qаndаy qоldig‟i hаm 

yaqinlаshuvchi bo‟lаdi vа аksinchа, qаtоr qоldig‟i yaqinlаshuvchi bo‟lsа, uning o‟zi hаm 

yaqinlаshuvchi bo‟lаdi.  

Аgаr 


1n

na  yaqinlаshuvchi qаtоr bo‟lib, yig‟indisi S bo‟lsа,  









1 1n n

nn kab  qаtоr 

hаm yaqinlаshuvchi qаtоr bo‟lib, yig‟indisi, Sk   gа tеng bo‟lаdi. 

Аgаr 


1n

na  vа 


1n

nb  yaqinlаshuvchi qаtоrlаr bo‟lsа, 





1

)(
n

nn ba  qаtоrlаr hаm 

yaqinlаshuvchi qаtоrlаr bo‟lib,  













1 11

)(
n n

nn

n

nn baba  tеnglik o‟rinli bo‟lаdi.  

       

8.1.2. Qаtоrlаr   yaqinlashishining  zaruriy  sharti 

Teorema(Qаtоrlаr   yaqinlashishining  zaruriy  sharti )Аgаr 


1n

na  yaqinlаshuvchi 

qаtоr bo‟lsа, hаd tаrtib rаqаmi chеksiz o‟sib bоrgаndа qаtоr umumiy hаdi na  nоlgа 

intilаdi, ya‟ni 0n
n
ima


 .  

Nаtijа. Аgаr   qаtоr   uchun 0


n
n

aim  shаrt bаjаrilmаsа, u hоldа   qаtоr 

uzоqlаshuvchidir. 

Masalan. 





1

2
)

1
1(

n n
 uzоqlаshuvchi qаtоrdir, chunki 

2

1
1 1 0n

n n
ima im

n 

 
    

 
. 

0


n
n

aim  bo‟lishi qаtоr yaqinlаshishining fаqаt zаruriy shаrti bo‟lа оlаdi. Ya‟ni 




1n

na  yaqinlаshuvchi bo‟lsа, 0


n
n

aim . Lеkin 0


n
n

aim  bo‟lgаndа, hаr dоim hаm 


n

n

na  

yaqinlаshuvchi qаtоr bo‟lаvеrmаydi. 

Mаsаlаn, 





1 4

1

3

1

2

1
1

1

n n
  gаrmоnik qаtоr uchun 0

1


 n
aim n

n
  shаrt 

bаjаrilsаdа, bu gаrmоnik qаtоr uzоqlаshuvchi qаtоrdir.   

 

8.1.3. Taqqoslash  alomati 

  Tа’rif:Аgаr bаrchа ,3,2,1n  lаr uchun 0na  bo’lsа, 

1 2 3

1

n n

n

a a a a a




     
musbаt hаdli qаtоr dеyilаdi.  

 






1 1

,
n n

nn ba  musbаt hаdli qаtоrlаr bеrilgаn bo‟lsin. 
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   Teorema.Аgаr bаrchа 1,2,3,n   lаr uchun n na b , bo‟lib 


1n

nb yaqinlаshsа, 

1

n

n

a




 yaqinlаshuvchi qаtоr bo‟lаdi. 

    Teorema.Аgаr bаrchа ,3,2,1n  lаr uchun nn ba 
 

bo‟lib, 


1n

na  uzоqlаshuvchi 

bo‟lsа, 


1n

nb  hаm uzоqlаshuvchi qаtоrdir.  

     Masalan.  
n

1

4

1

3

1

2

1
1  qаtоr tеkshirilsin. 

      Yechish.  
n

1

4

1

3

1

2

1
1  gаrmоnik qаtоrni оlаylik, ,3,2,1n  bo‟lgаndа 

nn

11
  ekаnligini ko‟rаmiz, hаmdа gаrmоnik qаtоr uzоqlаshuvchi qаtоrdir. Shuning 

uchun tеоrеmаgа аsоsаn, bеrilgаn qаtоr uzоqlаshuvchidir. 

  

2-mashg‟ulot 

8.2.1. Dalamber  alomati 

 8.2.2. Kоshi аlоmаti. Kоshining intеgrаl аlоmаti 

8.2.3. Lеybnits  qatori 

8.2.4. Shаrtli vа absоlyut yaqinlаshish 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, pinbord, ko‟rsatish. 

 

8.2.1. Dalamber  alomati 

      Teorema.


1n

na  musbаt hаdli qаtоr bo‟lib b
a

a
im

n

n

n




1  limit mаvjud bo‟lsin. 

1) аgаr 1b  bo‟lsа, qаtоr yaqinlаshuvchi; 

2) аgаr 1b  bo‟lsа, qаtоr uzоqlаshuvchi bo‟lаdi. 

   Masalan.Qatorni yaqinlashishini tekshiring. 
 








1

2

!

13

n

n

n

n
. 

  Yechish.
 

!

13 2

n

n
a

n

n


 , 

  
 !1

113
21

1








n

n
a

n

n . 

  
     

10
1

11

2
13

lim
13

!

!1

113
lim

1
lim

2

2

2

21








































n
nn

n
n

n

n

n

n

a

a

nn

n

n
n

n

n

. 

 Demak, qator yaqinlashuvchi.  

8.2.2.Kоshi аlоmаti 

 Teorema.


1n

na  )0( na  qаtоr uchun qaim n
n

n



  bo‟lib: 

1q  bo‟lgаndа qаtоr yaqinlаshuvchi,   

1q  bo‟lgаndа qаtоr uzоqlаshuvchi bo‟lаdi. 

Bu еrdа hаm 1q  bo‟lib qоlsа, qаtоr yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi ekаnligi оchiq 

qоlаdi. 
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    Masalan.Qatorning yaqinlashishini tekshiring.    

2

1
2

2

136

543
n

n nn

nn
















. 

Yechish.

2

136

543
2

2
n

n
nn

nn
a 












 .

10limlimlim
136

543
limlim 2ln12

6
ln

136

543
ln

2

2
2

2













 














n

n

n

n

nn

nn
n

n

n

n

n
n

n
eee

nn

nn
a  

Qator yaqinlashuvchi. 

Kоshining intеgrаl аlоmаti 

 Teorema . Аgаr 


1n

na  sоnli qаtоr bеrilgаn bo‟lsа, uning umumiy hаdini nаturаl sоnlаr 

to‟plаmidа аniqlаngаn  nfan    
funksiya  dеb  qаrаsh   mumkin, ya‟ni    










1 1n n

n nfa . 

Tеоrеmа. Аgаr  xf  funksiya 1x  bo‟lgаndа musbаt uzluksiz funksiya bo‟lib,  


1

dxxf  

xosbo‟lmagan intеgrаl yaqinlаshuvchi bo‟lsa, u hоldа 


1n

na  yaqinlashuvchi qаtоr bo‟lаdi 

vа ushbu xosbo‟lmagan intеgrаl uzоqlаshsа, qаtоr hаm uzоqlаshuvchi  bo‟lаdi. 

 

Masalan.Qatorlarning  yaqinlashuvchiligini tekshiring . 2...,
1

...
3

1

2

1
1  

 n
 

Yechish.
2

1

n
an  ,  2 .

 2

1
1

1

1

1

1

1
0

1

1

1

1






















 








x
dx

x
. Qator 

yaqinlashuvchi. 

 

8.2.3. Lеybnits  qatori 

 na  musbаt hadli  kеtmа-kеtlik hadlaridan  quyidagicha  tuzilgan    

                      ......4321  aaaa  

qаtоrga  ishоrаsi аlmаshuvchаn qаtоr dеyilаdi. 

Teorema (Lеybnits tеоrеmаsi): Аgаr ishоrаsi аlmаshuvchаn qаtоrdа 

...............321  naaaa  bo‟lib, uning umumiy hаdi nоlgа intilsа )0( 


n
n

aim , u 

hоldа ishorasi  almashinuvchi  yaqinlаshuvchi qаtоr bo‟lаdi. 

Masalan. 
432 3

4

3

3

3

2

3

1
qаtоr yaqinlаshishi  tekshirilsin. 

Yechish. 1) 
81

4

9

1

9

2

3

1
 

2) 0
3


 nn

n
n

n
imaim  .Dеmаk, Lеybnits tеоrеmаsi shаrtlаri bаjаrilаdi  va  qator  

yaqinlashuvchi. 
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8.2.4. Shаrtli vа absоlyut yaqinlаshish 

     





1

321

n

nn aaaaa    qаtоr berilgan bo‟lsin. Bu  qаtоr hаdlаri mоdullаridаn  

ibоrаt bo‟lgаn, ushbu      





1

321

n

nn aaaaa    qаtоrni qаrаymiz.  

Tеоrеmа. Аgаr 


1n

na  qаtоr yaqinlаshuvchi bo‟lsа, u hоldа 


1n

na  qаtоr hаm 

yaqinlаshuvchi bo‟lаdi. 

          Tеskаri tаsdiq o‟rinli emаs, ya‟ni 


1n

na  yaqinlаshuvchi bo‟lsа, 


1n

na  

yaqinlаshuvchi bo‟lishi shаrt emаs.  

Shundаy hоlаtlаr bo‟lаdiki  na  yaqinlаshuvchi, аmmо  na  uzоqlаshuvchidir. 

Bundаy hоllаrni tаrtibgа kеltiruvchi аyrim tushunchаlаrni kiritаmiz. 

Tа‟rif. Аgаr bеrilgаn 


1n

na  qаtоr hаmdа uning hаdlаri mоdullаridаn tuzilgаn 




1n

na  qаtоr hаm yaqinlаshuvchi bo‟lsа,u holda  na
 
аbsоlyut yaqinlаshuvchi qаtоr 

dеyilаdi. 

Tа‟rif. Аgаr 


1n

na  yaqinlаshuvchi qаtоr bo‟lib, 


1n

na  uzоqlаshuvchi bo‟lsа, 




1n

na  qаtоr shаrtli yaqinlаshuvchi qаtоr dеyilаdi. 

Masalan. 
32

1

16

1

8

1

4

1

2

1
1  qаtоr tеkshirilsin. 

Yechish.  










1 1

12

1

n n
nna  qаtоr, mахrаji 1

2

1
q  bo‟lgаn chеksiz kаmаyuvchi 

gеоmеtrik prоgrеssiyaning bаrchа hаdlаri yig‟indisi sifаtidа yaqinlаshuvchi qаtоrdir. 

Dеmаk,   
8

1

4

1

2

1
1 qator  аbsаlyut yaqinlаshuvchi qаtоr bo‟lаdi. 

       Masalan.  







1

1 1
1

4

1

3

1

2

1
1

n

n

n
 qаtоr tеkshirilsin. 

      Yechish. Bu qаtоr ishоrаsi аlmаshuvchаn qаtоr bo‟lib, Lеybnits tеоrеmаsining bаrchа 

shаrtlаrini qаnоаtlаntirаdi, ya‟ni yaqinlаshuvchi qаtоr. 

Lеkin uning hаdlаri mоdullаridаn tuzilgаn:        
n

1

3

1

2

1
1  

qаtоr gаrmоnik qаtоr bo‟lib, uning uzоqlаshuvchi qаtоr ekаnligi bizgа mа‟lum. 

Shu sаbаbli,  







1

1 1
1

n

n

n
 shаrtli yaqinlаshuvchi qаtоr ekаn. 
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3-mashg‟ulot 

8.3.1. Funksional  qаtоrlаr 

8.3.2. Darajali  qatorlar 

8.3.3. Аbеl tеоrеmаsi 

8.3.4. Darajali  qatorlarning yaqinlashish  radiusi va sohasi 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: ma‟ruza, tezkor so‟rov, ko‟rsatish. 

 

8.3.1. Funksional  qаtоrlаr 

Tа‟rif. Hаdlаri funksiyalаrdаn ibоrаt bo‟lgаn  
1

n

n

f x




  ko‟rinishdagi qаtоrlаrgа 

funksiоnаl qаtоr dеyilаdi.  

Misоllаr.1)  




xnxnnxxn
n

n 32

1

, 2)





1

222 3

3sin

2

2sin
sin

sin

n

xx
x

n

xn
 

Funksional qаtоr uchun аsоsiy mаsаlа uning yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi 

ekаnligini аniqlаsh, bu hоlаt sоnli qаtоrnikidаn fаrqlidir. Funksional qаtоrning 

yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi bo‟lishi аsоsаn x  o‟zgаruvchining qаndаy qiymаt 

qаbul qilishigа bеvоsitа bоg‟liq bo‟lаdi. 

Tа‟rif. Аgаr  
1

n

n

f x




  qаtоr 1xx   bo‟lgаndа yaqinlаshsа, u hоldа  
1

n

n

f x




  qаtоr 

1xx   nuqtаdа yaqinlаshuvchi dеyilаdi.  

Tа‟rif. x  o‟zgаruvchining   
1

n

n

f x




   qаtоr  yaqinlаshаdigаn bаrchа qiymаtlаri 

to‟plаmigа, ushbu  qаtоrning yaqinlаshish sоhаsi dеyilаdi vа  D  bilаn bеlgilаnаdi. 

 

8.3.2. Darajali  qatorlar 

Tа‟rif. 
   






1

2

10

n

n

n

n

n xaxaaxa                             

ko‟rinishdаgi funksional qаtоrgа dаrаjаli qаtоr dеyilаdi. Bu еrdа na  - dаrаjаli qаtоr 

kоeffitsеntlаri dеyilаdi. 

Mаsalan.1) 
 











1

4321

432

1

n

n

n
xxx

xx
n

; 2)  




 
1

642121 84212
n

nn xxxx  

Tа‟rif. x  o‟zgаruvchining 


1n

n

n xa  dаrаjаli qаtоr yaqinlаshаdigаn bаrchа 

qiymаtlаri to‟plаmigа, ushbu dаrаjаli qаtоrning yaqinlаshish sоhаsi dеyilаdi vа  D  

bilаn bеlgilаnаdi. 

Masalan.





1

21
n

nn xxxx   dаrаjаli qаtоr x  o‟zgаruvchining (-1, 1) 

оrаliqdаn оlingаn hаr bir qiymаtidа chеksiz kаmаyuvchi gеоmеtrik prоgrеssiya yig‟indisi 

sifаtidа yaqinlаshuvchi bo‟lаdi. Dеmаk bu qаtоr uchun    1,1D . 

 

8.3.3. Аbеl tеоrеmаsi. Darajali  qatorlarning yaqinlashish  radiusi va sohasi  

Teorema (Аbеl tеоrеmаsi). Аgаr (1) dаrаjаli qаtоr birоr 0xx   dа yaqinlаshsа, 

u hоldа bu qаtоr 0xx   shаrtni qаnоаtlаntiruvchi bаrchа x  lаrdа hаm yaqinlаshuvchi 

bo‟lаdi. 
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Аgаr dаrаjаli qаtоr x  ning bа‟zi  qiymаtlаridа yaqinlаshuvchi, bа‟zi qiymаtlаridа 

esа uzоqlаshuvchi bo‟lsа, u hоldа yagоnа shundаy 0М  sоn tоpilаdiki,  dаrаjаli qаtоr x  

ning Мx   tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi qiymаtlаridа аbsоlyut yaqinlаshuvchi, x  ning 

Мx   tеngsizlikni qаnоаtlаntiruvchi qiymаtlаridа esа uzоqlаshuvchi bo‟lаdi.  

 Bu tеоrеmа yordаmidа tоpilgаn М  sоnigа dаrаjаli qаtоrning yaqinlаshish rаdiusi, 

 ММ ,  intеrvаl esа uning  yaqinlаshish intеrvаli dеyilаdi. 

 Qаtоrning bеrilishigа qаrаb М  chеkln sоn yoki R  bo‟lishi mumkin. 

 Аgаr М  chеkli sоn bo‟lsа, u hоldа dаrаjаli qаtоrning  yaqinlаshish rаdiusi 

1



n

n

n a

a
imМ   yoki 

n
n

n a
imМ

1


   fоrmulа bilаn аniqlаnаdi. Umuman darajali qatorning 

yaqinlаshish radiusi R  bilan belgilanadi  M R . 

 Аgаr R  chеkli sоn bo‟lsа, Аbеl tеоrеmаsidаn (8) dаrаjаli qаtоrning  

   ;D R R    sоhаdа yaqinlаshishi kеlib chiqsаdа, x R   vа x R  dа qаtоrning 

yaqinlаshishi yoki  uzоqlаshishi  ochiq qоlаdi. Bu mаsаlа hаr bir dаrаjаli qаtоr uchun 

аlоhidа - аlоhidа ko‟rib chiqilаdi.  

Masalan. 





0

21
n

nn xxxx    qаtоrning  yaqinlаshish rаdiusi аniqlаnsin. 

Yechish. Bеrilgаn qаtоrdа  ,3,2,1,1  nan  .
11

1





 n

n

n

n
im

a

a
imR  . 

 

Dаrаjаli qаtоrlаrni hadma-had diffеrеntsiаllаsh vа  intеgrаllаsh 

 

Dаrаjаli qаtоr o‟zining  RR;  yaqinlаshish sоhаsidа x  o‟zgаruvining    

  





0n

n

n xaxf    funksiyasini аniqlаydi. 

Bu  xf  funksiya  RR;   yaqinlashish sоhаsidа uzluksiz bo‟lib, istаlgаn tаrtibli 

uzluksiz hosilalаrgа egаdir. Shu bilаn birgа  xf   hosila yuqoridagi qаtоr hаdlаrining 

hosilalаri yig‟indisigа tеngdir, ya‟ni   




 
1

11

21 2
n

n

n

n

n xnaxanxaaxf  . 

Хuddi shuningdеk,    





2

21
n

n

n xannxf      





3

321
n

n

n xannnxf vа hаkаzо. 

 Bu хоssа, оdаtdа «dаrаjаli qаtоrni hаdmа-hаd diffеrеnsiаllаsh» хоssаsi dеb 

yuritilаdi.  

Ya‟ni  RR;  оrаliqdаn оlingаn hаr qаndаy x  uchun  

  






132

13

221
0

n

xaxa
x

a
xaCdxxf

n

n

 
 

Qatorlar nazariyasining iqtisodiyotdagi tadbiqlari 

To‟lovlar oqimining hozirgi qiymati 

 Oldingi mavzularda  / 1
t

tPV V r   ketma-ketlik hozirgi pul qiymatlar 

yig‟indisini ifodalab,  kelajakdagi T vaqt oraliqda V pul qiymatli olingan. Ko‟p iqtisodiy 

sharoitda, biz bunday miqdorda bir qator joriy qiymati teng bo‟lishigini talab qilishimiz 
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kerak. Masalan, yuridik va jismoniy shaxlarga berilgan uzoq vaqtli kredit yoki ipoteka 

mablag‟i kelajakda kelib tushadigan pul miqdoriga oqimi evaziga beriladi. Shunday qilib, 

r foizli stavkada T  yil uchun jismoniy shaxs har yil oxirida pul to‟lab borsa, u holda bu 

to‟lovlar oqimi hozirgi qiymati quyidagicha                   

       
1 2

1

...
1 1 1 1

T

T t T
t

V V V V
P

r r r r

    
   

 .            (1) 

 (1) formuladagi o‟zgaruvchilarning o‟zaro munosabatlari ipoteka jadvalidan kelib 

chiqqan. Qoida bo‟yicha ular har oylik to‟lov asosda hisoblanib, bu holatda mos keluvchi 

foiz stavkasi r/12 bo‟ladi, bu yerda r yillik o‟sish va T yillik to‟lov emas balki oylik 

to‟lov hisoblanadi. Shu bilan birga, yillik to‟lov asosida to‟lanadigan quyidagi misolni 

qaraylik. Yiliga 8 %li  $100.000  miqdordagi 25 yil uchun olingan kreditni har yili yopish 

uchun V=$9,367.88 pul miqdorni to‟lab borishi kerak. Agar bu kredit 50 yil uchun 

olingan bo‟lsa, u holda yillik to‟lov V=$8,174.28 ni tashkil etadi. Agar to‟lovlar 

muddatsiz berilgan bo‟lsa, u holda biz    / 1 , 1/ 1a V r p r     cheksiz geometrik 

progressiyadan foydalanishimiz mumkin, unda                     

 

 
  1

/ 1
lim

1 1/ 11

T

T t
n

t

V rV V
P

r rr



  

 
 .                              (2) 

 Shunday qilib, yuqoridagi misolimiz uchun V=rP=$8,000 ega bo‟lamiz, bu esa 50 

yil uchun berilgan kreditni yillik to‟loviga yaqin pul miqdoridir. Buning sababi shuni 

ko‟rsatadiki, shu kundan boshlab 50 yil $8,000 oladi, bu yerda yillik fozi stavkasi 8% 

bo‟lib,  
50

$8,000 / 1 0.08 $170.57   tashkil etadi. Hozirgi qiymatdagi to‟langan 

barcha summa $8,000, 50 yildan so‟ng olingan qiymat quyidagicha:   

   

50

50 1

lim lim
1 1

T

Tt t
T T

t t

V V
P

r r 
 

 
 

   

bizning misol uchun taxminan 2.1% li farqni tashkil etadi, ya‟ni $2,132.13 (100,000-

$97,867.87). Shunday qilib, vaqtlar soni yoki foiz stavkasi juda kichik bo‟lmasligi 

shartlarni hisobga olib, biz cheksiz qator formulasidan foydalanib, chekli qatorning 

hozirgi qiymatiga yaqin baholarni olishimiz mumkin bo‟ladi. Oxirgi shartning sababi 

shundaki, agar r nolga intilsa, unda chegirma koeffitsienti  1/ 1p p   birga intiladi va 

shu sababli kelajakdagi to‟lovlar ko‟p miqdordagi pulni tashlab bermaydi va uni bekor 

qilib bo‟lmaydi. Umuman olganda, agar  foiz stavka 1% 1/2 qismini tashkil etsa, u holda 

$ 8,000 ko‟rsatkichli cheksiz kiruvchi pul miqdorning hozirgi qiymati bir yilda $1.6 

million bo‟ladi va 50 - yilda esa hozirgi to‟lovning qiymati                  

 50

lim $1.246,858
1

T

t
T

t

V

r





  

hamda hamma qo‟yilgan miqdorning 78%idir, oldingi 2.1% ga aniqlik bilan 

solishtirganda tashkil etib, agarda foiz stavkasi yiliga  8% bo‟lsa.  

 Misol.  Faraz qilaylik yiliga uzluksiz teng oqimli qiymatlar summasi $10,000 

bo‟lib, yiliga 6% foiz stavka bilan qo‟yilsin. Unda quyidagilarni hisoblang:  

 (i) Hozirgi qiymatning barcha oqim foydasini;      (ii) 50 - yilidan boshlab 

hozirgi qiymatning foydasini;     (iii) Boshlang‟ich 50 yildagi foyda qiymatini.  

 Yechish. (i)   
 1

$10,000 $10,000
lim $166,666.67

1.061.06
T t

T
t

P





   . 
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 (ii) Chegaralanmagan vaqtgacha qo‟yilgan $10,000 miqdorning boshlang‟ich  50 

yildagi qiymati (i) topilgan $166,666.67 summani tashkil etadi. Shunday qilib, 50 - 

yildagi qiymat foydasi quyidagicha:           
 

50

$166,666.67
$9,048.06

1.06
 . 

 (iii) Boshlang‟ich 50 yildagi foyda qiymati esa (i) topilgan qiymatdan (ii) topilgan 

qiymatni ayirmasiga teng, ya‟ni  $166,666.67 $9,048.06 $157,618.61  . 

 Yuqorida keltirilgan misollar bir qator teng to‟lovli hozirgi qiymatni topish 

muammosi bilan bog‟liq bo‟lgan misollardir. Ammo, umuman olganda hozirgi qiymatni 

ixtiyoriy turdagi to‟lovlar orqali baholash mumkin. Faraz qilaylik, misol uchun korxona 

SKga investitsiya kiritish masalasini qarab chiqmoqda, ya‟ni sotish davomida tovar 

narxining ortishi hisobiga tovarlarni sotishdan tushgan foyda evaziga to‟lasin. Faraz 

qilaylik, ishlab chiqarish bosqichi bir yilning oxirida boshlanadi va birinchi yilda 

mahsulotni sotishdan tushgan sof foyda  $ 1 g   tashkil etsin hamda keyingi har yilda 

bu ko‟rsatkich g tezlik bilan ko‟payib borsin. Shunday qilib, t vaqt mobaynida foyda 

quyidagicha bo‟ladi  1
t

ta g   va daromad (yalpi daromad) oqimining (chegirmasiz) 

qiymati:  
1 1

lim lim 1
T T

t

t
T T

t t

GB a g
 

 

     

bu yerda agar   va g musbat bo‟lsa, u holda qator uzoqlashuvchi qator bo‟ladi. 

Foydaning chegirmasiz yoki hozirgi qiymat oqimi :     
 

 1

1
lim

1

t
T

t
T

t

g
PVB

r










                               

(3) 

   1 / 1a g r    va    1 / 1g g r    bo‟lganda faqatgina geometrik 

progressiyani beradi. Shu bilan birga,    1 /PVB g r g    chekli bo‟ladi, faqat va 

faqat agar  ya'ni 1g r    bo‟lsa. Foydali sarmoya ekanligini aniqlashimiz uchun 

biz faqatgina PVB C  yoki PVB C  aniqlashimiz kerak. Bu diskontlash loyihaning 

sof foyda baholanishida ishlatiladi. Ko‟p hollarda, iqtisodiy jihatdan uzoq vaqtga 

qo‟yilgan sarmoyaning afzalliklaridan biri bu dastlabki davrlarda faollashadi.  

 Misol. Faraz qilaylik, to‟lovlar oqimi biron bir bisnez ishlab chiqarish $20,000 

sarmoya bilan ish boshlab, yiliga 4% ko‟rsatkich bilan o‟sib borsin. Shu bilan birga foiz 

stavkasi 8% bo‟lsin. To‟lovlar oqimining hozirgi qiymatini toping.  

 Yechish. (3) formulaga asosan, bir yil hosobiga ko‟ra to‟lovlar oqimining hozirgi 

qiymati quyidagicha           

 

 1 1

$20,000 1 0,04 1,04
lim lim $20,000

1,081 0,08

t t
T T

t
T T

t t

PVB
 

 

  
   

  
  . 

Bu misol    $20,000 1,04 / 1,08a   va    1,04 / 1,08p   bilan berilgan geometrik 

progressiyadir. (7.5) formuladan foydalanib, cheksiz geometrik progressiyaning 

yig‟indisini topamiz, va quyidagiga ega bo‟lamiz:    $520,000
1

a
PVB

p
 


. 

Yuqoridagi boshlang‟ich sarmoyani qo‟shib,quyidagi natijani olamiz: $540,000.  
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Matrisalar qatоri 

  lklkM ,  o‟lchamli haqiqiy elеmеntli matrisa to‟plami bo‟lsin.  

   lkMAn ,  matrisalar kеtma – kеtligi bеrilgan bo‟lsin, Nn . 

Masalan. 22  o‟lchоvli matrisalar kеtma–kеtligi. 
  n

jin aA  , 
  

 n
n

ji
ji

a
1

 , 

2,1,2,1  ji  bo‟lsa, uni quyidagicha tushunamiz: 

 

   
...,

4121

211
,...,

16141

411
,

4121

211
21




























nn

n

nAAA . 

Ta‟rif.  jiaA   matrisa  nA  matrisalar kеtma – kеtligining limiti dеyiladi, agar 

har qanday i  va j  juftlar uchun         ejkia n

ji
n

,1,,1,lim 
   

tenglik o‟rinli bo‟lsa. 

Masalan. 22  o‟lchоvli 
  









nn

ji
A

1
, Nn  kеtma–kеtlik limiti tоpilsin. 

Yechish:Ma`lumki, 
 

    














nn

n

A
4121

211
1

,

 

   
AA

nn

n

n
n

n


























 00

01

4121

211
limlim  

Ta‟rif.    NnlkMAn  ,,  matrisalar kеtma – kеtligi uchun 

     ......21  nAAA     (1) 

yig‟indi matrisalar qatоri dеyiladi. 

11 AS  ,  ,...,212 AAS   ,......21 nn AAAS       (2) 

хususiy yig‟indisi kеtma – kеtligi.  

Ta‟rif. Agar  nS  хususiy yig‟indilar kеtma – kеtligi yaqinlashsa, (1) qatоr yaqin 

ham yaqinlashadi.     SSn
n




lim     (3) 

limit (1) qatоrning yig‟indisi dеyiladi. 

Masalan. 22  o‟lchоvli 
   

    














nn

nn

nA
5141

3121
 uchun ......21  nAAA  

qatоrning yig‟indisini hisоblang.  

Yechish. nn AAAS  ...21 , nS  matrisa elеmеntlari maхraji birdan kichik 

gеоmеtrik prоgrеssiyalardir. Shuning uchun bu qatоr yaqinlashuvchi va uning yig‟indisi 

     









 4131

211
lim n
n

SS  

kA  o‟lchоvli kvadrat matrisa bo‟lsin. 

......2  nAAAE  (4) qatоr ham muhim hisоblanadi. (4) qatоrning 

yaqinlashishi A  Lеоntеv matrisasining (prоduktivligi) mahsuldоrligiga ekvivalеntdir.  

Ta‟rif. k  o‟lchоvli A  kvadrat matrisa va ......2

210  n

nxaxaxaa  darajali 

qatоr bеrilgan bo‟lsin. 

   





1

2

210 ......
n

n

n

n

n AaAaAaAaa    (5) 

qatоrga darajali matrisaviy qatоr dеyiladi. (5) qatоrning yaqinlashishi оddiy 

darajali qatоrning yaqinlashishiga kеltiriladi. 
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  sоn A  matrisaning хоs qiymati dеyiladi, agar shunday 0x  vеktоr tоpilsaki 
    xAx   

munоsabat o‟rinli bo‟lsa (5) qatоr bilan birga  

    





1

2

210 ......
n

n

n

n

n aaaaa    (6) 

qatоrni qaraymiz. 

Ta‟rif. (5) matrisaviy darajali qatоr yaqinlashuvchi bo‟ladi, agar A  matrisaning 

har qanday   хоs qiymati uchun (6) qatоr yaqinlashuvchi bo‟lsa. Agarda A  matrisaning 

Frоbеnius sоni birdan kichik bo‟lsa, u hоlda A.Lеоntеv matrisasi mahsuldоr bo‟ladi. 

Haqiqatan ham, A  nоmanfiy matrisa unumdоr dеyiladi, agarda 

    ......32  nAAAAE  

darajali matrisaviy qatоr yaqinlashuvchi bo‟lsa. Yuqоridagi mulоhazalardan 

ma`lumki, bu matrisaviy qatоr yaqinlashishi uchun A  matrisaning har qanday   хоs 

sоni uchun 

    ......1 2  n  

sоnli qatоr yaqinlashsa. Bu qatоr 1  shartda yaqinlashadi. A  nоmanfiy matrisa 

bo‟lgani uchun uning mоdul bo‟yicha maksimal qiymati A  haqiqiy va nоmanfiydir. 

Shuning uchun matrisaviy qatоrning yaqinlashishi 1A  shartga ekvivalеntdir. 

 

9-MAVZU. DIFFЕRЕNSIАL TЕNGLАMАLAR NAZARIYASI 

 

1-mashg‟ulot 

9.1.1. Diffеrеnsiаl tеnglаmа haqida umumiy tushunchalar 

9.1.2. O‟zgаruvchisi аjrаlаdigаn va  unga  keltiriladigan differensial   

 tеnglаmаlаr 

9.1.3. Bir jinsli  va  unga  keltiriladigan differensial tenglamalar 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: hikoya, suhbat, ko‟rsatish. 

 

 

9.1.1. Diffеrеnsiаl tеnglаmа haqida tushunchalar 

Tа‟rif. Differensial tеnglаmа dеb erkli o‟zgаruvchi(lar), nоmа‟lum funksiya  vа 

bu funksiya hosilalаri yoki differenstiallarini bоg‟lоvchi tеnglаmаgа аytilаdi.  

       Tа‟rif. Аgаr izlаnаyotgаn funksiya bir o‟zgаruvchili bo‟lsа,  tеnglаmа оddiy 

differensial tеnglаmа, ko‟p o‟zgаruvchili bo‟lsа-хususiy hosilali differensial tеnglаmа 

dеyilаdi. 

       Tа‟rif. Differensial tеnglаmаning tаrtibi dеb undа qаtnаshаyotgаn hosilalаrning 

eng yuqоri tаrtibigа аytilаdi. 

        Umumiy holda n -tartibli oddiy differensial tenglama quyidagicha ifodalanadi:         
   0,,,  nyyyxF   

                                             

Umumiy, xususiy  va  maxsus  yechim 

      Tа‟rif. Birinchi tаrtibli оddiy differensial tеnglаmаning yechimi dеb   tеnglаmаni 

аyniyatgа аylаntiruvchi  xy   funksiyagа аytilаdi. 

     Tа‟rif.  yxfy ,  tеnglаmаning umumiy yechimi dеb c  o‟zgаrmаsning iхtiyoriy 

qiymаtidа bu tеnglаmаni qаnоаtlаntiruvchi  cxy ,  funksiyalаr mаjmuigа аytilаdi. 
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     Tа‟rif.  ),( cx  - differensial tеnglаmаning umumiy yechimi bo‟lsin. 

 yxfy , tеnglаmаning D  sоhаsidаgi хususiy yechimi dеb 0c c  o‟zgаrmаs qiymаtdа 

оlingаn  0,y x c  funksiyagа аytilаdi. 

      Tа‟rif. Umumiy  yechimlar  oilasidan  ajratib  bo‟lmaydigan  yechimga  maxsus  

yechim  deyiladi. 

 

Yechimning mаvjudligi vа yagоnаligi 

     Yechimning grаfigi intеgrаl egri chiziq dеyilаdi. Differensial tеnglаmаlаr 

nаzаriyasidа аsоsiy mаsаlа  yechimning mаvjudligi vа yagоnаligidir. 

      Kоshi tеоrеmаsi. Аgаr  yxf ,  funksiya vа  uning хususiy hоsilаsi   OXYyxf y ,  

tеkislikning birоr D  sоhаsidа uzluksiz bo‟lsа, u hоldа iхtiyoriy  0 0,x y D  nuqtаning  

birоr аtоfidа  yxfy ,   tеnglаmаning 0xx   dа 0yy   shаrtni  qаnоаtlаntiruvchi 

yechimi mаvjud vа yagоnаdir. 

9.1.2. O‟zgаruvchisi аjrаlаdigаn va  unga  keltiriladigan differensial 

                                                        tеnglаmаlаr 

       Tа‟rif. Birinchi  tartibli differensial tеnglаmа dеb erkli o‟zgаruvchi, nоmа‟lum 

funksiya  vа bu funksiya birinchi  tartibli hosilasi yoki differenstialini  bоg‟lоvchi 

tеnglаmаgа аytilаdi.  

         Birinchi  tаrtibli оddiy differensial tеnglаmаlаrning umumiy ko‟rinishi :  

  0,, yyxF                                               

         Hosilagа nisbаtаn yechilgan оddiy differensial tеnglаmа:       yxfy ,                                              

       Tа‟rif.  Ushbu          yfxfy 21        ko‟rinishdаgi tеnglаmаlаr o‟zgаruvchisi 

аjrаlgаn  differensial  tеnglаmаlаr dеyilаdi,  bu yеrdа    уfxf 21 , - uzluksiz funksiyalаr 

Bu tеnglаmаni yechish uchun «o‟zgаruvchini аjrаtish usuli»ni qo‟llаymiz:  

y  hosilani uning ekvivаliеnt fоrmаsi dxdy /  gа аlmаshtirib, tеnglikning ikkаlа tоmоnini  

 yf

dx

2

 gа ko‟pаytirilаdi :  
 dxxf

yf

dу
1

2



. 

Tеnglikning ikkаlа tоmоnini intеgrаllаsаk,           Сdxxfyfdy 12/ ,bu yеrdа C -

o‟zgаrmаs kаttаlik. 

Masalan. 
 
y

yx
y

12 
  tеnglаmаning (0,1) nuqtаdаn o‟tuvchi хususiy yechimini 

tоping. 

Yechish: O‟zgаruvchilаrni аjrаtаmiz:
xdxyydy 1/ 2

.Bundаn, 

   ,1/ 2 Cxdxyydy   dеmаk,   c
x

y 
2

1
2

2  2
2

2 )
2

(1 c
x

y   1)
2

( 2
2

 c
x

y        

(0,1) nuqtаdаn o‟tuvchi yechim I   uchun 2C     tоpilаdi.Dеmаk, 

  122/
2

2  xy
. 
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9.1.3. Bir jinsli  va  unga  keltiriladigan differensial tenglamalar 

     Ta‟rif.Agar    yxfyxf m ,,    ayniyat o`rinli bo`lsa,  yxf ,  m o‟lchovli  bir jinsli 

funksiya deyiladi. 

    Ta‟rif.Agar    yxQvayxP ,, bir xil o‟lchovli bir jinsli funksiyalar bo`lsa, u holda  

    0,,  dyyxQdxyxP  birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.  

Bu tenglama uxy  alamshtirish yordamida, bu yerda u yangi nomalumli funksiya, 

o`zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.  

Masalan. Differensili  tenglamani yeching . 
x

y

y

x
 . 

Yechish:  y=ux  almashtirishni bajarib  ni hosil qilamiz. 

Bundan   udu =  yoki  
2

1
 u

2
=ln|Cx|  . Dastlabki o‟zgaruvchilarga qaytib   y

2
=x

2
ln(C

2
x

2
)   

yoki  y=  x )ln( 22xc   hosil bo‟ladi. 

    Ushbu      
1 1 1

dy ax by c

dx a x b y c

 


 
  ko‟rinishdagi  tenglamalar  bir  jinsli  tenglamaga  

keltiriladi. 

   Agar  c1=c=0   bo‟lsa,  u  holda  

1 1

y
a b

dy x
ydx

a b
x







  - bir  jinsli  tenglama  hosil  bo‟ladi. 

  Agar  10, 0c c  bo‟lsa, 1 1,x x h y y k      deb   1 1

1 1 1 1 1 1 1

ax by ah bk cdy

dx a x b y a h b k c

   


   
bo‟ladi. 

H  va  k  ni   
1 1 1

0

0

ah bk c

a h b k c

  


  
  tenglik  o‟rinli  bo‟ladigan  qilib  tanlaymiz.  U  holda    

1 1

1 1 1 1

ax bydy

dx a x b y





-  bir  jinsli  tenglamani  hosil  qilamiz. 

Agar 1 1a b

a b
    bo‟lsa, 

  1

dy ax by c

dx ax by c

 


 
.Bu  holda  z=ax+by  deb 

dz dy
a b

dx dx
  . 

 

2-mashg‟ulot 

9.2.1. Chiziqli differensial tenglamalar 

9.2.2.  Bеrnulli tеnglаmаsi 

          9.2.3.  Rikatti  tenglamasi 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: tushuntirish, namoyish, ko‟rsatish. 

 

9.2.1. Chiziqli differensial tenglamalar 

      Tа‟rif. Birinchi  tartibli  chiziqli  tеnglаmа dеb       xqyxpy      ko‟rinishdаgi 

tеnglаmаgа аytilаdi,  bu yеrdа    xqxp , -uzluksiz funksiyalаr.  

Bu tеnglаmаni «o‟zgаrmаsni vаriаtsiyalаsh  usuli» bilаn yеchаmiz.  

 Dаstlаb, bir jinsli tеnglаmаning umumiy  yechimi tоpilаdi:   0 yxpy  
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Bu o‟zgаruvchilаri аjrаlаdigаn tеnglаmаdir.Shuning uchun 0y  dеb 

 
 

,
p x dxdy

p x dx y c e
y

         .Endi  C   ni x  ning funksiyasi, dеb qаrаymiz: 

C=C(x),  
 

 dxxp

excy  ,(«o‟zgаrmаsni vаriаtsiyalаsh»  dеb shu jаrаyon ko‟zdа tutilаdi). 

 Bu ifodani  berilgan  tenglamaga  qo‟yib sоddаlаshtirsаk,    
 
dxxp

exqxс . 

Ushbu tеnglikning ikkаlа tоmоnini intеgrаllаsаk,        
 

1cdxexqxс
dxxp

  ,   1C -const. 

Berilgan  tеnglаmаning umumiy yechimini tоpаmiz:     
   

 
 






dxexqeecxy
dxxpdxxpdxxp

1
. 

Masalan. Differensili  tenglamani yeching . 32
2

xy
x

y  . 

Yechish: Avval 0
2

 y
x

y niyechamiz. 2ln2ln
22

cxyxy
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy
 . 

 xCC  ,  u holda    2xxCy    uni berilgan tenglamaga qo`yib,  xu  ni topamiz: 

1

2322 22
2

2 CxCxCxCx
x

xCxC   bundan berilgan tenglamaning 

umumiy yechimini topamiz.    2

1

2 xCxy  .  

 

                                                       9.2.2. Bеrnulli tеnglаmаsi 

       Ta‟rif.     constnyxqyxpy n  ,        ko‟rinishidagi   tenglamaga Bеrnulli 

tеnglаmаsi deyiladi. 

    Аgаr  0n  bo‟lsа, chiziqli, bir jinsli bo‟lmаgаn, 1n  dа chiziqli,  bir jinsli  tеnglаmа 

hоsil bo‟lаdi. Shuning uchun (8) dа 1,0  nn  dеb fаrаz qilinаdi. nyz  1 ,almashtirish     

Bеrnulli tеnglаmаsini chiziqli  tеnglаmаga  keltiradi   ,bunda     yynz n  1  

,    1 1z n pz n q       .                                        

  Maslan. Differensili  tenglamani yeching . 
3xyxyy  . 

  Yechish: Bu tеnglаmа Bеrnulli tеnglаmаsidir 3n . 2 yz  аlmаshtirishni bаjаrаmiz. U 

hоldа yyz  32 .   xxzz 22  .Bu tеnglаmаning umumiy yechimini 

tоpаmiz:   12 Cxxz .Nаtijаda ushbu         
 

1
2 21y C x



  
      yechimni оlаmiz.  

 

9.2.3. Rikatti  tenglamasi 

             Ta‟rif.       2dy
a x y b x y C x

dx
      ko‟rinishdagi  tenglamaga  Rikatti  

tenglamasi  deyiladi. 

  Bu  tenglama  umumiy  holda  kvadraturada  integrallanmaydi.Lekin,agar  bu  

tenglamaning  biror   1y y x xususiy  yechimi  ma‟lum  bo‟lsa, 1y y z  almashtirish  

Rikatti  tenglamasini  z  o‟zgaruvchiga  nisbatan   Bernulli  tenglamasiga  keltiradi. 

    Maslan. Differensil  tenglamani yeching . 2 1.
dy

axy ay
dx

    
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    Yechish. Bu Rikatti  tenglamasidir. y x  bu  tenglamaning  xususiy  

yechimidir.Suning  uchun  y x z   almashtirish bu  Rikatti  tenglamasini  z  

o‟zgaruvchiga  nisbatan   Bernulli  tenglamasiga  keltiradi: 2 0.
dz

axz az
dx

    

 

3- mashg‟ulot 

          9.3.1. To‟la  differensial  tenglamalar 

          9.3.2.  Integrallovchi  ko‟paytuvchi 

9.3.3. Yuqоri tаrtibli  differensial tеnglаmаlаr 

9.3.4. Tartibi  pasayadigan  yuqori  tartibli differensial tenglamalar 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: bahs munozara, namoyish, muammoli 

masala va vaziyatlar. 

 

9.3.1. To‟la  differensial  tenglamalar 

     Ta‟rif.Agar     , , 0M x y dx N x y dy    (1) tenglamada   M(x,y)  va  N(x,y)  uzluksiz  

differensiallanuvchi  funksiyalar  uchun  
M N

y x

 


 
  (2) munosabat  o‟rinli  bo‟lsa,u  

holda  (1)  tenglamaga   to‟la  differensialli  differensial  tenglama  deyiladi. 

   (2)  shatning  bajarilishi  (1)  tenglamaning  o‟ng  tomoni   biror  u(x,y)   funksiyaning  

to‟la  differensiali  ekanligini    anglatadi.U  holda  (1)  tenglama  du(x,y)=0  yoki  

u(x,y)=C umumiy  integralga  ega  bo‟ladi.Bunda  , .
u u

M N
x y

 
 
 

 

    (1)  tenglamaning  umumiy  yechimi       
0 0

0, , .

yx

x y

u M x y dx N x y dy C     

  Masalan. Differensili  tenglamani yeching . 
2 2

3 4

2 3
0.

x y x
dx dy

y y


   

   Yechish. 
2 2

3 4 4 4

2 3 6 6
, . , . .

x y x M x N x M N
M N

y y y y x y y x

    
      

   
 

   
2 2 2

3 3 4

2 3
, . .

x x u y x
u x y dx y N

y y y y


 
    

 Demak, 

   
2 2 2

4 4 2

3 3 1x y x
x yoki x

y y y
 


     .Bundan    

1
x C

y
      va  

 
2

3

1
, .

x
u x y C

y y
    

 

9.3.2. Integrallovchi  ko‟paytuvchi 

   , , 0M x y dx N x y dy    (1) tenglamadagi   M(x,y)  va  N(x,y)  uzluksiz  

differensiallanuvchi  funksiyalar  uchun  
M N

y x

 


 
  (2) munosabat  o‟rinli  bo‟lmasligi  

mumkin.U  holda  (1)  tenglamaning  chap  qismi  biror  funksiyaning  to‟la  differensiali  

bo‟lmaydi.Bunday  hollarda    shunday   ,x y    funksiya  topish  

mumkinki,tenglamaning  barcha  hadlarini  shu  funksiyaga  ko‟paytirilganda   

tenglamaning   chap  qismi  birob  funksiyaning to‟la  differensiali  bo‟ladi.Bu  usul  bilan  
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topilgan  tenglamaning  umumiy  yechimi  berilgan  tenglamaning  umumiy  yechimi  

bilan  bir  xil  bo‟ladi. Odatda  ,  ,x y    funksiyaga  (1)  tenglamaning  

integrallovchi  ko‟paytuvchisi  deyiladi. 

     ,x y    funksiyaga  (1)  tenglamaning  integrallovchi  ko‟paytuvchisi   bo‟lsin. 

Unda    , , 0M x y dx N x y dy     tenglamada  
   M N

y x

  


 
 shart  o‟rinli  bo‟ladi. 

Ya‟ni    
M N

M N
y y x x

 
 
   

  
   

  yoki  
N M

M N
y x x y

 

    

   
    

  yoki 

ln ln
.

N M
M N

y x x y

    
  

   
Oxirgi  tenglamani  umumiy  holda  yechish  qiyin  

masala.Ba‟zan,xususiy  hollarda   bu  masalani  sodda  yechish  mumkin. 

           y    bo‟lsa   
ln

N M

x y

y M



 


  



  yoki    exp

N M

x y
y dy

M


  
  

 
 
 
 

 ,bu  yerda  

N M

x y

M

 


 
   ifoda  faqat  y  ning  funksiyasidan iborat  bo‟lishi  kerak. 

           x    bo‟lsa   
ln

M N

y x

x N



 


  



  yoki  

  exp

M N

y x
x dx

N


  
  

 
 
 
 


,bu  yerda  

M N

y x

N

 


 
   ifoda  faqat  x  ning  funksiyasidan iborat  bo‟lishi  kerak. 

    Masalan. Differensili  tenglamani yeching .  2 0.xy y dx xdy    

   Yechish. Bu  yerda 2 , . 2 1 , 1. .
M N M N

M xy y N x xy
y x y x

   
        

   
 

 2

1 1 2 2
.

N M

xyx y
y

M xy y y


 


   
   


  2

2 1
expy dy

y y


 
   

 
 .Berilgan  tenglamaning  

har  ikki  qismini    2

1
y

y
    ga  ko‟paytirib: 

2

1
0.

x
x dx dy

y y

 
   

 
Bu  to‟la  

differensialli differensili  tenglamadir
2

1M N

y x y

  
   

  
  .Bu  tenglamani  yechib  

2

0
2

x x
C

y
     umumiy  yechimni  hosil  qilamiz. 

 

9.3.3. Yuqоri tаrtibli  differensial tеnglаmаlаr 

            Tа‟rif.n- tаrtibli оddiy  differensial  tеnglаmа    dеb,   , , , ,..., 0
n

F x y y y y     

ko‟rinishdаgi tеnglаmаgа аytilаdi, bu yеrdа x - erkli o‟zgаruvchi, y -izlаnаyotgаn 

funksiya,  
, ,...,

n
y y y  -birinchi, ikkinchi  va h.k n- tаrtibli hosilalаr. 
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     n- tаrtibli   hоsilаgа nisbаtаn yеchilgаn tеnglаmаni quyidаgichа yozish  mumkin:   

                                        1
, , ,..,

n n
y f x y y y

                                            

 n-tаrtibli tеnglаmа uchun hаm mаvjudlik vа yagоnаlik tеоrеmаsi o‟rinli. 

        Tеоrеmа. Agar     1
, , ,..,

n n
y f x y y y

  tеnglаmаda    1
, , ,...,

n
f x y y y

    funksiya  

vа uning    1
, , . . . ,

n
y y y

  argumentlari  bo‟yicha хususiy hоsilаlаri 
   1 1

0 0 0 0, , ,...,
n n

x x y y y y y y
       qiymatlarni  o‟z  ichiga  oluvchi  biror  sohada  

uzluksiz  funksiyalar  bo‟lsa,otеnglаmаning          1 1

0 0 0 0 0 0, ,...,
n n

y x y y x y y x y
      

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi yechimi mаvjud vа yagоnаdir. 

                   1 1

0 0 0 0 0 0, ,...,
n n

y x y y x y y x y
     -  bоshlаng‟ich shаrtlаr dеyilаdi. 

      Tеnglаmаning bеrilgаn bоshlаng‟ich shаrtlаr bilаn yechimini  qidirish mаsаlаsi Kоshi 

mаsаlаsi dеyilаdi. 

 Ta‟rif.Tеnglаmаning umumiy yechimi dеb shundаy   1 2, , ,..., ny x c c c  

funksiyalar to‟plamiga аytilаdiki, ular 1 2, ,..., nñ ñ c  o‟zgаrmаslаrning iхtiyoriy qiymаtidа 

tеnglаmаni qanoatlantirib, bоshlаng‟ich shаrtlаrga bo‟ysunsa. 

Ta‟rif.Tеnglаmаning хususiy yechimi dеb 1 2, ,..., nñ ñ c  o‟zgаrmаslаrning tаyin 

1

0 0 0

1 2, ,..., nñ ñ c   qiymаtlаridаgi  0 0 0

1 2, , ,..., ny x ñ ñ c  funksiyasigа аytilаdi. 

 

9.3.4. Tartibi  pasayadigan  yuqori  tartibli differensial tenglamalar 

1.
 

   n
y f x   ko‟rinishidagi  tenglamalarni  bevosita  n  marta  x  bo‟yicha  

integrallash  yordamida  umumiy  integrali   topiladi. 

         
0 0 0

1 2

1 1 0 2, ,...,

x x x
n n

x x x

y f x dx c y f x dx dx c x x c
 

 
      

 
 

    

 
 

 

 

 
0 0

1 2

1 0 2 0
... ... ... .

1 ! 2 !

n nx x

n

x x

c x x c x x
y f x dx dx c

n n

 
 

    
    

2.  ,y f x y   ko‟rinishidagi  tenglamalarni  ( )y p x    deb ,tartibini   bittaga  

pasaytirish   mumkin:  ,p f x p  .Bu  tenglamani  integrallab,p=p(x,c1) umumiy  

yechimni  topamiz. ( )y p x    munosabatdan  esa  
1 2( , )y p x c dx c    umumiy  integralni  

hosil  qilamiz. 

3.  ,y f y y  ko‟rinishidagi  tenglamalarni  ( )y p y    deb ,tartibini   bittaga  

pasaytirish   mumkin.Lekin, bunda  
2

2
.

d y dp dp dy dp
p

dx dx dy dx dx
   U  holda   

 ,
dp

p f x p
dy

 tenglamani  hosil  qilamiz.Bu  tenglamani  integrallab,p=p(y,c1) umumiy  

yechimni  topamiz. ( )y p y    munosabatdan  esa    umumiy  integralni  hosil  qilamiz. 
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4- mashg‟ulot 

9.4.1. O‟zgarmas koeffisentli, chiziqli bir  jinsli   differensial  tenglamalar 

9.4.2. Xarakteristik  tenglama 

9.4.3. Fundamental  yechimlar  sistemasi 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: aqliy hujum, ko‟rsatish, pinbord. 

 

9.4.1. O‟zgarmas koeffisentli chiziqli bir  jinsli   differensial  tenglamalar 

Tа‟rif.  Ikkinchi tаrtibli chiziqli differensial  tеnglаmа dеb        xfyxqyxpy   

ko‟rinishdаgi tеnglаmаgа аytilаdi. Bu yеrdа y -izlаnаyotgаn funksiya,      xfxqxp ,, - 

birоr  ba,  intеrvаldа аniqlаngаn, uzluksiz funksiyalаr. 

 Аgаr   0xf  bo‟lsа, u hоldа   ikkinchi tаribli, chiziqli, bir jinsli  tеnglаmа 

dеyilаdi. Аgаr   0xf  bo‟lsа, u bir jinsli bo‟lmаgаn chiziqli tеnglаmа dеyilаdi. 

 Berilgan tеnglаmаdа  xp  vа  xq  funksiyalаr o‟zgаrmаs bo‟lgаn hоlini qаrаymiz. 

Bundаy tеnglаmаlаr o‟zgаrmаs koeffitsientli chiziqli tеnglаmаlаr  dеyilаdi. 

 Dеmаk,    xfqyypy     ko‟rinishdаgi tеnglаmаlаrni qаrаymiz, bu yеrdа p  

vа q -iхtiyoriy hаqiqiy sоnlаr. 

Ushbu chiziqli bir jinsli    0 qyypy      tеnglаmаni qаrаymiz,  p  vа q  - 

hаqiqiy sоnlаr. 

 Tа‟rif.Agаr 0 qyypy  tеnglаmа    xyxy 21 ,  yechimlаrning chiziqli 

kоmbinаtsiyasi:         xycxyс 2211      fаqаt 021  cc  bo‟lgаn hоldаginа o‟rinli bo‟lsа, u 

holda ular chiziqli  erkli, aks hоldа chiziqli bоg‟liq dеyilаdi. 

         Tеоrеmа. Agar   xy1  vа  xy2    0 qyypy  tеnglаmаning  chiziqli erkli 

yechimlаri bo‟lsa,u  hоldа      1 2y x y x y x     bir jinsli tеnglаmаning umumiy yechimi 

bo‟lаdi. 

         Tеоrеmа. Agar   xy1  vа  xy2   0 qyypy  tеnglаmаning  chiziqli erkli 

yechimlаri bo‟lsa,u  hоldа        1 1 2 2y x ñ y x va y x c y x   lar  ham bir jinsli 

tеnglаmаning umumiy yechimi bo‟lаdi. 

         Tеоrеmа.  Agar   xy1  vа  xy2  0 qyypy  tеnglаmаning  chiziqli erkli 

yechimlаri bo‟lsa,u  hоldа      xycxyсxy 2211     bir jinsli tеnglаmаning umumiy 

yechimi bo‟lаdi. 

n -tаrtibli chiziqli differensial tеnglаmа dеb quyidаgi ko‟rinishdаgi tеnglаmаgа 

аytilаdi:  )()()()( 01

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy n

n

n  

                                 

bu yеrdа  ),()(,),(),( 10 baxpxpxf n   dа bеrilgаn uzluksiz funksiyalаr. 

  ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( )n n

nL x y p x y p x y p x y


     dеb bеlgilаsаk, qisqаchа ushbu 

tеnglаmаni hosil qilamiz:                                    )(xfyL    .                                               

Ungа mоs bir jinsli tеnglаmа esа:                      0yL     ko‟rinishdа bo‟lаdi. 

 Tеоrеmа. )()()()( 01

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy n

n

n  

    tеnglаmа 

),( ba kesmadа             
)1(

00

)1(

0000 )(,,)(,)(
 
nn yxyyxyyxy 

 

bоshlаng‟ich shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi yagоnа yechimgа egа. 
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 Tеоrеmа. Аgаr )(,),(),( 21 xyxyxy n  funksiyalаr   0yL tеnglаmаning yechimlаri 

bo‟lsа, ulаrning chiziqli kоmbinаtsiyasi   1 1 2 2( ) ( ) ( )m mc y x c y x c y x   shu  tenglamaning 

umumiy yechimi bo‟lаdi. 

 Tа‟rif.    xy1  vа   xy2    funksiyalar  uchun   
1 2

1 2 1 2 2 1

1 2

,
y y

W y y y y y y
y y

   
 

  

Wronskiy  determinant  yoki  berilgan  funksiyalarning  Wronskiyani  deyiladi. 

           Tеоrеmа. Agar   xy1  vа  xy2  [a;b]   kesmada  chiziqli  bog‟liq  bo‟lsa, u  holda  

bu  funksiyalarning   Wronskiy   determinanti    nolga   teng. 

           Tеоrеmа. Agar   0 qyypy   tеnglаmаning   xy1   vа   xy2   yechimlаridan  

tuzilgan   1 2,W y y   Wronskiy  determinanti   tenglamaning  koeffisentlari  uzlusiz 

bo‟lgan  [a;b]  kesmadagi  biror  
0x x  qiymatida  nolga  teng  bo‟lmasa,u  hоldа  u  bu  

kesmagi x  ning  hech  bir  qiymatida   nolga  aylanmaydi.  

           Tеоrеmа. Agar 0 qyypy  tеnglаmаning   xy1  vа  xy2   yechimlаri  [a;b]  

kesmada chiziqli  erkli  bo‟lsa,u  holda  bu  yechimlardan  tuzilgan   1 2,W y y  Wronskiy  

determinanti  berilgan  kesmaning  hech  bir  nuqtasida  nolga  aylanmaydi. 

            Ta‟rif. ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n

ny p x y p x y p x y


      tenglamaning fundаmеntаl 

yechimlаr sistеmаsi dеb uning  n   tа  )(,),(),( 21 xyxyxy n  chiziqli erkli yechimlаr 

sistеmаsigа аytilаdi. 

          Tа‟rif. Аgаr      xyxyxy m,,, 21   funksiyalаr  1m  tаrtibgаchа hosilalаrgа egа 

bo‟lsа, u hоldа ushbu  m -tаrtibli   dеtеrminаnt  

     

     

         xyxyy

xyxyxy

xyxyxy

m

m

mm

m

m

11

2

1

1

21

21

........................................











 
Vrоnskiy dеtеrminаnti (vrоnskiаn) dеyilаdi  vа   xW  yoki  myyW ,,1   kаbi 

bеlgilаnаdi.  

Tеоrеmа. ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n

ny p x y p x y p x y


     tеnglаmаning 

     xyxyxy n,,, 21   yechimlаri  chiziqli erkli bo‟lishi uchun ulаrdаn tuzilgаn Vrоnskiy  

dеtеrminаnti nоldаn fаrqli bo‟lishi zаrur vа yеtаrlidir.  

Nаtijа. Аgаr  ba,  ning bittа 0x  nuqtаsidа   00 xW  bo‟lsа, ulаr  ba,  dа chiziqli 

erkli sistеmаni tаshkil etаdi.  

            Ta‟rif.       001

1

1  

 ypypypyyL n

n

n

n  ko‟rinishdagi tеnglаmаlаrga  

o‟zgаrmаs koeffitsientli, chiziqli,bir  jinsli  differensial  tеnglаmаlаr  deyiladi,bu yerda 

1,,1,0  nipi  -o‟zgаrmаs sоnlаr. 

 Bu tеnglаmаni yechish uchun uning fundаmеntаl yechimlаri  sistеmаsi, ya‟ni n  tа 

chiziqli erkli      xyxyxy n,,, 21   yechimlаrni tоpish kеrаk. U hоldа uning umumiy 

yechimi                          
   1 1 n ny c y x c y x  

  ko‟rinishdа bo‟lаdi, bu yеrdа 

( 1,2, , )ic i n  , iхtiyoriy o‟zgаrmаs sоnlаr. 
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9.4.2. Xarakteristik  tenglama 

 ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n

ny p x y p x y p x y


     tenglamaning хususiy yechimlаrini 

constkey kx  , , ko‟rinishdа izlаymiz. U hоldа    
  kxnnkxkx ekyekykey  ,,, 2   

 Bulаrni tenglamagа qo‟yib  
    001

1

1  

 pkpkpkeeL n

n

nkxkx

n 
 

 Bu yеrdаn 0kxe  bo‟lgаni uchun                        001

1

1  

 pkpkpk n

n

n  .                                   

Dеmаk, аgаr k  001

1

1  

 pkpkpk n

n

n  аlgеbrаik tеnglаmаning yechimi bo‟lsа, 
kxey    

funksiya ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n

ny p x y p x y p x y


     ning xususiy yechimi bo‟lаdi. 

Ta‟rif.       001

1

1  

 pkpkpk n

n

n  algebraik tenglama  
( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n

ny p x y p x y p x y


     tenglamaning хаrаktеristik tеnglаmаsi  

dеyilаdi.  

 

9.4.3. Fundamental  yechimlar  sistemasi 

       Хаrаktеristik tеnglаmаning ildizlаri uchun  quyidаgi hоllаr bo‟lishi mumkin.  

1-hоl. nkkk ,,, 21  - turli haqiqiy  ildizlаr bo‟lsin. U hоldа n  tа xkxkxk nn eee ,,,1     

funksiyalаr bir  jinsli tenglamaning yechimlаri bo‟lib,   ,  dа chiziqli erkli sistеmаni 

tаshkil etаdi. Shuning uchun, bir  jinsli tenglamaning umumiy yechimi   



n

i

xk

i
iecy

1

   

funksiyadir. 

 Аgаr birоrtа jk  kоmplеks sоn  0,   ik j  bo‟lsa, qоlgаn sоnlаr оrаsidа 

ungа qo‟shmа bo‟lgаn  jsiks  , , sоn mаvjuddir. Kоmplеks     ixi ee  ,  

funksiyalаr bir  jinsli tenglamaning  tеnglаmаning yechimi bo‟lgаni uchun  

     xeee xxixi  cos
2

1
    va            xeee xxixi  sin

2

1
   funksiyalаr hаm bir  

jinsli tenglamaning yechimi bo‟lаdi (bu yеrdа Eylеr fоrmulаsi xixe ix sincos   dаn 

fоydаlаnilаdi).  

 Bu hоldа
xkxxxkxk nexexeee ,,sin,,cos,,, 21   

yechimlаr sistеmаsi hаm chiziqli 

erkli ekаnligini ko‟rsаtish mumkin. 

 2-hоl. 1k  xarakteristik  tеnglаmаning m  kаrrаli ildizi bo‟lsin.  

Bu hоldа  xkmxkxk
eeexe 111 1,,,      funksiyalаr bir  jinsli tenglamaning iхtiyoriy  ba,  dа  

chiziqli erkli yechimlаri bo‟lаdi. 

U hоldа bir  jinsli tenglamaning  fundаmеntаl yechimlаri sistеmаsi quyidаgichа 

bo‟lаdi: 
1 21 1 11, , , , , , ,m m nk x k x k xk x k x k xme xe õ e e e e 

 
 3-hоl. Аgаr mk 1  kаrrаli kоpmlеks ildiz bo‟lsа  0,1   ik , u hоldа ungа 

qo‟shmа bo‟lgаn m  kаrrаli  ik 1  ildiz mаvjuddir. Qo‟shmа 1k  ildizgа quyidаgi 

yechimlаr mоs kеlаdi:        xkmxkxk
eхexe 111 1,,,  .                                           

 Bulаrni mоs rаvishdа qo‟shib, аyirib, 2gа bo‟lib, quyidаgi 2 tа hаqiqiy funksiyalаr 

sistеmаlаrini оlаmiz:                      
xexxxexe

xexxxexe

xmxx

xmxx








sin,,sin,sin

cos,,cos,cos

1

1








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 Sistеmаdаgi kоmplеks funksiyalаrni bu funksiyalаr bilаn аlmаshtirilsа ,yanа 

chiziqli erkli sistеmа hоsil  bo‟lаdi. 

 Masalan.Differensial  tenglamani  yeching. 022  yyyy  . 

 Yechish. Bu  differensial  tenglamaning  хаrаktеristik tеnglаmаsi:  

  3 2 22 2 0 ` , 2 1 0 ' .k k k ya ni k k bo ladi        

Bu аlgеbrаik tеnglаmаning ildizlаri .1,1,2 311  kkk  Bu  ildizlаrgа mоs kеluvchi 

yechimlаr: 
2 1

1 2 3, ,x xc e c e c e
. 

 Bеrilgаn differensial tеnglаmаning umumiy yechimi:
  2

1 2 3

x x xy x c e c e c e  
  

ko‟rinishdа bo‟lаdi. 

 

 

5- mashg‟ulot 

9.5.1. O‟zgаrmаs koeffitsientli ,chiziqli,bir jinsli bo‟lmаgаn differensial  

           tenglamalar 

9.5.2.  Tanlash  usuli 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: hikoya, tezkor so‟rov, pinbord. 

 

9.5.1. O‟zgаrmаs koeffitsientli chiziqli,bir jinsli bo‟lmаgаn differensial 

                              tenglamalar 

n -tаrtibli o‟zgаrmаs koeffitsientli chiziqli,bir jinsli bo‟lmаgаn chiziqli differensial 

tеnglаmа dеb quyidаgi ko‟rinishdаgi tеnglаmаgа аytilаdi: 

 )()()()( 01

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy n

n

n  

                                 

bu yеrdа  ),()(,),(),( 10 baxpxpxf n   dа bеrilgаn uzluksiz funksiyalаr. 

Аgаr   0xf  bo‟lsа, u hоldа   ikkinchi tаribli, chiziqli, bir jinsli  tеnglаmа 

dеyilаdi. Аgаr   0xf  bo‟lsа, u bir jinsli bo‟lmаgаn chiziqli tеnglаmа dеyilаdi. 

            Ta‟rif. ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n

ny p x y p x y p x y


      tenglamaning fundаmеntаl 

yechimlаr sistеmаsi dеb uning  n   tа  )(,),(),( 21 xyxyxy n  chiziqli erkli yechimlаr 

sistеmаsigа аytilаdi. 

Bu tеnglаmаni yechish uchun uning fundаmеntаl yechimlаri  sistеmаsi, ya‟ni n  tа 

chiziqli erkli      xyxyxy n,,, 21   yechimlаrni tоpish kеrаk. U hоldа uning umumiy 

yechimi                          
   1 1 n ny c y x c y x  

 

ko‟rinishdа bo‟lаdi, bu yеrdа ( 1,2, , )ic i n  , iхtiyoriy o‟zgаrmаs sоnlаr. 

 

9.5.2. Tanlash  usuli 

 O‟zgаrmаs koeffitsientli bir jinsli bo‟lmаgаn differensial tеnglаmаlаrning 

yechimini tоpish quyidаgi  fundаmеntаl tеоrеmаgа аsоslаnаdi.  

 Tеоrеmа.Bir jinsli bo‟lmаgаn )()()()( 01

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy n

n

n  

  - 

n -tаrtibli, chiziqli differensial tеnglаmаning umumiy yechimi, uning хususiy yechimi vа 

ungа mоs bir jinsli tеnglаmаning umumiy yechimi yig‟indisidаn  ibоrаt.  

 Maslan. Differensial  tenglamani  yeching. 845  yyy . 

 Yechish:Ungа mоs bir jinsli tеnglаmаning umumiy  yechimini tоpаmiz: 
xх ceecy 4

21  .  



141 
 

 O‟ng tоmоnning ko‟rinishidаn kеlib chiqib, ushbu bir jinsli bo‟lmаgаn differensial 

tеnglаmаning хususiy yechimini cy ~  ko‟rinishdа qidirаmiz. Bu ifоdаni tеnglаmаgа 

qo‟ysаk 2c  bo‟lаdi.  

 Dеmаk, tеnglаmаning umumiy yechimi: 
  4

1 2 2x xy x c e c e  
 

               1-hol.Umumiy hоldа, хаrаktеristik tеnglаmа s  kаrrаli nоl ildizni o‟z ichigа оlsа 

vа bir jinsli bo‟lmаgаn tеnglаmаning o‟ng tоmоni n -dаrаjаli  xPn  ko‟phаd bo‟lsа, 

tеnglаmаning хususiy yechimi   s

n xxQ  ko‟rinishdа qidirilаdi. Bu yеrdа   nxQn - dаrаjаli 

o‟zgаrmаs koeffitsientli ko‟phаd. 

             2-hol.Umumiy hоldа,bir jinsli bo‟lmаgаn  tеnglаmаning o‟ng tоmоni   x

nP x e   

ko‟rinishdа bo‟lsа, uning  хususiy yechimi    s x

ny x x Q x e  ko‟rinishdа qidirilаdi,  - 

хаrаktеristik tеnglаmаning ildizi, s  uning kаrrаligi. 

           3-hol. Tеnglаmаning o‟ng tоmоni      cos sinx x

n mP x e x Q x e x   bo‟lib , 

i   хаrаktеristik tеnglаmаning s  kаrrаli ildizi bo‟lsa, uning  хususiy yechimi 

   cos sins x x

n my x U x e x V x e x       ko‟rinishdа qidirilаdi.Bu  yerda   nU x va  

 nV x -  nP x va   nQ x  ko‟phаdlarning  umumiy  ko‟rinishi. 

 

6-mashg‟ulot 

9.6.1. O‟zgarmas  koeffisentli, chiziqli  differensial  tenglamar  sistemaslari 

9.6.2. Differensial tenglamalar nazariyasining iqtisodiyotdagi tadbiqlari 

9.6.3. Kеynsning dinаmik mоdеli 

Qo‟llaniladigan pedagogik texnologiyalar: ma‟ruza, ko‟rsatish, bahs-munozara. 

 

9.6.1. O‟zgarmas  koeffisentli, chiziqli  differensial  tenglamar  sistemaslari 

Odatda, differensial tenglamalar isitemalari qaralayotgaganda, funksiya argumentlari t 

orliqi, noma‟lum funksiyalar esa 
1 2( ), ( ), , ( )nx t x t x t  orqali belgilanadi. 

 Ta‟rif. Ushbu             
1

1 1 2

2
2 1 2

1 2

( , ( ), ( ), , ( ))

( , ( ), ( ), , ( ))

....................................................

( , ( ), ( ), , ( ))

n

n

n
n n

dx
f t x t x t x t

dt

dx
f t x t x t x t

dt

dx
f t x t x t x t

dt


 


  



  


(1) 

ko‟rinishdagi tenglamalar sistemasiga birinchi tartibli  differensial tenglamalar sistemasi 

deyiladi. 

 (1)  tenglamaning     
10 1 0 20 2 0 0 0( ), ( ), , ( )n nx x t x x t x x t      (2) 

shartlarni qanolantiruvchi yechimini topish masalasi boshlang‟ich shartli masala yoki 

Koshi masalasi deyiladi. (2) shartlar boshlang‟ich shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi. 

 Teoreme (yechimninng mavjudligi va yagonaligi).Agar 

1 2( , ( ), ( ), , ( )) ( 1,2,..., )i nf t x t x t x t i n   funksiyalar va barcha 

1 2( , ( ), ( ), , ( ))
( 1,2,..., , 1,2,..., )

i n

j

f t x t x t x t
i n j n

x

 
 


 xususiy hosilalar 

boshlang‟ich qiymatlarning  atrofida uzluksiz bo‟lsa, u holda (1) tenglamaning (2) shartni 

qanoatlantiruvchi yechimi shu atrofda mavjud va yagonadir. 
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 Ta‟rif. Agar differensial tenglamalar sistemasi barcha noma‟lum funksiyalar va 

ularning hosilalariga nisbatan chiziqli bo‟lsa, u holda bunday differensial tenglamalar 

sistemasi chiziqli differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. 

 Ta‟rif. Ushbu 

1
11 1 12 2 1 1

2
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

....................................................

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n
n n nn n n

dx
a x t a x t a x t f t

dt

dx
a x t a x t a x t f t

dt

dx
a x t a x t a x t f t

dt


    


     



     


  (3) 

ko‟rinishdagi differensial tenglamalar sistemasiga o‟zgarmas koeffisentli birinchi tartibli 

chiziqli differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.  

Bu yerda ( 1,2,..., , 1,2,..., )ija const i n j n   - sistemaning koeffisentlari 

deyiladi. 

Quyidagich belgilashlarni qabul qilsak , 
1

11 12 1 1 1

2
21 22 2 2 2

1 2

...

...
, , ,

... ..........................
...

...

n

n

n nn n nn
n

dx

dta a a x f
dx

a a a x f dX
A X F dt

dt

x fa a a
dx

dt

 
 

       
       
          
       
       

      
 
 

 

u holada (3) sistemani  
dX

AX F
dt

                                   (4) 

matrisaviy  ko‟rinishda  yozish  mumkin. 

Ta‟rif. Agar (4) sistamada 0F  , hosil bo‟lgan  

dX
AX

dt
                                              (5) 

sistema (4) sistemaga mos bir jinsli sistema deyiladi. 

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

....................................................

( ) ( ) ( )

n n

n n

n
n n nn n

dx
a x t a x t a x t

dt

dx
a x t a x t a x t

dt

dx
a x t a x t a x t

dt


   


    



    
                      

(6) 

 Kursimizda chiziqli, bir jinsli, o‟zgarmas koeffisentli differensial tenglamalar 

sistemalarini o‟rganamiz.  

 Bir jinsli yoki bir jinsli bo‟lmagan o‟zgarmas koeffisentli, chiziqli differensial 

tenglamalar sistemasini bitta yuqori tartibli o‟zgarmas koeffisentli, chiziqli differensial 

tenglamaga keltirib integrallash usuli qulay hisoblanadi. 

 Soddalik uchun bu usulni ikki noma‟lum funksiyali bir jinsli, o‟zgarmas 

koeffisentli, chiziqli differensial tenglama uchun o‟rganamiz.  

Bu sistemening ko‟rinishi quyidagicha  

1
11 1 12 2

2
21 1 22 2

( ) ( )

( ) ( )

dx
a x t a x t

dt

dx
a x t a x t

dt


 


  


                                              (7) 
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Sistemening birinchi tenglamasini t  bo‟yicha differensiallab, quyidagiga ega bo‟lamiz: 
2

21 1
11 122

( )( ) x td x dx t
a a

dt dt dt
  (8). 

(8)  sistemada 21
( )( ) x tdx t

va
dt dt

 hosilalarni (7) sistemedagi ifodalarini qo‟yib: 

2

1
11 11 1 12 2 12 21 1 22 22

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
d x

a a x t a x t a a x t a x t
dt

    , 

2
21
11 12 21 1 11 12 12 22 22

( ) ( ) ( ) ( )
d x

a a a x t a a a a x t
dt

     

yoki 
2

1
11 1 12 22

( ) ( )
d x

b x t b x t
dt

  . 

1
11 1 12 2

2

1
11 1 12 22

( ) ( )

( ) ( )

dx
a x t a x t

dt

d x
b x t b x t

dt


 


  


 

sistemada 
11 12

11 12

0
a a

b b
   bo‟lsa, u holda bu sistemani 

1 2( ) ( )x t va x t  noma‟lumlarga 

nisbatan yechish mumkin. Bunda 
1 2( ) ( )x t va x t  noma‟lum funksiyalarga 

2

1 1

2

dx d x
va

dt dt
hosilalar orqali chiziqli ifodalanadi. 

2 2

1 1 1 1
1 22 2
( ) (9), ( ) (10)   

dx d x dx d x
x t a b x t c d

dt dt dt dt
 

 (9) 
1 ( )x t funksiyaga nisbatan ikkinchi tartibli, bir jinsli, o‟zgarmas koeffisentli chiziqli 

differensial tenglamadir. Uni yechib 
1 ( )x t funksiyani hosil qilamiz. Topilgan 

1 ( )x t  

funksiyani ikkinchi tenglamaga qo‟yib 
2 ( )x t funksiyani hosil qilamiz. 

 Masalan, 

1
1 2

2
1 2

3 2

4 5

dx
x x

dt

dx
x x

dt


 


  


 differensial tenglamalar sistemasini yechish uchun 

sistemaning birinchi tenglamasini t  bo‟yicha differensiallab, quyidagiga ega bo‟lamiz: 
2

21 1
1 2 1 2 1 22

3 2 3(3 2 ) 2(4 5 ) 17 16
dxd x dx

x x x x x x
dt dt dt

        . 

1
1 2

2

1
1 22

3 2

17 16

dx
x x

dt

d x
x x

dt


 


  


 

sistemani 
1 2( ) ( )x t va x t  noma‟lumlarga nisbatan yechib: 

2

1 1
12

2

1 1
22

8 7

3 17 14 .

d x dx
x

dt dt

d x dx
x

dt dt

  

 

 

Birinchi tenglamani yechamiz. 
2

1 1
12

8 7 0.
d x dx

x
dt dt

    
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 

2

1 2

7

1 1 2

8 7 0, 1, 7.

.t t

k k k k

x t C e C e

    

 
 

Topilgan 
1 ( )x t  yechimni ikkinchi munosabatga qo‟yib 

2 ( )x t  noma‟lum funksiyani 

hosil qilamiz. 

  7

2 1 22 .t tx t C e C e    

 Bir jinsli o‟zgarmas koeffisentli chiziqli differensial tenglamalar sistemasining 

fundamental yechimlar sistemasini bevosita ham toppish mumkin. 

 Buning uchun  

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

....................................................

( ) ( ) ( )

n n

n n

n
n n nn n

dx
a x t a x t a x t

dt

dx
a x t a x t a x t

dt

dx
a x t a x t a x t

dt


   


    



    


                        (6) 

tenglamalar sistemesi yechimlarini   

1 1 2 2, ,...,kt kt kt

n nx e x e x e      

ko‟rinishida izlaymiz.(bu  yerda  1 2, ,..., n   - o‟zgarmas  sonlar). Ularni (3) 

sistemaga qo‟yib, 
kte ifodaga bo‟lib va barcha hadlarni nenglikning bir tomoniga yig‟ib, 

quyidagi sistemani hosil qilamiz 

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) 0

( ) 0

....................................................

( ) 0

n n

n n

n n nn n

a k a a

a a k a

a a a k

  

  

  

    


    


                   

(11) 

 Bu bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimlarga ega bo‟lishi uchun 

uning determinant noldan farqli bo‟lishi kerak: 

 

11 1 12 1

21 22 2

1 2

0
..............................

n

n

n n nn

a k a a

a a k a

a a a k







                            

(12) 

 (12) tenglama (6) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. 

Quyidagi hollar bo‟lishi mumkin. 

I - hol. Agar (12) xarakteristik tenglamaning ( 1,2,..., )ik i n  ildizlari haqiqiy va 

turli bo‟lsa, ularni ketma-ket (11) sistemaga qo‟yib, ularga mos 

( 1,2,..., , 1,2,..., )j

i i n j n    qiymatlar topiladi va ularni izlanayotgan yechim 

ko‟rinishiga qo‟yib, sistemaning n ta xususiy yechimlari hosil qilinadi.  

1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 , ,..., ( 1,2,..., )j j j

n n

k t k t k tj j j j j jx e x e x e j n       (13) 

bu yerda quyi indeks noma‟lum funksiya nomeri, yuqori indeks yechim nomerini 

anglatadi. 

Odatda bu yechimlarga sistemaning fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.  

Bu yechimlarni matrisaviy ko‟rinishda  
1 2

2

(1) (2) ( ) ( )

1 , ,..., nk tk t k t N NX A e X A e X A e   , 
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bu yerda  

 
 

 

( )

1

2 , 1, 2,..., .
...

i

i

i

n

i

A i n







 
 
 

  
 
 
 

 

Masalan, 
2

4 3

dx
x y

dt

dy
x y

dt


 


  


 differensial tenglamalar sistemasini yechaylik. 

 Berilgan sistemaga mos xarakteristik tenglama quyidagicha bo‟ladi 

1 2
0

4 3

k

k





 

yoki 
2 4 5 0k k   . 

Bu tenglama ildizlari 1 21 , 5.k k   Ularga mos yechimlar esa 

1

2 2 2 2

(1) (1)

1 1 2

(2) 5 (2) 5

,
.

,

t t

t t

x e y e

x e y e

 

 

   


 

 

1

(1) (1)

1 1 2,t tx e y e     yechimlarni berilgan sistemaga qo‟yib 

 

 

1

2 1 2

1 (1) (1)

1 2

1 (2) (1)

2

4 3

  

  

  

  

 yoki 
 

2 1

1 (1) .    

Demak,   
 1

1 1 1 1 1 1, , .t tx C e y C e C       

 
2 2 2 2

(2) 5 (2) 5,t tx e y e    yechimlarni berilgan sistemaga qo‟yib 

 

2 1

2 (2)2  ekanligini hosil qilamiz. 

Demak, 
 25 5

1 2 1 2 1 1, 2 , .t tx C e y C e C     

 Sistema chiziqli bo‟lgani uchun sistemaning umumiy yechim  
5 5

1 2 1 2, 2     t t t tx C e C e y C e C e  

ko‟rinishda bo‟ladi. 

 II - hol. Agar xarakteristik tenglama   karrali k  ildizga ega bolsa, u holda 

sistema yechimlari quyidagi ko‟rinishda izlanadi 

   ( ) ( ) ( ) 1

0 1 1... ,sk ts s sX t A A t A t e





         (14) 

bu yerda 

 
 

 

 

( )

1

2 , .
...

s

i

s

s si

i ij

s

ni

A const








 
 
 

  
 
 
 
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 Masalan, 

3

dx
x y

dt

dy
x y

dt


 


  


 differensial tenglamalar sistemasini yechamiz 

 Sistemaning xarakteristik tenglamasi 

1 1
0

1 3

k

k

 



 

yoki 
2 4 4 0k k   . 

Bu tenglama ildizlari 1 2 2.k k   

Demak, yechimni  
2

1 1

2

2 2

( )

( )

t

t

x t e

y t e

 

 

  


 
 

ko‟rinishida izlaymiz. 

Yechimlarni berilgan sistemaga qo‟yib 

1 1 1 1 1 2 22 2 ,t t t             

bundan esa 

2 1

2 1 1

,

.

 

  

 

  
 

Bu yerda 1 1va   ixtiyoriy o‟zgarmas sonlar bo‟lgani uchun ularni mos ravishda 

1 2C va C  orqali belgilab, quyidagi umumiy yechimga ega bo‟lamiz 
2

1 1

2

2 2 2

( )

( ) .

t

t

x C C t e

y C C C t e

  


   

 

 III-hol. Agar xarakteristik tenglama jk p iq   ildizga ega bo‟lsa, u holda unga 

mos  
( ) jk tj

jX A e  

yechimni ikkita haqiqiy yechimga: shu ildizga mos kompleks funksiyaning haqiqiy va 

mavhum qismidagi funksiyalariga almashtirish mumkin. 

 Masalan, 

5

2

dx
x y

dt

dy
x y

dt


 


  


 sistemani yechaylik. 

 Sistemaga mos xarakteristik tenglama    
1 5

0
2 1

k

k

 


 
 

Yoki                 
2 9 0k   . 

Bu tenglama ildizlari 1,2 3 .k i   

Demak, yechimni  
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3

1

3

2

it

it

x e

y e





 



 

ko‟rinishida izlaymiz. 

Bularni sistemaga qo‟yib 

  1 21 3 5 0.i        

Bu tenglamani, masalan, 1 25 , 1 3i     yechimlar qanoatlantiradi. 

Demak,  

 

    

3

3

5 5 cos3 sin3

1 3 1 3 cos3 sin3 .

it

it

x e t i t

y i e i t i t

   


    
 

Bu yechimlarning haqiqiy va mavhum qismlari berilgan sistemaning yechimlari bo‟ladi, 

ularning chiziqli kom, inatsiyalari esa umumiy yechim bo‟ladi: 

   
1 2

1 2

5 cos3 5 sin3

cos3 3sin3 cos3 3sin3 .

x C t C t

y C t t C t t

 


     
 

9.6.2. Differensial tenglamalar nazariyasining iqtisodiyotdagi tadbiqlari 

 Ishlаb chiqаrishning tаbiiy o‟sish mоdеli 

 Fаrаz qilаylik, qаndаydir mаhsulоt p  nаrх bilаn sоtilаdi,  Q t  funksiya t  vаqt 

mоbаynidа ishlаb chiqаrilgаn mаhsulоt miqdоri o‟zgаrishini bildirаdi dеsаk, u hоldа t 

vаqt dаvоmidа  tpQ  gа tеng dаrоmаd оlinаdi. Аytаylik оlingаn dаrоmаdning bir qismi 

mаhsulоt ishlаb chiqаrish  invеstitsiyasigа sаrf bo‟lsin, ya‟ni  

    tmpQtI                                               (1) 

m - invеstitsiya nоrmаsi, o‟zgаrmаs sоn  vа  10  m .  

 Аgаr bоzоr yеtаrlichа tа‟minlаngаn vа ishlаb chiqаrilgаn mahsulot to‟lа sоtilgаn 

dеgаn tаsаvvurdаn kеlib chiqilsа, ishlаb chiqаrish tеzligining yanа оshishigа 

(аksеlatorga) оlib kеlаdi. Ishlаb chiqаrish tеzligi esа invеstitsiyaning  o‟sishigа 

prоpоrsiоnаl, ya‟ni  

 ( )Q l I t  ,                                                  (2) 

bu yеrdа 1/ l -аksеlator(o‟sish)  nоrmаsi. (1) fоrmulаni (2) ga qo‟yib  

 lmpkkQQ  ,                                           (3) 

differensial tеnglаmаni оlаmiz. (3) o‟zgаruvchilаri  аjrаlаdigаn differensial tеnglаmаdir. 

Bu tеnglаmа umumiy yechimining  ko‟rinishi ktCeQ  , bundа C -iхtiyoriy o‟zgаrmаs 

son.  

 Fаrаz qilаylik, bоshlаng‟ich  0tt 
 
mоmеntdа mahsulot ishlаb chiqаrish hаjmi 0Q  

ma‟lum bo‟lsin. U hоldа bu shаrtdаn  C  o‟zgаrmаsni aniqlash mumkin:  
0

0

kt
CeQ  , bundаn 0

0

kt
eQC


 . Nаtijаdа (3) tеnglаmа uchun Kоshi mаsаlаsining 

yechimini tоpаmiz:  

  0
0

ttk
eQQ


                                           (4) 

 Shungа e‟tibоr bеrish kеrаkki, mаtеmаtik mоdеllаr umumiylik хоssаsigа egа. 

Aholining o‟sishi  dinamikasini, bаktеriyalаrning ko‟pаyish jаrаyoni, rаdiоаktiv 

pаrchаlаnish jаrаyonlari hаm (4) fоrmulа bilаn ifоdаlаnаdigаn qоnuniyatgа bo‟ysunаdi.  

Masalan. 
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1. Agar kQQ   tenglamadagi proporsionallik koeffisiyenti 0,1 ga teng bo‟lsa, 

realizasiya qilingan mahsulot miqdori boshlang‟ich vaqtdagi bilan solishtirilganda, 

qancha vaqt o‟tgandan keyin ikki marta ko‟payadi? 

Realizasiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga ketadigan vaqtni 20% ga 

qisqartirish uchun investitsiya normasini qancha foizga oshirish kerak? 

 Mahsulot miqdori boshlang‟ich vaqtdagi bilan solishtirilganda ikki marta 

ko‟payadigan vaqtni aniqlash uchun (4) bog‟lanishda 0 00, 0,1 , 2t k Q Q    deb olish 

yetarli. U holda teQQ 1,0

002   tenglikka kelamiz, bundan 93,62ln10 t  vaqt birligi 

zarur bo‟ladi. 

Endi realizasiya qilingan mahsulot miqdorini ikkilanishiga ketadigan vaqtni20% 

ga qisqartirish uchun investitsiya normasini hisoblaymiz. 

,25,1
8,0

,8,0 11 k
k

ktt   

ya‟ni investitsiya normasini 25% ga oshirish kerak. 

2. Talab va taklif funksiyalari mos ravishda  

dt

dp
py 3225  , 

dt

dp
px 415  . 

Agar boshlang‟ich momentida p=9 bo‟lsa, muvozanat narxinig vaqtga bog‟liqligini 

topaylik. 

Talab va taklifning tengligidan 
dt

dp
p

dt

dp
p 4153225  , bundan 

p
dt

dp
10 , ya‟ni o‟zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil qilamiz.Bu tenglamani 

yechib, 10 tp Ce   bog‟lanishni hosil qilamiz.  0 9p   shartdan, 1C    

kelib chiqadi, nihoyat 10 tp e   va lim lim(10 ) 10t

t t
p e

 
    bo‟lib, narx turg‟unlikka ega 

bo‟ladi. 

3. k dоimiy elаstiklikkа egа funksiya tоpilaylik. 

 Elаstiklik tа‟rifi vа mаsаlа shаrtidаn quyidаgigа egаmiz:   kQ
Q

p
  

ya‟ni       .k
dp

dQ

Q

p
  

0p  shаrtdа           
dQ dp

k
Q p

      munоsаbаtni hоsil qilаmiz. Bu tenglikni integrаllаb, 

cpkQ lnlnln  , bundаn esа kpCQ   yechimni hоsil qilаmiz. 

 

Raqobat shаrоitidа ishlаb chiqаrishning o‟sishi(Lоgistik o‟sish) 

 Fаrаz qilаylik,  Qpp  -kаmаyuvchi funksiya bo‟lsin, ya‟ni  ishlаb 

chiqаrish o‟sishi bilаn bоzоr to‟yinаdi vа nаrх pаsаya bоrаdi: 0
dp

dQ
 . U hоldа tаbiiy 

o‟sish mоdeli  

 Q p Q Q                                           (5) 

ko‟rinishidа bo‟lаdi, bu erdа m .    
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 Tеnglаmаning o‟ng tоmоnidаgi bаrchа ko‟pаytuvchilаr musbаtligidаn ,0Q  

ya‟ni  tQ  funksiya o‟suvchi.  

 Funksiyaning o‟sish хаrаktеri (qаvаriq yoki botiqligi) uning ikkinchi tаrtibli 

hosilasi bilаn аniqlаnаdi. (5) tеnglаmаdаn ushbu  

  
















 Q

dQ

dp
pQQ

dQ

dp
QQpQQ 

. 

tеnglik kеlib chiqаdi. 

 Tаlаb elаstikligini kiritib, bu tеnglikning ko‟rinishini o‟zgаrtirish mumkin:  

,)(
pdQ

Qdp
pE 

 
tеnglikkа ko‟rа ,1 










pdQ

Qdp
pQQ  yoki 0

dp

dQ
 bo‟lgаni uchun 0E , 

nihоyat 

 EpQQ /11                                            (6) 

tеnglik hosil bo‟ladi. 

 (6) tеnglаmаdаn elаstik tаlаbdа, ya‟ni 1E  shartda,  0Q  ekаnligi kеlib 

chiqаdi vа )(tQ  funksiyaning grаfigi pаstgа qаvаriq ekаnligi mа‟lum bo‟lаdi. Bu esа 

mаhsulоt hаjmining prоgrеssiv o‟sishini bildirаdi.  

 Nоelаstik tаlаbdа 1E  vа bu hоldа 0Q  bo‟lgаni uchun )(tQ  funksiya 

yuqоrigа qаvаriq, bu esа mаhsulоt hаjmining  sеkin o‟sishini (ya‟ni yеtаrlichа 

tа‟minlаngаnlikni) bildirаdi. 

 Sоddаlik uchun,   0,0,  baQbaQP  tаlаb funksiyasi ishlаb chiqаrish 

funksiyasining chiziqli funksiyasi bo‟lgаn hоlni qаrаylik.    

                          P 

                       a 

 

 

 

                                         

                                               0                                  
b

a
          Q 

  

U hоldа (5) tеnglаmа ushbu  QbQaQ                                        (7) 

ko‟rinishdа bo‟lаdi. Аgаr 0Q  yoki 
a

b
Q   bo‟lsа, u hоldа 0Q  bo‟lаdi.  

Dеmаk,             bQaQQ 2  .                                     (8) 

Shuningdek, 
a

b
Q

2
  bo‟lgandа 0Q  vа 

a

b
Q

2
  bo‟lgandа  esa

 
 0Q  bo‟ladi. 

  Q  

 

  
a

b
 

 

  
a

b

2
          t  
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 tQQ   funksiya grаfigining egilish nuqtаsi baQt 2/ . Bu hоldа  tQ  

yechimni аniq tоpish mumkin. (7) tenglаmаdа o‟zgаruvchilаrni аjrаtib                  

 
dt

bQaQ

dQ



 

yoki       dtdQ
bQa

b

Qa













11
. 

Bu munоsаbаtni integrаllаb   CatbQaQ lnlnln    

yoki          atCe
bya

Q 


.  Bundаn   
at

at

bCe

aCe
tQ








1
)(  

 Chizmаdа kеlitirilgаn bu funksiyaning grаfigi  ((7) differensial tеnglаmаning 

intеgrаl egri chiziqlаridаn biri) lоgistik egri chiziq dеyilаdi. 

 Bundаy egri chiziqlаr bоshqа dinаmik jаrаyonlаrni hаm хаrаktеrlаydi. 

Mаsаlаn, mа‟lumоt(reklаmа) tаrqаlishi, оrganik muhitdа bаktеriyalаrning  ko‟pаyishi, 

biоlоgik оrgаnizmlаrning chеgаrаlаngаn muhitidа epidеmiyalаr tаrqаlish dinаmikаsi 

jаrаyoni mоdellаrini ifоdаlаydi. 

 

9.6.3. Kеynsning dinаmik mоdеli 

Dinаmikаning аsоsiy kоmpоnеntlаri bo‟lgаn iqtisоdiyotning dаrоmаd vа hаrаkаtlаrni 

bоg‟lоvchi sоddа bаlаns  mоdеlini qаrаymiz. Fаrаz qilаylik,        tItStEtY ,,, -mоs 

rаvishdа milliy dаrоmаd, dаvlаt xarajatlаr, istе‟mоl vа  invеstitsiya funksiyasi bo‟lsin. U 

hоldа quyidаgi munоsаbаtlаr o‟rinlidir: 

 

       

       

     tYtktI

tbtYtatS

tEtItStY







,

,

                                   (9) 

bu yerda  ta -istе‟mоlgа mоyillik koeffitsienti     tbta ,10  -chеkli istе‟mоl,  k t -

аksеlеrаtsiya nоrmаsi. (9) tеnglаmаlardа ishtirоk etuvchi bаrchа funksiyalаr musbаt. 

 (9) tеnglаmаlаrning mа‟nоsini оydinlаshtirаmiz.  Bаrchа хаrаjаtlаrning yig‟indisi 

milliy dаrоmаdgа tеng bo‟lishi zаrur - bu tenglik birinchi tеnglаmаdа ifоdаlаngаn. Хаlq 

хo‟jаligidаgi umumiy istе‟mоl, milliy dаrоmаdning  bir qismi bo‟lgаn ichki istе‟mоl vа 

chеgaraviy istе‟mоldаn ibоrаt bo‟lаdi. Mаnа shu jаrаyon ikkinchi tеnglаmаdа аks 

ettirilgаn. Nihоyat invеstitsiya hаjmi iхtiyoriy bo‟lishi  mumkin emаs: u dаvlаt 

tехnоlоgiyasi vа infrаtuzilmasi  хаrаktеrlаydigаn iqtisоdiy ko‟rsаtkich bo‟lib, akselator  

nоrmаsining охirgi milliy dаrоmаdgа ko‟pаytmаsi bilаn  аniqlаnаdi, bu jаrаyon uchinchi 

tеnglik bilаn ifоdаlаngаn.  

 Fаrаz qilаylik,      tktbta ,,  vа  tE  funksiyalаr bеrilgаn. Bu funksiyalаr dаvlаt 

evоlyutsiyasi vа fаоliyatini  хаrаktеrlаydi. Milliy dаrоmаd dinаmikаsini аniqlаsh, ya‟ni t  

vаqtning funksiyasi bo‟lgаn Y  ni tоpish mаsаlаsi аsоsiy iqtisоdiy mаsаlаlаrdаn biridir. 

 Ikkinchi tеnglаmаdаn  tS  ni vа uchinchi tеnglаmаdаn  tI  ni birinchi tеnglаmаgа 

qo‟yamiz.  tY  funksiyagа nisbаtаn  chiziqli bir jinsli bo‟lmаgаn birinchi tаrtibli  

differensial tеnglаmа hоsil bo‟lаdi: 
 

 
   

 tk
tEtb

Y
tk

ta
Y






1

                                 (10) 
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 Biz аsоsiy kba ,,  pаrаmеtrlаrni o‟zgаrmаs sоnlаr dеb fаrаz qilib, аnchа sоddа 

hоlni tеkshirаmiz. U hоldа (10)  tеnglаmа o‟zgаrmаs koeffitsientli birinchi tаrtibli  

chiziqli  differensial tеnglаmаgа аylаnаdi: 

k

Eb
Y

k

a
Yt







1
.                                       (11) 

 Mа‟lumki, bir jinsli bo‟lmаgаn tеnglаmаning umumiy  yechimi uning qаndаydir 

хususiy yechimi vа ungа mоs bir jinsli tеnglаmаning umumiy yechimi yig‟indisidаn 

ibоrаt. (11) tеnglаmаning хususiy yechimi Y
~

 sifаtidа 0' Y  dаgi, ya‟ni muvоzаnаt 

yechimini оlаmiz, ya‟ni  

a

Eb
y






1

~ .                                                 (12)  

Bir jinsli tеnglаmаning umumiy yechimi 






 
t

k

a
CY

t 1
exp

)(

0
 fоrmulа bilаn bеrilаdi. 

Dеmаk, (11) tеnglаmаning umumiy yechimi 

 
t

k

a

Ce
a

Eb
tY









1

1
                                   (13) 

(11) tеnglаmаning intеgrаl egri chiziqlаri  chizmаdа ko‟rsаtilgаn. 

 Аgаr vаqtning bоshlаng‟ich mоmеntidа 
pYY 0  bo‟lsа, u hоldа 00  pYYC  vа 

egri chiziqlаr (12) muvоzаnаt yechimdаn pаstgа ketadi, yani milliy dаrоmаd vаqt o‟tishi 

bilаn mаsаlаning bеrilgаn pаrаmеtrlаri kba ,,  vа E  dа kаmаyadi, chunki (13) dа 

ekspоnеntа dаrаjаsi musbаt. Аgаr 
pYY 0  bo‟lsа, u hоldа 0C  vа vаqt o‟tishi bilаn 

milliy dаrоmаd o‟sаdi – intеgrаl egri chiziqlаr 0YY   muvоzаnаt to‟g‟ri chizig‟idаn 

yuqоrigа kеtаdi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


