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Kirisiw

Ha'r qanday geometriyaliq figura (siziq, bet, dene) tochkalardin® jiynag'i
retinde ko'rip o'tiledi. Figuranin® ken'islikte yamasa tegislikte boliwina baylanish
onin’ elementi bolg'an tochkalarda tegislikte yamasa ken'islikte boliw1 kerek.
Tochkanin® tegislikte yamasa ken'isliktegi alip turg'an ornin, jaylasiw awhalin
aniqlaw ushin koordinatalar sistemasi qollaniladi. Koordinatalar sistemas1 arqali
geometriyaliq  figuralardin®  qa’siyetlerin  analitikaliq  usilda  tekseriw
mu mkinshiligine iye bolamiz. Basqasha aytqanda geometriyani algebra menen
baylanistiramiz[1]-[3]. Ma’selen, ken'isliktegi ha'r bir M tochkag'a ta'rtiplengen
(x, ¥, z) sanlar u'shligi sa'ykeslendiriledi. Bul jerdegi tochka geometriyaliq ob'ekt,
al sanlar u’'shligi algebra bolip esaplaniladi.

Kesindinin® uzinhg'i, figuranin® maydani, denenin® ko'lemi ha'm
mu yeshtin® shamasina baylanisli ma’seleler metrikaliq ma’seleler dep aytiladu.
Metrikaliq ma’'selelerdi sheshiwde affinlik koordinatalar sistemasinin® dara
jag'day1 bolg'an tuwrt mu'yeshli dekart koordinatalar sistemasi1 qollaniladi[4]-[5].
Mektep ha'm akademiyaliq litseylerde oqitilatug'in geometriya kursundag'i
ma’selelerdin® basim ko'pshiligi metrikaliq ma'seleler bolip tabiladi. Sonligtan,
tuwrt mu'yeshli dekart koordinatalar sistemasi ja'rdeminde kelip shig'atug'in
formulalar boyinsha sheshiletug'in ma’seleler u'yreniw u'lken a’hmiyetke iye.
Usilard1 esapga alip bul pitkeriw jumisinin® temasit «Dekart koordinatalar
sistemasinda berilgen metrikaliq formulalardi ma’seleler sheshiwde qollaniw usili»
dep tan'lap alindi. Bul jumista dekart koordinatalar sistemasina tiykarlang an
metrikaliq formulalardi qollaniw usilin oqiwshilarg’a jetkeriw bolip esaplaniladi.

Bakalavr boyinsha pitkeriw qa'niygelik jumisi to'rt paragraftan du’zilgen
bolip, onin" 1-paragrafi skalyar ko'beymege baylanisli metrikaliq formulalarg'a
arnalg’an. Bul paragrafta eki vektordin® skalyar ko beymesi ham onin® qa’siyetleri
berilgen. Bul jerde skalyar ko'beymeni vektorlardin® dekrt bazistegi koordinatalari
arqali an'latiw formulasi keltirip shig'ariladi. Bunnan son’, us1 formula tiykarinda

vektordin® uzmhg'in ha'm vektorlar arasindag’t mu'yeshti tabiw formulalar
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vektorlardin® koordinatalar1 arqali berilgen. Bul paragrafta birlik vektordin®
koordinata ko'sherleri menen jasag'an mu'yeshtin® kosinuslarinin® kvadratlarinin’
qosindis1 birge ten" ekenligi ko rsetilgen. Sonin® menen birge skalyar ko beymege
baylanisli ma’selelerdin’ sheshiliw jollar1 ko rsetilgen.

Pitkeriw ga'niygelik jumustin® 2-paragrafinda eki vektordin® vektorliq
ko'beymesin olardin® koordinatlar1 arqali an'latiw formulasi keltirip shig arilg an.
Bul formula vektorliq ko'beymenin® ka'siyetleri tiykarinda da'lillenip, tuwri
mu'yeshli dekart-koordinatalar sistemasinda ko'rip o'tiledi. Usi formulalardin®
ha'm vektordin® uzinlig'in tabiw formulasian paydalanip eki vektordan jasalg an
parallelogrammnin® maydanin tabiw formulas1 ja'ne to'belerinin® dekart
koordinatalar1 boymsha u'shmu'yeshliktin® maydanin tabiw formulalar: tiykarinda
geometriyaliq ma'selelerdi sheshiw usili ko rsetilgen.

Us1 jumistin® 3-paragarafinde u'sh vektordin® aralas ko'beymesi haqqindag'1
mag liwmatlar keltirilgen. Bul paragrafte u'sh vektordin® aralas ko beymesin
olardin® koordinatalar1 arqali an'latiw formulalar1 da’lillenip, bul formula
tiykarinda u'sh vektordan du'zilgen parallelepipedtin® ko'lemi ha'm tetraedrdin’
ko'lemin tabiw formalalarin keltirip shig ariladi. Bul jerdede metrikaliq formular
qollanilatug’in ma’selelerdi sheshiw u'lgisi berilgen.

Pitkeriw qa’'niygelik jumistin® 4-paragrafinde dekart koordinatalar1 menen
berilgen eki tochka arasindag'i araliqti esaplaw formulasi vektorlardi skalyar
ko'beytiw a'melinen paydalanip keltirip shig'arilg’an. Kesindinin® uzinhg in
aniqlaw formulasinan paydalanip geometriyaliq ma'selelerdi sheshiw usili ko rip

o tilgen.



1-§. Skalyar ko 'beymege baylanish metrikaliq formulalar

Metrikaliq formulalar tuwri mu'yeshli dekart koordinatalar sistemasinda
berilgen. Sebebi, affinliq koordinatalar sistemasinda ma'niske iye bolatug'in
uzinliq (araliq), maydan, ko'lem o'lshemi tu'sinikleri bir ma'nisli aniglanbayd.
Sonday-aq skalyar ko'beyme tu'sinigi boyinsha aniqlanatug'in formulalardida
affinlik koordinatalar sistemasinda emes, al tuwr1t mu'yeshli dekart koordinatalar
sistemasinda tekseriwimizge boladi. Sonin® ushin, metrikaliq ma’selelerde
ko pshilik jag'daylarda skalyar ko'beyme tu'sinigi beriledi.

Biz skalyar ko'beymege baylanisli metrikaliq formulalar menen jumis
islewden aldin us1 ko’beyme tu'sinigin ko rip o'temiz.

Amgqlama. Eki vektordin® uzinlglarinin® (modullerinin’) ko beymesine usi
vektorlar arasindag’'t mu'yeshtin® kosinusin ko'beytiwden kelip shiqqan san

olardin” skalyar ko beymesi dep atalad:.

Berilgen @ ha'm 6 vektorlardin® skalyar ko'beymesin an'latiwshi san d- &
yamasa (d, 6 ) tu'rinde jaziladi.

Eki a ha'm & vektorlardin® skalyar ko'beymesinin® aniqlamasi boyinsha
olardin” skalyar ko beymesi mina tu'rde jaziladi.

Zz-§:|Zz||§| Cos @ (1)

bul jerdegi @ mu'yesh- @ ha'm 6 vetorlararasindag't mu'yeshti an'latadu.

Eki vektordin® skalyar ko’beymesinin’ to'mendegi qa'siyetlerin atap o temiz:

1°. Eki vektordin' skalyar ko'beymesi kommutativlik (orin almastiriw)
ga’siyetine iye, yag niy
a-6=6-a

Bul ga’siyet skalyar ko"beymenin aniglamasian kelip shig"adi.

2°. Sang'a ko'beytiwde eki vektordin' skalyar ko'beymesi assotsiativlik
(teriw) qa’siyetine iye, yag niy:

(La)-6=1(6-a)

3°. Vektorlard: skalyar ko'beytiw qosiwg'a qgarata distributivlik (bo'listiriw)

qa’siyetine iye, yag niy:



—_

G-(6+0)=aG-6+ad-C
4°. Vektordmn" skalyar kvadrat1 onin’ modulinin' kvadratma ten', yag'n1y
i-a=|dlld|cos 0° =|a|” = a* =la|’
Endi, eki vektordin® skalyar ko'beymesinin® ayrim geometriyaliq
qa’siyetlerin qarap o'temiz.
1-qa'siyet. Eger hesh birewi nol'lik vektor bolmag'an @ ha'm 6 vektorlar
0'z-ara su'yir mu'yesh jasasa, onda olardin’ skalyar ko'beymesi on" san boladi,
yag'nly d -6 >0
Durisinda da, @ mu'yesh 0° tan 90° aralig'inda o' zgeredi, yag niy
0° <p<90° . Bul araliqta cos¢ >0 . Sonliqtan
c?-§=|c7||§|cos p>0= a-6>0,
2-ga’siyet. Nol'lik emes eki vektor arasindag't mu'yesh dog'al mu'yesh

bolsa, onda bul vektorlardin® skalyar ko beymesi teris san boladi, yag' niy
a-6<0,

Haqiyqatinda da, bul jag'dayda eki vektor arasindag’s ¢ mu'yesh ekinshi
sherekte o'zgeredi, yag niy 90°>¢p>180". Bul araligta €0S®<0 boladi.
Sonligtan, bul jag'dayda

Ei-éz‘c'iHé‘cos p<0 = a-6<0
boladu.

3-qa'siyet. Eger @ ha'm 8 vektorlar 0'z-ara perpendikulyar bolsa, onda
olardin’ skalyar ko'beymesi nol ge ten” boladi, yag niy
a-6=0

Haqiyqatinda da, eki vektor o'z-ara perpendikulyar bolsa, olar arasindag't @
su'yir mu'yesh 90° qa ten' boladi. Bul jag'dayda, cos90° =0 bolg anliqtan

5-§=‘5H§‘cos 90°=0

ekenligi kelip shig*adu.



4-qa'siyet. Eger eki @ ha'm 8 vektorlardin® skalyar ko beymesi nol’ge ten’

bolsa, onda bul vektorlar o'z-ara perpendikulyar boladu.

Durisinda da d ha'm 6 vektorlardin' birewi nol’ ge ten” bolsa, onda bul
jag'dayda us1 nol'llik vektorg'a qa'legen bag'it beriwge boladi. Sonliqtan nol'lik
vektordin® bag'itin ekinshi vektordin® bag'itina perpendikulyar etip qa’billap

aliwg'a bolad.

Eger eki d ha'm 8 vektorlardin' ekewi de nol'lik emes vektorlar bolip
a-¢=0 bolsa, onda
ae 0
cos p=——=7—7—=0
alle| |alle]

Ten'lik ormli boladi. Bunnan cos ¢ = 0 ekenligi kelip shig’adi. Bul

—

T -~
jag'dayda §0=? boladi. Demek, ¢ki a@ ha'm 6 vektorlar1 o'z-ara

perpendikulyar bolip tabilada.

5-qa'siyet. Eger eki @ ha'm 8 vektorlar1 kollinear bolsa, onda olardin’
skalyar ko beymesi, ust vektorlardin® bag itlarinin® birdey yamasa qarama-qarsi
boliwma baylanisli, on’ belgi yamasa teris belgi menen aling’an berilgen

vektorlardin® modul'lerinin® ko beymesine ten" boladi, yag niy
i=26<d-§=+|dl§

Durisinda da @ ha'm 6 vektorlar birdey bag'itlang'an bolsa, bul vektorlar
arasindag't @ mu'yesh 0° qa, al qgarama-qars1 bag'itlang'an bolsa =180 bolad:.
Onda cos @ ==*1 boladi. Bul jag'dayda

a -éz‘ﬁ‘ ‘é‘ cosgozi‘ﬁ‘ ‘é‘

Eskertiw: Skalyar ko'beymesi u'sh ha'm onnan artiq vektorlar ushin

qgollaniwg'a bolmaydi, sebebi joqarida gabil etilgen aniqlamag'a muwapiq eki @

ha'm 6 vektorlardin' skalyar ko'beymesi sannan ibarat boladi. Demek, eger biz



—

oni tag'da u'shinshi vektorg'a, aytayiq C vektorg'a ko beytsek, onda na'tiyjede

vektord1 payda etemiz:
G-6=2, (i-§)C=A¢C

Bul vektor C vektorg'a kollinear bolad1.

Endi, eki vektordin® skalyar ko'beymesin ko beyiwshi vektorlardin® dekart
bazistegi koordinatalar1 arqali an’latiwsh1 formulani keltirip shig'aramiz.

Meyli bizge ken'islikte R=(0,i,j,k) dekart koordinatalar sistemas1
berilgen bolsmn. Biz @ ha'm 8 vektorlard: alamiz.

Bul jerde I ,J ,k lar koordinata vektorlari bolg'anligtan olar sizigh
baylanissiz bolip, u'sh o'lshemli vektorliq ken'isliktin® bazisin du'zedi. Bul
jag'dayda vektorliq ken'isliktin® ha'r qanday @ ha'm 8 vektorlari usi vektorlar
arqali sizigl an’latiladu.

d=x1+yi+zk

2)

!

R

—

Onda (2) en'liktegi X;>)15>2] ha'm X,,Y,,Z; koeffitsientler d ha'm 6
vektorlardin® sa'ykes b={i, j, k} baziske qarata koordinatalar1 dep ataladi. Biz

d ha'm 6 vektorlardin’ berilgen b={i, j,k} baziske qarata koordinatalarin

ko'rsetiw ushin d (X,,,2,) ha'm é (xz s Vo2, ) jaziwlard1 qollanamiz.

Endi (2) ten'lik boymsha koordinatalar1 menen berilgen @ ha'm 6
vektorlardin® skalyar ko beymesin tabamiz:
a-6=(xi+ ylf+zll€ )(x,0 + y2f+zzl€)
Bul ten'liktin® on” jag'in ko'p ag'zalilardi ko'beytiw qag'iydasi boyinsha
qawsirmant aship shig'amiz. Sebebi, eki vektordin® skalyar ko'beymesin sang'a
ko'beytiwde asotsiativlik ga'siyetine ha'm qosiwg'a qarata distributivlik

qa’siyetine iye. Olay bolsa



a_glele?z +x1y2(;.7)+xlzz(;k)+ylx2(j;)+yly2j2 +y122(.7]€)+

ki i r 3
+le2(ki)+Zlyz(kj)+2122k2 3)

Dekart koordinatalar sistemasindag’1 ;,j,]; koordinata vektorlar1 jup-
juptan perpendikulyar, yag niy
iLli, iLlk, jLlk
Bul jag'dayda eki vektordin® skalyar ko'beymesinin® 3-qa’siyeti boyinsha
17,]’,]; vektorlardin® bir-biri menen skalyar ko 'beymesi nol ge ten’ boladi.
(- ))=0, (-k)=0, (j-k)=0, (j-)=0, @
(k-i)=0, (k-j)=0

Sonin" menen birge koordinata vektorlar1 birlik vektorlar bolg anligtan
skalyar ko beymenin' 4° ga'siyeti boyinsha
. —12 - -2 - —|2
i?=[i| =1 j*=[ji] =1 kzz‘k‘ =1 5)
ten'likler orinli. Tabilg'an (4) ha'm (5) sha'rtleri (3) ten'likke aparip qoysaq, onda
a-6=x,x,+y y,+z2 2, (6)
formulag’a iye bolamiz.
Solay etip, koordinatalar1 menen berilgen eki vektordin® skalyar ko beymesi
olardin” sa'ykes koordinatalarinin® ko'beymelerinin® qosindisina ten” boladi.

Endi biz, koordinatalari menen berilgen vektordin® uzinlig'in aniglaw

formulasin keltirip shig’aramiz.
Meyli bizge (2) ten'liktegi a (xl,y 1> Z1) vektor berilgen bolsin. Biz, mina
skalyar ko"beymeni esaplaymiz.
. 2 2 2
a-a=xx+tyytzizy=x, +y +2z

Bul jerde (6) formuladan paydalandiq.

- —

-2 -2
Ekinshi jagtan d-ad=d :‘a‘ bolg anligtan, jogaridag'i ten'likti esapqa

alip minag'an iye bolamiz.
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- 2 2 2
gl =x"+y +z

yamasa

H =\ x12 +Y12 +212 (7)

Demek, vektordin® uzinlig'1 onin® koordinatalar1 arqali (7) formula boyinsha

tabilad:.

Koordinatalar menen berilgen a ()q, W Zl) ha'm 6 (Xz ,yz,zz) vektorlari
arasindag’it mu'yeshti olardin® berilgen baziske garata koordinatalar1 boyinsha
an'latiw formulasin keltirip shig'aramiz. Bunin® ushin eki vektordin® skalyar
ko'beymesin tabiw formulas1 qollaniladi. Haqiyqatinda da (1) formulani esapqa

alip mina ten'lik jaziladi:

ANY
R

cos @ =

Qy
SN

Bul ten'liktegi skalyar ko'beyme ha'm vektorlardin® uzinliqlarina (6), (7)

formulalardi qollaniwimizdin® na'tiyjesinde mina ten'likke 1ye bolamiz.
XXy TV, + 2,2,

\/ 2 2 2 \/ 2 2 2
X, +y1 +Z1 "X, +y2 +22

CoS @ =

(8)

(8)- formula arqali eki vektor arasindag’i @ =(a "¢) mu'yeshtin® kosinusi
tabiladi.

Jogarida, eki vektordin® o'z-ara perpendikulyar boliw1 ushin olardin® skalyar
ko'beymesinin® nol'ge ten” boliw1 za'ru'rli ha'm jetkilikli ekenligin ko'rip o'tken
edik. Olar eki vektordin® skalyar ko'beymesinin® u'shinshi ha'm to'rtinshi
qa'siyetleri arqali berilgen. Usilarg'a tiykarlanip ha'm (7) formulani esapqa

aliwimizdin® na’tiyjesinde mina ten'lik kelip shigadi:
XX, +y ¥, +22,=0, 9)

Usilayimsha berilgen (9) ten'lik eki vektordin® perpendikulyarliq sha'rti dep

ju'rgiziledi.

10



Uzimhg 1 birge ten” bolg’an € vektor (‘5‘21) koordinata ko'shleri menen
a,fB,y mu'yesh jasasin. Anigrag't OX, OY ha'm 0Z ko'sherlerinin’ on' bag'iti

menen sa'ykes &, 8,7 mu'yesh jasasin. Onda, mina sha'rtler ormnl1 boladu.

@"i)=a, €"j)=B, @ k)=y

—

Birlik € vektorinn' i, j,k koordinata vektorlari arqal1 s1zigh an'latiliwin

jazamiz.
e=A0+A,]+ Ak

—

Bul ten'liktin® eki jag'mn i, j.k vektorlarg'a gezekpe-gezek skalyar

ko'beytemiz. Sonda
i =2, I)+A,(j i)+ A, (k-0)
Bul jerge (4) ha'm (5) ten'liklerdi qollansaq,
2 =(@-1)=[e][f|cos(@ " ) =cosax
ten'likke 1ye bolamiz.

Usig an ugsas

A, =(é- j)z‘é”j‘ cos(é " j)=cosf

Ay =(e- lg):‘éulg‘ cos(e " lg):cos;/ _

Demek, birlik € vektor 0'zinin" koordinatalari arqali € (cosa; cosf; cosy)

tu'rinde ko'rsetiledi.

Bizin' jag'dayimizda €- birlik vektor bolg'ami ushin (7) formulag'a

tiykarlanip mina gatnasqa iye bolamiz.

1= é’\:\/cosz a+cos f+cos y
yamasa
cos’a+cos’ B+cos’y=1 (10)
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Ha'r ganday vektor bag'itt1 aniqlaydi. Sonmn’ ushin € vektor arqali
aniqlang’an bag'it koordinata ko'sherleri menen o, 8,7 mu'yesh jasasa, onda usi
mu'yeshlerdin® kosinuslarinin®  kvadratlarinin® qosindis1  birge ten’ boladu.
Sonligtan (10) formula bag itlawsh1 kosinuslar dep atalad:.

Jokarida keltirilgen (6), (7), (8), (9) ha'm (10) formulalar skalyar ko beymege
baylanisli dekart koordinatalar sistemasindag'it metrikaliq formulalar boladi. Us1
metrikaliq formulalar qollanilg’an ma’selelerdi sheshiw usilin ko rip o’ temiz.

1-ma’sele: a(3;—4;1) ha'm a(2;—2; 1) vektorlar arasindag'1 mu'yeshti tabin’.

Sheshiliwi: Bul vektorlar arasindag’t mu'yeshti tabiw ushin (8) formuladan

paydalanamiz:

6+8+1 15 15 5

Jo+16 +1/4+4+1 269 ~26-3 26 °

cos @ =

5
Bunnan ¢= arccosﬁ

2-ma'sele. To'belerinin’ koordinatalar1 A(-<4—4-4), B(-3;2;2), C(2;5])
ha'm D(3;-2;2) bolg'an to'rtmu’yeshliktin® diaganallar1 o'z-ara perpendikulyar
ekenligin da’liyllen’.

Sheshiliwi: ABCD to'rtmu’yeshliktin® AS ha'm BD diaganallar1 arasindag'1

mu'yeshti aniglawimiz kerek. Bunin® ushin AC ha'm BD vektorlar1 arasindag'1

mu’yeshti tabamiz (1-s1zilma).

B
ﬁ \ c
”)r'??‘
B

1-s1z1lma.

Ma'seleni sheshiw ushin ABCD to'rtmu'yeshliktin®  diagonallarin

suwretlewshi 4C ha'm BD vektorlar1 koordinatalarin aniqlaymz.
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AC=Q2+4:5+4;1+4)=(6, 9; 5)

B_b =(3+3;,-2-2;2-2)=(6;—4;0)
Usi vektorlar arasindag'1 mu'yeshti (8) formuladan paydalanip tabamiz.
36-36 0

COSQp= = =0
V3648142536416 142-4/52

T
Bunnan cosq0=0:>(p:5_ Demek, AC LBD

3-ma’'sele. a(2;—3;1), 6(1;2;3) ha'm ¢(I; 2; —7) vektorlar1 berilgen. Usi
a(2;-3;1), 6(1;2;3) vektorlardin’ ekewinede perpendikulyar ha'm ¢ vektor
menen skalyar ko'beymesi 10 g'a ten” bolatug'mn X vektordi aniglan’. Sheshiliwi:
Meyli, X vektordin® koordinatalar1 (X;; X,; X;) bolsin. Ma'selenin’ sha'rti boymsha
vektort @ ha'm 6 vektorlardin’ ekewine de X vektorg'a perpendikulyar bolg ani

ushin, olardin® (9) formuladag’i perpendikulyarliq  sha'rtin qollanip mina

qatnaslardi jazamz:
2x, = 3x, +x;, =0,
X, +2x,+3x;,=0.

Ma'seledegi ¢ - X =10 sha'rtten mina ten'lik kelip shig'adi:
X, +2x, =7x; =10
Biz X vektordin' koordinatalarm aniqlaw ushin joqaridag'i ten'lemelerdi
sistema etip sheshemiz. Bunmn® ushmm X, +2x,+3x;,=0 ten'lemeden
x, +2x, —7x; =10 ten'lemeni ag' zama-ag za alsaq, minag an iye bolamiz.
X, +2x, +3x, —(x, +2x, = 7x,)=—-10 = x, =-1
Bunnan X;, X, ge baylanisl ten'lemeler sistemasi kelip shig*adu.

2x, -3x,-1=20
x, +2x,-3=0

13



. . .. 11 5 ..
Usi ten'lemeler sistemasinin® sheshimi x, = Hh=g ekenligin aniglaymiz.

- 211 5
Demek X vektordin® koordinatalari X(7;7;— 1) bolad: eken.
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2-§. Eki vektordin® vektorliq ko 'beymesin onin" koordinatalar:

arqah an’latiw formulas1 ha’m om1 ma’seleler sheshiwde qollamw

Biz, da’slep eki vektordin® vektorliq ko'beymesi tu'sinigine qisqasha toqtap
0 temiz.
Meyli bizge @ ha'm 8 vektorlari berilgen bolsa. Usi1 vektorlardin® vektorliq

ko'beymesi vektor bolip om1 ¢ arqali belgileymiz ha'm ol to mendegishe

aniqlanadi:

1. Ust & vektor d ha'm 6 vektorlardin' ekewinede perpendikulyar,
basgasha aytqanda d ha'm 6 vektorlardan du’zilgen parallelogramm tegisligine
perpendikulyar.

2. ¢ vektormm' moduli & ha'm 8 vektorlarinan jasalg’an

parallelogrammnin’ maydanina ten’ .

3. ¢ vektordn' bag'iti1 a vektorman 8 vektorma qaray ¢ vektor
do’gereginde en" jaqin burtw ust ¢ vektorinin' ushiman turip qarag'animizda saat

tili buriliw bag’1tina keri bag’itta boliw1 kerek.

Eki d ha'm 6 vektorlardin’ vektorliq ko'beymesi bolg'an ¢ vektordi

joqarida ko'rsetilgen u'sh sha'rtke tiykarlanip suwretleymiz (2-s1zilma).

c

2-s1zilma.

d ha'm 6 vektorlardin' vektorliq ko'beymesi @ X6 yamasa [5, g] tu'rinde
belgilew qabil etilgen. Sonda ¢ =[a@,é] boladi. Usi ¢ ([5, é]) vektordin’
uzinlig'1 mma formula boyinsha tabiladu.

dl=|d|-|é|-sinp, @=(a"6)
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Bul formula vektorliq ko’beymenin' aniqlamasindag’i 2-sha'rtten kelip
shig adu.

Endi eki vektordin® vektorliq ko'beymesinin® ayrim ga'siyetlerine toqtap
o'temiz.

1°. Eki vektordin' vektorliq ko beymesi kommutativlik qa'siyetine iye emes.
Atap aytqanda, ko'beytiwshi vektorlardin® ormlarin almastirg’'anda vektorliq
ko'beymenin’ belgisi o zgeredi, yag niy

a.5)=f5.d

2°. Vektorliq ko'beyme sang'a ko'beytiwge qarata assotsiativlik (teriw)

qa’siyetine iye, yag niy
[1a, é]=a, 2é]= 1 |a, &]

3°. Vektorliq ko'beyme qosiwg'a qarata distributivlik (bo'listiriw) ga'siyetine

iye, yag niy
(@ +a),é]=a, &]+|a, 4]

4°. Eger d ha'm 8 vektorlar kollinear bolsa, onda bul vektorlardin’
vektorliq ko'beymesi nol ge ten’ bolad:.

Bul qa'siyetlerdin® durislig't «Analitikaliq geometriya» kurst boyinsha
jazilg'an barliq a'debiyatlarda da’liyllep ko'rsetilgen. Sonligtan, bug'an ken'irek
toqtap otirmaymiz. Bizin® tiykarg'it maqsetimiz vektorliq ko’beymege baylanish
metrikaliq formulalardi keltirip shig’ariw  bolg'ant ushin eki vektordin®
ko'beymesin onin’ koordinatalar1 arqali aniqlawg’a arnalg'an formulag'a ken'irek

toqtap o'temiz.

Meyli d ha'm 6 vektorlardin® R=(O,7,j,/€) dekart renerge qarata

koordinatalar1 berilgen bolsin, yag niy

— —

d=xi+y j+zk, &=x,0+y,]+2,k (1)

Endi dekart reperdegi I, /5 k koordinata vektorlardin’ vektorliq ko'beymesin

aniqlaymiz(3-sizilma).
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=

=

3-s1zilma

Vektorliq ko'beymenin™ aniglamasi boymsha

L[, 7]=F]|7]sin 90" =1=|k]

2. kLli, k1]

3. k vektordm' ushman turip IT tegislikke qarag'anmmizda i vektormin' j
vektorina & vektrdin’® do'gereginde en' jaqm araligga burihw saat tili buriliw
bag'1tina qarama-qarsi.

Demek, vektorliq ko'beymenin® u'sh sha'rtine boysmimwsh1 & vektor ushin
k =i, 7] ten'lik ormls.

Usig an ugsas

i=[j, k1. j=[ki] @)
ten'liklerdin® orinli ekenligin ko rsetiwge bolada.

Vektorliq ko'bemenin® 1° ha'm 4°-qasiyetlerinen mina ten'liklerge iye

bolamiz.

il =i k=
. G)

F.il=0, [. 7]=0, [f. ¥]-

Koordinatalar1 menen berilgen @ ha'm 8 vektorlardin’ vektorliq

ko'beymesin tabamiz. Bunin® ushin [5, g] vektorliq ko'beymedegi @ ha'm

8 vektorlardin' ornima (1) ten'liktegi ma'nisin a‘kelip qoyamiz. Sonda mina
ten'lik kelip shig adt:

[a, 6] :[(x1;+y1j+zlk)7 (x2f+y2]+zzk)] 4)
Vektorliq ko beymenin® 2° ha'm 3° qa'siyetlerinen paydalanip, (4) ten'liktin'
on' jag'indag'i an'latpadag't qawsirmalardi aship shig'amiz. Biraq, bul jerde

17



ko'beymelerdin® ta'rtibin saqlawimmz kerek. Sebebi, vektorliq ko'beyme
kommutativlik ga'siyetke iye emes.
[d,61= xx,[i, i 1+ 0,0, 1+ 02,00 K1+ yxf, i1+
+Y1y2[]> ]] +y122[]> k1+zx,[k, i ] +2, 0k, ]] +z,2,[k, k].
Bul jerdegi bazislik vektorlardin® vektorliq ko'beymesine (2) ha'm (3)

ten'liklerdegi ma'nislerin jazamiz:
[, 6]=x, 3,k —X,2,] =y X,k + Y250 +2,%,] —Z, 50 .
Bul an’latpan1 birdey koordinata vektorlarina qarata ta'rtip penen gruppalasaq
[Ei, é’] =z, —z2 )i = (X2, —2,X,) J + (X, = 01X,k
ten'ligine 1ye bolamiz. Bul ten'lik determinentlar arqali to’ mendegishe an’latilad.

la. &]=

—

Vi 2y i )

Yo 2y

X Z X Y

Xy, Vo

Ir j+

X, Z,

(5)- ten’likti qisqasha mina tu'rde jaziwg'a da bolad1.

— —

i J ok
[Zi,é']: X Y 2 (6)
Xy Vo 2y

Sebebi, (6) ten'liktin® on" jag'indag'1 u'shinshi ta'rtipli determinantti birinshi
qatardin’ elementleri boyinsha jiklesek (5) ten'liktin® on" jag'indag'1 an'latpa kelip
shig'adi. Sonligtan, (5) ha'm (6) ten’likler o' z-ara ekvivalent bolip tabilad.

Vektorliq ko'beyme ushin kelip shiggan (5) formula [c_i , 8 ]Vektorln
koordinata bazislerine qarata jiklew formulasi bolip esaplaniladi. Sonligtan,
jiklewdin' koeffitsientleri [@, 6] vektormmn® koordinatalarman ibarat boladi.

Solay etip, vektorliq ko'beymeni koordinatalar formasinda jazg'anda biz

L.

to'mendegi an’latpag’a iye bolamiz.
[ﬁ - {Jﬁ Z
a, 6]= ;

9
V2 2,

X1 2y |

b

X W

Xy Vo

X, 2,
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Endi biz, to'belerinin’ koordinatalari belgili bolg an
Aa,, a,, ay), B(b, b,,by), C(c,c,,c;) u'shmu'yeshliginin®  maydanin  tabiw

formulasin keltirip shig'aramiz (4-s1zilma).

4-s1z1lma.

- -
Bunin® ushim AB ha'm AC vektorlarin sizilmadan belgilep alamiz. Onda

- -
ABC u'shmu'yeshliginin® maydan AB ha'm AC vektorlardan jasalg'an ABCD
parallelogramm maydaninin® yarimina ten" boladi.
Vektor ko'beymenin® amiglamasi boyinsha ABCD parallelogramnin® §

maydan1 mina formula arqali tabiladi.
S:H[B, AZ’” .
Bul jerde ABC u'shmu'yeshliktin' maydanmn S, arqali belgilesek, onda

S, = L.g-L. [AB, Ac}
2 2

- -
boladi. Endi AB ha'm AC vektorlarinin® koordinatalarin tabamiz.

AHBZ{[)I —da,; bz_az; b3_a3}’
AHCZ{CI —da;; Cy—a,; C3_a3}'

Bul jerde (7) formuladan paydalanip {A} , AC } vektordin® koordinatalarin

tabamiz.
- b,—a, b,—a,| |b,—a, b, —a b,—a, b,—a
2 2 3 3 3 3 1 1 1 1 2 2
{AB, AC} ; ; .
c,—a, ¢;—a,| |c;—a;, ¢,—a,| |c,—a, ¢c,—a,
Eger
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b,—a,=m,, b,—a, =n,, by —a, = p,
C,—a, =m,, C, —d, =N,,C;—d3,= P,

belgilerin kirgizsek, onda

|:A_)B, A_)C:l _ n, p, : pom : m, n,
n, p,| |P, M, \m, n,
Demek,
2 2 2
s, :l. n, p, 4 Py m m, n ()
2 n, p, P, m, m, n,

Jogarida keltirip shig’arilg’an (5) ha'm (8) formulalar dekart koordinatalar
sistemasindag’1 vektorlig ko'beymege tiykarlang’an metrikaliq formulalar dep
ataladi.

Ust metrikaliq formulalar gatnasqan ma’selelerdin’ sheshiliw u’lgisi menen
tanisip o'temiz.

l-ma'sele. a={1, 0}, §={0;3; 1}, ¢={2;0; 1} vektorlar: berilgen. [a, [, ]|
vektordin® koordinatalarin tabin’.

Sheshiliwi:  Jogarida  keltirilgen (7) formula boyinsha da’'slep
[5, E]Vektordln‘ koordinatalarin tabamiz. Bunnan son’ [Zz, [é' , C ]] vektordin’

koordinatalar1 aniglanadi.

31 (ol |o3
> ~|= . . =13:2:—-6
6. ¢] {‘01’12’20‘} 3:2:-6} .
Onda
1 0 o1 |11
il cll = - - —{6:6:-1
la.le. <l ﬂz _6l -6 3/ 32‘} 6 6 -1
Demek,

2-ma‘sele. a= {8;4;1} ham 6 = {2;— 2;1} vektorlarg'a  jasalgan

parallelogrammanin® maydanin tabin’.
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Sheshiliwi: Meyli bizge @ ha'm 8 vektorlari berilgen bolsin. Bul

vektorlardi O tochkag'a parallel” ko shiremiz(5-s1zilma).

iy
L)

O a
5-s1zilma.

Usi vektorlarg'a jasalg'an parallelogrammnin® maydani S arqali belgileymiz.

Vektor ko'beymenin’ aniqlamasi boymsha S maydan

S =|la, &]|

formula arqali tabiladi. Sonin™ ushin [(3 , 6 ] vektordin® koordinatalarin anigqlaymiz:

4 1
a, 6|= =16:—6:—24 .
[a,e {‘_21 H {6, 6; }
Onda

S=1J67 +6>+24% =\72+247 = [24(3+24) =+/8-3-3° =4/8.3.3° =182
3-ma'sele. To'beleri  A4(4;2;3), B(5;7;0) ha'm  C(2;8;—1) tochkalarda

1 8
1 2

8 4
2 =2

b

b

jaylasqan ABC u'shmu'yeshliktin® maydanin tabin’.

Sheshiliwi: U'shmu’sheshliktin® ta'repleri arqali su'wretleniwshi 4B ha'm

AC vektorlardin® koordinatalarin tabamiz(4-s1zilma):

AB=1{5-4;7-2; 0-3}={t; 5, -3},

AC={2-4; 8-2; —1-3}={-2; 6; —4}.

Onda [A?B ,AC } vektordin® koordinatalar1 to'mendegishe aniqlanadi.

[» »} 5 -3
AB,AC | =
6 —4

Bul jerde (8) formulani qollanip u'shmu’yeshliktin® maydanin tabamiz.

-3 1
—4 -2

b

]1os
-2 6

H:{—z; 10; 16 }.

S, = %\/(_2)2 +10° +16° =%\/4+100+256 = %«/360 =310
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4-ma’sele. a=13,0-1}, 6 ={243}, ¢ ={~1;32}, d ={2,0;1} vektorlar
berilgen. [a, ¢]-[8, d ] skalyar ko beymeni tabin’.

Sheshiliwi. Da'slep [d, ¢] ha'm [6, d ]

L 01| |-1 3| |30 . .
[a,c]—{3 SF 15 g f _13‘}—{3, 5, 9}
- 4
[g’d]:{ 3; 3 2; 2 4}:{4;4;_8}
0111 27|20

Ma'selede soralg’an [d,¢] ha'm [6, d ] vektorlardm® skalyar ko beymesi
birinshi paragraftegi (6) formula boyinsha tabiladi, yag niy

la, ] |6, d|=3-4+(-5)-4+9(-8)=12-20- 72 =80

Demek, [a, c]-[8, c?] = -80.

5 — ma'sele. To'rtmu'yeshli ABCDE piramidanin’ ultam ABCD tuwri
mu'yeshlik bolip, to’besi E tochkada jaylasqgan ha'm ultaninin® ta'repleri
AB=a, BC=b berilgen. Piramidanin' AE qabirg'asi onin’ ultan tegisligine
perpendikulyar bolip uzinlig't h ga ten’. Piramidanin® BC ta'repindegi K tochka
ushin BK = c¢ bolsin. AKE ha’m CDE tegislikleri arasindag’1 mu'yeshti tabin’.

Sheshiliwi. Tuwrt mu'yeshli dekart koordinatalar sistemasi sonday etip

tan'lap alinadi, na’tiyjede koordinata bast A tochkada, al koordinata ko'sherleri

AB, AD, AE vektorlar boyinsha bag itlansin (6 — sizilma).
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6-s1z1lma.

Tan'lap aling’an tuwri mu'yeshli dekart koordinatalar sistemasina qarata
piramidanin’ to'belerinin’ koordinatalari mina tu'rde boladi:
4(0,0,0), B(a,0,0), C(a,b,0), D(0,b,0), £(0,0,%), K(a,c,0)
Ma'selenin’ sha'rtinde ko'rsetilgen AKE ha'm CDE tegislikleri arasindag'1
mu'yeshti tabiw ushin us1 tegisliklerdin® normal vektorlart arasindag’it mu'yeshti

tabamiz. Normal vektor arasindag’t mu'yesh tegislikler arasindag’t mu'yeshke ten’

bolad:.

Mma p =[DC, ED} vektor CDE tegisliktin® normal vektori, al

q =[;1_E, ;I_K} vektor AKE tegisliktin® normal vektor1 boladi(6— sizilma). Usi

—_ > >

vektorlardin® koordinatalarin anigqlawimiz ushin da‘slep DC, DE, AE, AK

vektorlardin® koordinatalarin aniglaymuz.

DC=ai+0j+0k, DE=—bj+hk,
;I_E:Oi+0j+hk, ;1_K:ai+cj+0k
yamasa

BZ“:{a; 0; O}, _D_E:{O; - b; h}:EB:{O; b; —h}

,_4_;7:{0; 0; h}, Alzz{a; c; 0}
23



Jogarida ko'rsetilgen (6) formuladan paydalanip p ha'm ¢ vektorlardin’

koordinatalarin anigqlaymiz.

I

;: a 0 0 :ab;+ah7:ah;+ab;,
0 b —h
I

=10 0 hl=ahj—chi=—chi+ah.
a ¢ 0

Biz ; ha'm 5 vektorlar1 arasindag't mu'yeshti ¢ dep belgilesek, onda us1
mu'yesh AKE ha’'m CDE tegislikleri arasindag't mu'yesh boladi. Onda eki vektor
arasindag’1 mu'yeshti tabiw formulas1 boyinsha minag'an iye bolamz.

a’h’ a’h’ ah

\/a2h2 +a2b2\/c2h2 +a’h’ B ah\/b2 +h2\/a2 +c’ B \/a2 +c’ \/b2 +h’
Sonliqtan AKE ha'm CDE tegislikleri arasindag't mu'yesh minag'an ten” boladi:

ah
«/a2 +c? x/b2 + h?

6-ma’sele. Duris to'rtmu’yeshli piramidanin® ultaninin® ishki oblastindag’1

cosQ =

@ =arccos

ga'legen tochkadan qaptal jaglarina deyingi araliglarinin® qosindis1 us1 tochkanin’

tan'lap alintwina baylanishi emes ekenligin da’liyllen.

Sheshiliwi. Meyli ABCDE duris to'rtmu'yeshli pirimadanin® ultant ABCD
to'rtmu’yeshlik bolsin (7-s1zilam). Bul jerde ABCD kvadrat
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7-s1z1lma.

Tuwrimu'yeshli dekart koordinatalar sistemasin sonday etip tan'lap alayiq,
na'tiyjede koordinata bas1 ABCD kvadrattin® dioganallarinin® kesilisiw tochkasinda

jaylasip, koordinata vektorlari
OB=1,0C=j, kz{i, ]}

bolsin. Piramidanin® biyikligi # dep belgilep alsaq, onda (;]:3: hz boladi. Tan'lap
aling’an koordinatalar sistemasinda piramidanin’ to'belerinin’ koordinatalar1 mina
tu'rde boladi:
B(1,0,0), €(0,1,0), 4(0,~1,0), D(-1,0,0), £(0,0,4)
Ust tochkalardin® koordinatalarinan paydalanip piramidanin® qaptal
jaglarinin® ten'lemelerin du'zemiz. Bul ten'lemeler u'sh tochkadan o'tiwshi

tegisliktin® ten'lemelerin tabiw formulasina boyinsha aniqlanidi.

x y+1 z
ABE: [1 I 0|=0 = hx+z-h(y+1)=0.
0 1 &

Bunnan

hx—hy+z—h=0.
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Usig'an ugsas, piramidanin® qalg'an BCE, CDE ha'm ADE qaptal

jaglarinin’ ten'lemelerin amigqlaymiz:

x-1 y z

BCE: -1 1 0|=0=>hx+hy+z—-h=0,
-1 0 h
x y-1 z

CDE: -1 -1 0 |=0=-hx+hy+z-h=0,
1 0 &

x y+1 z
ADE: |-1 Il 0 |=0=>hx+hy—z+h=0.
0 1 A

Biz ABCD kvadrattin® ishinde jaylasqan tochkanin® koordinatalarin M(a,b,0)

dep alamiz. Ust tochkadan piramidanin’ jaqlarina deyingi araliglardi aniglaymiz.
\ha—hb—h\ B h\a—b—l\
th +h% +1 ) Jth +1 ’
dBCE:‘ha+hb_h‘:h‘a+b_l‘» ®
V2n? +1 V2n? +1
depp = |~ ha + hb — h| _ h\—a+b—1\’
V2n? +1 V2n? +1
B ‘ha+hb+h‘ B h‘a+b+1‘

d — —
APE \/2h2 +1 \/Zh2 +1

Tegisliktin® uliwma ten'lemesi

d g\BE =

Ax+By+Cz+D=0 ,(A4*+B>+C* #0) 9)
tu'rde beriledi.
Meyli, bizge M| (xl s V1 Zl) ha'm M» (xz s V2, 22) tochkalar berilgen
bolsi. Mina an'latpalardi alamiz.
01 =Ax; + By +Cz; + D
0y = Axy + Byy + Czp + D
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Eger (9) ten'leme menen aniglang'an P tegisliktin' bir ta'repinde /| ha'm

M tochkalar jaylasqan bolsa, onda 07 ha'm O, birdey belgige iye boladi,

yag niy
g—; >0.

Usi sha'rtti paydalansaq, onda mina gatnaslardi jaziwg'a boladi.
ha+hb+h>0,
ha—hb—-h<0,
ha+hb—h<0,

—ha+hb—-h<0.

Sebebi tetraedrdin’ ultaninin® O orayi, M tochka onin" qaptal jaqlarman bir

ta'repte jatadi. Onda (8) ten’likler mina tu'rge keledi.
J —h(a—b-1)
ABE ~ )
V2h? 41
—h(a+b-1)
dpCE = > ,
2h” +1
— h(— a+b- 1)
dcpg = > 9
NV2hT +1
ha+b+1)

dppp =——— .
V2hr? +1

Bul jerdegi ten'liklerdi ag'zama-ag'za qosiw arqali mina qatnasti keltirip

shig'aramiz:

dABE +dBCE +dCDE ++dADE =
W-a+b+l-a-b+l+a-b+1+a+b+1) 4h

J2n? +1 Jan?r 41

Bunnan, piramidanin’ ultanindag’i tochkadan qaptal jaqlarina deyingi

araliglardin® qosindis1 usi tochkanin® koordinatalarina baylanisli emes. Sonligtan

ma'sele toliq sheshildi.



3-§. U'sh vektordin® aralas ko beymesin tabiwdag'1 metrikaliq

formulan1 ma’seleler sheshiwde qollamiw

Eger, bizge u'sh a,6,c vektorlar1 berilgen bolsa, onda olardi o'z-ara
ko beytiwde bir-birinen o0'zgeshelenetug'in u’'sh jag'daydin® boliw1 mu’ mkin.

1-jag’day. Eger a ha'm 6 vektorlarin skalyar ko'beymesin, onda
(a-6)=A skalyar shama bolad1. Bul skalyar shamag'a (vektord: sang'a ko beytiw

a'meli boyinsha) u'shinshi ¢ vektorin ko'beytsek, onda ust ¢ vektorina kollinear

bolg'an vektorg'a iye bolamiz, yag niy
(a-6)-c=Ac, )\—san.
2-jag'day. Fki d ha'm 8 vektorlarmm’ vektorliq ko'beymesin alamiz.

Bunnan keyin payda bolg'an [&, é ]= f vektord:1 ¢ vektorina skalyar ko'beytemiz.

Sonda [5, é|-c= j7 ¢ = san kelip shig’ad1. Vektorlard1 bunday ko beytiw u'sh
vektordin' aralas ko'beymesi dep ataladi. Usi 4, 6, C vektorlardin' aralas
ko beymesin to 'mendegi tu'rde jaziw qabail etilgen.

a6 C yamasa (d, é,¢).

3-jag'day. Eki @ ha'm 8 vektorlardm’ vektorlig ko'beymesin alamiz.

—

Usmin® na'tiyjesinde payda bolg'an [Ei, é]z f vektorma ¢ vektord:r vektorliq
ko'beytiw na'tiyjesinde kelip shiggan an'latpa qos vektorliq ko'beymesi dep
ataladi. Om [[c_i , 8 ], c ] tu'rinde jaziw qgabil etilgen.

Biz ekinshi jag'daydi qarap o'temiz. Sebebi, bul jag'dayda ko'birek
geometriya bar. Sonin’ ushin kollinear bolg'an u'sh a, 6, ¢ vektorlardin® aralas
ko'beymesinin® geometriyaliq ma nisin ko rip o temiz.

Eki vektordin' (& ha'm 6 vektordmn') vektorliq ko'beymesi bazi bir

@, é]=7 vektorm an'latatug'min bilemiz. Al, ust f ha'm berilgen ¢

vektorlarinin® skalyar ko'beymesin alsaq, ol bazi bir sang'a ten" boladi. Endi, bul
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sannin’ moduli berilgen @,6 ha'm ¢ vektorlarinan jasalg'an parallelepipedtin’
ko'lemine ten" ekenligin da’liyleymiz.

Meyli, @,6 ha'm C vektorlarman jasalg'an parallelepipedtin’ ko'lemi V
bolsm. Eki vektordin® vektorliq ko beymesinin® aniglamasina muwapiq [Zl , 8 ] = /7
vektormmn' moduli ust @ ha'm 6 vektorlarmm’ jasalg’an paralleogrammnin’

maydanma ten' boladi. Usi f vektordin' o'zi payda etilgen parallelogramm

tegisligine perpendikulyar jaylasadi(8-sizilma).

! | \
£ ‘W Fd -\ o=
@l - 5
N ——————— -
O &
o
8- s1zilma.

Biz @ ha'm 6 vektorlardan jasalg’an parallelogrammnin’ maydani S arqal
belgileymiz. Bul parallelogramm @, 6, C vektorlarg'a jasalg'an paralelepipedtin’

ultan1 boladi. Onda

—_

iéc=\a,élc=fc=

f
=S-|¢|cosp=%5-0C=+S-h=4V

‘E‘cosqp = ‘[&é]‘é‘cosqp =

Bul jerde 0<@p<90° bolg'anda |c[cosp=h al 90>¢>180" bolg'anda
‘E‘ cos@ = —h boladi. Sonliqtan
V = ‘c? 6C ‘
Eger, berilgen vektorlar komplanar bolsa, onda [67,5 ] ¢ =0 boladu.

Haqiyqatinda da, bul jag dayda [67 é ] ha'm ¢ vektorlar1 o'z-ara perpendikulyar

boladi. Sonligtan da, olardin” skalyar ko beymesi nol" ge ten" boladi.
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Kerisinshe, eger [ﬁ, é]-E =0 bolsa, onda [5, é ]J-E bolip, ¢ vektor @ ha'm
6 vektorlardan du'zilgen parallelogramm tegisliginde jatadi. Sonligtan &, 6, ¢
vektorlar komplanar boladi.
Meyli, dekart R=(O, i, j, lg) reperde d,8,c vektorlar 0o'zlerinin'
koordinatalar1 menen berilgen bolsin.
a:{xlﬂylﬂzl}’ §={xz,y2,zz}, 5:{)%»)/3323}»

Us1 vektorlardin® aralas ko'beymesin olardin® koordinatalar1 arqali an’latiw
Ekinshi paragraftegi (7) formula boymsha

i g

boladi. Bunnan keyin payda etilgen bul vektordi u'shinshi ¢ vektorina skalyar

formulasin keltirip shig’aramiz.

Mz

9
Y2 2

Z; X

1 N

9
Xy Vs

Zy X,

ko beytemiz. Sonda biz

X1 Wi

Xy Vo

%3 (1)

formulasina iye bolamiz. Bul ten'liktin® on’ jag'in mina tu'rde o’zgertip jaziwg'a

bolad:.

XV 4
& Z) X X W
Xy Vo 2| = X3+ 3 23
2 23 Z; X, Xy Vo
X3 V3 Z3
Sonligtan
X1 V124
i6c =|d,é]-¢=\x,y,z,| @)
X3 V3 Z3
Eger
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X1 V1 2

Xy, ¥V,2,|=0 (3)
X3 Vi3 23
bolsa, berilgena ={x1,y1,zl }, 6 ={x2,y2,zz}, 5={x3,y3,23} vektorlar

komplanar vektorlar boladi. Demek, (3) formula d, 6, ¢ vektorlarmin' komplanar
boliwimin" zu'ru'rli ha'm jetkilikli sha’rti bolip tabilad.

Eger vektorlardin® aralas ko'beymesinin® geometriyaliq talqilaniwinan
paydalansaq, onda to'belerinin® koordinatalar1 boymsha tetraedrdin’® ko'lemin
esaplaw formulasin shig'aritw mu'mkinshiligine iye bolamiz. Bul jerde us1
ma’seleni garap o teyik.

Meyli, bizge bir tegislikte jatpaytug'in to'rt
A(x,, y,,2)), B(x,,¥,,2,), C(x5,¥;,2;) ha'm D(x,,y,,z,) tochkalart berilgen
bolsi. Olar ken'islikte qandayda bir tetraedrdin’ to'beleri xizmetin atqaradi (9-

sizilma).

9-s1z1lma.

Eger AB, AC ha’m AD vektorlarinan parallelepiped jasasaq, onda usi

vektorlar arkali su’wretleniwshi tetraedrdin® ko'lemi bul vektorlar arqali jasalg an

parallelepipedtin®  ko'leminin’ ébo‘legine ten’ boladi. Bul jerdegi

parallelepipedtin'  ko'lemi AB, AC ha'm AD vektorlarinin®  aralas

ko'beymesinin® absalyut ma'nisine ten" boliwi jogarida ko'rsetildi. Sonligtan,
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to'beleri A, B, C, D tochkalarda jaylasqan tetraedrdin® ko'lemi ushin mina

formulani jaziwimizg'a boladi:

K:%-HAB, AC]AD _ @)

Tetraedrdin® ko'lemin onin' to'belerinin® koordinatalari arkali an'latiw ushin

AB, AC ha'm AD vektordin' koordinatalarin aniqlaymiz:

A_;? = {xz — X, Vo= Vs Z, —zl},
A_)C = {x3 — X, V3= Vs Z4 —zl},
A_b = {x4 — X, V4= Vi Z4 —zl}.
U’sh vektordin® aralas ko'beymesin olardin® koordinatalar1 arqali an'latiwshi
(2) formuladan paydalanip (4) formulan1t mina tu'rde o' zgertip jazamiz:
X, =X, YV, =V, Z,—2Z
Vt:lmod)@—x1 Ys—Y Z3—Z| (5)
6
X, =X, V,—V, Z4—2Z
Demek, tetraedrdin® to'belerinin’ koordinatalar1 berilgen bolsa, onda onin’
ko'lemi (5) formula boyinsha tabiladi.
Dekart reperde keltirip shig'arilg'an (1), (2) ha'm (5) formulalar aralas
ko beymege garata metrikaliq formulalar dep ataladi.
U'sh vektordin® aralas ko'beymesine baylanisli metrikaliq formulalarg’a

misallar sheshemiz.
l-musal. Berilgend =1{2;3;5}, 6 = {3;0;0}, ¢ = {,-1;2} vektorlardin® aralas

ko'beymesin tabin'.

)l

Sheshiliwi: Joqarida keltirilgen (2) formulada tiykarlanip a4, s,
vektorlardin® aralas ko'beymesin esaplaymiz:

235
aéc =3 0 0|=-15-18=-33
1-12

—— —

Demek, asc =—-33.
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2-misal. Berilgen 5A = {5;—3; 2}, JB = {— 6; 3; 4}, JC = {— 3; 6;,— 5}

vektorlarinan jasalg'an parallelepipedtin® ko lemin tabin’.

Sheshiliwi: Da'slep OA4, OB, OC vektorlardin® aralas ko beymesin tabamiz.

5-32
{0?1, HB]OAC: ~6 3 4|=-75-72+36+18-120+90 =
-3 6-5
=—75-36+18-30=-105-18 =-123.
U’sh vektordin™ aralas ko beymesinin® geometriyaliq ma'nisi boyinsha aralas

ko'beymenin® moduli ko'beymege qatnasqan u'sh vektordan jasalg'an

parallelepipedtin’ ko'lemine ten'. Biz, usin1 qollanip OA4, OB, OC vektorlardan

du’zilgen parallelepipedtin’ ko' lemin tabamiz:

V:HOZ,OE]JC = |-123/=123.

3-musal. To'beleri 4A(2; —4;5), B(-1; =3;4), C(5;5; —1) ha'm D(l; - 2; 2)
tochkalarinda bolgan tetraedrdin® 4H biyikliginin® uzinlig'in tabin".
Sheshiliwi: Meyli bizge ABCD tetraedr berilgen bolsin. Bul tetraedrdin’

ultanin BCD u'shmu'yeshlik dep alamiz(10-s1zilma).
&

10-s1zilma.

Ma'seledegi berilgen tetraedrdin® ko'lemi (5) formula boyinsha tabiladi.

- - -

Bunin® ushin BA, BC, BD vektorlarinin® koordinatalarin tabamiz.
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BA={241,-4+35-4)= {3:—1; 1},
BC = {5+1;5+3 —1—4}= {6; 8 -5,
BD = {141;=2+3;2—4}={2; 1. =2} .
Onda
3211
Vtzémod6 8 -5 =%-‘—48—6+10—16+15—12‘=
2 1 -2

“Lsasas=Lsr=2 =P ogs.
6 6 6 2

Ekinshi jagtan ABCD tetraedrdin® ko lemi
V,= lS sep " h
3
formula menen tabiladi. Sonligtan BCD u'shmu'yeshliktin® maydanin tabiwimiz

kerek. Buni ekinshi paragraftegi (8) formula boyinsha tabamiz.
1 8 =5
S0 =71 22
1 2 2 2
= 5-\/(—16+5) + (=10 +12)% +(6-16)* =

=%-«/121+4+1o =%-\/22 _15

2

> =5 6> |6 8|
+ + =
) 21

Onda

3-19
R14 9 .
et o2 :319.£:Q:3,8
Sy 15 2 15 5
2

Demek, tetraedrdin® 4 to'besi tu'sirilgen biyikligi 3,8 ge ten’.
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4-§. Eki tochka arasindag’1 araliqti tabiw formulasina

baylamish ma’sellerdi sheshiw usihi
Meyli R=(O,f,j,£ ) dekart reperge gqarata koordinatalar1 belgili bolg'an

A(x,, ¥, z,)ha'm B(x,, y,,z,) tochkalar berilgen bolsin. Us1 tochkalar

arasindag'1 araliqti tabiw ma’selesin ko'rip o'temiz. Biz4ha'mB tochkalardin’

radius vektorlarin O4 ha'm OB arqali belgileyik(11-s1zilma).

Z
E
A

I
9 ¥
I

e
11- s1izilma.
Sizilmadan mina ten'likke iye bolamiz.
OB = 0A+ AB yamasa AB =0B-0A4. (1)

Tochkanin® dekart koordinatalarinin® aniglamasi boyinsha

OB=x,i+y,] +22£, OA=xi+y,j +zll_€

bolg anliqtan,

AB:leT+y2]+zzl€—(xlf+yl]+zll€)=
:(xz _xl)l?‘i'(yz _yl)]+(zz _Zl)k

ten'lik orinlanadi. Sonligtan AB vektordin® R =(O,f,j,l€ ) reperge (qarata

koordinatalari

AB={x,~x; 1~V 2,-7 |

tu'rinde bolada.
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5
Biz AB vektordin’ uzinlig'in (modulin) A ha'm B tochkalar1 arasindag'i

- \/E —\(4B- 4B)

bolg anligtan, eki vektordin® skalyar ko'beymesin olardin® koordinatalar1 arqal

araliq dep gabil alamiz. Sonda

N

p(4,B)=|4B

aniqlaw formulasina tiykarlanip minag'an iye bolamiz:

(A_)B' A_b):(xz —x)(X =x)+(, =y, =y + (2, —z))(z, —2) =
=(x, _x1)2 +(y, _y1)2 +(z, _21)2-

Bunnan

PAB) = \(x, = x)" + (v, = 1)’ +(2,-2)° @)

Kelip shigqan (2) an'latpa A ha'm B tochkalar1 arasindag'1 araliqti tabiw
formulast dep ataladi. Bul formula araliqti tabiwg'a baylanisli metrikaliq
formulada dep te aytilai.

Endi biz araligti esaplaw formulasi qollanilatug’in ma’selelerdi sheshiw
u'lgileri menen tanisamiz.

I-ma'sele. To'belerinin®  koordinatalar1  A(3;4;3), B(-7;—6;—2) ha'm
C(-1;4;3) bolg'an u'shmuyeshliktin" perimetrin tabin’.

Sheshiliwi: Meyli bizge ABC u'shmu'yeshligi berilgen bolsin. Usi
u'shmu’yeshliktin® perimetrin tabiw ushin onmn’® 4B, AC ha'm BC ta'replerinin’
uzinliglarin esaplawimiz kerek. Bunin® ushin u'shmu’yeshliktin® tobelerinin’

koordinatalar1 boymsha (2) formulani qollanip ta'replerinin’ uzinlhqlarin tabamiz.

AB = /(=7 +3)* +(~6—4)* +(-2-3)* =100 +100+25 =15,
AC = J(-1-3)’ +(4=4) +(3-3)> =16 40+ 0 =+/16 =4 ,

BC=\/(—1+7)2 +(4—+6)> +(3+2)> =/36+100+25 =+/161 .

Onda 4BC u'shmu'yeshliktin® P perimetri miag an ten" boladt:

P=15+4+4161=19++/161 .
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2-ma'sele. Berilgen A(3;—-2;5), B(-2; 1;-3), C(5;1; =1) u'shmu'yeshligi
gqanday u'shmu'yeshlik ekenin aniqlan’. U'shmu’yeshliktin® mu'yeshleri boyinsha
klassifikatsiyalan'.

Sheshiliwi: Ma'selede berilgen 4BC u'shmu'yeshliktin® ta'replerinin’

uzinliglarin aniqlaymiz.
AB =/(-2-3)* +(1+2)* +(-3-5)* =+/25+9+64 =98 =742 ,
AC=1)(5-3)* +(1-2)* +(-1-5)* =4+ 9136 =~/49 =7,
BC =1(5+2)* +(1-1)* +(=1+3)’ =/49+4 =/53 .

Bul wu'shmu'yeshliktin® ta'replerinin® uzinliglar1 ha'r quyli, yagmy
AB >BC > AC. Sonin’ menen birge ABC u'shmu'yeshliktin' qa'legen eki
ta'repinin’  uzmhqlarinin®  kvadratlarinin®  qosindisi  u'shinshi  ta'repinin’
uzinlig' i’ kvadratinan u’'lken bolg ani ushin us1 u'shmu'yeshliktin® barliq ishki
mu’yeshleri su’yir mu'yesh boladi.

3-ma'sele. OV ko'sherinen sonday tochkani tabin’, ol A(3;1;0)ha'm
B(-2;4;1) tochkalardan birdey uzaqligta jaylasin.

Sheshiliwi: Meyli OV ko'sherindegi C  tochka ma'selenin’ sha'rtin
ganatlandirsm. Onda C tochkanin’ abtsissas1 ha'm applikatas1 nol'ge ten’ boladi,

yag'nty C(0;y; 0) boladi. Ekinshi jaqtan

AC=(0-3) + (-1 +0 =19+ (r -1’ .
BC =(0+2)* +(y—4)>+(0-1)* =4+ (y—4)> +1

bolip AC = BCten'lik orinlaniw1 kerek. Sonda

Jo+ (=12 =5+ (y—4)

ten'likke iye bolamiz. Biz, bul ten'liktin® eki ta'repin kvadratqa ko terip,

qawsirmalardi aship shigsaq, belgisiz } ke qarata ten'leme kelip shig adu.
94y =2y+1=5+y"-8y+16
yamasa

6y:21—10211:>y:%
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11
Demek, biz izlegen tochka C(0; Z; 0) bolad: eken.

4-ma’'sele. Koordinatalart arqali  A(1; 2; 3), B(5; 2; 3), C(2; 5; 3) ha'm
D(1; 2; —1) tochkalar1 berilgen. Us1 tochkalardan o’tiwshi sferanin® orayin ha'm
radiusin tabin’.

Sheshiliwi: Ma'seledegi berilgen 4,B,C, D tochkalardan o'tiwshi sferaliq
oray1 N(a,6,c)tochkada bolip, radiust R bolsm. Onda sferanin’ aniqlamasi
boyinsha

AN=BN=CN=DN=R

ten'likleri orinli boladi. Bizin® jag'dayimizda

AN =/(a=1)> +(6=2)* +(c-3)* ,
BN =y(a-5)* +(6-2)* +(c-3)* ,
CN = (a—-2)* +(6-5)* +(c—3)* ,
DN =(a—1)* +(6-2)* +(c+1)’

bolg'an1 ushin bulardi bir-birine ten'lestirip @,6,C larg'a baylanisl ten'lemelerdi
keltirip shig aramiz.
1) AN = BN ten'likten:
(@a=1)°+©6-2) +(c-3)°=(@-5"+(6-2)"+(c-3)°
yamasa

a’—-2a+1+c*—6c+9=a’—10a+25+c’> —6¢+9
bunnan
10a -2a=25-1=>8a=24=a=3
2) AN =CN ten'likten:
(=17 +(6-2)"+(c=-3)=(a-2)"+(6-5)" +(c-3)°
Usi ten'likte a=3 degen sha'rt penen qawsirmalardi aship shig'amiz:
GB-1)*+(6-2)=(3-2)"+(6-5)°
6’ —46+4+4=6"-106+25+1
106 —46=26-8=66=18=6=3
3) AN =DN ten'likten:
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(@a-1)>+@6-2)>+(c-3)>=(@-1)>+(6-2)" +(c+1)’
ten'likke 1ye bolamiz. Onda

ct—6c+9=c>+2c+1=>8=8=c=1.

Demek, sferanin’ orayinin' koordinatalar1 aniglandi, yag'niy N(3;3;1). Usi

sferanin’ radius1 R = AN ten'likten aniglanadi.

R=AN=,(3-1>+(3-2>+(1-3)* =/4+1+4 =3
5-ma‘sele. To'belerinin® koordinatalar1  A(l;—2;1), B(3;—-3;-1), C(4;0;3)

bolg'an u'shmu’yeshliktin® tuwr1 mu'yeshli u'shmu'yeshlik ekenligin da'liyllen’.

Sheshiliwi: Bul u'shmu’yeshliktin® ta'replerinin’ uzinlqlarin tabamiz:

AB=(3-1)7 +(-3+2)> +(-1-1)> =/4+1+4 =9
BC=:(4-3) +(0+3) +(3+1)*> =/1+9+16 =26
AC=J(4-1 +(0+2)° +(B-1)* =9+4+4 =17

Bunnan

AB* + AC* =9+17 =26 =BC*

ormlanip Pifagor teoremasmn gqanaatlandiradi. Demek, ABC u'shmu'yeshlik

tuwrimu'yeshli u'shmu'yeshlik eken.
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Juwmagqlaw

Vektorlar algebrasinda vektorlardi o' zar ko beytiw a'melinin” eki tu'ri ko rip
o'tiledi. Bulardin® birewi vektorlardin® skalyar ko'beymesi degen atama menen
aytilatug’in bolsa, al ekinshisi vektorliq ko'beyme dep ataladi. Eki vektordin’
skalyar ko'beymesi na'tiyjesinde skalyar sang'a, yag'niy skalyar shamag'a iye
bolamiz. Eki vektordin® skalyar ko'beymesin qollanip bir-qansha geometriyaliq
teoremalar da’liyllenip, ma'seleler sheshildi. Misali, skalyar ko beyme tiykarinda
mektep kursinan belgili bolg’an Pifagor teoremasi, u'shmu'yeshlikler ushin
kosinuslar teoremasi da'liyllenip, u'shmu’yeshliktin® ta‘replerinin® uzinliglar1
boyinsha ishki mu'yeshinin® bissekrriyasalarinin® uzinliqlar: tabilda.

Sonmn’ ushm, wus1 pitkeriw qa'niygelik jumistin® 1-paragrafindegi
mag liwmatlar menen mektep ha'm akademiyaliq litsey oqiwshilar1 tanisiwi
na'tiyjesinde, tegisliktegi ko pmu’yeshliklerge arnalg’an metrikaliq ma’selelerdi
skalyar ko'beyme tiykarinda sheshiw uqiplilig'ina iye boladi. Sebebi, skalyar
ko'beyme tiykarinda eki tuwri siziq arasindag'it mu'yesh, araliq tu'siniklerin
geometriyaliq ma’selelerge tez qollaniw mu mkinshiliklerine iye bolamiz.

Eki vektordin® vektor ko'beymesi na'tiyjesinde (skalyar ko'beymeden
o'zgeshe) vektorg'a 1iye bolamiz. Skalyar ko'beymege uqgsas, vektor
ko'beymedede, geometriyallq ma’selelerdi sheshiwde qollaniladi. Misali, eki
vektordin®  vektor ko'beymesin qollanip parallelogrammnin® maydanin,
u'shmu’yeshliktin® maydanin anmiqlawg'a boladi. Sonhqtan pitkeriw qa'niygelik
jumustin®  2-paragrafindegi berilgen mag liwmatlar tiykarinda mektep ha'm
akademiyaliq litsey oqiwshilari u'shmu'yeshlik ha'm parallelogrammnin’
maydanlar1 gatnasatug'in geometriyaliq ma’'selelerdi sheshiwi mektep ha'm
akademiyaliq litsey oqiwshilart mu mkin dep oylaymiz. Sonin’ menen birge, ko™p
jaglilardin® aqlar1 arasindag’1 mu’yesh gatnasatug'in ma’selelerde vektor ko beyme
tiykarinda sheshiledi. Sebebi, vektor ko'beymeden kelip shiqgan vektor
ko'beymede qatnasiwshi vektorlarg'a jasalg'an parallelogramm tegisligine

perpendikulyar boladi.
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U'sh vektordin™ aralas ko’beymesinin’ aniqlaniwi1 boyinsha olardin® da’slepki
ekewin vektor ko'beytirip, shiggan na'tiyjege u'shinshi vektor skalyar
ko beytiriledi. Sonda skalyar san kelip shig'adi. Usi skalyar sannin® moduli aralas
ko'beymede qatnasiwshi u'sh vektordan du'zilgen parallelepipedtin® ko'lemine
ten’ boladi. Sonligtan pitkeriw ga'niygelik jumistin® 3-paragrafinde vektorlardin’
aralas ko'beymesin tabiwg'a arnalg’an formulalardi qollanip ken'isliktegi ko'p
jaglilardin®  (parallepiped yamasa tetraedrdin’) ko'lemlerine tiykarlang an
geometriyaliq ma’'selelerdi sheshiw mu'mkinshiliklerine iye bolinadi. Ko pshilik
jag'daylarg’a parallelepipedtin® yamasa tetraedrdin® ko'lemine baylanish
ma’seleler vektorlardin® aralas ko beymesi argali an'sat sheshiledi.

Geometriyaliq figuralardin® ka'siyetlerin u'yrengenimizde araliq tu'sinigi
ko'p qollaniladi. Ma’'selen, u'shmu'yeshliktin® yamasa ko'pmu’yeshliktin’
permetri, biyiklik tu’sinigi ha'm tag'1 basqalar. Sonligtan 4-paragraftegi materiallar
araliq tu'sinigine baylanisli ma'selelerdi sheshiwde mektep ha'm akademiyaliq
litsey oqiwshilarina bir-qansha metodikaliq ja'rdem beredi.

Usi pitkeriw ga'nigelik jumistin® materiallar klassta, klasstan tis jumislarda
(fakul'tetiv ha'm matematikalik krujoklarda) paydalaniwlarmma boladi. Sonin’
menen birge bul jerdegi ko'rsetilgen misal ha'm ma’'seleler arqali oqiwshilardi
geometriyalik materiallardi teren'irek u'yretiwge, pa'nge ha'r ta'repleme
quziqtirtwg'a alip keliwimizge boladi. Sonin™ ushin bul jerdegi materiallar mektep

ha'm akademiyaliq litsey oqiwshilarina paydali dep oylayman.
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