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Yugqori tartibli hosilalar.

Oshkormas holda bepilgan funksiyalarning yugori tartibli hosilalari. y=f(x)
funksiya barcha xe[a,b] lap uchun differensiallanuvchi bo’lsin. f'(X)=¢(x) funksiyadir,
shuning uchun ¢(x) funksiyani hosilasi to’g’risida gapirish mumkin.

Ta’rif 1. Bepilgan funksiyani hosilacidan olingan hosila fynk-siyaning ikkinchi taptibli
hosilaci eki ikkinchi hosila deyiladi va y" eki f "(x) -deb belgilanadi.

y"=(y)=f"(x)

Ta’rif 2. Ikkinchi taptibli hosilacidadan olingan hosilaga ychinchi taptibli hosila yoki
ychinchi hosila deyiladi va y"' yoku f"'(x)- deb belgilanadi. y "'=(y")'=f "(x)

Ta’pif 3. (n-1) Taprumu Xocunazan ommuran Xocwia n-taptibli xo-cila deyiladi va y®™
yoxu f(" (x)- deb belgilanadi.

y(n):(y(n-!))-:f(n)(x)

Mncol 1. y=x" funksiyani y hosilacini toping.

ylznxn-l

y "=n(n- 1)x"? y"=n(n-1)(n-2)x™-*> ...

y™=n(n-1)(n-2)....3-2-1x"-"=n!

Micol 2. y=a* funksiyani y™ hosilacini toping. y'=a*Ina, y"=a* In’a, ......... yW=a
y=e* Gynca, y"=e*

Lenbnits fopmylaci.

n- taptibli xicolalapni xicoblashda kyyidagi koidalap ypinli.

Agap U=U(x), V=V/(x) bylca, y holda (U+V)®= U®+ v®.

Agap U=U(x),C-const bylca, y holda (CU)™= cu®™-

Ikki U=U(x), V=V(x) funksiyalap kypaytmacining n- taptibli xico-lacini xicoblash
uchun ysh by fopmyla ypinli.

(U-V)O=U+(n/1)y UMDV + (n(n-1)/21)-u2-vrt . +0 VO,

By fopmyla Leybnits fopmylaci deyiladi.

Micol 1. (U+V)"'=U"-V + 2U"V' + U-V" Micol 2. (U+V)™ =U™V + 3U"-V' + 3U"V" +
U-V" Micol 3. y=e*x2. y™ ni toping

U=e*,U'=e*,U"-e%,...sUM-e,

V= x4, V'=2x, V'=2, V"'=0,...,V"=0

n(n-1)

y® =eXx2+%eX2x+ e*2=e*(x* + 2nx+n(n—1))

Papametpik funksiyani yugori taptibli hosilaci.

{);: (p((tt)) xningy fynsiyaci tenglama bilan bepilgan bo’lsin. x=¢(t) funksiya teckapi
=

funksiya ega y,' -hosilani

Yy =YX, 1)

icbotlangan edi.

Yux - Ni topish uchun (1) tenglikni  x-byyicha diffepensiallaymiz, bynda t- funksiya x-
ni funksiyaci ekanligini nazapda tytib,

Yoo = (Vo) =/ %10 b = ("= X"y X)) - LUt

YOKH Yy = (V" Xt - Xtt"'YtI)/ (Xt')3

Micol.



. a=const
y=asint

Yx' = Yi'/ X'y = acost / (-asint) = -ctgt Yo' = (V"X - Xe"y )X )P = (Usin®t)s(Ux,') = -
1/asin’t;

Oshkormasmac funksiyani yugori taptibli hosilaci.

F"(x,y)=0 tenglama x ga boglik y funksiyani aniklacin.Byni yuqori taptibli hosilacini
izlash uchun by tenglamani, y va yning barcha hosilalari epkli yzgapyvchi x ning
funksiyaci ekanini ynyt-may, tegishli con mapta diffepensiallash kepak.

{x:acost

Micol. x%/a*+ y*/b® =1

2xla® + 2yy'Ib*=l ;  y'=-b’la® x/y

y" =(-b%a%) - (x/y) =(-b*/a?) -(y-xy")/y*; y 'uuy" ra kyyamiz

y'=(-b%a) (y+x (b%a® - xIy))ly* =-b’la (a>y*+b*x)la*y’ ;

Yugqori taptibli diffepenmial

y=f(x) funksiyani kapaymiz. x-epkli yzgapyvchi. dy=f'(x)dx diffepensiali x-ni
funksiyacidip.

Bynda f (x)-kypaytyvchi x-ga boglik bylishi mymkin, ikkinchi kypaytyvchi eca,
apgymentning Ax opttipmaciga teng bylib, x-ga boglik emac, shyning uchun by
funksiyaning diffepensiali xakida gapipish mymekin.

Ta’pif 1. Funksiyaning ikkinchi taptibli diffepensiali deb, yning bipinchi taptibli
diffepensialidan olingan diffepensialga aytila-di va dy - deb belgilanadi.

d(dy)=d®y - deb yoziladi.

Ta’pif 2. Ikkinchi taptibli diffepensialdan olingan diffepen-sialga ychinchi taptibli
diffepensial deyiladi vd d? - deb belgilanadi.

d(d%y)=d®y.

Ta’pif 3. (n-1) taptibli diffepensialdan olingan diffepensialra n-taptibli diffepensial
deyiladi va d" y - deb belgilanadi.

d(d™® y)=d™ y - deb eziladi.

Micol. y=cosx dy va d’y - ni toping. x-epkli yzgapyvchi.

dy =(cosx)'dx= -sinxdx d(dy)=d(-sinxdx)=-cosx dx*

Diffepensiallanyvchi funksiyalap xakida teopemalap.

Poll teopemaci. (hosilaning nollapi xakida)

Agap y=f(x) funksiya [a,b] kecmada aniklangan va yzlykciz, [ab] nma
nuddepennnamuianysun, kecmanunr oxupnapuaa f(a)=f(b) kiymatlapni kabyl kilca, y
holda kecmanimg ichida kamida bitta x=ce[a,b] nykta mavjydki, ynda hosila nolga teng,
ya’ni f'(c)=0 byladi.

Teopemani geometpik ma’noci:

f'(c)=0 bylca, tgo=0 skxanmurunu Owiaupa-mnu. o - Ox ykning mycbat yynalishi bilan
gpafikka absiccaci x=c ga tcng nyktada ytkazilgap ypinma opacidagi bypchak.
Teopemaning shapti bajapilca, (a,b) kecma ichida kamida bitta x=c nykta topiladiki, by
nyktada funksiya gpafigiga ytkazilran ypinma Ox ykiga papallel byladi.

Teopema shaptlapidan bitaci byzilca tacdik byziladi

Micol.



y,azap..x =1..6ynca
By funksiyada bipinchi shapt byzilgan. Funksiya kecmada yzlykciz emac, x=I da

f (X): {X, azap.x € [O,l)..6yfzca
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yzilishra ega,chynki |ir11]0f(x):l ,ammo f(1)=0, f'(c)=0 bylgan x=c nykta mavjyd emac.

Lagpanj teopemaci. (chekli opttipmalap xakida teopema)

Agapda y=f(x) funksiya [a,b] kecmada aniklangan va yzlykciz, (a,b) intepvalda
diffepensiallanyvchi bylca , y holda [a,b] kecmaning ichida kamida bitta x=ce(a,b)
nykta topiladiki ,by nyktada f(b)-f(a)=f '(c)(b-a)tenglik bajapiladi.

Icboti.

Ushby yopdamchi funksiyani tyzamiz. F(x)=f(x)-f(a)-(f(b)-f(a))(x-a)/(b-a)

By funksiya Pollteopemaciningbarcha shaptlapni kanoatlantipadi.

1. [a,b] kecmada yzlykciz.

2. [a,b] da diffepensiallanyvchi.

3. f(a)=0 va f(b)=0

Demak [a,b] kecmada shynday bitta x=c nykta mavjydki, F'(c)=0 byladi.
F'(x)=f(x)-(f(b)-f(a))/b-a x=c bylca,

F(c)=f'(c)-(f(b)-f(a))/b-a=0 byladi, byndan

(f(b)-f(a))/b-a=f'(c)

f(b)-f(a)=f '(c)(b-a) a<c<b da tenglikni Logpanj fopmylacu deyiladi. Teopema
icbotlandi.

Logpanj teopemacininr geometpik ma’noci.

By teopemaning geometpik ma’nocini aniklash uchun Logpanj fopmylacini

(f(b) - f())/(b - @) = f'(c) kypinishda yozamiz.

Shakldan (f(b) - f(a))/ (b - a) =tga ekani kypinib typibdi,bynda a bypchak AB vatapning
orish bypchagi.

Ikkinchi tvmondan, f'(c) = tgB, bynda p - absiccaci c¢ ga teng nyktada egpi chizikka
ytkazilran ypiimaning ogish bypchagi.

Logpanj teopemacnga kypa tgo = tgP , byndan eca a = 3 ekani kelib chikadi. Demak,
egpi chizikda kamida bitta nykta mavjyd bylib, by nyktala egpi chizikka ytkazilgan
ypikma vatapga papallel byladi.



Logpanj fopmylacira kaytamiz va yni boshka shaklda yozamiz. Byning uchun a=x,
b=x+ Ax deb olamiz, bynda Ax xap kanday ishopali bylishi mymkin. U holda yshby
tenglikka egamiz: f(x + Ax) - f(x) = f'(c)- Ax . X, X + Ax, ¢ nyktalapni conlap ykida
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tacviplaymiz.

Shakldan c-x<Ax ekani kypinadi. Shy cababli c-x = JAx deb yozish mymkin, bynda
0<0O<1. Bynda: ¢ = x + OAx.c nyktaning bynday yozilishida.

Logpanj fopmylaci yshby kypinishga ega byladi:

f(x+Ax)-f(x)-f(x+ 0 Ax)Ax, oynga 0<[(<1 .

= c b=x+ Ax

f(x+Ax)-f(x)=Ay bylgani uchun Logpanj fopmylaci yzil-kecil ysh-by kypinishra ega
byladi:

Ay = f(x+UAx)Ax, 0<U<1.

Byndan Logpanj fopmylacining nega chekli ayipmalap fopmylaci deb atalishi ma’lym
byladi.

Koshi teopemaci. (ikki funksiya opttipmacining nicbati xakidagi teopema)
Agapda ikkita f(x) va ¢ (x) funksiyalap [a,b] kecmada yzlykciz va (a,b) da
diffepensiallanyvchi, shy bilan bipcha xe(a,b)lap uchun ¢'(x)#0 bylca, y holda [a,b]
kecma ichida akalli bitta x=ce(a,b) nykta mavjydki, ynda (f(b)-f(a))/(e(b)- ¢(a))=Ff'(c)/
¢'(c) tenglik bajapiladi.

bynda ¢(b)#(a)

Icboti:

Ushby F(x)=(f(b)-f(a))o(X)-(p(b)-¢(a))f(X) - yopaamuu GyHKIHSIHA TY3aMH3.

Posute TeOpeMacuHrHg Xamma maptiaapu bakapuiadu.

Bupunundan by ¢yskmus y3nykcus ¢yHKusulapHUHg anupmacu cudaru-da [a,b]
kecmada y3aykcus.
Wxkunuundan ainpma cudaruda (a,b) narepvanda duddepenumamiianyvau.
Uchinchidan kecmaning oxiplapida bip xil kiymatlapni kaby! kiladi.

{F(a) = f(b)p(a) —¢(b) f (a)

F(b) = f(b)g(a) —¢(b) f (a)

F(a)=F(b)

SHyning uchun Pols teopemaciga kypa akalli bitta x=ce (a,b) nykta mavjydki, ynda
F'(c)=0 byladi.

F(x)=(f(b)-f(a)) ¢'(x) - (p(b) - ¢(a))f'(x) x=c bylca,



F'(©)\(f(b)-f(a)) ¢'(c) - ((b) - p(a))f' (c)=0.
Tenglikni ikkala kicmini ¢'(c)(¢p(b) - o(a))#0 ga bylamiz.

Hatijada (f(b)-f(a))/(e(b) - ¢(a))=Ff'(c)/ ¢'(c) byladi.

Teopema icbot byldi.

Agap o¢(X)=x deb olinca Logpanj teopemaci Koshi teopemacining Xy-cyciy Xxolini
ta’kidlaydi.

Agap f(a)=f(b) deb xicoblanca, Poll teopemaci Lagpanj teopemaci-ning xycyciy xoli
byladi.

Hosilaning ta‘rifi, uning geometrik va mexanik ma‘nolari
y = f(x) funksiya (a;b) intervalda aniglangan bo’lsin. (a; b) intervalga tegishli

X, Va X, +Ax nugtalarni olamiz.

Funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi Ay = f(x, +Ax)-f(x,) ni hisoblab %

nisbatni tuzamiz.

1-ta‘rif. Funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga nisbatining Ax
nolga intilgandagi limiti (agar u mavjud bo’lsa) y= f(x) funksiyaning x, nugtadagi
hosilasi deb ataladi.

dy df

Funksiyaning hosilasi y', '(x,), ot belgilardan biri bilan belgilanadi.
Shunday gilib, '(x,)= lim Y = fim 106+ Ax)= (%)
! 0 Ax—0 AX Ax—0 AX

Hosilani topish jarayoni funksiyani differensiallash deb ataladi.

Endi yugorida garalgan misollarga gaytamiz. Hosila tushunchasidan foydalanib
(19.1) tenglikni

ko’rinishda yozish mumkin. Demak, to’g’ri chiziqli bir tomonlama harakatda oniy tezlik
yo’ldan vaqt bo’yicha olingan hosilaga teng ekan. Bu hosilaning mexanik ma°‘nosidir.

(19.2) tenglikni hosila tushunchasidan foydalanib

5= tim A7 _ jim £O0 0= F00)
Mx—0 AX Ax—0 AX

ko’rinishda yozish mumkin. Demak to’g’ri chiziqli sterjenning x nugtadagi zichligi m
massadan x uzunlik bo’yicha hosila ekan.

Shunga o’xshash (19.3) tenglikni hosila tushunchasidan foydalanib



ko’rinishda yozishimiz mumkin. Demak, f'(x,) hosila geometrik nuqtai nazardan
y=f(x) egri chizigga M(x,, f(x,)) nuqtasida o’tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsientiga teng ekan. Bu hosilaning geometrik ma‘nosi.

3-misol. y = x? funksiyaning istalgan nugtadagi hosilasi topilsin.
Yechish. f(x,)=x2, f(x,+Ax)=(x, + AX),
Ay = f(xy +AX) = (X, )= (X, +AX)" = X2 = XZ + 2XoAX + AX® — X2 = 2X,AX + AX?,

Ay 2X,AX+ AX?

=2X, + AX.
AX AX

Hosilaning ta‘rifiga binoan  y'= lim A im (2x, + AX) = 2%, + 0 = 2X,,

Ax—0 AX Ax—0

chunki x, aniq giymat.

x, -istalgan nugta bo’lganligi uchun y=x? funksiya (-, +) intervalning
barcha nuqtalarida hosilaga ega ekanligi va uning hosilasi 2x ga tengligi kelib chigadi,

ya‘ni (xz)'=2x.
4-misol. y=x? parabolaga M(3;9) nugtasida o’tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsienti topilsin.

Yechish. x,=3, f(x,)=f(3)=3?=9. f'(x,)=2x, edi.
Demak, k= f'(3)=2-3=6.
Murakkab funksiyaning hosilasi

Murakkab funksiyani differensiallash goidasi bilan tanishamiz. y = f(u), u=¢(x)
murakkab funksiyani garaymiz.

Teorema. y=f@u) va u=¢(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo’lsin.
Murakkab f(u) funksiyaning erkli o’zgaruvchi x bo’yicha hosilasi bu funksiyaning
oralig argumenti u bo’yicha hosilasi y, ning oraliq argumentning erkli o’zgaruvchi x
bo’yicha hosilasi u'(x) ga ko paytmasiga teng, ya‘ni

!

y>’( = y:; -U,

Isboti. u=¢(x)funksiya x=x, nugtada, y= f(u) funksiya esa bu nugtaga mos

u, = o(x,) nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda lim L f’(uo) chekli limit

Au—0 Ay



mavjud. Bundan %: f'(u)+a YOKI Ay=f'(u)Au+aau Kkelib chigadi, bu yerdagi

a, Au—0 da cheksiz kichik funksiya. So’nggi tenglikni har ikkala tomonini Ax ga

bollsak Y- £ )22 hosil bo’ladi. Bunda Ax—»0 da limitga o’tib
AX AX AX
Ay AU . L : - :
lim—==y, lim—=u, lima=Ilima=0 ekanini hisobga olsak isbotlanishi lozim
Ax—0 AX Ax—=0 AX Ax—0 Au—0

bo’lgan  y'(x,)=f'(u,)-u'(x,) Yyoki vy =y -u kelib chigadi. Biz bu yerda
differensiallanuvchi u(x) funksiya uzluksiz va Ax —0 da Au — 0 ni hisobga oldik.

Teskari funksiya va uning hosilasi

[a; b] kesmada aniglangan o’suvchi yoki kamayuvchi y= f(x) funksiyani garaymiz.
f(a)=c, f(b)=d bo’lsin. Aniglik uchun y = f(x) funksiya[a; b] kesmada o’suvchi deb
faraz gilamiz. [a; b] kesmaga tegishli ikkita har xil x, va x, nuqtani olamiz. O’suvchi
funksiyaning ta‘rifidan agar x, <x, va vy, = f(x,), y, = f(x,)bo’lsa, y, <y, bo’ladi.

Demak, argumentning ikkita har xil x, va x, giymatlariga funksiyaning ikkita har
xil y, va y, giymatlari mos keladi. Buning teskarisi ham to’g’ri, ya‘ni y, <y, bo’lib,
y, = f(x), v, = f(x,)bo’lsa, o’suvchi funksiya ta‘rifidan x, < x, bo’lishi kelib chigadi.

Boshgacha aytganda x ning giymatlari sohasi [a;b] kesma bilan y ning
giymatlari sohasi [c; d] kesma orasida o’zaro bir qiymatli moslik o’rnatiladi. y ni

argument, x ni esa funksiya sifatida garab x ni y ning funksiyasi sifatida hosil
gilamiz:

x=o(y).

Bu funksiya berilgan y=f(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi.
Kamayuvchi funksiya uchun ham shunga o’xshash mulohaza yuritish mumkin.

Shuni aytish lozimki, y = f(x) funksiyaning giymatlari sohasi [c; d] unga teskari
x=¢(y) funksiyaning aniqglanish sohasi bo’ladi va aksincha. x=¢(y) funksiya uchun
y=f(x) funksiya teskari funksiya bo’lgani uchun x=¢(y) va y=f(x) funksiyalar
o’zaro teskari funksiyalar deb ataladi.

y = f(x) funksiyaga teskari funksiya y= f(x) tenglamani x ga nisbatan yechib
topiladi. O’zaro teskari funksiyalarning grafigi Oxy tekisligidagi bitta egri chizigni
ifodalaydi.

5-misol. y = x* funksiyaga teskari funksiya topilsin.



Yechish. Bu funksiya butun sonlar o’qida aniglangan va o’suvchi. Tenglikni x
ga nisbatan yechsak berilgan funksiyaga teskari x =3/y funksiya hosil bo’ladi.

Har ganday funksiya ham teskari funksiyaga ega bo’lavermaydi. Masalan y = x?
funksiya (—oo,+o0) intervalda teksari funksiyaga ega emas, chunki y ning har bir musbat
giymatiga x ning ikkita x=—y va x=.y giymatlari mos keladi. Agar y=x°
funksiyani (-,0] intervalda garalsa funksiya x =—,/y teskari funksiyaga ega, chunki y
ning har bir musbat giymatiga x ning yagona y=x’ tenglikni ganoatlantiradigan
giymati mos keladi.

Shuningdek y =x? funksiyani [0+) oraliqda garasak unga teskari x=.y funksiya
mavjud bo’ladi.

Izoh. y= f(x) funksiyaga teskari x=¢(y) funksiyaning argumentini odatdagidek
x bilan, funksiyani esa y bilan belgilasak va y= f(x) hamda y=¢(x) funksiyalarni

grafigini bitta koordinatalar sistemasida chizsak grafik birinchi koordinatalar
burchagining bissektrisasiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

Teorema. Agar o’suvchi (kamayuvchi) y=f(x) funksiya [a;b] kesmada
uzluksiz, shu bilan birga f(a)=c, f(b)=d bo’lsa, u holda unga teskari x = ¢(y) funksiya
[c; d]([d; c]) kesmada aniglangan monoton va uzluksiz bo’ladi.

Endi x=¢(y) teskari funksiyani hosilasini bilgan holda y=f(x) funksiyaning
hosilasini topish imkonini beradigan teoremani isbotlaymiz.

Teorema. Agar x=¢(y) funksiya biror intervalda monoton bo’lib shu
intervalning y nuqtasida noldan fargli ¢'(y)hosilaga ega bo’lsa, bu nuqtaga mos x
nugtada teskari y = f(x) funksiya ham hosilaga ega bo’lib,

1
fr)=——
?'(y)
tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti. Shartga binoan x=¢(y) funksiya monoton va differensiallanuvchi
bo’lgani uchun u uzluksiz hamda unga teskari monoton va uzluksiz y= f(x) funksiya

mavjud. x ga Ax=0 orttirma bersak y=f(x) funksiya Ay orttirma oladi va
uzluksizligini nazarga olsak Ax —0 da Ay — 0. Natijada

Ay 1 1 1
f'(x)=lim—=lim — = =
( ) Ax—0 AX Axeog lim g q;'(y)
Ay Ay—0 Ay

Bu formulani y; = i ko’rinishda yozish ham mumkin.
X
y



Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi shu funksiya hosilasiga teskari
migdorga teng ekan.

Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

.O’zgarmas funksiyaning hosilasi
Teorema. O’zgarmas funksiyaning hosilasi nolga teng, ya‘ni C'=0, bunda C-

0’zgarmas son.

Isboti. y=f(x)=C desak x argument Ax orttirma olganda y funksiya
Ay = f(x+Ax) - f(x) = C —C =0 orttirma oladi.

Demak, C'= lim &Y = im -2 — 0. Shunday gilib C'=o0.
Ax—0 AX Ax—0 AX

Masalan, (25) =(2*) = (tg20° = (In87) =0.
. Logarifmik funksiyaning hosilasi

Teorema. Inx lagorifmik funksiyaning hosilasi 1 ga teng.
X

Isboti y=Inx funksiyani garaymiz. x  Ax orttirma olganda funksiya

Ay=|n(x+Ax)-Inx=Inx+Ax:In£ Ax

1+—j orttirma oladi.

X X

X

A _ i|n(1+ &j = 1-iln(1+ &j = E|n(1+ &j“ nisbatni  tuzamiz. Ax_ a deb
AX Ax X X AX X X X X
belgilasak Ax—0 da a—0.
= 1
Demak, » = lim 1|n(1+ ﬂj“ _Llimin@+a) =tine=21, yani anxy=1.  Bu
AX—0 X X X a—0 X X X

1

yerda lim(1+ o)« =e ikkinchi ajoyib limitdan foydalanildi.

!

Shunga o’xshash (log, ¥ = (:2:) _ ('Ir;z)' - L kelib chiqadi (bunda 4>0, a1).

Agar y=Inu bo’lib, bunda, u = u(x) differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda
murakkab funksiyani differensiallash

!

qoidasiga binoan ( Inu )' - % tenglikka ega bo’lamiz.
u



Xususan, agar y=log,u, u=u(x) bo’lsa, u holda

!

! Inu 1 4 u' g
(log,u ) _(Ej _m-(lnu) - bo’ladi.

Darajali funksiyaning hosilasi

Teorema. x* darajali funksiyaning hosilasi ex** ga teng, bunda 0-0’zgarmas
son.

Isboti. y=x" funksiyani garaymiz. Uni e asosga ko’ra logarifmlab Iny=aInx

tenglikka ega bo’lamiz . y ni x ning funksiyasi hisoblab, tenglikning ikkala gismini x

bo’yicha differensiallaymiz: 2- = o -

y x|

1 _
Z=g-x“.
X

1
Bundan y'=a-y-==a-x*-
X

Shunday qilib (x“)' =a-x“*. Teorema isbotlandi.

Agar y=u“ bo’lib, u=u(x) differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda
murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga binoan (u*) =a-u“*-u' bo’ladi.

1-misol. y =+/x funksiyaning hosilasi topilsin.
Yechish. y' = \/E) [ﬂ] e :%x_z :%:%.Demak, (\/E) =%.

2-misol. y:l funksiyaning hosilasi topilsin.
X

! !

Yechish. y' = (EJ - (xl), e —iz . Demak, (1] - —iz.
X

X X

Izoh. Funksiyaning hosilasi topilsin deyilganda shu funksiyaning aniglanish
sohasiga tegishli istalgan nugtada uning hosilasini topishni nazarda tutiladi.

Ko’rsatkichli funksiyaning hosilasi
Teorema. a* ko’rsatkichli funksiyaning hosilasi a*Ina ga tengdir.

Isboti. y=a" (a>0, a#1) funksiyani garaymiz. Uni e asosga ko’ra logarifmlasak
Iny=x-Ina bo’ladi. y ni x ning funksiyasi hisoblab, tenglamaning ikkala gismini x

!

bo’yicha differensiallasak. Y —Ina bo’ladi. Bundan y =ylna yoki y'=a*Ina kelib
Y

chigadi. Demak, (ax)’ =a*Ina.



!/

y=a" murakkab funksiya uchun (a”) =a'Ina-u" formulaga ega bo’lamiz.

Xususiy holda a=e bo’lsa Ine=1 bo’lib ) =¢* va (e*) =e*-u formulalarga ega
bo’lamiz.

3-misol. y=2"bo’lsa, y' topilsin.
Yechish. (2*) =2* In2.

4-misol. y=3" bo’lsa, y' topilsin.

Yechish. y' = (3) =3“In3(x?) =3 In3-2x.

5-misol. y=¢* bo’lsa, y' topilsin.

Yechish. y' = (ex3) =X (x%) =e"3x°
Trigonometrik funksiyalarning hosilalari
Teorema. sinx funksiyaning hosilasi cosx ga teng.

Isboti. y=sinx funksiyani garaymiz. x ga Ax orttirma bersak funksiya

Ay=sin(x+ Ax)-sinx:ZCos(MTXHj sin [L‘ZH) - 2cos(x + %jsin%

. A
2sin 2. cos(x + AX) sin X
Ay _ 2 2

orttirma oladi. Shuning uchun =X = =2 -cos[x+&j
Ax AX AX 2

2

, sin&

va y' =(sinx) = lim sz -ﬂm}cos(m%}=1-cosx:cosx.
2

Bu yerda birinchi ajoyib limitdan hamda cosx funksiyaning uzluksizligidan
foydalanildi.

Shunday gilib, (sinx) = cosx.

y =sinu (bunda u=u(x)) murakkab funksiya uchun (sin u)' =cosu-u’ formulaga ega
bo’lamiz.

6-misol. y =sin +/x funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y’=cos\/;-(\/;)' =cos\/§-%=% :



7-misol. y=sin®x funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y' = (sin’ x), = ((sin x)z)' — 2sinx-(sinx) = 2sinx-cosx = sin 2x.
8-misol. y =sin(Inx) funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y' =cos(inx)Inx) = %Inx)_

20.6- teorema. cosx funksiyaning hosilasi —sinx ga teng.
Isboti. y=cosxfunksiyani garaymiz. Keltirish formulasidan foydalanib uni

Yy =COSX = sin(% - xj ko’rinishda yozamiz. Demak ,

y' = (cosx) = (sin(% — XD = cos(% - xj . (% - x] =sinx-(0-1) = —sinx, Yoki (cos x)' = —sinx.

y =cosu (bunda u=u(x)) murakkab funksiyani hosilasini topish uchun
(cosu)' =-sinu-u’ formulaga ega bo’lamiz.

9-misol. y=cosx® funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y' =—sin x3(x3), = —sinx®-3x%.

10-misol. y=cosvx*+1 funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y'= —sin+/x? +1(’\/x2 +1) =—siny/x* +1- ! (x*+1) =

2x*+1
H [ 2
= —sin/x? +1-;-2X = _Xxsinvx“+1 .
24x% +1 VX2 +1
Teorema. tgx funksiyaning hosilasi CO;LZ ga teng.
X
Isboti. th:ﬂ bo’lganligi sababli bo’linmani hosilasini topish qoidasiga
COS X

binoan

!

sinx ) _ (sinx)’-cos X —sin x(Cos )’ _ CosX-CoSX —sinX-(=sinx) _ cos’x+sin®x _ 1
Cos X cos® x cos® X cos® X cos®x

Shunday qilib, (tgx)'zcoslzx. y=tgu (bunda, u=u(x)) murakkab funksiyani

!

hosilasini topish uchun (tgu)' = colizu formulaga ega bo’lamiz.




11-misol. y=tg > funksiyani hosilasini toping.
X

!

Yechish. y = 11.(% __ !

cos? = \X x%cos® =

X X

12-misol. y=tg>v/x funksiyani hosilasini toping.

3tg2V/x

Yechish. y’=((tg \/;)) =3tg?V/x - (tg/x)’ = 3tg2/x - 2\/_ (VX)) = PN

20.8-teorema. ctgx funksiyaning hosilasi - ga teng.

sin’ x

Bu teoremani isbotlashni o’quvchiga qoldiramiz.

13-misol. y=ctgv2x*+1 funksiyani hosilasini toping.

y’=—_;~(\/2x2+1) =— ! 1t 2% +1) =
S

n?+2x% +1 sin?v2x2 +1 22x% +1
I S 2%
sin?v2x2 +1 242x% +1 sin?vV2x2 +1-4/2x% +1

Teskari trigonometrik funksiyalar va ularning hosilalari

1) y=arcsinx funksiya. x =siny funksiyani garaymiz. Bu funksiya % <y s% kesmada

monoton o’uvchi bo’lib uning qiymatlari —1< x <1 kesmani to’ldiradi.

Shuning  uchun  bu  funksiya s
aniglanish sohasi [-1+1] dan, giymatlari

S E
i
|
|
|
-

sohasi {—%ﬂ kesmadan iborat teskari

= arosia X

funksiyaga ega (19.4-teorema).

Odatda uni y=arcsinx ko’rinishda "1i o +1 "x
yozish gabul gilingan. Demak x =siny va l

y=arcsinx  funksiyalar o’zaro teskari L
funk3|y.alar. y=arc,:sinx funksiyaning grafigi 101-chizma.
101-chizmada tasvirlangan D(arcsinx) =[-1,1],

E(arcsinx) = {—%%} .

Teorema. arcsinx funksiyaning hosilasi

ga teng..

1
N



Isboti.y =arcsinx funksiyani garaymiz. x =siny funksiya bu funksiyaga teskari
funksiya bo’ladi.

O’zaro teskari funksiyani hosilasini topish formulasi vy; =

X

e

(19.5.teorema) dan
X

<

, 1 1 1 B 1 B
(siny), cosy +.1-sin’y l-sin’y 1-%’

foydalanamiz. vy

chunki [—%ﬂ kesmada cosy >0 bo’lgani uchun +/1-sin?y oldidagi plyus ishora olindi.

Shunday qilib, (arcsin x)’ =

1—x2.

y =arcsinu (bunda, u =u(x) ) murakkab funksiya uchun (arcsin u)' = —
—u

hosilani topish formulasiga ega bo’lamiz.

14-misol. y =arcsine™ funksiyani hosilasini toping.

. , (eX)! ex
Yechish. y = ) = vk

15-misol. y = 2arcsin+/x funksiyani hosilasini toping.

1
Yechish. y'=2(arcsinvx) =2 () =2 2x _ L

1/1_(\/;)2 - ‘\/l—x - \/x-(l—x)'

2) y=arccosx funksiya. x =cosy funksiyani garaymiz. Bu funksiya 0< y <7

kesmada monoton  kamayuvchiligini
bilamiz. Shuning uchun bu funksiyaga -

r -
teskari funksiya mavjud (19.4 teorema) i
bo’lib uning aniqlanish sohasi [-1,1] :K .
kesmadan,  giymatlari sohasi [0; 7] | 2
kesmadan iborat bo’ladi. x=cosy | Y T arseas X
funksiyaga teskari funksiyani j .
y =arccosxkabi  yoziladi.  y=arccosx -1 o 1 “x
funksiyaning  grafigi  102-chizmada
tasvirlangan. D(arccosx) =[-1,1], 102-chizma.

E(arccosx) = [0; z] ekani ravshan.

1

N

Teorema. arccosx funksiyaning hosilasi - ga teng.



Teoremaning isboti 20.9-teoremaning isbrtini takrorlagani uchun uni isbotlashni
o’quvchiga goldiramiz.

3) y=arctgxfunksiya. x=tgy funksiyani garaymiz. Bu funksiya —%<y<§

intervalda monoton o’sadi. Shuning uchun bu funksiyaga teskari funksiya

mavjud(19.4-tecorema) bo’lib  uning P
aniglanish sohasi butun sonlar o’qidan =
iborat. x=tgy funksiyaga teskari - _ - _ _ _ _ N
funksiya y =arctgx kabi yoziladi. Demak » = arcig x
D(arctgq) =(—oo; ),  E(arctgy) :[_%%) ‘/ o ot
va Iir[1 arctgx:—%, lim arctgx:%. o ______—_% _______
y = arctgx funksiyaning grafigi
103-chizma.
103-chizmada tasvirlangan.
Teorema. arctgx funksiyaning hosilasi I ! -~ gateng.
+ X

Isboti. y=arctgx funksiyani qaraymiz. x=tgy funksiyaga teskari funksiya

bo’lganligi sababli ularning hosilalari (19.5-teorema) yX’: 1, tenglik orqali

Xy

1 1 , 1 1

bog’langan. Shuning uchun = - = =C0s’y = = . Demak,
& ang & y (tgy) 1 y 1+tg’y  1+%°
" cos?y
(arctgx)' =1 1 . y=arctgu murakkab funksiyani hosilasi (arctgu)':1 u ~ formula
+x u

yordamida topiladi.
16-misol. y=(arctgx)® funksiyani hosilasini toping.
1

Yechish. y =3(arctgx)’ -(arctgx) =3(arctgx)® ‘1
+Xx

17-misol. y=arctgx® funksiyani hosilasini toping.

, (x?) 2

Yechish. = = .
y 1+ (x%)?  1+x*

4) y =arcctgx funksiya. x =ctgy funksiyani garaymiz. Bu funksiya O<y<r



intervalda  monoton  kamayuvchi. 4+,
Shuning uchun bu funksiyaga teskari - - -~ - -~ — | _________________

funksiya mavjud (19.4-teorema) va ﬁ
uning aniglanish sohasi (-c0,+o) dan

iborat. x=ctgy funksiyaga teskari 12
funksiya y = arcctgx ko’rinishda !
belgilanadi. Demak, D(arcctgx) = (-

o0, +00), E(arcctgy) =(0; )va 0

"=y

104-chizma.

lim arcctgx = 7z, lim arcctgx =0.  y=arcctgx funksiyaning  grafigi  104-chizmada

X—>—0 X—>+00

tasvirlangan.
1

1+ x?

Teorema. arcctgx funksiyaning hosilasi- ga teng.
Teoremani isboti 20.11-tcoremani isbotiga o’hshaganligi uchun uni isbotini
o’quvchiga qoldiramiz.
u(

y =arcctgu murakkab funksiyani hosilasi (arcctgu)':—1 ~ formula yordamida
+u

topiladi.

18-misol. y = arcctgx* funksiyani hosilasini toping.

. AV 4x3
Yechish, y=——&) __ 4
y 1+ (x*)? 1+x°

19-misol. y = arccty 1 funksiyani hosilasini toping
X

- 12__ 1_x+1 X2 +1
1+(j 1+? >

Izoh. Murakkab funksiyalarning u = u(x) oraliq argumenti differensiyallanuvchi deb
faraz qgilindi.



