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KIRISH
Bu bitiruv malakaviy ish garmonik funksiyalar nazariyasining muhim o’rin
tutadigan Puasson integrali o’rganishga bag’ishlangan. Bitiruv malakaviy ishida
garmonik funksiyalar, golomorf funksiya bilan garmonik funksiyalar orasidagi
bog’lanish, qo’shma garmonik funksiyalar o'rganiladi. Garmonik va qo’shma
funksiyalarga misollar garaladi, garmonik funksiyalar uchun ekstrimum hagidagi
teoremalar, Dirixle masalasi va uning yechimi bo’lgan Puasson integrali
o'rganilgan. Kompleks analiz kursida asosiy masalalardan biri berilgan sohada
analitik funksiyani qurish hisoblanadi. Bu bitiruv malakaviy ishida o’rganilgan
mavzu garalayotgan soha berilgan R radiusli doiradan iborat bo’lganda analitik
funksiyani topish masalasini gidirilayotgan funksiyaning haqigiy gismining doira
chegarasidagi qiymatlari ma’lum bo’lgan holda topish imkonini beradi. Bundan
tashqgari fizik masalalardan issiqlik maydonining temperaturasini (vaqtga bog’liq
bo’lmagan holda) va biror sohada berilgan temperaturada -elektrostatik
maydonning potensialini topish kabi masalalami yechish Dirixle masalasiga keladi.
Puasson integrali esa Dirixle masalasining yechimi hisoblanadi.
Ushbu bitiruv malakaviy ishi kirish, 2 ta bob, xulosa va foydalanilgan
adabiyotlar ro’yxatidan iborat.
Bitiruv malakaviy ishning magsadi : garmonik funksiyalar va ularning
xossalarini, Puasson integralini o’rganish.
Bitiruv malakaviy ishning vazifalari:
e Kompleks o’zgaruvchili funksiyalar, ularning golomorfligi o’rganiladi.
e Garmonik funksiyalar va ularning xossalari o’rganiladi.
e Qo’shma garmonik funksiyalar va ularga misollar keltiriladi.
e Garmonik funksiyalar uchun minimum va maksimum hagidagi teorema
o’rganilgan.
e Dirixle masalasini yechish o’rganilgan.

e Puasson integrali o’rganilgan.



Tadgiqot obyekti: garmonik funksiyalar va Dirixle masalasi.

Tadgiqot predmeti: kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasining
usullari.

Birinchi bobda kompleks o’zgaruvchili funksiyalar, ularning golomorfligi,
garmonik va qo’shma garmonik funksiyalar, ularga misollar, golomorf va

garmonik funksiyalar orasidagi bog’lanish o’rganilgan.

Ta'rif . Agar f(z) funksiya z, (z, € E) nugtaning biror U (X%, , &) atrofida
(U(zo,¢) = D) U -differensiallanuvchi bo’lsa, f(z) funksiya z, nuqtada

golomorf (yoki analitik ) deb ataladi.
Ta'rif . Agar f(z) funksiya D sohaning har bir nuqtasida golomorf bo’lsa,

funksiya D sohada golomorf deyiladi.
Faraz gilaylik,
f(2) =u(x,y) +iv(x,y)
funksiya G sohada golomorf funksiya bo‘lsin.
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u(x,y) va Vv(x,\y) funksiyalarning ikkalasi ham (1.5) tenglamani
ganoatlantirsin. Bu tenglamalar  xususiy hosilali ikkinchi tartibli differensial
tenglama bo‘lib, Laplas tenglamasi, Aniesa Laplasning diff
erensial operatori debataladi.

T a ¢ rif. Agar hagigiy u(x,y) funksiya G sohada birinchi va ikkinchi
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, (1.5) Laplas tenglamasini ganoatlantirsa,
u(x,y) funksiya G sohada garmonik funksiy adeyiladi.

Golomorf va garmonik funksiyalar orasidagi munosabat quyidagi teoremada
ifodalanadi.

Teorema . Berilgan G sohada analitik bo ‘Igan f(x) = u(x,y) +iv(x,v)

funksiyaning hagigiy va mavhum gismlari shu sohada garmonik funksiyalardir.



uix,y) va v(x\y) funksiyalar G sohada garmonik bo‘lsa ham,

u(x,y) +iv(x,y) funksiya G sohada analitik bo‘lmay qolishi mumkin. Agar

u(x,y) funksiya shu sohada garmonik bo‘lsa, u+iv funksiyani analitik

funksiyaga aylantiradigan v(x,y) garmonik funksiyasini topish uchun quyidagi
du dv du dv

ax ay’ ay  ox
Koshi-Riman (Dalamber — Eyler) shartlaridan foydalanish kerak. Mana shu
shartlar bilan bog’langan u(x,y) va v(x)y) lar o‘zaro qo‘shma garmonik
funksiyalar deyiladi.

Ikkinchi bobda garmonik funksiyalar uchun minimum va maksimum hagidagi
teorema, Dirixle masalasi va Puasson integrali o’rganilgan. Shuningdek bu bobda
doirada berilgan analitik funksiyani uning aylanadagi qiymatlari orgali ifodalash
masalasi va Shvarts formulasi o’rganilgan.

Teorema 2.1.(maksimum va minimum hagqida). Agar
u(x,y) funksiya G sohada garmonik bo‘lib, aynan o ‘zgarmas songa teng
bo ‘Imasa, u holda bu funksiya G ning ichki nuqgtalarida maksimumga ham,
minimumga ham ega bo ‘Imaydi.

Dirixle masalasini garaymiz:

G soha chegarasida aniglangan va uzluksiz ¢(a) funksiya berilgan
bo Isin. G sohada garmonik va yopiq G sohada uzluksiz bo ‘lgan shunday
u(z) funksiya topilsinki, bu funksiya G ning barcha chegaraviy nugtalarida
berilgan ¢(a) giymatlarni gabul qilsin.

Masalan, issiglik  maydonining  temperaturasini  (vaqtga bog‘liq
bo‘lmagan holda) yoki biror sohada berilgan temperaturada elektrostatik
maydonning potensialini topish va shunga o‘xshash bir gancha masalalar
Dirixle masalasiga keladi.

Agar Dirixle masalasidagi berilgan ¢@(a) funksiya doirada izlanayotgan
biror wu(r,8) garmonik funksiyaning aylanadagi u(R,a) qiymatiga teng

bo‘lsa,



R2 _ 2
2 2 o
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u(r,6’)=i‘[u(R,a) :
0

formula Dirixle masalasining yechimidan iborat bo‘ladi, bu formulaning o‘ng
tomonidagi integralni Puasson integrali deyiladi.

Koshi tipidagi integral hagidagi teoremaga asosan |z| < R doirada analitik

funksiya bo‘lgan

1% E+1 .
f(z):g_([u(f)ada+A|

bundagi A — haqgigiy o‘zgarmas, funksiyaning haqigiy gismi tuzilishi
bo‘yicha Puasson integralidan iborat. Bu formulani Shvarts formulasi

yoki integrali deyiladi.



| BOB. GARMONIK FUNKSIYALAR

§1.1. Kompleks o’zgaruvchili funksiya va uning golomorfligi

Kompleks sonlar tekisligi [1 da biror E to’plam berilgan bo’lsin: E c[J.

Ta'rif 1.1. Agar E to’plamdan olingan har bir z kompleks songa biror f
qoidaga yoki qonunga ko’ra bitta W kompleks son mos qo’yilgan bo’lsa, E
to’plamda funksiya berilgan deb ataladi va u

fizow yoki  w=f(2)

kabi belgilanadi. Bunda E funksiyaning aniglanish to’plami, z-erkli o’zgaruvchi
yoki funksiya argumenti, W esa z o’zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Aytaylik, har bir

Z=X+ilyekE
kompleks songa bitta
w=u+iv (ueR,veR)
kompleks son mos qo’yilgan bo’lsin. Demak,
w=u+iv= f(x+1iy)
Keyingi tenglikdan
u=u(x,y), v=v(x,y)

bo’lishi kelib chigadi.

Demak, E to’plamda w= f(z) funksiyaning berilishi shu to’plamda x
va Y haqiqly o’zgaruvchilarning

u=u(xy), v=v(xy)

funksiyalarining berilishidek ekan.

Odatda u=u(x,y) funksiya f(z) funksiyaning haqiqgiy gismi, v=v(x,Yy) esa
f (z) ning mavhum qismi deyiladi:

u(x,y)=Re f(2),
v(x,y)=1Im f(2)
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Erkli z o’zgaruvchi E to’plamda o'zgarganda w= f(z) funksiyaning
mos qiymatlaridan iborat to’plam F={f(z)=u+iviz=x+iyeE} bo’lsin.

Odatda bu to’plam funksiya qiymatlari to’plami deyiladi.
Demak, E to’plamda E [ w= f(z) funksiyaning berilish oxy -

kompleks tekislikdagi E to’plamni (to’plam nugqtalarini) ouv - kompleks
tekislikdagi F to’plamga (to’plam nuqtalariga) aks ettirishdan iborat.

W
oY L

0 T 0

Shu sababli w= f(z) funksiyani E to’plamning F to’plamga akslantirish

deb ham yuritiladi.
Ta'rif 1.2. Agar argument z ning E to’plamdan olingan turli qiymatlarida

f(z) funksiyaning mos qiymatlari ham turlicha bo’lsa, boshgacha aytganda
f(z,) = f(z,) tenglikdan z, =z, tenglik (z;,z, € E) kelib chigsa, f(z) funksiya

E to’plamda bir yaprogli (yoki bir varaqli) funksiya deyiladi.
Faraz qgilaylik, w= f(z) funksiya E(Ecl) to’plamda berilgan bo’lib, z,

nugta E to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.
Ta'rif 1.3. Agar V&>0 son uchun shunday 6=05(¢)>0 son topilsaki,

argument Z ning O<‘Z_Zo‘<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha zeE

giymatlarida
\f(z)—A‘<g
tengsizlik bajarilsa, 4 kompleks son f(z) funksiyaning z — z, dagi limiti deb
ataladi va
lim f(z)=A
-1

kabi belgilanadi.
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Ta'rif 1.4. Agar YM >0 son uchun shunday o6 =05(¢)>0 son topilsaki,
argument Z ning O<‘Z—ZO‘<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha zeE
giymatlarida

‘ f (Z)‘ >M
tengsizlik bajarilsa, z — z, dagi f(z) funksiyaning limiti co deyiladi.
Aytaylik z =00 nuqta E to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

Ta'rif 1.5. Agar Ve>0 son uchun shunday p=p(g)>0 son topilsaki,

argument z ning |z|>p tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha z € E giymatlarida
‘f(Z)—A‘<8
tengsizlik bajarilsa, A kompleks son f(z) funksiyaning z-—>o dagi limiti

deyiladi va
limf(z)=A

Z—0

kabi belgilanadi.

Endi z,z, hamda A kompleks sonlarni
Z=X+1y, 2y =X, +1yy, A=a+if
deb, so’ng
w=f(z)=u(x,y)+iv(x,y)
ekanligini e'tiborga olib, z—z, da f(z) funksiyaning A limitga ega bo’lishi
X— Xy, Y = Y, da u=u(x,y) hamda v=v(x,y) funksiyalarning mos ravishda «
va [ limitlarga ega bo’lishiga ekvivalent ekanligini ifodalovchi teoremani

keltiramiz.

Teorema 1.1. w= f(z) funksiyaning z — z, da A limitga,

limf(z)=A

11y
ega bo’lish uchun

limu(x,y)=«, limv(x,y)=24
X—XQ

X—>XQ
y—=>Yo y—=>Yo

12



bo’lishi zarur va etarli.
Isbot. Zarurligi. Aytaylik,
limf(z)=A

11y

bo’lsin. Limit ta’rifiga ko’ra V& >0 son olinganda ham shunday 6 =d(g) >0 son
topiladiki, z argumentning 0<|z—z,|<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

z € E giymatlarida

f(2)-A<e
tengsizlik bajariladi.
Ravshanki,
2= 2] == 3) + (¥ - ¥o)°
f(z) - A=[u(x,y) —a]+i[v(x,y) - B]
bo’lib,
lz—20|<6
bo’lishidan

X=Xo| <8, |y—Yo|<S
bo’lishi kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan quyidagi
u(x,y) —a|=Re(f(z)- A) <|f(z) - Al<e,
v(x,y)—Bl=Im(f(2) - A)<|f(z)-A<e
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Demak, V& >0 son olinganda ham shunday

& =6(¢) >0 son topiladiki |x—x|<8, |y—Yo|<8 bo’lganda

u(x,y)—al<e, [v(x,y)-pBl<e

tengsizliklar bajariladi. Bu esa

lim u(x,y) =a, lim v(x,y) =8
X—>XQ X—=>X0
Yy—>Yo Yy—=>Y0

ekanligini bildiradi.
Yetarliligi. Aytaylik,

13



lim u(x,y) =«, lim v(x,y)=p
X—XQ

X—>XQ
y—=>Yo y—>Yo

bo’lsin.

&

2

Limit ta’rifiga ko’ra V& >0 son olinganda ham, ga ko’ra shunday &, >0 son

topiladiki
X=Xo| <8, |y—Yo|<&S
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,yda

5 g
ﬁ’ ‘V(X’y)_ﬂ‘<ﬁ

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib, topamiz:

| (@)= Al=[u(x,y) +iv(x,y) = (a +1B)| =|u(x y) —a) +i(v(x,y) - B)| =

= Ju(x,y) - a)? + (v(x,y) - B)? <,/‘%+%=g

Demak, lim f(z)=A. Teorema isbotlandi.

11y

u(x,y) —af<

Aytaylik, f(z) hamda g(z) funksiyalar E to’plamda berilgan bo’lib, z,
nuqta E to’plamning limit nuqtasi bo’lIsin.
Agar
lim f(z)=A, limg(z)=B
2270

)

bo’lsa, u holda
lim(f(z2)+g(z))=A+B,
A

lim(f(2)-g(2)) = A-B, lIimtE&_A  g_.q)
770 270 g(z) B

bo’ladi.
Faraz gilaylik, w= f(z) funksiya E to’plamda E c[] berilgan bo’lib, z,

nugta (z, € E) shu E to’plamning nugqtasi bo’lsin.

14



Ta'rif 1.6. Agar V&>0 son uchun shunday o6=05(¢)>0 son topilsaki,
argument Z ning |z—2,|< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha zeE
giymatlarida

f(2)— f(z,)|<e
tengsizlik bajarilsa, f(z) funksiya z, nuqtada uzluksiz deb ataladi.

(Ravshanki, bu holda
lim f(z)=f(z,)

219
bo’ladi).
Odatda, z -z, ayirma funksiya argumentining orttirmasi deyilib, uni Az kabi
belgilanadi:
A1=17-1,.
Ushbu
f(z) - 1(z0)
ayirma esa, funksiya orttirmasi deyiladi. Uni Af kabi belgilanadi:
Af = f(2)-(z,).
Shu tushunchalardan foydalanib, funksiyaning z, nuqtada uzluksizligini
quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
Ta'rif 1.7. Agar Az — 0 da Af ham nolga intilsa,
lim Af =0

AZ0
f (z) funksiya z, nuqtada uzluksiz deb ataladi.
Ta'rif 1.8. Agar f(z) funksiya E to’plamning har bir nuqtasida uzluksiz
bo’lsa, f(z) funksiya E to’plamda uzluksiz deb ataladi.
Aytaylik, w= f(z) funksiya z, nuqtada uzluksiz bo’lsin:
lim f(z)=f(z,)

17y

va

Z=X+Iiy, Zy=X,+iy,,
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w=Tf(z)=u(x,y)+iv(x,y)
deylik.
Teorema 1.1.ga ko’ra

lim £ (2) =  (z)

munosabat
lim u(x,y) =ulx,¥o),  lim v(x,y) =(x;,¥;)
Y—=Y0 Yy—Y0

munosabatlarga ekvivalent bo’ladi. Bundan esa quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema 1.2. w= f(z) funksiyaning z, nuqtada uzluksiz bo’lishi uchun
Re f(z2) =u(x,y), Im f(2) =v(X,y)
funksiyalarning (x,, y,) nuqtada uzluksiz bo’lishi zarur va yetarli.
Demak, kompleks o’zgaruvchili f(z) funksiyaning z, nuqtada uzluksiz
bo’lishi, ikkita haqiqiy o’zgaruvchili
Re f(z) =u(x,y), Im f(2) =v(X,y)
funksiyalarning (x,,Y,) nuqtada uzluksiz bo’lishiga ekvivalent bo’lar ekan.
Bundan, haqiqiy o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalar haqidagi tasdiglar kompleks
o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarda ham o’rinli bo’lishi kelib chigadi.
Aytaylik w= f(z) funksiya E to’plamda E [l berilgan bo’lib,
Z,+Az e E bo’lsin. Natijada f(z) funksiya ham z, nugtada
AW = Af (z,) = f(z, + Az) - T (z,)
orttirmaga ega bo’ladi.

Ta'rif 1.9. Agar Az—0 da i—\;" nisbatning limiti

AW f(zy+Az) - f(zp)
lim > = lim

(1.1)
Az—0 Az Az—0 Az

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit kompleks o’zgaruvchili f(z) funksiyaning z,
nuqtadagi hosilasi deb ataladi va f'(z,) kabi belgilanadi:

fl(zo) :Alimo f(ZO +AAZ)_ f(ZO) .
z— 7

16



Ta'rif 1.10. Agar f(z) funksiya z, € E nugtada f (z,) hosilaga ega bo’lsa,
funksiya z, nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.
Agar f(z) funksiya E to’plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi

bo’lsa, funksiya E to’plamda differensiallanuvchi deyiladi.

Biz yuqorida kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosila hamda
differensiyallanuvchi bo’lishi tushunchalarining kiritilishi haqiqiy o’zgaruvchili
funksiyaning hosila hamda differensiallanuvchi bo’lishi tushunchalarining
Kiritilishi kabi ekanini ko’rdik.

Demak, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilalarini hisoblashda haqiqiy
o’zgaruvchili funksiyaning hosilalarini hisoblashdagi ma'lum qoida va jadvallardan
foydalanish mumekin.

Garchi kompleks hamda haqiqiy o’zgaruvchili funksiya hosilalari
tushunchalarining kiritilishi  bir xil bo’lsa ham kompleks o’zgaruvchili
funksiyaning hosilasiga ega bo’lsin deyilishi (binobarin, differensiallanuvchi
bo’lsin deyilishi) talabi ancha og’ir talab hisoblanadi. Bitta sodda misol qaraylik.

Ushbu

f(z)=x
funksiyani qaraylik. Agar bu funksiya haqiqiy o’qda joylashgan E to’plamda
(E c[]) qaralsa, ravshanki, u hosilaga ega bo’lib, f (z) =1 bo’ladi.
Endi f(z)=x funksiyani kompleks tekislik [| da garaylik. Ravshanki, bu

funksiya uchun
f(z)-f(z) _ X=X,

Z-1, (X=X )+i(y—Yo)

bo’ladi. Bu nisbat z — z, da limitga ega emas, chunki, x=x,,y # Y, da nisbat 0 ga

teng, X#X,, Y=Y, da esa 1 ga teng. Demak, f(z)=x funksiya
differensiallanuvchi emas.
Faraz qgilaylik,
w=f(z)=u(x,y)+iv(x,y)
funksiya biror D sohada (D cl) berilgan bo’lib, z, = X, +iy, € D bo’lsin.

17



Teorema 1.3. f(z) funksiyaning z, nugtada f (z,) hosilaga ega bo’lishi
uchun  u=u(x,y) va v=v(X,y) funksiyalarning (X, ¥,) nhuqtada

differensiallanuvchi bo’lishi va shu nugtada ushbu
au_ov ou_ o
ox oy oy o

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.

(1.2)

Teoremada keltirilgan (1.2) shartlar Koshi-Riman shartlari deyiladi.
Kompleks analizda hosilaga ega bo’lgan funksiyalar C- differensiallanuvchi

funksiyalar deyiladi.

Faraz qilaylik, w= f(z) funksiya biror D sohada (D MJ ) berilgan
bo’lsin.

Ta'rif 1.11. Agar f(z) funksiya 2z, (z,€E) nugtaning biror
U (X,,&)atrofida (U (zy,6) = D) U -differensiallanuvchi bo’lsa, f(2)
funksiya z, nuqtada golomorf (yoki analitik ) deb ataladi.

Ta'rif 1.12. Agar f(z) funksiya D sohaning har bir nugtasida golomorf
bo’lsa, funksiya D sohada golomorf deyiladi. Odatda D sohada golomorf bo’lgan
funksiyalar sinfi $(D) kabi belgilanadi.

Ta'rif 1.13. Agar g(z)=f [1j funksiya z=0 nugtada golomorf bo’lsa,

z

f (z) funksiya «oo» nuqtada golomorf deyiladi.

18



§1.2. Garmonik funksiyalar va ularning xossalari .
Faraz qilaylik,
f(2) =u(x,y) +iv(x,y)
funksiya G sohada analitik bo‘Isin. U holda hosila olish formulasiga asosan:
ou .ov ov .du

f’(z)=&+|&:5—|5 (1.3)

G sohada analitik bo‘lgan f(z) funksiya barcha yuqori tartibli uzluksiz

hosilalarga ega. (1.3) dan yana bir marta hosila olinsa,

2 2 2 2
frg=2u 0V _ U 0 (1.4)
OX OX oy oy
kelib chigadi. Shu bilan birga hamma tartibli
du 9*u
dx'ax?’ "

xususiy hosilalar ham mavjud va uzluksizdir. (1.4) ning ikki tomonidagi kompleks
miqgdorlar o‘zaro teng bo‘lgani uchun ularning haqgigiy gismlari o‘zaro va mavhum

gismlari o‘zaro teng bo‘ladi:

x> 8y2 ox2 8y2
Bundan esa quyidagiga kelamiz:
2 2 2 2
a=2U, %% o av=2Y 9V g (1.5)
ox~ oy ox® oy

Bularning ikkalasi ham bir tipdagi differensial tenglamalardan iborat
bo‘lgani uchun bittasini, masalan, (1.5) ni olsak kifoya. Demak, u(x,y) va v(x,y)
funksiyalarning ikkalasi ham (1.5) tenglamani ganoatlantiradi. Yuqoridagi (1.5)
xususiy hosilali ikkinchi tartibli differensial tenglama bo‘lib, Laplas tengla
masi, Aniesa Laplasning differensial operatori deb

ataladi. Endi bu fikrlarimizdan garmonik funksiya tushunchasi kelib chigadi.
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T ac“rifll14. Agar hagigiy u(x,y) funksiya G sohada birinchi va ikkinchi
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, (1.5) Laplas tenglamasini ganoatlantirsa,
u(x,y) funksiya G sohada garmonik funksiyadeyiladi.

Mana shu ta’rifdan va yuqoridagi mulohazalarimizdan(Koshi — Riman
shartlaridan) ko’rinadiki, biz quyidagi teoremani isbot gildik.

Teorema 1.4. Berilgan G sohada analitik bo ‘Igan f(x) = u(x,y) +iv(x,¥)
funksiyaning hagqiqiy va mavhum gismlari shu sohada garmonik funksiyalardir.

Endi garmonik funksiyalar va ularni topishga doir misollar garaymiz.

1I-misol u=¢(ax+ by) Ko‘rinishga ega bo‘lgan garmonik funksiya
mavjudmi, agar mavjud bo‘lsa, o‘sha topilsin (a, b — hagiqiy o‘zgarmas sonlar).

Dastlab z = (ax + by) deb belgilab olamiz. U holda:

du , 0z ,
u=@(z); Fa Z(E']'a— ag’'(2);

azu _ rr az _ 2 rr . au _ r az _ r .
T = a9 (@) =ate"(2); Pl (2) 2y — D¢ (2);
a%u
P — .f.r — 2 AT
ayz 0@ (z) = b* " (2),

chunki ¢(z) — bir argumentli murakkab funksiya va

0z 8( +by) 0z 6‘( L by) = b
ax ax TPV EG dy dy oy =o.

Endi yuqoridagi ikkinchi tartibli  hususiy hosilalarning giymatlarni (1.5)
Laplas tenglamasiga qo‘yamiz. U holda
Au= (a®>+b*)e@"(z) =0
bo‘lib, a, b lar noldan fargli bo‘lgani uchun ¢’ (z) =0 bo‘ladi. So‘nggi
tenglamani yechsak,
o' (z) =C, w(z) =Cz +B.
Endi, z o‘rniga giymati qo‘yilsa,

wlax+ by) =C(ax+by)+B
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hosil bo‘ladi. Demak, izlangan garmonik funksiyaning ko‘rinishi shundan

iborat bo‘lar ekan.
2-mis ol u:go(lJ ko‘rinishga ega bo‘lgan garmonik funksiya
X

mavjud bo‘lsa, o‘sha topilsin.

z = E bo‘lsin, uholda u = ¢(z).
%“=co'(z)%=¢'(z)§@=—x—yz¢'(z)
22?1: = i—iqp”(z] + %@I(Z];
L p0Z-sald-tea  -Loo

Bularni (1.5) ga qo‘yamiz, u holda ba’zi soddalashtirlishlardan keyin
ushbu
(x* +y?)@"(2) + 2xy ¢'(2) = 0
oddiy differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamani yechish uchun
©'(z) = yY(z) deb belgilash kiritib olamiz. Demak,

(* +y2)P'(2) +2xyP(2) =0

yoki
y
' 2=
v 2Xy _ X
X2+ 2 2
v y 1+_yj
X
1"? -
Z =: bo‘lgani sababli
dyp ) zdz
Yy 14227

Bundan
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Iny=—In(l+z*)+InC=1In

1+ z2’
ya’'ni
_ C
v= 1+ 27
. C
Endi, =¢'(2) =
v =¢'(2) s
tenglamadan
(p(z):CJ d22 +B=Carctgz+B
1+z

hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, izlanayotgan garmonik funksiya ushbu
u :(p(ljzc-arctgldr B
X X

ko‘rinishga ega ekan, bunda C, B — ixtiyoriy o‘zgarmas haqiqiy sonlardir.
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§1.3. Qo‘shma garmonik funksiyalar.
Aytaylik,
f(2) =u(x,y) +iv(x,y)
funksiya G sohada aniglangan bo‘lsin.
uix,y) va v(xy) funksiyalar G sohada garmonik bo‘lsa ham,

u(x,y) +iv(x,y) funksiya G sohada analitik bo‘lmay qolishi mumkin. Agar

u(x,y) funksiya shu sohada garmonik bo‘lsa, u+iv funksiyani analitik
funksiyaga aylantiradigan v(x,y) garmonik funksiyasini topish uchun quyidagi
ou_ov  ou__ov
dx ay’ dy dx
Koshi-Riman (Dalamber — Eyler) shartlaridan foydalanish kerak. Mana shu
shartlar bilan bog’langan u(x,y) va v(x)y) lar o‘zaro qo‘shma garmonik

funksiyalar deyiladi.
Quyida golomorf funksiya bilan garmonik funksiyalar orasidagi
munosabatni ifodalaydigan teoremani keltiramiz.

Teorema 1.6. D sohada (D<) golomorf bo’lgan har ganday f(z)
funksiyaning hagigiy hamda mavhum gismlari u(x,y) va v(x,y) funksiyalar shu

sohada garmonik bo’ladi.
Isbot. Aytaylik, f(z)=u+ivw=f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiya D sohada
golomorf bo’lsin. Unda
u_ovou_ v
ox oy oy @ oX
tengliklar bajariladi.
Bu tengliklardan foydalanib topamiz:

ou o0 da _aZV

oxX oyox oyr  oxdy

Agar
ov o
OyoxX  oxoy

bo’lishini e'tiborga olsak, undan keyingi tengliklardan
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o°u 0%
—+—=0
ox~ oy
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa u(X,y) funksiyaning garmonik funksiya ekanligini
bildiradi. Xuddi shunga o’xshash v(X,y) funksiyaning garmonik funksiya bo’lishi

ko’rsatiladi. Teorema isbot bo’ldi.
Endi yugoridagi funksiyalarga doir misollar garaymiz.

1-misol. f(z)=e?® funksiya har ganday G sohada analitik ekanligi

ma’lum. Bu funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari G sohada garmonik
ekanligini tekshirish giyin emas. Hagigatan ham,
flz) =u+iv=e®=e*(cosy+isiny)
bo‘lib,
u=e*cosy, v=-e*siny.

Bulardan:

2

a—u—cos y(e*), =e*cosy a—u—cos (e*), =e*cos
OX X Ox? Yie y

ou D e °u
E;*y_e (cosy), = —e”siny, 3y e* cosy.
Mana shularni (1.6) ga qo‘yilsa, tenglamani qanoatlantiradi. Xuddi shu usulda
v v
3.z~ € siny, 3y e” sin y

larni o‘zaro qo‘shsak, (1.6) ni ganoatlantirganini ko‘ramiz.
2-misol. Shunday f(z)=u(x,y)+ iv(x,y) analitik funksiya topilsinki,
uning mavhum qismi
v(x,y) = x* — 8x*y — 6x%y* + 8xy* + y*
dan iborat va f(0)=0 bo‘lsin.

Buning uchun (1.10) formuladan foydalanamiz:
dv

— = 4x® — 24x%y— 12xy? + 8y?
PP x?y x) ¥
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dv
3y = —8x% — 12x%y+ 24xy? + 4y*

duCev) Ju p +8ud ﬁvd avd _
Y = Ty P Ty T T

= —(8x% + 12x%y — 24xy? — 4y¥dx — (4x* — 24x%y — 12xy% + 8yHdy =
= M(x,y)dx + N(x,y)dy.

Bundagi:
_ Ju _ dv _ ou dv

- = N = — il
dx ay’ ay dx

Endi u(x,y) ni quyidagicha izlaymiz:
u(x,y) = f Mdx + @(y) = —f(ng +12x%y — 24xy? — 4y )dx + @(y) =

=—(2x*+ 4xPy—12X°y*— 4xy®) + o(Y)
Hozircha bizga ¢(y) noma’lum funksiyadir.

%u =—(4x3-24x%y-12xy*) + ¢'(y) =N =

= —(4x*® — 2427y — 12xy* + 8y3).
Ikki tomondagi o‘xshash hadlar o‘zaro yo‘qolib,

@'(y)=-8y° ya'ni do(y)=-8y’dy

hosil bo‘ladi. bundan esa
() = —8f:}f3d}f =-2y*+C
kelib chigadi. Demak,
u(x,y) = —(2x* + 423y — 12x%y* — 4xy?® + 2y*) + C,
flz) =u+iv=—-2(x*+2x*y—6x*y* —2xy* +y*) +
H (X' —8x3y—6Xx2y*+8xy*+y) +C
Buni z orqali ifoda qilish maqsadida o‘xshash hadlarni quyidagicha

yig‘ishtiramiz:
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fz)=x*(—2+0D)+43y(—1-20) —6x°y?(—2+1) —
—4xy*(—1-20)+y*(—2+0)+C
Ammo
—1-2i=i2—2i=i(=2+1)
bo‘lgani uchun
f(2) = (-2+D) X +4x°(iy) + 63 (iy) +4x(iy)° + y* |+ C =
=(24+Dx+iy)*+C=(—2+D)z*+C.
Berilgan masaladagi f(0)=0 shartdan foydalansak,
0=F(0)=(2+10)-0*+C.
ya’ni C=0 bo‘ladi. Shunday qilib,
flz) =(—2+1)z
3-misol. v(x,y) =In(x* +y*)+x— 2y ga asosan f(z) analitik
funksiya topilsin.

Buning uchun

2v
v, =x2_3y2—2; v(x;0) =2Inx + x, v',(x,0) = —2.

dan foydalanamiz. U holda
flx) = fv’y(x,{]]dx—i— iw(x,0)+C=-2x+i(x+2Inx)+c =

=2ilnx—(2—-i)x+C.
Endi x o‘rniga z ni go‘ysak, biz izlagan analitik funksiya hosil bo‘ladi:
flz) =2iln|z| —(2—-i)z+C.

26



11 BOB. PUASSON INTEGRALI
§2.1 Maksimum va minimum haqidagi teorema.

Garmonik funksiyaning xossalaridan biri bo’Igan quyidagi teorema bilan
tanishamiz.

Teorema 2.1l.(maksimum va minimum hagqida). Agar
u(x,y) funksiya G sohada garmonik bo‘lib, aynan o ‘zgarmas songa teng
bo ‘Imasa, u holda bu funksiya G ning ichki nuqtalarida maksimumga ham,
minimumga ham ega bo ‘Imaydi.

| sb ot Teoremani maksimum uchun isbot qilinsa yetarli, chunki

u(x,y) garmonik funksiyaning minimum nuqgtasi -u(x,v) garmonik funksiya
uchun maksimum nuqgta bo‘ladi.

Teorema shartlari bajarilganda u(x,y) funksiya G sohaning biror
Zy = X, + iy, nugtasida maksimum qiymatga erishsin, deylik. K— markazi z,
nugtada bo‘lib, G sohada yotuvchi doira bo‘lsin. K doirada u(x,y) ga
go‘shma bo‘lgan v(x,y) garmonik funksiya tuzamiz.

K doira bir bog‘lamli soha bo‘lgani uchun f(z)=u(x,y) +iv(x,y)
analitik funksiya K da bir qiymatli bo‘ladi ( buning uchun wv(x,y) ifodasiga
kirgan o‘zgarmas sonni aniq qilib tanlab olish kerak (masalan, v(x,,v,) =0
shartning bajarilishini talab gilish mumkin). ef®) funksiya ham K da bir
giymatli va analitik funksiya bo‘ladi va uning moduli [e**"|=e*

farazimizga ko‘ra ichki nuqtada maksimumga erishadi. Bu esa isbotlangan
analitik funksiya modulining maksimum prinspiga garama-garshidir. Shu bilan
teorema isbotlandi.

Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. G sohada garmonik va yopiq G sohada uzluksiz bo ‘lgan
u(x,y) funksiya o ‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga sohaning
chegaraviy nugtalarida erishadi.

Bunga asosan, agar shunday funksiya G sohaning chegarasida oz
qiymatini o‘zgartirmasa, u holda uning yopiq G sohadagi barcha eng Kkatta
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va eng kichik qiymatlari bir xil bo‘lib ustma-ust tushadi demak, bu funksiya
G sohada o‘zgarmas bo‘ladi.

2-natija. Agar ikki u,(x,y) va u,(x,y) funksiya G sohada garmonik
va yopiq G sohada uzluksiz bo‘lib, ularning G sohaning barcha chegara
nuqtalaridagi qiymatlari bir-biriga teng bo‘lsa, u holda bu funksiyalar G
sohada o ‘zaro teng bo‘ladi.

Hagigatan, bu funksiyalarning ayirmasi G da uzluksiz hamda G da
garmonik bo‘lib, barcha chegara nuqtalarda nolga teng bo‘ladi. Demak, 1-
natijaga asosan, bu ayirma barcha G sohada nolga teng.

Teorema?22 Agar u(z)' funksiva bir boglamli G sohada
garmonik bo‘lsa va qiymatlari G da yotuvchi z = @(&) funksiya biror D
sohada analitik bolsa, u holda u|@(&)| = U(&) murakkab funksiya D da
garmonik funksiya bo ‘ladi.

Isbot qilish uchun haqiqgiy gismi G da u(z) ga teng bo‘lgan f(z) (ko‘p
giymatli bo‘lishi ham mumkin) funksiya tuzamiz, ya’ni u(z) = Ref(z).
Ravshanki F(&) = f|e(&)| funksiya D da analitik, demak, U(¢) = Ref|¢@(z)|
D da garmonik funksiya bo‘ladi.
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§2.2. Dirixle masalasi va Puasson integrali.
Biz bu paragrafda avvalo garmonik funksiyalarning muhim tatbiglardan
iborat bo‘lgan Dirixle masalasini garaymiz:

G soha chegarasida aniglangan va uzluksiz (&) funksiya berilgan

bo ‘Isin. G sohada garmonik va yopig G sohada uzluksiz bo ‘lgan shunday
u(z) funksiya topilsinki, bu funksiya G ning barcha chegaraviy nuqtalarida
berilgan ¢@(&) giymatlarni gabul qilsin.

Masalan, issiglik maydonining temperaturasini  (vaqtga bog‘liq
bo‘lmagan holda) yoki biror sohada berilgan temperaturada elektrostatik
maydonning potensialini topish va shunga o‘xshash bir gancha masalalar
Dirixle masalasiga keladi.

Avvalgi paragrafdagi  2-natijadan Dirixle  masalasining yechimi
yagonaligiga doir quydagi teorema kelib chigadi.

Teorema23.. Dirixle masalasi uchun bittadan ortig yechim mavjud
emas.

Biz Dirixle masalasini G soha R radiusli doiradan iborat bo‘lgan hol
uchun yechamiz: yozishni soddalashtirish maqgsadida doiraning markazi
kordinatalar boshida joylashgan, deb faraz qilamiz. Doira aylanasining

tenglamasi || = R bo‘ladi. Agar qutb kordinatalari sistemasiga o‘tib, qutb

burchakni o deb belgilasak, & = Re'® bo‘lib.
@(&) = @(Rem) =@(a), O0=<a=<2n
va @(0) = @(2m) bo‘ladi.

Bu masalani yechishdan oldin, garmonik funksiyaning qiymati doira
aylanasida ma’lum bo‘lsa, bu funksiyani doiraning ichki nuqtalarida ganday
aniglash mumkinligini ko‘rib chiqamiz. f(z) funksiya R radiusli doirada va
uning C — aylanasida analitik bo‘lsin deylik. C ning ichida yotuvchi
ixtiyoriy z =re'® nugta uchun, Koshi formulasiga asosan, quydagini yoza

olamiz:
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f)=—fjrdde 1 [[] fRe") R 4y 2.1)

- - 1 6
i £-7 27 Re®—re'

C aylanaga nisbatan z nugtaga simmetrik bo‘lgan z* nugtani olamiz:

R?* R°? R?
Iz’ |=—=—, z'=—¢"
lz| 7 T
Z* nugta C dan tashgarida yotganligi uchun ;E—i funksiya C aylanada va
uning ichida analitik bo‘ladi, shuning uchun Koshi teoremasiga asosan:
27
1 f@) dz — 1 [ f(Re'")Re*da
ch {—z° ZHG Reiaf_R_zeiE
T
1% ey reR
=— | f(Re")———da 2.2
27[;[ ( )re'a—re'9 (22)

(2.1) tenglikdan (2.2) tenglikni ayiramiz:

R T p
i o8 oiz _ paif ) FET
Re re re Re

BT
flz) = f(Te”) = EJ‘ f(Rem)em(
0

21

1 {:RE _T2]61{8+af]

=— Re'® : : —da.
21T f( € ) ERZ + T2]€1{6+af] _ RT’EE’ZEE + ezmj «
0

Oxirgi tenglikdagi integral ishorasi ostidagi kasrning surat va maxrajini
e'(®+%) ga bo‘lib, ushbu
ei?=a) 4 ¢=i9-a) = 2cos (8 — )
tenglikka asosan quydagiga erishamiz:

R2 _ 2
2 o
+r°—2Rrcos(d - )

f(re‘a):% [ fRe"); (2.3)

Bu formuladan
f(’re”) =u(r,8) +iv(r,8), f(Rem) = u(R,a) + iv(R, @)

bo‘lgani uchun chap va o‘ng tomondagi haqiqiy gismlarni tenglab, quyidagi

formulani hosil gilamiz:
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R2 _ 2
2 (94
+r°—2Rrcos(f — )

u@@:é%jwaa%¥ (2.4)
0

Mavhum gism v uchun ham huddi shu ko‘rinishdagi formula hosil
bo‘ladi. Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum gismlari garmonik
funksiyaning doira ichidagi giymati aylanadigan giymatlari orqali ifodalanadi.
Bundan shunday hulosa kelib chigadiki, agar Dirixle masalasidagi berilgan
@(a) funksiya doirada izlanayotgan biror w(r, &) garmonik funksiyaning
aylanadagi u(R, ) giymatiga teng bo‘lsa, (2.4) formula Dirixle masalasining
yechimidan iborat bo‘ladi. (2.4) formulaning o‘ng tomonidagi integralni
Puasson integrali deyiladi.

(2.3) formulada r=0 desak, va u(r, &) funksiyaning r=0 dagi giymatini

u(0) orgali belgilab olsak, ushbu formulaga ega bo‘lamiz:
1 2
wmz——jwaama (2.5)
27

Bu esa o‘rta giymat hagidagi teoremadir, ya’ni garmonik funksiyaning
doira markazidagi giymati uning aylanadagi giymatlarining o‘rta arifmetik
giymatiga teng.

(2.4) formulada u(R,@) =1 bo‘lsa, avvalgi nuqtadagi 1- natijaga asosan

u(r,8) =1 bo‘ladi, ya’ni

2z 2 2
1 J‘ - R r (2.6)
0

l=— | =0 da
+r°—2Rrcos(d - )
Endi @(a)—oldindan berilgan, [0, 2n] segmentda uzluksiz bo‘lgan a
haqigiy o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lsin. Bu funksiya uchun Puasson

integralini yozamiz:

R? —r?
2 +r2—2Rrcos(d—a)

1 2
- j o(a) 2.7)

r va a ning garmonik funksiyasi bo‘lishini va ikkinchidan doira ichidagi

z =re'? nugta aylanada yotuvchi ixtiyoriy & = Re'® nuqtaga intilganda
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@(a) limitga intilishini ko‘rsatamiz: R o‘zgarmas bo‘lgani uchun (2.7)
integral r va & parametrlarning funksiyasi bo‘lib, 8 ga ko‘ra davriydir
(davri 2m). Ushbu

R*+7r? —2Rrcos(6 —a) = R*—2Rr +r* = (R—1)?
tengsizlikdan ravshanki,0 < r < R bo‘lganda

RZ_rZ

2.8
R? +r%—2Rrcos(6 — a) (28)

ifodaning r va @ ga nisbatan ixtiyoriy tartibdagi hosilasi o‘sha
parametrlarning uzluksiz funksiyasi ekanligi kelib chigadi. Shunga ko‘ra (2.7)
integralni r va 8 bo‘yicha integral ishorasi ostida differensiallash mumkin.
Laplas operatorida qutb koordinatalariga o‘tib, (2.8) funksiyaning

tenglamasini ganoatlanlantirishini tekshirib ko‘rish qiyin emas. Shunday qilib,
(2.7) integral r<R da garmonik funksiyadir, buni biz u(r,&) orgali belgilab
olamiz:

R2 _r2
+r? —2Rrcos(d - )

2
u(r,0) =i j #(2) = da (2.9)
0

Endi z =re’(r < R) nugta C aylanada yotuvchi ixtiyoriy &, = Re'@®
nugtaga intilganda u(r, @) funksiya ¢(a,) limitga intilishini ko‘rsatish kerak.
Umumiyatlikni chegaralamay, a, = 0 deyish mumkin, chunki a qutb
burchakning giymati fagat qutb o‘qi yo‘nalishini tanlab olinishiga bog‘liq
bo‘lgani uchun, qutb o‘qgni ixtiyoriy & € € nuqtadan o‘tkazishimiz mumekin.

Shunday qilib,
lim Tu(r,0)—¢(0)]=0

r—R.B—=
tenglikni isbotlash kerak.
(2.6) formuladan foydalanib, @(0) ni bunday yozib olamiz:

R2 _r2
> (04
+r°—2Rrcos(d —a)

1 27
PO=5 [#O0 (2.10)

(2.9) dan (2.10) ni ayiramiz:
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1% R% —r?
u(r.0)-p(0) = j O ROl e e L G

e — Ixtiyorty musbat son bo‘lsin. @(a) funksiyaning o=0 nuqtadagi
uzluksizligidan foydalanib, &(g) = 0 ni shunday tanlaymizki, |a| < 28(¢)
bo‘lganda

lp(a) — (0)] f:%

tengsizlik bajarilsin. So‘ngra nuqgtalari |a| < 26(g) tenglikni ganoatlantiruvchi
C aylananing yoyini y, bilan, qolgan gismini G, bilan belgilab olamiz. U

holda (2.11) dan,

u(r,6) — p(0)| (2.12)

1
) I 2]
(2.8) funksiyaning musbat ekanligini e”tiborga olib, (2.12) tengsizlikdagi v,

bo‘yicha olingan integralni baholaymiz:

IJ’ {E 1 R? —1? e <
27 22m ) R*+71r?— 2Rrcos(6— a) “
¥e ¥e
21
{E 1 R? —717 p €
22w) R?+71r?—2Rrcos(60 — a) Q_Z
li]

w(a) funksiya [0, 2] segmentda uzluksiz bo’lgani uchun @(a) — ¢(0)
ayirma shu segmentda chegaralangan bo‘ladi:
p(a) — @(0) <M.
(2.12) dagi I', bo‘yicha olingan integralni ham yetarli kichik qilib olish

mumkinligini ko‘rsatish uchun (r, 0) nugtani 18] < 8(e)

shartni bajaradigan qilib olamiz (z nuqta &, ga yetarli yaqin gilib olinsa, bu
shart bajariladi).
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G: yoyning nugtalarida qutb burchak a(26(e),2m — 26(<)) intervalga
tegishli bo‘lgani sababli, shu nugtalar uchun (@ — 8)(é(s),2m — 6(&))

intervalga tegishli bo‘ladi. Shuning uchun quyidagi tengsizliklar bajariladi:

RE_TE RE—TE
6 — a) < cosé(e); <
cos(8 — a) < cosé(e); R2+ 72— 2Rrcos(8 —a) ~RZ+ 12— 2Rrcosd(e)
e
271 R%+ 1% — 2Rrcosé(s) 2 *

fs
RE _TE
R2 +712—2Rrcosé(e)

<M

Bu tengsizlikning o‘ng tomoni ¥ — R da nolga intiladi, demak, agar

R—7r < d&'(g) bo’lsa,

Demak, |6| < &(g) va R —1r < 6'(g) bo‘lganda
lu(r, 8) — @(0)] <€
tengsizlik bajariladi.
Shunday qilib, doira uchun Dirixle masalasining yechimi (2.9) formula

orgali ifodalanar ekan.

§ 2.3. Shvarts integrali.

Agar |z|]<R doirada biror f(z) analitik funksiyani topish talab qilinsa, bu
masalani hal gilish uchun f(z) haqigiy gismiga doir aylanasida berilgan u(s)
qiymatlarining ma’lum bo‘lishi yetarlidir. hagigatan,

34



R? —1° E+z

=R i
R2 + 712 — 2Rrcos(6 — a) EF—z'

E=Re', z=re

tenglikni e’tiborga olib, ushbu funksiyani tekshiramiz:

f(Z):%Z‘fu(f)%da+Ai (2.13)
bundagi A — hagigiy o‘zgarmas. Bu funksiya Koshi tipidagi integralga oid
teoremaga asosan |z| < R doirada analitik funksiya bo‘ladi. (2.13)
formulaning haqgiqiy gismi tuzilishi bo‘yicha Puasson integralidan iborat.
Bundan, darhol (2.13) formula yuqoridagi masalaning yechimi ekanligi kelib
chigadi.

(2.13) formulani Shvarts formulasi yoki integrali deyiladi.
Shvarts integralidagi o‘zgarmas A ni topish uchun z=0 deb, ushbu ifodani

hosil gilamiz:

2T

1
f(0) =u(0)—iv(0) = ﬁf u(é)da+ i4,

0
O’rta giymat haqgidagi teoremaga asosan o‘ng tomondagi integral u(0) ga
teng, demak, A = v(0) bo‘lib, Shvars integrali quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi:

f(2) = i f u(g)%da +iv(0) (2.14)

§ 2.4.Yarim tekislik uchun Dirixle masalasi.

Haqiqiy o‘qda uzluksiz u(t) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqori yarim
tekislikda garmonik bo‘lgan va haqiqiy o‘qda oldindan berilgan giymatlarini
gabul giluvchi u(¢) funksiyaning z nuqtadagi giymatini topish uchun yugori
yarim tekislik Imz >0 ni |w| < 1 doiraga konform akslantiramiz:
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u[é(w)] = U(w) deb boshlab olamiz. Yuqoridagi akslantirishda z nugta

w = 0 nugtaga o‘tgani uchun o‘rta qiymati haqidagi teoremaga asosan:
1 2z
u«»——juamda (2.15)
27

bunda o — aylanadagi nuqgtaning argumenti,
t—z

i __

e -
ft—=2

Oxirgi tenglikni differensiallab, quyidagini topamiz:

ia 2y . _ 2ydt _ 2ydt
e'fda = —— dt , bundan: do D~ Gy

(2.15) formulada eski z va t o‘zgaruvchilarga qaytib, yuqori yarim

tekislikdagi Puasson integralini hosil gilamiz:

ydt

7y (210)

ma:%jum

Ravshanki,
; 1
Y = Re- )
(t —x)% +y? i(t —z)

Bundan foydalanib, yuqori yarim tekislik uchun quyidagi Shvars integralini

ham yozish mumkin:

fcys—jmu——+m (2.17)

bunda A —haqiqgiy o‘zgarmas. Shu narsani ugqtirib o‘tish kerakki, (2.16)
integral chegaralangan u(t) funksiyalar uchun ham yaqginlashuvchi bo‘ladi,
lekin (2.17) integralning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun u(t) ning
chegaralanganligi yetarli bo‘lmaydi (chunki (2.17) integral ishorasi ostidagi
funksiyaning mavhum gismidan olingan integral (2.16) integralga nisbatan

sust yaginlashadi). Bu integralning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun, masalan,
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1

u(t) funksiyaning |t] — oo da nolga T funksiyaga nisbatan sekin intilmasligi

const
L

yetarlidir, ya’ni |u(t)| < bundagi p>0 — ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Misol. Yugori yarim tekislikda garmonik bo‘lgan hamda hagigiy o‘qning
(a,) kesmasida 1ga, bu o‘qning qolgan gismida esa 0 ga teng funksiya

topilsin.

Izlanayotgan funksiyani (2.16) ga asosan darhol topa olamiz:

17 /d 1
u(z) = - f u(t) yat =—(arctgﬁ

(t—x)*+y* m

—X Ctgo:—:x:)
—ar :
y y

— oD

Agar z— a va z— f vektorlarning haqigiy o‘q bilan tashkil gilgan

burchagini ¢, va @z orqali belgilasak, oxirgi formulani quydagicha yozish

mumkin:
U(Z)ZM:Q (2.18)
T T
(g = Qo + W)
Xulosa

“ Garmonik funksiyalar va Puasson integrali ” mavzusidagi ushbu bitiruv
malakaviy ish kerakli adabiyotlar va kompleks o’zgaruvchili funksiyalar
nazariyasining metodlaridan foydalanib yozilgan bo’lib, uning birinchi bobida

garmonik funksiyalar, golomorf funksiya bilan garmonik funksjyalar orasidagi
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bog’lanish, qo’shma garmonik funksiyalar o'rganilgan, garmonik va qo’shma
garmonik funksiyalarga misollar keltirilgan. Ikkinchi bobda esa garmonik
funksiyalar uchun ekstrimum hagidagi teoremalar, Dirixle masalasi va uning
yechimi bo’lgan Puasson integrali, shuningdek, Shvarts integrali, yarim tekislik
uchun Dirixle masalasi o'rganilgan. Kompleks analiz kursida asosiy masalalardan
biri berilgan sohada analitik funksiyani qurish hisoblanadi. Bu bitiruv malakaviy
ishida o’rganilgan mavzu qaralayotgan soha berilgan R radiusli doiradan iborat
bo’lganda analitik funksiyani topish masalasini qidirilayotgan funksiyaning
haqiqiy qismining doira chegarasidagi qiymatlari ma’lum bo’lgan holda topish
imkonini beradi. Bundan tashgari fizik masalalardan issiglik maydonining
temperaturasini (vaqtga bog’liq bo’lmagan holda) va biror sohada berilgan
temperaturada elektrostatik maydonning potensialini topish kabi masalalami
yechish Dirixle masalasiga keladi. Puasson integrali esa Dirixle masalasining
yechimi hisoblanadi.

Mavzuga oid barcha adabiyotlardan foydalanib, bitiruv malakaviy ishga
qo’yilgan mavzuni o’rganildi va misollar yordamida yoritildi

Bitiruv malakaviy ish qo’yilgan maqgsadiga to’liq erishdi.
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