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Kirish

Magistrlik dissertatsiyasining dolzarbligi: Yurtimizda ta’lim sohasida
ogilona va izchil siyosat olib borilayotgani bugun hech kimga sir emas.
Ma’lumotlarga ko‘ra, O‘zbekiston ta’lim holati bo‘yicha jahonning kuchli
uchligi safida turadi. Ta’limning boshqa bosqichlari qatori oliy ta’lim
tizimini ham tubdan o‘zgartirish mustaqillik davridagi ta’lim islohotlarining
eng muhim biridir. O‘zbekiston Respublikasining “7Ta’lim to‘g‘risida” Qi
gonuni (1997 yil29 avgust) va Kadrlar tayyorlash milliy dasturi xalgaro ta’lim
standartlarini mamlakatimiz oliy ta’lim tizimiga joriy qilish, yuksak malakali
zamonaviy kadrlar tayyorlashda milliy tajriba va an’analarimiz bilan birga
ilg‘or jahon tajribasidan ham keng foydalanish borasida yangi ufq va
imkoniyatlar ochdi. Aynan ana shu hujjatlar asosida oliy ta’lim muassasalari
moddiy-texnik bazasini mustahkamlash va rivojlantirish, ularni zamonaviy
o‘quv laboratoriya uskunalari va kompyuter texnikasi bilan jihozlash,
darslik va o‘quv-uslubiy materiallar, pedagog kadrlar bilan ta’minlash,
yangicha fikrlaydigan  o‘qituvchilarni tayyorlash, malakasini oshirish,
ularning mehnatini rag‘batlantirishni kuchaytirish tadbirlari aniq belgilab
olindit.

Oliy ta’limda bakalavriat va magisratura tizimi joriy qilindi. Jahon
standartlariga mos bu tizim oliy ta’lim sifatini oshirishga Xizmat
gilmoqda. O‘zbekiston Respublikasi Prezidenti Islom Karimov bu haqda
to‘xtalib, shunday degan edi: “Bilimdon, professional jihatdan savodli
hamda g‘ayrat-shijoatli shaxslarni, o‘z mamlakatimizning chinakam
vatanparvarlarini tarbiyalay oladigan, ularni buyuk milliy madaniyatning
ulkan ma’naviy merosi bilan boyita oladigan, jahon fani va madaniyati
durdonalaridan bahramand eta oladigan mamlakatgina, millatgina buyuk

kelajakka erishishi mumkin”. Bugungi kunda O°‘zbekistonda ta’lim

1 O*zbekiston Respublikasi “Ta'lim to'g'risidagi” qonuni. 464-I-son, 1997 yil 29 avgust.
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sohasida amalga oshirilayotgan islohotlar ko‘p jihatdan mamlakatimizni
modernizatsiya qilish jarayonlari bilan hamohang tarzda olib borilmoqda.
Bunda asosiy yo‘nalishlar sifatida oliy va o‘rta maxsus ta’lim tizimida
o‘quv, o‘quv-uslubiy va ilmiy faoliyatni modernizatsiya qilish, ta’lim va
tadqiqot jarayonlaridagi innovatsion yo‘nalishlarni kuchaytirish tadbirlari
izchil amalga oshirilmogda. Mazkur tadbirlardan kutilayotgan asosiy
magsad yuqori darajadagi intellektual salohiyatga ega bo‘lgan milliy
mutaxasisslar  kadrlarni  tayyorlash  texnologiyasi hamda ta’limning
mazmunini  yangicha bosqichga ko‘tarishdan iboratdir. Bu o‘rinda
Prezidentimizning quyidagi fikrlari ushbu jarayonlarning ahamiyatini
belgilab  beruvchi va maqgsad sari  yo‘naltiruvchi dasturiamal bo‘lib
hisoblanadi: Bugun hech kimga sir emaski, biz yashayotgan XXI asr —
intellektual boylik hukmronlik giladigan asr. Kimki bu hagigatni o‘z
vagtida anglab olmasa, intellektual boylikka intilish har gaysi millat va
davlat uchun kundalik hayot mazmuniga aylanmasa — bunday davlat
jahon taraqgiyoti yulidan chetda qolib ketishi muqarrar™.

Ta’lim — inson bilim faoliyatining eng murakkab turlaridan biri
hisoblanadi. U yosh avlodning rivojlanib barkamol insonga aylanishida
katta ahamiyat kasb etadi. Tabiatdagi har ganday jarayon-harakat, moddiy
dunyodagi narsalar yoki hodisalarning asta — sekin o‘zgarish jarayonidir.
Ta’lim berish ya’ni o‘qitish jarayoni ham yosh avlodda aqliy kuchlarni
rivojlantirish va ahloqiy sifatlarni shakllantirishga garatilgan magsadli harakat
hisoblanadi. Hozirgi zamon pedagogikasining asosiy maqgsadi uzluksiz
ta’limdagi uzviylikni ta’minlashdan iborat bo‘lib, uning bosh masalalaridan
biri yosh avlodga har tomonlama chuqur va puxta bilim berishning

samarali metodika va metodlarni ishlab chigishdan iborat. Bu esa o‘z navbatida

uzluksiz ta’lim va uning muassasalari oldiga bo‘lajak kadrlarni tayyorlashda

10 zbekiston Respublikasi “Ta'lim to"g'risidagi” qonuni. 464-1-son, 1997 yil 29 avgust.
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ularga o‘qitiladigan fanlarning uzluksiz ta’lim tizimining turli bosqichlarida
o‘qitilish uzviyligi va uzluksizligini ta’minlashni muhim vazifalardan biri qilib
qo‘yadil.

Ana shunday vazifa uzluksiz ta’lim tizimida o‘qitiladigan matematika
fanining oldiga ham qo‘yiladi. Shuning uchun ushbu magistrlik dissertatsiyasi
oliy ta’lim muassasalarida topologik fazolarning kardinal xossalarini o‘rganish
nazariyasiga bag‘ishlanadi.

Ko‘pgina matematik tushunchalar, ba’zida butun bir matematik
nazariyalar vujudga kelishi bilan matematikadan tashqarida bir gancha vaqt
davomida o‘z tatbig‘ini topmaydi. Jumbogli kompleks sonlar tarixi bunga
yaqqol misol bo‘la oladi.

Shunga o°‘xshash sohalardan yana biri Evklid geometriyasi,
Lobachevskiy geometriyasi, zamonamiz geometriyasi, golaversa, zamonaviy
matematikaning bir bo‘limi, hosilasi bo‘lgan topologiya fanidir. Topologiya —
matematikaning yosh va muhim bo‘limlaridan biridir. Topologiya fani
geometriya va matematik analiz fanlarining gator fundamental faktlarini
(tushunchalarini) umumiy nuqtai nazardan gayta ko‘rib chiqish natijasida
paydo bo‘ldi.

Hozirgi zamon fanlarining rivojlanishida topologiyaning fizika,
biologiya, ximiya va binibarin, geografiya fanlaridagi tatbig‘i qo‘llanilmoqda.

Topologiya shunday fanki, u geometrik figuralarning sifatiy xossalarini
faqat uch o‘lchovli fazoda emas, balki undan yuqori o‘lchamli fazolarda ham
o‘rganishga yordam beradi.

Hozirgi kunga kelib topologiya matematik tadgiqotlarning mustahkam
guroliga aylandi. Topologiyaning fizikada, mexanikada va boshga fanlarda
kompleks qo‘llanilishi fakt bo‘lib qoldi. Fizikada ba’zi real holatlarni
topologiyasiz hal etib bo‘lmaydi. Teskari holat ham uchrab turadi, ya’ni

fizikadagi ba’zi muammolar topologiyaning rivojlanishiga

10 zbekiston Respublikasi “Ta'lim to"g'risidagi” qonuni. 464-1-son, 1997 yil 29 avgust.
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ta’sir etmoqda.

Topologik fazolarning bazasi, zichligi, quvvati va boshga kardinal sonlar
topologiya va geometriya fanida asosiy tushunchalar hisoblanadi. Bu kardinal
sonlar uzluksiz akslantirishda, Tixonov yoki Dekart ko‘paytmada saqlanishi
yoki saglanmasligi mumkin.

Yuqoridagi omillarni hisobga olib topologiya fani va uning kardinal
xossalarini o‘rganishga bag‘ishlangan ilmiy-tadqigot ishi, jumladan ushbu
bayon etilayotgan magistrlik dissertatsiyasi ishi mavzusining dolzarbligini
aytish mumekin.

Tadqiqot ob’ekti: Oliy ta’lim muassasalarida topologiya kursini o’qitish
jarayoni.

Tadqgiqgot predmeti: Oliy ta’lim muassasalarida topologiya kursida
o’rganiladigan tapologik fazolarning ba’zi kardinal invariantlari.

Magistrlik dissertatsiyasining maqsadi: Topologik fazolarning ba’zi
kardinal xossalarini, bu xossalarning uzluksiz akslantirishda, Tixonov va
Dekart ko‘paytmada, proobrazlarda saqlanish yoki saglanmasligini o‘rganish.

Magistrlik dissertatsiyasining vazifalari: Tadgigot magsadidan kelib
chiggan holda quyidagi vazifalar belgilandi:

- To‘plamlar va ular ustidagi amallarni o‘rganish,;

- To‘plamlarning chegarasi, zichligi va hech qaerda zich bo‘liagan
to‘plamlarni o‘rganish;

- Topologik fazolarni va ularning berilish usullarini o‘rganish;

- Uzluksiz akslantirishlarni va ajrimlilik aksiomalarini o‘rganib

chiqish;

- Kompakt fazolar va ular ustidagi amallarni o‘rganish,;

- Topologik fazolarning bazasi, zichligini o‘rganinish;

- Topologik fazolarning uzluksiz akslantirishdagi holatini ko‘rib
chiqish;

- Topologik fazolarning kardinal xossalarini ko‘paytmadagi holatini
o‘rganish.



Mavzuning o‘rganilganlik darajasi: Respublikamiz olimlaridan Sh.
Ayupov, R. Beshimov, D. Davletov, A. Xo’jayev, A. Zaitovlar tomonidan
olib borilgan bir gancha ilmiy ishlarda topologik fazolarning kardinal
invariantlari, ularning uzluksiz aklantirishdagi va ko’paytmadagi holatlari
o’rganilgan.

Tadgiqoting nazariy asoslari: O°‘zbekiston Respublikasi
“Ta’lim to‘g‘risida”gi qonuni, “Kadrlar tayyorlash milliy
dasturi”, O‘zbekiston Respublikasi Prezidenti I[.A.
Karimovning kadrlar tayyorlash tizimini takomillashtirishga
bag‘ishlangan asarlari, farmonlari, O‘zbekiston Respublikasi
Vazirlar Mahkamasi tomonidan ta’limga oid, kadrlar
tayyorlash muammolariga, kasb — hunar ta’limini
takomillashtirish bo‘yicha chiqarilgan qarorlari tashkil etadi.

Tadgigotning ilmiy va amaliy ahamiyati: Dissertatsiya bo’yicha
olingan natijalar nazariy ahamiyatga ega bo’lib, ular topologiya fanini
o’rganish jarayonida qo’llanilishi mumkin.

Tadgqgiqotning ilmiy yangiligi:

1. Topologik fazolar va ularni kiritish usullari, xossalari jamlanadi.

2. Topologik fazolarning invariantlari topiladi va klassifikatsiya gilinadi.

3. Topologik fazolarning kardinal invariantlarini uzluksiz akslantirishdagi,
ko’paytmadagi holatlari o’rganiladi.

Magistrlik dissertatsiyasining strukturaviy tuzilishi:

Kirish, uch bob, xulosa, foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxati va
ilovalardan tashkil topgan.

Tajriba-sinov maydonchasi (KHK, AL va pedagogika oliy o‘quv
yurtlari)

Nizomiy nomidagi TDPU ning fizika-matematika fakulteti.



I bob. Topologik fazolarning xossalari
1. To‘plamlar ustida amallar

To‘plam eng muhim matematik tushunchalardan biridir. Bu tushuncha
matematika faniga to‘plamlar nazariyasining asoschisi bo‘lgan nemis
matematigi Georg Kantor (1845 - 1918) tomonidan Kkiritilgan. Georg
Kantorning g‘oyalari matematiklar orasida dastlab ishonchsizlikka uchragan
bo‘lsada, keyinchalik keng taraqqiy qildi va XX asrda butun matematika
to‘plamlar nazariyasi nuqtai nazaridan qaytadan qurildi.

To‘plam ta’riflanmaydigan matematik tushuncha bo‘lib, ba’zi bir narsalar,
buyumlar, ob’ektlarni birgalikda garash natijasida vujudga keladi. Masalan,
barcha natural sonlarni birgalikda qarash natural sonlar to‘plamini, to‘g‘ri
chizigda yotuvchi nuqtalarni birgalikda qarash shu to‘g‘ri chiziq nuqtalarini
birgalikda garash shu to‘g‘ri chiziq nuqtalarini to‘plamini beradi’.

1.1.1.Ta’rif. To‘plamni tashkil etuvchi ob ektlar shu to‘plamning
elementlari deyiladi.

Shuni aytib o‘tish kerakki, to‘plamda bir xil (bir — biridan farg qilib
bo‘lmaydigan) elementlar bo‘lmaydi. Masalan,

(x=1)"(x+1)’ =0
tenglamaning barcha ildizlari to‘plami 1,1, —1, —1, —1 elementlardan iborat
bo‘lmasdan, ba’lki 1 va —1 elementlardan iborat.

1.1.2. Ta’rif. Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘sh to‘plam
deb ataladi vau @ orqgali belgilanadi.

To‘plamlar odatda lotin yoki grek alifbosining bosh harflari bilan,
ularning elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadi. Agar A
to‘plam a, b, c, .. elementlardan tuzilgan bo‘lsa, u A={a b, c,..} ko‘rinishida
yoziladi. To‘plamni tashkil etuvchi elementlar chekli yoki cheksiz bo‘lishi

mumkin. Bu munosabat bilan to‘plamlar chekli to‘plam yoki cheksiz to‘plam

1 Xypaes T.d.Tonosnorusra kupum. Ymaamuap, pyrkropnap, umsukiap. -T.: 2012. -187 6.
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bo‘ladi. @ ob’ekt A to‘plamning elementi ekanligi a € A shaklda, a ob’ekt A
to‘plamga tegishli emasligini esa a ¢ A ko‘rinishida ifodalanadil.

1.1.3.Ta’rif. Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning ham
clementi bo‘lsa, A to‘plam B to‘plamning qismi, ba’zan gism to ‘plami deyiladi
va

AcB
ko‘rinishida belgilanadi.
Ta’rifdan har ganday A to‘plamning o0°zi o‘zining gismi, ya’'ni
AcA
ekanligi bevosita ko‘rinadi.

Bo‘sh to‘plam har ganday to‘plamning qismidir. A va @ to‘plamlar A
to‘plamning xosmas qismlari, boshga hamma gqismlari esa uning xos gismlari
deyiladi.

1.1.4.Ta’rif. Agar A to‘plam B to‘plamning qismi va B to‘plam A
to‘plamning qismi bo‘lsa, A to‘plam B to‘plamga teng deyiladi va

A=B
ko‘rinishida ifodalanadi.

A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Bu to‘plamlardan yangi to‘plam
hosil qilish uchun to‘plamlar ustida bajariladigan quyidagi amallarni Kiritamiz:

1.1.5.Ta’rif. AvaB to‘plamlarning kamida bittasiga tegishli bo‘lgan
barcha elementlardan tuzilgan C to‘plam shu to‘plamlarning birlashmasi
deyiladi va

AuUB

ko‘rinishida belgilanadi.

1 P H. Hazapos, B.T.Tommynaros, A.Jl. JIjcymberos. Anre6pa Ba cornap nasapuscu. | kuem. Yiurysan. 1995.
—27160.



Yugoridagi ta’rifga ko‘ra C to‘plamni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
C=AUB={xxeAyoki xeB}.

1.1.6.Ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha umumiy elementlardan

tuzilgan C to‘plam shu to‘plamlarning kesishmasi deyiladi va

ANB
ko‘rinishida belgilanadi.
o
%
1.1.1.Misol. A={1357}, B={123456bo‘lsa, u  holda

AUB={1234,56,7 va AnB={L3 5 bo‘ladi.
1.1.7.Ta’rif. A to‘plamdan B to‘plamlarning ayirmasi deb A ga

tegishli, lekin B ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlardan tuzilgan to‘plamga
aytiladi vau A\ B ko‘rinishida belgilanadi.

el >>

1.1.2.Misol. A={1,357}, B={123 4,56} bo‘lsa, u holda A\B={7}
bo‘ladi.

1.1.8.Ta’rif. B to‘plam A ning gism to‘plami bo‘lganda A\ B to‘plam
B ni A gacha to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi vau C,B orqali belgilanadi.

1.1.9.Ta’rif. Har ganday to‘plamning xos qism to‘plami deb qaralmagan
to‘plam universal to‘plam deyiladi va u U orgali belgilanadi.

U universal to‘plamning barcha qism to‘plamlari orasida ikkita xosmas
qism to‘plam mavjud bo‘lib, ulardan biri U ning o‘zi, ikkinchisi esa bo‘sh
to‘plam, qolganlari esa xos qism to‘plamlar bo‘ladi.

U universal to‘plam chekli bo‘lsa, uning barcha qism to‘plpmlari ham

1P H. Hasapos, b.T.Toumymaros, A.Jl. JIjcymberoB. Anre6pa Ba cormap Hazapusich. | kuem. Yrurysum. 1995.
—27160.
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chekli bo‘ladi, U cheksiz bo‘lganda esa uning qism to‘plamlari chekli yoki
cheksiz bo‘lishi mumkin?,

Biror U universal to‘plamning qism to‘plamlari uchun quyidagi
tengliklar o‘rinli:

1. Istalgan ikkita A va B to‘plamlarning kesishma va ayirmasi

kommutativ bo‘ladi, ya’'ni

ANB=BnNA (1)
AuUB=BUA (2)

2. Birlashma va kesishma amallari assotsiativdir:
(AuB)uUC=AU(BUC) (3)
(AnB)NC=An(BNC) (4)

(3) va (4) tengliklarni istalgan chekli sondagi to‘plamlar uchun ham yozish
mumkin.
3. Uchta A, B va C to‘plamlar ustida kesishma va birlashma

amallari uchun distributivlik gonuni bajariladi:
AU(BNC)=(AuB)n(AULC) (5)
An(BuUC)=(AnB)U(ANC) (6)
Oxirgi munosabatlar istalgan chekli sondagi to‘plamlar uchun ham
bajariladi, ya’ni
k k
Au(ﬂBi]:ﬂ(Au B) (7)
i=1 i=1
k k
Am[UBij=U(AmBi) )
i=1 i=1
Bitta universal to‘plamning barcha qism to‘plamlari uchun quyidagi
ayniyatlar ham o‘rinli bo‘ladi:
4. Idempotentlik gonunlari:
AUA=A 9)
ANnA=A (10)

11



5. Yutilish gonunlari:

AU(ANB)=A (11)

ANn(AUB)=A (12)
6. De — Morgan gonunlari:

AUB=ANB (13)

ANB=AUB (14)

1.1.10.Ta’rif. Ikkiti X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar ma’lum
bir qoida bo‘yicha X to‘plamning har bir elementiga Y to‘plamning birgina
elementi mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plam Y ga aks ettirilgan deyiladi va bu
munosabat
f: XY
ko‘rinishida yoziladi. Bu aks ettirishni X to‘plamda aniglangan va qiymatlari Y
da bo‘lgan funksiya (yoki moslik) deb ham ataladi. Jumladan, Y deb hagiqgiy
sonlar to‘plamini olsak, u holda f:X —Y aks ettirishni X to‘plamdagi
haqiqiy funksiya (ba’zan funksional) deyiladi.
1.1.3.Misollar. 1. Agar R hagqiqiy sonlar to‘plami bo‘lsa, u holda
y=f(x)=x°
funksiya R ni R ga aks ettiradi.

2. Dirixle funksiyasi

=20~

1, agar x—ratsionalson bo'lsa,

0, agar X—irratsionalson bo'lsa

haqiqiy sonlar to‘plamini 0 va 1 sonlardan iborat to‘plamga aks ettiradi.

3.Agar X =R? ikki o‘lchamli fazo va Y =R bir o‘lchamli fazo bo‘lsa,

u holda R* fazoni R fazoga har ganday aks ettirish bu, ikki argumentli
funksiyadir. Masalan,

f(x, y)=x+y°

12



4. Agar X =R bir o‘lchamli fazo va Y = R? ikki o‘Ichamli fazo bo‘lsa,

u holda R fazoni R® fazoga har ganday aks ettirish bu ikkita bir argumentli

funksiyadir. Masalan, ushbu v (x)=(f (x), g(x))=(x*, 2x) juftlik.

5. Agar C[a, b] orgali [a b] segmentdagi barcha uzluksiz funksiyalar

to‘plamini belgilasak, u holda

moslik C[a b] ni R ga aks ettiradi.
X to‘plamning Y to‘plamga barcha aks ettirishlarining o‘zi to‘plam

hosil giladi. Bu to‘plam Y *  bilan belgilanadi.

Endi ikkita chekli A va B to‘plamlar berilgan bo‘lib, ularni son jihatdan
solishtirish kerak bo‘lsin. Bu masalani quyidagi ikki usul bilan hal qilish
mumkin:

1)  Bu to‘plamlar elementlarining sonini hisoblab chiqib, chiqqan
sonlarni solishtirish;

2)  Agar shunday bir qoida mavjud bo‘lsaki, bu qoidaga muvofiq A
to‘plamning har bir elementiga B to‘plamdan birgina elementi mos

keltirilganda B to‘plamning har bir elementiga A to‘p]amda ham birgina

element mos kelsa, ya’ni A va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik
mavjud bo‘lsa, u holda bu to‘plamlar elementlarining soni jihatidan bir xil
bo‘ladi.
1.1.11.Ta’rif. Agar A va B to‘plamlar orasida o‘zaro bir giymatli moslik
mavjud bo‘lsa, U holda bu to‘plamlar ekvivalent yoki teng quvvatli to‘plamlar
deyiladi va
Al B

ko‘rinishida yoziladi.
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Odatda A to‘plamga ekvivalent bo‘lgan to‘plamlar sinfi A bilan

belgilanadi va X ni A to‘plamning quvvati yoki kardinal soni deb ataladi.
Chekli to‘plamning quvvati (kardinal soni) sifatida odatda bu to‘plam
elementlarining soni olinadi.

1.1.12.Ta’rif. [0, 1] segmentdagi nugtalar to‘plamiga ekvivalent bo‘lgan
to‘plamlarni kontinuum quvvatli to ‘plamlar deyiladi.

Tabiiyki, kontinuum quvvatga ega bo‘lgan har qanday to‘plam sanoqsiz
to‘plamdir.

Endi ixtiyoriy to‘plamlar sistemasi uchun Dekart ko‘paytmasining ta’rifini

beramiz. H={A}, xeX to‘plamlar sistemasining Dekart ko ‘paytmasi H A

xeX

deb, aniglanish sohasi X to‘plamdan iborat shunday f funksiyalar to‘plamiga

aytiladiki, har bir X € X uchun f(x)e A munosabat bajariladi.
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2. Topologik fazolar va ularning berilish usullari
Bizga bo’sh bo’lmagan X to’plam berilgan bo’Isin.
1.2.1.Ta’rif. X to’plamdagi topologiya deb X ning qism to’plamlaridan
iborat va quyidagi aksiomalarni ganoatlantiruvchi O oilaga aytiladi:

(01) €0 va XeO
(02) Agar U, eOva U, €0 bo'lsa, u holdaU,nU, €O
(03) Agar A c O bo'lsa, uholda W Ae€0O

(X,0) juftlik topologik fazo deb ataladi.

X ning O oilaga tegishli berilgan qism to’plamlari ochiq to’plamlar deb
ataladi. Topologik fazoni berish — bu biror X to’plamni olib, unda O
topologiyani Kiritish, ya’ni X ning ochiq to’plam deyiladigan qism to’plamlarini
aniglash demakdir. Topologik fazoning elementlari uning nugtalari deb ataladi®.

Ochiq to’plamlar oilasining (01)-(03) xossalarini quyidagicha ham
ifodalash mumkin:

(01) bo’sh to’plam va butun fazo ochiq to’plamdir;

(02) ikkita ochiq to’plamning kesishmasi ochiq to’plam;

(03) ihtiyoriy ochiq to’plamlarning birlashmasi ochiq top’lam.

(02) dan ihtiyoriy cheklita ochiq to’plamlarning kesishmasi ochiq to’plam
bo’lishi kelib chigadi.

Agar biror x e X va gandaydir U < X ochiq to’plam uchun xeU bo’lsa, U
ga x nugtaning atrofi deyiladi. Agar har bir x eV nugta uchun x nugtaning v da

yotuvchi U, atrofi mavjud bo’lsa va fagat shu holdagina V < X to’plam ochiq

bo’ladi. Bu shart bajarilsa, u holda (03) ga asosan v = | Ju, ochiq to’plam

xc X

bo’ladi. Agar X fazoning har ganday bo’sh bo’lmagan ochiq to’plamostisini
biror B oilaga tegishli to’plamlarning birlashmasi shaklida yozish mumkin

bo’lsa, u holda B < O oila (X,0) topologik fazoning bazasi deyiladi.

1 OurenpkuHr P. OOmas Tomonorust. M. Hayka. : 1986. -752 c.
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Har bir xe X nugta va bu nugtaning har ganday Vv atrofi uchun xeU cV
shartni ganoatlantiruvchi U € B mavjud bo’lsa va fagar shu holdagina B oila
(X,0) topologik fazoning bazasi deyiladi.

Topologik fazo bir nechta bazalarga ega bo’lishi mumkin. Har qanday baza
quyidagi hossalarga ega:

(V1) ihtiyoriy U,,U, e Bva ihtiyoriy xeU, NU, nugta uchun xeU cU,NU,
shartni ganoatlantiruvchi U B element mavjud.

(V2) har ganday x e X uchun xeU bo’ladigan U € B element mavjud.

B — (X,0) topologik fazoning bazasi bo’lganda |B| ko’rinishdagi kardinal
sonlar to’plami eng kichik elementga ega. Bu kichik kardinal son (X,0)
topologik fazoning salmog’i deyiladi va W (X,0) ko’rinishida belgilanadi.

P — Ooila elementlarining U,NU,N..NU,,U,eP,i=123,..k chekli
kesishmalari baza hosil gilsa, u holda R oila (X,0) fazoning bazaoldi deyiladi.

Agar (X,0) topologik fazoning x nugtasini har ganday V atrofi uchun
shunday U e B(x) element topilib, xeU <V bo’lsa, u holda x ning atroflari oilasi
berilgan B(x) ga, X nugtadagi baza deyiladi.

Agar B— (X,0) topologik fazoning bazasi bo’lsa, u holda x ni 0’z ichiga
oluvchi Bning elementlaridan tuzilgan B(x) oila fazoning x nuqtadagi bazasi
deyiladi. Ikkinchi tomondan agar B(x), (X,0) fazoning x nuqtadagi bazasi

bo’lsa, u holda B = | JB(x) birlashma (X,0) fazoning bazasi bo’ladi’.

(X,0) topologik fazoning x nuqgtadagi V(x) bazalari quvvatlarining eng
kichik quvvatiga x nugtaning xarakteri deyiladi va x(x,(X,0)) ko’rinishida
belgilanadi, demak

#(x,(X,0))=min{|B(x)|: B(x)-(X,0) fazoning x nugtadagi bazasi}.
7(x,(X,0)) kardinal sonlarning eng Kkattasiga (X,0) topologik fazoning

harakteri deyiladi va y(X,0) ko’rinishida belgilanadi.

Ourenskudr P. O6mast tomonorusi. M. Hayka. : 1986. -752 c.
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Agar x(x,(X,0))<N, bo’lsa, u holda (X,0) fazo birinchi sanoglilik
aksiomasini ganoatlantiradi deyiladi, bu esa har bir xe X nuqtada sanogli baza
mavjudligini anglatadi.

Agar W((X,0))<8, bo’lsa, u holda (x,0) fazo ikkinchi sanoglilik
aksiomasini qanoatlantiradi deyiladi, ya'ni (X,0) fazo sanogli bazaga ega.

(X,0) — topologik fazo va har bir xe X uchun (x,0) fazoning B(x) bazasi
berilgan bo’lsin. {B(x)}_, oilaga(X,0) topologik fazoning atroflar sistemasi

deyiladi.

Har bir {B(x)},_, atroflar sistemasi quyidagi hossalarga ega:

xeX

(VR1). Har ganday B(x) = @ va ixtiyoriy U e B(x)uchun xeU .

(VR2). Agar x e B(y) bo’lsa, u holda shunday V e B(x) topiladiki, V cU bo’ladi.

(VR3). Ixtiyoriy U,,U,eB(x) uchun shunday U eB(x) topiladiki U cU,NU,
o’rinli  bo’ladi.

(X,0) topologik fazoda F <X to’plamning to’ldiruvchisi X \F ochiq
to’plam bo’lsa, u holda F to’plam yopiq to’plam deyiladi. De — Morgan
qonunlari va ochiq to’plamning (01)-(03) xossalaridan, yopiq to’plamlar oilasi
E ning quyidagi xossalarini yozishimiz mumkin:

(S1) XeE va JeE

(S2) Agar 4, e Eva F,eE bo’lsa, FUF, cE

(S3) Agar AcE bo’lsauholda NA€E.

Bu xossalardan, masalan (S3) ni isbotlaymiz.

{F.}.s - yopiq top’lamlar oilasi bo’lsin. Ta’rifga ko’ra, to’ldiruvchi
U, = X\ F, to’plam har bir se S uchun ochiq to’plam bo’ladi.

NF. = (X\U,)= X\ Ju, munosabat va | Ju, birlashmaning ochigligidan

seS seS seS seS
(03) ga ko’ra kesishma yopiq ekanligi kelib chigadi.
Bir vaqtda ochiq va yopiq bo’lgan to’plam ochiq-yopiq to’plam deyiladi.
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Ac X to’plamni o’z ichiga oluvchi yopiq to’plamlar oilasini E, orqali
belgilaymiz, u holda E#J. (S3) dan A=NE, kesishmaning yopiq ekanligi
kelib chigadi.

A to’plam A ni 0’z ichiga oluvchi eng kichik yopiq to’plam bo’ladi, A ga A
to’plamning yopilmasi deyiladi. Ravshanki, to’plamning yopiq bo’lishi uchun
uning 0’z yopilmasi bilan ustma-ust tushishi zarur va yetarli.

X fazoning ikkita A, B to’plamastilari uchun, agar Ac B bo’lsa, u holda
Ac B bo’ladi. Hagiqatdan ham A= B munosabatdan E,  E, munosabat kelib
chigadi, bu esa AcB.

1.2.1.Teorema. Yopilma operatori quyidagi hossalarga ega:

(S01) &=
(S02) AcA
(S03) AUB=AUB
s04) (A)=A

Isbot: (SO1) va (S02) xossalar bevosita ta’rifdan kelib chiqgadi, (S04) dan
esa A to’plamning yopiq ekanligi kelib chigadi.
AcB=AcB dan Ac AUB va Bc AUB kelib chigadi. Demak,
AUBc AUB (1)
(S02) dan Ac A, B< B bo’lib, bunga ko’ra AUB < AUB.
Oxirgi birlashma ikkita yopiq to’plamlarning birlashmasi uchun yopiq
bo’ladi.
Bundan to’plam yopilmasi ta’rifiga ko’ra
AUBcAUB (2)
ga ega bo’lamiz.
(1) va (2) dan (S03) munosabat kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
Ac X to’plamning ichki qismi deb, A ga tegishli bo’lgan barcha ochiq
to’plamlarning birlashmasiga aytiladi. Ya’ni A ga tegishli bo’lgan eng katta

! Suremsxunr P. O6mras tomostorusi. M. Hayka. : 1986. -752 c.
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ochiq to’plamdir. A to’plamning ichki qismi IntA orgali belgilanadi. Ravshanki,
to’plam ochiq bo’lsa, u holda o’zining ichki gismi bilan ustma-ust tushadi®.
1.2.2.Teorema. Ixtiyoriy AcX to’plam uchun IntA=X\X\A tenglik
o’rinli bo’ladi.
Isbot. (S02) dan X\AcX\A ga ega bo’lamiz. U holda

XAXVAcC X\(X\A)=A.
X

\X\A to’plam ochiq bo’lgani uchun
X\X\Ac IntA (3)
Mmunosabat o’rinli.
A ga tegishli bo’lgan ixtiyoriy ochiq to’plam uchun X \Ac X \U = X \U bo’ladi.
U holda X VA<= X\U yoki U= X\X\A.
Xususan, IntAc X\X\A bo’lib, bundan va (3) dan IntA=X\X\A kelib
chigadi, isbotlandi.
1.2.3.Teorema. Int operatori quyidagi hossalarga ega:
(101) IntX =X
(102) IntAc A
(103) Int(AnB)=IntAn IntB
(104) Int(IntA)= IntA.
1.2.1.Misol. X — ihtiyoriy to’plam va O — X to’plamning barcha qism
to’plamlari to’plami. Ravshanki (X,0) topologik fazo bo’ladi, har bir Ac X
to’plam — yopiq. X ni 0’z ichiga oluvchi har ganday to’plam uning atrofi bo’ladi.
X to’plamning barcha bir nuqtali gism to’plamlari oilasi (X,0) fazoning bazasi
bo’ladi. Bu baza (X,0) fazoning barcha bazalari ichida eng quvvatlisidir.
Shuning uchun (X,0) fazoning salmog’i X to’plamning quvvatiga tengdir.

Ixtiyoriy xe X nugta uchun bitta {x} to’plamdan iborat oila (X,0) fazoning

! Ouresnpkuar P. O6mias tomosmorust. M. Hayka. : 1986. -752 c.
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X nuqtadagi bazasi bo’ladi. Bu esa (X,0) fazo sanoglilik aksiomalaridan
birinchisini ganoatlantirishini ko’rsatadi’.

Har bir Ac X to’plam o’zining yopilmasi va ichki gismi bilan ustma- ust
tushadi. Bu topologik fazo diskret fazo, O ga esa diskret topologiya deyiladi.

1.2.2.Misol. X — ixtiyoriy cheksiz to’plam, x, - X dagi biror nugta, O - x,
ni 0’z ichiga olmagan barcha qism to’plam va chelki to’ldiruvchiga ega bo’lgan
qism to’plamlar oilasi. (X,0) — topologik fazo bo’lishini ko’rsatish qiyin emas. X
to’plamning x, dan tashqari barcha bir nuqtali to’plamlaro ochiq-yopiq to’plam
bo’ladi.

{X,} to’plam ochiq ham emas, yopiq ham emas. Bir nuqtali {x,:x# X/}
to’plamlardan va X \F, bunda F chekli to’plam ko’rinishidagi to’plamlardan
tuzilgan oila (X,0) fazoning bazasini hosil giladi. Bu baza eng kichik quvvatga
ega.

Shuning uchun (X,0) fazoning salmog’i X to’plamning quvvatiga teng.
Barcha bir nugtali {x}, x=x, to’plamlardan va  X\{x} ko’rinishidagi
to’plamlardan tuzilgan oila (X,0) fazoning oldbazasi bo’ladi. Har
bir Ac X uchun quyidagilarga egamiz:

T {A, agar A chakli bo'lsa

AU {XO} , agar A cheksiz bo'lsa

intA:{ ) agar X\A chekli bo'lsa
A\{x,}, agar X\A cheksiz bo'lsa

Bu esa X to’plamning ixtiyoriy yopigq cheksiz to’plamostisi bo’sh
bo’lmagan kesishmaga ega ekanligini ko’rsatadi.

1.2.3.Misol. R — hagiqiy sonlar to’plami, barcha xeU lar uchun shunday
£>0 mavjud bo’lib (x—&, x+&)cU bo’ladigan U <R to’plam oilasini 0 bilan
belgilaymiz.

Ravshanki 0 oila (01)-(03) shartlarini ganoatlantiradi. Ketma-ketlik
limitining aniglanishiga ko’ra, agar Ac R to’plamga har ganday yaginlashuvchi
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ketma-ketlik bilan bir vaqgtda uning limiti ham tegishli bo’lsa, bu to’plam yopiq
bo’ladi. Chegaralari ratsional sonlar bo’lgan barcha ochiq intervallar oilasi(R,0)
fazoning bazasini hosil giladi. Bu baza eng kichik quvvatga ega bo’lgan baza
bo’ladi, shuning uchun (R,0) fazo ikkinchi sanoglilik aksiomasini
ganoatlantiradi, demak birinchi sanoqglilik aksiomasini ham ganoatlantiradi.

Yugorida kiritilgan 0 topologiya R haqgiqay sonlar to’plamidagi tabiiy
topologiya deyiladi.

1.2.4.Misol. 1 =[01] - yopiq birlik kesma O—1NU ko’rinishidagi to’plamlar
oilasi bo’lib, bu yerda U =R to’plam R dagi tabiiy topologiyada ochiq. Demak,
(1,0) topologik fazo. (r.r,),[0,r,) ni (r,1]ko’rinishidagi intervallar oilasi
(1,0) fazoning bazasini hosil giladi, bu yerda r,r, ratsional sonlar va
0<r, <r, <1, oxirgi ikkita ko’rinishdagi intervallar bazaoldi hosil qiladi.

(1,0) fazo birinchi va ikkinchi sanoglilik aksiomalarini ganoatlantiradi.
Ac | to’plamning | da yopiq bo’lishi uchun A ning R da yopiq bo’lishi zarur va
yetarlidir. Yugorida keltirilgan O topologiya | ning tabiiy topologiyasi deyiladi.

Yuqoridagi misollardan ko’rinadiki, berilgan X to’plam uchun (X,0)
topologik fazo bo’ladigan O oilani turli usullar bilan tanlash mumkin ekan. O,
va O, lar X dagi topologiyalar bo’lsin. Agar O, <O, munosabat o’rinli bo’lsa,
O, topologiya O, topologiyaga nisbatan kuchliroq deyiladi. X dagi eng kuchsiz
topologiya bu X va @ dan tuzilgan topologiyalardir. X ceksiz top’lam, x, va x'
X dagi turli nugtalar, 2 — misoldagi topologiya va O'— x nugta uchun xuddi
shunday aniglangan topologiya bo’lsin. Bu holda O va O’ o’zaro taqqoslab
bo’lmaydigan topologiyalar bo’ladi.

Topologik fazoning U qism to’plami uchun U = IntU munosabat o’rinli
bo’lsa, u topologik ochiq to’plam deyiladi.

Topologik fazoning A=IntA shartni ganoatlantiruvchi A gism to’plami

kanonik yopiq top’lam deyiladi.
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Topologiya kiritish usullari

X — ixtiyoriy to’plam bo’lsin. X to’plamda topologiya Kiritish deganda X
to’plamning (01) — (03) shartlarini qanoatlantiruvchi qism to’plamlarining O
oilaning tanlanishi tushunamiz. Topologiyalar ochiq to’plamlarni bevosita
ko’rsatish bilan, baza orqali, atroflar sistemasi bilan, yopiq to’plamlar sistemasi
bilan, yoki yopilma operatori, ikki gismini olish shartlari orgali Kiritilishi
mumekin.

1.2.4.Teorema. X to’plam va (V1) — (V2) shartlarni ganoatlantiruvchi
uning qism to’plamlarining B oilasi berilgan bo’lsin. O to’plam B oilaning
qism oilalarining birlashmasidan iborat bo’lgan, qism to’plamlari (X ning) oilasi
bo’lsin. Ya’ni U €O < U =UB,, B,cB.

O oila (01) — (03) shartlarni ganoatlantiradi.

V oila (X,0) topologik fazoning bazasi bo’ladi.

O topologiyaga V baza orgali hosil gilingan topologiya deyiladi.

Isbot. (01) shart bajariladi, chunki B,=2 da

@=UB, va Bj=B da X=UB,. U,U,e€0
Bo’lsin. U holda
U,=Ju, va U,=Ju,, bundaU U eB, seS vateT,

seS teT

u,nNu,= UUS MU, bo’lgani uchun (02) shart bajarilishini isbotlash uchun,

seS,teT
U, NU, ning V ga tegishli gism to’plamlarning birlashmasidan iborat ekanligini

ko’rsatish yetarli.

(V1) ga ko’ra har bir xeU,NU, uchun shunday U(x)eB topiladiki,
xeU(x)cU, NU, bajariladi. Bundan U, Nu, =UB,, bundan
B,={U(x):xeU ,NU,}.

(03) shart O oilaning aniqlanishiga ko’ra bajariladi. Demak, V — (X,0)

fazoning bazasi bo’ladi.
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1.2.5.Misol. K — birga haqiqiy sonlar to’plami, V- [x,r) ko’rinishidagi
intervallar oilasi bo’lib, bu yerda x,reK, x<r va r - ratsional son V oila (V1)-
(V2) shartlarni ganoatlantiradi.

V oilaning elementlari V baza hosil gilgan topologiyaga nisbatan ochig-
yopiq to’plamlar bo’ladi, ravshanki | B|=c. W(K)=c ekanligini ko’rsatamiz.

R —|R|<C bo’lgan K dagi ochiq to’plamostilar oilasi bo’lsin. U holda
shunday x, e K nugta topiladiki, bu nugta ® oilaning har ganday elementining
quyi chegarasi bo’la olmaydi. Ochiq [x,,x, +1) to’plamni R oilaga tegishli gism
oilalarning birlashmasi ko’rinishida yozib bo’lmaydi. Demak, ® oila K to’plam
uchun baza bo’la olmaydi.

Yugoridagi K fazo Zorgenfrey to’g’ri chizig’i deyiladi.

1.25.Teorema. X to’plam va uning (VR1) - (VR3) shartlarni

ganoatlantiruvchi qism to’plamlar oilasi {B(x)}

xeX

berilgan bo’Isin. O oila [ JB(x)

xeX

oilaning qism oilalarining birlashmasidan iborat oila bo’lsin. U holda O oila
(01)-(03) shartlarni ganoatlantiradi.
{B(¥)},.« ga (X,0) topologik fazoning atroflar sistemasi deyiladi.

O topologiyaga {B(x)}., atroflar sistemasi orgali hosil gilingan topologiya

xeX
deyiladi.

1.2.6.Misol. L - tekislikning, y>0 shartni, ganoatlantiruvchi gism, ya’ni
yugoridan yopiq yarim tekislik. y=0 to’g’ri chizigni L, bilan belgilaymiz va
L,=L\L belgilash kiritamiz. Har bir xelLvar>0 uchun U(xr) orgali L

to’plamning, L, ga x nugtada urinuvchi, radiusi r ga teng doira ichida yotuvchi
nugqtalar to’plamini belgilaymiz. Ui(x):U(x,%jU{x}, i=123,...deb olamiz. Har

bir xeL, va r>0 uchun U(x,r) orgali L to’plamning markazi x nuqtada bo’lib,
radiusi r ga teng doira ichida yotuvchi nuqtalar to’plamini belgilaymiz.

Bunda Ui(x):U(x,%jU{x},i:1,2,3,.... B(x) = U, (01, 0ila  (VR1)-(VR3)

shartlarni ganoatlantiradi.
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{B(x)}.. atroflar oilasi hosil gilgan topologiyaga nisbatan L, to’plam yopiq
bo’ladi.

L fazo Nemitskiy tekisligi deyiladi.

1.2.6.Teorema. X to’plam va uning (S1) - (S3) shartlarni
qanoatlantituvchi yopiq to’plamlar oilasi E berilgan bo’lsin. U holda
O ={X\F:F ecE} oila (01) - (03) shartlarni ganoatlantiradi.

Bundan O topologiyaga E - yopiq to’plamlar oilasi bilan hosil gilingan
topologiya deyiladi.

1.2.7.Misol. X — ixtiyoriy cheksiz to’plam va E - X to’plamning barcha
chekli to’plam ostilaridan va X ning o’zidan tuzilgan oila bo’lsin.

E oila (S1) — (S3) shartlarni ganoatlantiradi.

E - yopiq to’plamlar oilasi hosil gilgan topologiyaga nisbatan X da, chekli
to’plamlarning to’ldiruvchilari va bo’sh to’plam ochiq bo’ladi.

1.2.7.Teorema. X to’plam va har bir Ac X to’plamga (S01) — (S04) shartni
ganoatlantiruvchi Ac X to’plamni mos qo’yuvchi biror operator berilgan
bo’lsin. U holda O = {x \A: A:R} oila (01) — (03) shartlarni ganoatlantiradi.

Har bir Ac X uchun A uning (X,0) fazodagi yopilmasi bo’lsin.

Bunday O topologiya yopilma operatori bilan hosil gilingan topologiya
deyiladi.

Isbot. Teoremaning birinchi gismini isbotlash uchunz={A: A=A} oilaning
(S1) — (S3) shartlarni ganoatlantirishini ko’rsatish yetarli. Har bir Ac X uchun
Ac X bo’lgani uchun va xususan X < X ekanligidan (S02) ga ko’ra &= .

Shunday qilib & oila (S1) shartni ganoatlantiradi. ¢ ga tegishli F, va F,
larni  tanlaymiz. U holda F=FvaF,=F, bo’lib, (S03) ga asosan
F,UF,=F UF,=F UF, bo’ladi. Shuning uchun F,UF, e¢. Demak, & oila uchun
(S2) shart bajariladi. (S03) ga ko’ra, agar AcB bo’lsa, u holda AUB=Bva

AUB=B= AcB. ¢ ga tegishli {F} _ oilani garaymiz. U holda NF, cF,

seS

seS
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munosabat o’rinli ekanligidan (F,cF,=F, = (|F. [ F,. Oxirgi munosabat

seS seS seS

va (S02) dan (\F, =(F.. Demak, & uchun (S3) bajariladi.

seS seS

1.2.8.Misol. X — bittadan ko’p nuqtaga ega bo’lgan to’plam va x, nuqta X
ga tegishli biror nugta bo’lsin. Har bir bo’sh bo’Imagan Ac X uchun A= AU{x,}

va @=@ deb olamiz. Yuqoridagidek aniglangan yopilma operatori (S01) —
(S04) shartlarni ganoatlantiradi.

Yopilma operatori bilan hosil gilingan bu topologiyaga nisbatan X da yopiq
bo’lgan bir nuqtali to’plam faqatgina {x,} bo’ladi. Qolgan bir nuqtali to’plamlar
bu topologiyaga nisbatan ochiq bo’ladi, ammo yopiq emas®.

1.2.8.Teorema. X to’plam va har bir Ac X to’plamga (I101) — (104)
shartlarni ganoatlantiruvchi IntAc X to’plamni mos qo’yuvchi biror operator
berilgan bo’lsin. O={A: A=IntA} oila (01) — (03) shartlarni ganoatlantiradi. Har
bir Ac X uchun IntA to’plam A to’plamning (X,0) topologik fazodagi ichki
qismi bo’ladi.

Bunday hosil gilingan O topologiyaga Int ichki gismini olish operatori
bilan hosil gilingan topologiya deyiladi.

1.2.9.Misol. X — bittadan ko’p nuqtaga ega bo’lgan to’plam, X,c X -
shunday to’plamostiki, bunda |X\X,|>1. X ning har qanday hos gism to’plami

Ac X uchun IntA= AN X, deb olamiz va IntX = X . Bu usulda aniglangan ichki

gismini olish operatori (101) — (104) shartlarni  ganoatlantiradi. Bu

topologiyada X, to’plamning barcha qism to’plamostilari va butun fazo — X
fazoning yagona qism to’plami, ochiq bo’ladi. Agar X, bo’sh to’plam bo’lsa,

X antidiskret fazo bo’ladi.

1)K§lpaeB T.®.Tononorusra kupum. Yirdamnap, byakropiap, umsuiap. -T.: 2012, -1876 .
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3. To‘plamlarning chegarasi, zichligi va hech qayerda zich bo‘lmagan
to‘plamlar

X topologik fazoning ixtiyoriy A qgism to’plami uchun A to’plamning

chegarasini quyidagicha aniglaymiz.
FrA= AN (X \ A)=A\IntA

X to’plamning FrA chegaraga tegishli bo’lishi uchun X nuqtadagi
biror B(x)bazaning har bir U elementi uchunU NA=@=U\A munosabat o’rinli
bo’lishi kerak®.

1.3.1.Teorema. To’plam chegarasi (FrA) quyidagi xossalarga ega:

0] A=AUFrA;

(i) Fr(AUB)c FrAUFrB;
(i) Fr(A1B)I FrAU FrB;

(iv)  Fr(X\A)=FrA;

(V)  X=IntAUFrAUInt(X\A);

(Vi)  FrAcFrA;
(vi)  FrintAc FrA;

(i) A ochiq bo’ladi faqat va fagat shu holdaki, qachonki, FrA=A\A
bo’lsa;

(i) A yopiq bo’ladi, gachonki FrA= A\ IntA bo’lsa;

(ili) A ochig-yopiq bo’ladi fagar va fagat shu holdaki, qachonki FrA=g
bo’lsa.

Isbot. Keltirilgan (i) — (xi) xossalardan (i) va (iii) larni isbotlaymiz.
Qolganlari ham shularga o’xshab isbotlanadi.

AVFrA= A\(ANXVA)=(AVAJU[Z VX VA)= AVX VA= AnIntA = IntA;

FrA(AUB)=AUBN(X \(AUB))=(AUB)N(X Y AN(X \B) =
< (AUBJNXVANX\B<(ANXVAJU(BNX\B)=FrAUF®B

Kypaes T.d.Tononorusra kupui. Ymaamnap, Gyskropnap, umsukiap. -T.: 2012, -1876 .
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Teorema isbotlandi.

X topologik fazoning x nugtasi Ac X to’plami uchun xe A\{x} bo’lsa, x
nugta A to’plamning quyuglanish nugtasi (limit nugtasi) deyiladi.

A to’plamning quyuglanish nugtalari to’plami A to’plamning hosilaviy
to’plami deyiladi va A® ko’rinishida belgilanadi.

Agar x nugtadagi B(x) bazaning har bir U elementi A to’plamning X dan
fargli kamida bitta elementini o’z ichida saglasa va fagat shu holdagina x nuqta
A’ ga tegishli bo’ladi.

A\ A" to’plamning nuqtalari A to’plamning yakkalangan nugtalari deyiladi.
Agar bir nugtali {x} to’plam ochiq bo’lsa va fagat shu holdagina x nugta X
fazoning yakkalangan nuqgtasi bo’ladi.

Hagigatdan {x} to’plam {x}= X\ X \{x} bo’lganda, yani x& X \{x} dagina
ochiqg bo’ladi.

1.3.2.Teorema. Hosilaviy to’plam quyidagi xossalarga ega:

(i) A=AUA%;

(ii) agar Ac B bo’lsa, u holda A" = B® bo’ladi;
(iii) (AUB) =A?UBY;

() U =(Ua]-

scs o

Agar A=X tenglik o’rinli bo’lsa Ac X to’plam X ning hamma yerida
zich deyiladi.

Agar X\ A to’plam X ning hamma yerida zich bo’lsa, Ac X to’plam X da
kozich deyiladi.

Agar A kozich bo’lsa Ac X to’plam X da hech gayerda zich emas
deyiladi.

Agar Ac A’ bo’lsa, Ac X to’plam o’zida zich deyiladi.

1.3.3.Teorema. Agar X to’plamning ihtiyoriy ochiq qism to’plami A
to’plam nugqtalarini o’zida saqlasa va fagat shu holdagina A to’plam X ning

hamma yerida zich bo’ladi.
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1.3.4.Teorema. Agar A to’plam X ning hamma yerida zich bo’lsa, u holda
ixtiyoriy U < X ochiq to’plam uchun U =U N A o’rinli bo’ladi.

Isbot. IxtiyoriyxeU nugta va uning har ganday w atrofi uchun wNu
kesishma ochiq va bo’sh emas. U holda oldingi Teoremaga asosan
WNUNA=D.

Bundan xeUNA. Shunday qilib UcUNA munosabat o’rinli.
Ravshanki UNAcU. Demak U=UNA.

X fazoning zichligi deb |A| ko’rinishidagi kardinal sonlarning eng kichigiga
aytiladi, bundan A — X ning hamma yerida zich gqism to’plami. X fazoning

zichligi d(X) orgali belgilanadi. Agar d(X)<¥, bo’lsa, X fazoga separabel fazo

deyiladi.

1.3.5.Teorema. Har bir X topologik fazo uchun d(X)<w(x) tengsizlik
o’rinli.

Isbot. B={U,}, - X fazoning bo’sh bo’lmagan to’plamlardan tuzilgan

va|S|==w(x) bo’lgan bazasi bo’lsin. Har bir seS uchun biror a, eU, nugtani
tanlaymiz. A={a :seS} to’plamning X da hamma yerda zich ekanligini
ko’rsatamiz.

Hagigatdan ham X ning bir bo’sh bo’lmagan ochiq to’plami biror U, € B ni
o’zida saglaydi. Demak ua, € A nuqtani ham o’z ichida saqlaydi. |A/<[S|=m
ekanligidan d(X)<w(x) tengsizlikka ega bo’lamiz. Teorema isbotlandi.

Natija. Ikkinchi sanoglilik aksiomasini qanoatlantiruvchi har qganday
topologik fazo separabel bo’ladi.

1.3.1.Misol. Diskret fazodagi ixtiyoriy to’plamning chegarasi va urinish
nugqtalari to’plami bo’sh bo’ladi, hamda bu fazodagi hamma yerda zich to’plam
fagat shu fazoning o’zi bo’ladi. Ratsional sonlar to’plami va irratsional sonlar
to’plami haqiqiy sonlar to’g’ri chizig’ida va Zorgenfrey to’g’ri chizig’ida
hamma yerda zich bo’ladi. L, to’plam Nemitskiy tekisligida hamma yerda zich

bo’ladi, L, to’plam esa L da hech gayerda zich emas. L, to’plamning urinish
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nuqgtalari to’plami bo’sh to’plam, to’plam o’zida zich. 2-misolda x, nugta X
fazoning yagona quyuglanish nuqgtasi bo’ladi, fazoning boshga nuqtalari esa
yakkalangan nugta bo’ladi. Hagiqiy sonlar to’g’ri chizig’i R, interval 1,
Zorgenfray to’g’ri chizig’i K va Nemistkiy tekisligi L lar hammasi separabel

bo’ladi.Diskret fazo fagat |x| <N, shartdagina separabel bo’ladi*.

Kypaes T.D.Tomosnornsra kupumr. Y raammnap, byHkropiap, umsukmap. -T.: 2012. -187 6.
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I bob bo’yicha xulosa

Bu bobda topologiyaning asosiy obyektlari va topologik fazo ta’rifi
berildi, topologik fazoning asosiy tushunchalarining mohiyati yoritildi.
Topologiya asosini to’plamlar tashkil qilgani uchun birinchi paragrafi to’plamlar
nazariyasiga bag’ishlandi. Bunda to’plam, uning elementlari, ikkita to’plamning
birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi, qism to’plam, to’plam to’ldiruvchisi
tushunchalariga ta’riflar berilib misollar ko’rsatilgan, teoremalar keltirilgan. Shu
bilan birga to’plamlarning quvvati, ixtiyori to’plamlar sistemasi uchun Dekart
ko’paytma va funksiya tushunchalari keltirib o’tilgan.

Ikkinchi paragrafda topologik fazoning tarifi keltirilda va misollar
ko’rsatildi. Topologik fazoning asosiy tushunchalari: ochiq to’plam, yopiq
to’plam, topologik fazo bazasi, salmog’i, harakteriga ta’rif berilib misollar orqali
tushuntirilgan, ularga oid teoremalar ko’rsatilib isbotlangan. Topologiya
Kiritishning ochiq to’plamlarini bevosita ko’rsatish orqali, baza orqali, atroflar
sistemasi bilan, yopiq to’plamlar sistemasi bilan, yoki yopilma operatori, ikki
qismini olish shartlari orqali kiritish usullari ko’rsatildi.

Qisgasi, bu bobda topologiya va topologik fazolarning asosiy

tushunchalari o’rganildi.
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Il bob. Kompakt fazolar
1. Uzluksiz akslantirishlar

(X,0) va (Y,0’) topologik fazolar berilgan bo’lsin.

2.1.1.Ta’rif. Agar har ganday U O uchun f*U)eO bo’lsa, u holda X
fazoni Y fazoga akslantiruvchi f akslantirish uzliksiz deyiladi va f:X —»Y
ko’rinishida belgilanadi.

Ta’rifdan ko’rinadiki, agar Y ning ixtiyoriy ochiq to’plamostisining asli X
ning ochiq to’plamostisi bo’lsa f - uzliksiz akslantirish bo’ladi.

2.1.1.Teorema. X va Y topologik fazolar, f esa X ni Y ga akslantirish
bo’lsin. Quyidagi shartlar teng kuchlidir;

(i) f akslantirish uzliksiz;

(if) Y da P oldbazaning ixtiyoriy elementining asli X da ochig.

(iii) X va Y da shunday {B(x)},., va {D(y)},, atroflar sistemasi mavjudki,
har birxe X va har bir v e D(f(x)) uchun fU)cV ni ganoatlantiruvchi U e B(x)
mavjud.

(iv) Y fazoning ixtiyoriy yopiq to’plamostisining asli X da yopig.

(v) Ixtiyoriy Ac X uchun f(A)<T(A)

(vi) Ixtiyoriy B<Y uchun f(B)c (B)

(vii) Ixtiyoriy B <Y uchun f(intB) cint f *(B)

Isbot. (i)= (ii) ekanligi ravshan.

(i) = (ii*) ni isbotlaymiz. P — Y fazoning shunday bazaoldisi bo’lsinki, har
bir vV eP uchun f*() X da ochiq bo’lsin. P bazaoldi elementlarining barcha
vV, NV, N...NV, kesishmalaridan tuzilgan B bazani garaymiz.

v, NVv,N..Nv, )= f*(v,)Nf*(v,)N..Nf*(,) ekanligidan B oilaning
barcha elementlari X da ochigq.

Endi (ii')= (iii) ekanligini ko’rsatamiz. Har ganday V e D(f(x)) uchun

shunday W B mavjudki f(x)eW cU o’rinli bo’ladi.
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f (W) X da ochiq bo’lganligidan va xe f *(W) bo’lgani uchun U c f *(W)
shartni ganoatlantiruvchi U e B(x) mavjud.

Uholda fU)c f f*W)cW V.

(ii)=(iv) ni isbotlaymiz. B=B - Y da yopiq to’plamosti bo’lsin.
f*(B)=X\f*(vy\B) ekanligidan Y\B to’plamning asli X da ochiq ekanligini
ko’rsatish yetarli. Buning uchun har bir xef*(Y\B) nuqta f*(Y\B) da
yotuvchi U atrofga ega ekanligini ko’rsatamiz.

vxe f1(Y\B) uchun f(x)eY\B. Demak, shunday Vv eD(f(x)) mavjudkKi,
V cY\B bo’ladi.

(iii) ga ko’ra f(u) =V shartni ganoatlantiruvchi U e B(x) topiladiki, u holda
xeUc ! flU)c fi(V)c fi(Y\B). (iv)= (v) ni isbotlaymiz.

f*(f(x)) to’plam 4 ni 0’z ichiga oluvchi yopiq to’plam bo’ladi. Demak,
Ac f1{f(A)). Bundan f(A)c f f (T (A)=T(A).

(v)=(v) ni isbotlash uchun (v) shartni A=f"*(B) tenglikka tadbiqg qilib
quyidagiga ega bo’lamiz:

t(f(B))= f f *(B)= B. Bundan f(B)c f*(B).

(v)=(vi) ni isbotlash uchun (v) shartni Y\B to’plamga tadbiq qilib
f2(Y\B)c f‘l<m) munosabatga ega bo’lamiz. Bundan:
1 (IntB) = £ (Y \Y\B)= X\ f *(f\B)c X\ (Y \B) =X \ X\ f *(B) = Int f "(B).

Isbotni yakunlash uchun (vi)= (i) ni ko’rsatamiz. Har bir U cY ochiq
to’plam uchun U=IntU. (vi) ga ko’ra f*(U)cIntf*(U). Shunday qilib
frU)=Int f*(U), ya’ni f*(u) X daochig. Teorema isbotlandi.

Uzliksizlikning (iii) shartdagi xossasi bizga nuqgtadagi uzliksizlikni aniglash
imkonini beradi. Agar f(x) nugtaning har bir v <Y atrofi uchun x nuqgtani
shunday U c X atrofi topilsaki f(U)cV bo’lsa, u holda f:X —Y akslantirish x
nuqtada uzluksiz deyiladi.

Agar f akslantirish X fazoning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lsa, f uzliksiz

akslantirish deyiladi.
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2.1.1.Misol. Agar X diskret fazo bo’lsa, uni ixtiyoriy Y topologik fazoga
akslantirish uzluksiz bo’ladi?.

2.1.2.Misol. X to’plamda ikkita O,va O, topologiyalar aniglangan bo’lsin.
0O, topologiya 0, topologiyadan kuchli bo’lganda va fagat shu holdagina (X,,0,)
fazoni (X,0,) fazoga o’tkazuvchi f =id, akslantirish uzliksiz bo’ladi.

X — topologik fazo, R — tabiiy topologiyaga kiritilgan haqiqiy sonlar o’qi, |
—tabiiy topologiya bilan berilgan yopiq birlik interval.

(i) va (iii) shartlarning teng kuchliligidan (yoki f:X — 1) akslantirish, har
bir xeX va Ve>0 uchun x ning shunday U atrofi topilsaki, har bir x eU
uchun |f(x)—f(x)|<e tengsizlik o’rinli bo’lsa va faqgat shu holda uzliksiz
bo’ladi. Xususan f:R—R akslantirish uzluksiz deyiladi, gachonki vxeR va
ve>0 uchun 35>0 topilsaki [x-x|<s shartni ganoatlantiruvchi barcha x' lar
uchun |f(x)— f(x)| <& tengsizlik o’rinli bo’lsa.

Uzluksiz f:X —R (yoki f:X —1) akslantirish uzliksiz funksiya deyiladi.

Ixtiyoriy f:X —R uchun |f| funksiya uzliksiz bo’ladi, haqiqatdan ham |f|

ni, f funksiya va absolyut giymat funksiyalarning kompozitsiyasi sifatida garash

mumkin. Xuddi shunday f,g:X —R lar uchun quyidagi funksiyalar uzluksiz;

(fxg)x=f(x)xf(9), (f-g)x=1(x)-f(9),
[min(f,0)](x)=min(f(x), f(g)), [max(f,g](x)=max(f(x),f(g))

Agar f:X —R funksiya X fazoning hech ganday nuqtasi nolga aylanmasa,

u holda % funksiya uzliksiz bo’ladi.

2.1.3.Misol. K — Zorgenfrey to’g’ri chizig’i bo’lsin. Bu fazodagi B
bazaning biror elementi [x,r) bo’lsin. [x,r) to’plamlar X da ochiq yopiq

bo’lgani uchun

Kypaes T.d.Tononorusra kupui. Ymaamiap, Gyskropinap, umsukiap. -T.: 2012, -1876 .
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£(y)= 0, agar X<y <r bo'lsa,
=1 golgan hollarda

formula uzluksiz f :K — 1 funksiyani aniglaydi®.
2.1.4Misol. L — Nemitskiy tekisligi. U,(x) esa xeL nuqtadagi B(x)
bazaning ixtiyoriy elementi bo’lsin. Har bir y €U, \{x} nugta uchun y’ orqgali x

dan chigib y dan o’tuvchi nurning U,(x) ni chegaralovchi aylana bilan

0, agar y =x bo'lsa,
kesishgannugtasini belgilaymiz. U holda J(») =11 agar y e L\Ui(x) bo'lsa,

|Xy||Xy.|, agaryeUi(x)\{x}

(bu yerda |ab| - a va e nugtalarni tutashtiruvchi segment uzunligi) fo’rmula

uzluksiz funksiyani aniglaydi’.

X topologik fazo, {f,} X ni R yoki I ga akslantiruvchi funksiyalar ketma-
ketligi bo’lsin.

Agar Ve>0 son uchun 3K topilsaki, har bir xe X va har ganday i>R
uchun |f(x) - f,(x)| <& tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda {f,} funksiyalar ketma-
ketligi f funksiyaga tekis yaqginlashadi deyiladi va f =limf ko’rinishida
belgilanadi.

2.1.2.Teorema. Agar X ni R ga yoki | ga akslantiruvchi {f,} funksiyalar
ketma-ketligi, haqgiqiy f funksiyaga tekis yaqginlashsa, u holda f— X ni R ga
akslantiruvchi uzluksiz funksiya bo’ladi.

Isbot. Har ganday x,eX va Ve&>0 son uchun x, nugtaning shunday U
atrofi mavjudki, barcha x eU lar uchun |f(x,) - f,(x)| <& tengsizlik bajarilishini

ko’rsatamiz.

k butun sonni shunday topamizki:

|f(X)—fi(X)|<§, vxe X va i>k (1)

1Kypaes T.d.Tomosnorusra kupum. Yraammap, pyskropnap, umsukmap. -T.: 2012.-1876 .
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f. uzluksiz funksiya bo’lgani uchun x, nuqtaning shunday U atrofi
topiladiki
\fk(xo)—fk(x')\<§, vx eU 2)
U atrof talab qilinayotgan xossalarni ganoatlantirishini ko’rsatamiz. x'eU

bo’lsin. (1) va (2) dan

&

3

\f(xo)—f(x')\s|f(xo)—fk(x0)|+\fk(x0)—fk(x')\+\fk(x')_f(x')\<§+§+ —¢.

2.1.3.Teorema. X to’plam, topologik fazolarning {v,} . oilasi, {f_}

seS seS -

akslantirishlar oilasi, bunda f,: X —Y;, berilgan bo’lsin. Barcha f; funksiyalar

uzluksiz bo’lgan X dagi topologiyalar sinfida eng kuchsiz topologiya mavjud
bo’ladi.

K
Bu O topologiya, ﬂ fsjl(vi) ko’rinishidagi to’plamlardan tuzilgan baza
i=1

orqali hosil gilingan topologiya bo’ladi, bunda ss,,s;,...5,€S va V, — Y,
fazoning ixtiyoriy ochiq qism to’plami, i=123,... k.
Bunday 0 topologiya {fS}SES akslantirishlar oilasi bilan hosil gilingan
topologiya deyiladi®.
X 1
ﬂ fs, (Vi) ko’rinishidagi to’plamlardan tuzilgan B oila (B1) - (B2)
i=1
shartlarni ganoatlantiradi.

Barcha f, akslantirishlar B baza orgali hosil gilingan O topologiyaga
nisbatan uzluksiz. Agar barcha f, akslantirishlar X dagi biror O topologiyaga

nisbatan uzluksiz bo’lsa, u holda BcO bo’ladi. Bundan OO munosabat O

ning O ga nisbatan kuchsizligini anglatadi.
2.1.4.Teorema. X topologik fazo, topologiyasi {fs}ses (bunda f

akslantirish Y ni Y, ga yoki f,:Y —Y,) akslantirishlar oilasi bilan hosil gilingan

! ®enopuyk B.B., ®ununmnos B.B. O6mas tononorus. OcHOBHBIE KOHCTPYKIMH. -M.: ®usmariut, 2006. -252 c.
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Y fazoga akslantiruvchi f akslantirish, agar f; f kompozitsiya har bir seS da
uzluksiz bo’lsa va faqat shu holdagina uzluksiz bo’ladi.

Isbot. Agar f:X —Y uzluksiz akslantirish  bo’lsa, u holda f, f
akslantirish ikkita uzluksiz akslantirishning kompozitsiyasi bo’lgani uchun
uzluksiz bo’ladi. f, f:X —»Y bo’lsin. Y fazoning f;*(V,) Kko’rinishidagi
to’plamlardan tuzilgan bazaoldini P bilan belgilaymiz, bu yerda v, - Y, dagi
ochiq to’plam.

Teoremaga ko’ra P dagi elementlarning asllari X da ochiq ekanligini ko’rsatish
yetarli. Buesa f* f;'(v,)=(f, f)*(v,) tenglikdan kelib chigadi. Teorema
isbotlandi.

2.1.5.Teorema. Agar har bir Bcy va f*(B) ni 0’z ichiga oluvchi har bir
ochig (yopiq) Ac X to’plam uchun B ni o’z ichiga oluvchi ochiq (yopiq)
to’plam CcY mavjud bo’lib, f*(C)c A bo’lsa, u holda f:X —»Y uzluksiz
akslantirish yopiq (ochiq) bo’ladi.

Isbot. f:X —Y vyopiq akslantirish, BcY va A - f*(B)ni 0’z ichiga
oluvchi X dagi ochiq to’plam bo’lsin. C=Y\f(X\A) to’plam B ni 0’z ichiga
oladi va Y da ochiq bo’ladi. Shuningdek:

fHC)=f H(YVF(X\VA)=X\f? F(X\A) X\ (X\A)=A

f yuqoridagi shartlarni ganoatlantirsin. F < X yopiq to’plamni olamiz.
A=X\F ochiq to’plam bo’ladi va har bir B=Y\f(F) uchun
f1B)=X\fL f(F)c X\F=A.

Demak, shunday qilib CcY to’plamosti mavjudki, Y\f(F)cC va
f*(C)c A, yani f*(C)NF=2 munosabatlar o’rinli. Oxirgi tenglikdan
f(C)NF=a, ya’ni CcY\f(F) ni yozib olamiz. Bundan f(F)=Y\C kelib
chigadi, bu esa f(F) ning yopiq ekanligini bildiradi.

2.1.6.Teorema. Agar har bir yeY nuqta va f*(y)ni o’z ichiga oluvchi

ochiq to’plam uchun Y to’plamda f*(V)cU shartni ganoatlantiruvchi y
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nugtaning V atrofi topilsa va fagat shu holdagina uzluksiz f:X —Y akslantirish
yopiq bo’ladi.

Isbot. Teoremaga ko’ra agar f Yyuqgoridagi shartlarni ganoatlantirsa, u
holda f ni yopiq ekanligini ko’rsatish yetarli.

BcY biror to’plam va Ac X, f*(B)c A shartni ganoatlantiruvchi ochiq

to’plam bo’lsin. Har bir yeB uchun y nugtaning f(v,) < A bo’ladigan V, cY

atrofni tanlaymiz. C=(Jv, ochiq to’plam uchun BcC va f*(C)c A. Demak

yeB

18. teoremaga ko’ra f yopig. Teorema isbotlandi.
2.1.7.Teorema. Agar X fazoda shunday B baza mavjud bo’lsaki, har bir
UeB uchun f@U) Y da ochiq bo’lsa va faqat shundagina uzluksiz f:X —Y

akslantirish ochiq bo’ladi.
2.1.5.Misol. r:R — 1 akslantirish

0, agar x<0
r(x)=4x, agar 0<x<1
1, agar x>1

fo’rmula bilan aniqglansin. Bu akslantirish yopig, ammo ochiqg emas.
2.1.6.Misol. f:L—>R akslantirish Nemitskiy tekisligidagi (x,y) nugta

uchun absissasi xeR ni mos qo’yuvchi akslantirish bo’lsa, bu akslantirish
ochig, ammo yopiq emas.
2.1.7.Misol. g:K — D akslantirish Zorgenfrey to’g’ri chizig’ini ikki nuqtali

to’plam D={0,1} ga

0, agar x<0
g(><)={1
, agar x>0

fo’rmula bilan akslantiradi, bu akslantirish ochiq-yopiq bo’ladi.
2.1.8.Misol. X =R - haqiqiy sonlar to’g’ri chizig’i va Y =(R\N)U{y,}
bo’lsin. Bunda N - musbat butun sonlar to’plami va y,eR. Har bir xe X

nugtaga
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f(X):{X’ agarXxe X \N
Yy, agar xe N

nuqtani mos qo’yamiz.

Y to’plamda 5:{ACY . fH(A) to' plam X da yopiq} yopiq to’plamlar oilasi
bilan hosil gilingan topologiyani garaymiz. Bunda f:X —Y yopiq bo’lib, vy,
ning Y dagi atrofi (U\N)U{y,} ko’rinishida bo’ladi, bu yerda U to’plam X da
ochiq va N o’z ichida saqglaydi.

U AN)U{Y, LU, A\N)USy, h. - Y,  nugtaning ixtoyoriy atroflari ketma-
ketligi bo’lsin. Har bir i=123,... uchun x >i tengsizlik o’rinli bo’ladigan
x, €U,\N nugtani tanlaymiz. U =X\{x,X,,X,..} to’plam X da ochiq va N
to’plamni 0’z ichiga oladi. Shunday qilib, V = (U \N)U{y,} to’plam y, nugtaning
atrofi bo’ladi. Yuqoridagi ketma-ketliklardan birontasi ham V ga tegishli
bo’lmagani uchun Y fazo y, nuqgtada sanogli bazaga ega emas. Bulardan,
w(x) = y(x) =N, bo’lganda ham y(y) >N, va w(y) >, ekanligi kelib chigadi.

Agar X ni Y ga akslantiruvchi f akslantirish uzluksiz, o’zaro bir qiymatli
bo’lib, Y ni X ga akslantiruvchi f * akslantirish ham uzluksiz bo’lsa, u holda
f: X —>Y akslantirish gomeomorfizm deyiladi. Agar X ni Y ga gomeomorf
akslantirish mavjud bo’lsa, u holda X va Y topologik fazolar gomeomorf
deyiladi.

Har bir X fazo uchun ayniy akslantirish id, : X —X gomeomorfizm
bo’ladi. Agar f gomeomorfizm bo’lsa, u holda teskari akslantirish f~ ham
gomeomorfizm bo’ladi. Ikkita gomeomorfizmlar f va g ning kompozitsiyasi
fg ham gomeomorfizm bo’ladil.

2.1.8.Teorema. f - X topologik fazoni Y topologik fazoga o’zaro bir

qiymatli akslantirish bo’lsin. U holda quyidagi shartlar o’zaro tengkuchli:

! ®epopuyk B.B., ®ununmnos B.B. O6mas tononorus. OCHOBHbIE KOHCTPYKIHUH. -M.: ®usmariurt, 2006. -252 c.
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(i) f - gomeomorfizm;

(i) f - yopig;

(iti) f - ochig;

(iv) f(A) to’plam, 4 to’plam X da yopiq bo’lganda va faqat shu holdagina Y
da yopig.

(v) f*(B) to’plam B to’plam Y da yopiq bo’lganda va fagat shu holdagina
X da yopiq bo’ladi.

(vi) f(A) to’plam A4 to’plam X da ochiq bo’lganda va faqat shu holdagina Y
da ochiq bo’ladi.

(vii) f(B) to’plam, B to’plam Y da ochiq bo’lganda va fagat shu holdagina
X da ochiq bo’ladi.

Isbot. (i) va (ii) shuningdek (i) va (iii) ning teng kuchliligi (f*l)’l(A): f(A)
dan kelib chigadi, bunda Ac X ..

(i) va (iv) ning hamma (iii) va (v) ning teng kuchliligi A=f" f(A)
tenglikdan
kelib chigadi. (i) va (iv) ning, (i) va (v) ning teng kuchliligidan (iv'), hamda

(v') shartlarning f* - gomeomorf ekanligiga teng kuchli ekanligi kelib chigadi,
bu esa (i) ga teng kuchlidir.
2.1.9.Misol. X to’plam quyidagi topologiyalardan biri kiritilgan haqiqiy

sonlar
to’plami bo’lsin:

1) diskret topologiya;

2) tabiiy topologiya;

3) 2-misoldagi x, =0 da aniglangan topologiya;

4) Zorgenfrey to’g’ri chizig’i topologiyasi

5) 7-misolda aniglangan topologiya;

6) 8-misolda x, =0 bo’lganda aniglangan topologiya;

7) Antidiskret topologiya.
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Har bir a>0 haqigiy sonlar uchun f,(x)=ax formula bilan aniglangan
f.: X —»Y akslantirish gomeomorfizm bo’ladi. a<0 bo’lganda f, akslantirish
(d) topologiyaga nisbatan uzluksiz bo’lmaydi, ammo qolgan topologiyalarga
nisbatan gomeomorf bo’ladi.

2.1.10.Misol. X va Y lar bir hil quvvatga ega bo’lgan ikkita to’plam
bo’lsin. Har bir to’plamda diskret topologiyani qaraymiz. Ravshanki X ni Y ga
o’zaro bir qiymatli akslantirish gomeomorfizm bo’ladi.

Boshga tomondan agar X va Y diskret fazolar bir hil quvvatga ega bo’lsa,
ular gomeomorf bo’la olmaydi. Shunday qilib, diskret fazo X to’plamni tashkil
qilgan nuqtalarning tabiatiga bog’liq bo’lmay, fagat X to’plamning quvvatiga
bog’liq ekan. Quvvati m ga teng bo’lgan diskret fazoni D(m) orgali belgilaymiz.

X va Y to’plamlar 2.1.10.-misoldagi topologiyaga Kkiritilgan cheksiz
to’plamlar bo’lsin. Bu to’plamlar bir Xil quvvatga ega bo’lgan holda, ular

orasida gomeomorfizm o’rnatish uchun fazoning x, nugtasini Y fazoning
quyuglanish nuqgtasi y ga o’tkazuvchi o’zaro bir giymatli akslantirishni olish

kerak?.

1<1>e,u0pqy1< B.B., ®wmmnmos B.B. O6mas tomonorus. OcHOBHEIE KOHCTpYKIUH. -M.: @u3mariut, 2006. -252 c.
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2. Ajrimlilik aksiomalari
2.2.1.Ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki turli nugtasi uchun
kamida birining ikkinchisini o‘z ichiga olmaydigan atrofi mavjud bo‘lsa, T, fazo
yoki Kolmogorov fazosi deyiladi.
Agar bu ta’rifda har ikkala ixtiyoriy nuqtalar birorta atrofga ega bo‘lib, biri
ikkinchisini o‘zida saqlamasa, ma’lum bo‘ladiki, bunday fazolar sinfi nisbatan
tordir.

Bu fazolar sinfi T, fazo yoki erishilgan, istilo gilingan yoki egallangan fazo deb
ataladi. Ta’rifdan ko‘rinadiki, ixtiyoriy T, fazo X da ixtiyoriy bir nuqtali
to‘plam yopiq to‘plamdir va buning teskarisi ham o‘rinlidir. Yana shuni isbot
gilish mumkinki, agar x, nugta birorta M to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u
holda x, nugtaning ixtiyoriy atrofi M ning cheksiz ko‘p turli nuqtalarini o‘zida
saglaydi.

Hagigatan ham, x, nuqtaning shunday U atrofi topilsa va u M ning
X, X,, ..., X, chekli nuqtalarini o‘zida saglasa, u holda X fazo X, bo‘lganligi
sababli X, ning shunday U, atroflari topiladiki, ular x nugtalardan boshgasini

0°‘z ichiga olmaydi.

Endi U :ﬁui to‘plamni ko‘raylik. Ma’lumki, U to‘plam x, nhugtaning

i1
atrofi bo‘ladi. Bu to‘plam M ning x, nuqtadan boshga nuqtalarini o‘zida
saglamaydi. Bundan ko‘rinadiki, x, nugta M ning limit nuqgtasi emas. Bu
ziddiyat ta’rifning o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.

Kolmogorov fazosiga misol sifatida bog‘lamli “qo‘sh nuqtani” keltirish
mumkin. Bu fazo erishilgan fazo bo‘la olmaydi. Kolmogorov fazosiga trivial
topologiyali ixtiyoriy fazolar ham kiradi.

2.2.1.Misol. Haqgiqiy sonlar to‘plami R' ni olaylik. Bu haqiqgiy to‘g‘ri
chizigda topologiya bazasi sifatida a <x <+ nurlarni olamiz. Bu ko‘rinishdagi
nurlar bazaning shartlarini ganoatlantiradi. Bunday baza R' da topologiya tashkil

giladi. Bu topologik R' fazo T, fazo aksiomasini ganoatlantiradi, lekin T, fazo
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bo‘la olmaydi. Agar turli ikki x,x, e R* haqigiy sonlarni olsak, ravshanki, bir
vaqtda ikkinchisini o‘zida saqlamaydigan x, va x, nuqtalarning birorta atrofi

topilmaydi. Demak, bunday topologiyali R* fazo Kolmogorov fazosi bo‘ladi.
2.2.2.Ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki har xil nuqtasi

o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega bo‘lsa, u T, fazo yoki Xausdorf fazosi

(yoki Xausdorf topologiyali fazo) deyiladi.

Ma’lumki, ixtiyoriy Xausdorf fazosi T, fazo bo‘ladi, lekin buning teskarisi

doimo ham o‘rinli emas. Ta’rifdan yana shuni ko’rsatish mumkinki, fazoning
Xausdorf fazosi bo‘lishi nasliy xususiyatga ega, ya’ni uning ixtiyoriy fazoostisi
ham Xausdorof fazosi bo‘lishidir. Xausdorf fazosining yana bir muhim xossasi
— bu fazoda ixtiyoriy ketma-ketlikning limiti yagona bo‘ladi. x, ketma-ketlik
limitining ikki x* va x* nuqtalari bo‘lib, u' va u® ularning o‘zaro
kesishmaydigan atroflari deylik. Ketma-ketlik limitining ta’rifiga ko‘ra, bu
atroflarning biri ketma-ketlikning chekli elementlarini o‘zida saqlaydi. Bu
ta’rifning shartiga ziddir.

Xausdorf fazolariga misol sifatida ixtiyoriy metrik fazoni olish mumkin.
Zariskiy topologiyasini olsak, bu topologiya ham T, fazo bo‘ladi, lekin T, fazo
bo‘lolmaydi®.

2.2.2.Misol. To‘g‘ri chiziqgda [0,1] kesmani olaylik. Bu to‘plamda ochiq
to‘plam sifatida bo‘sh to‘plam, [01] kesmaning o‘zi va [01] kesmadan
sanoqlidan ko‘p bo‘lmagan nuqtalarni chiqarib tashlashdan hosil bo‘lgan
to‘plamlarni qaraylik.

Agar hosil bo‘lgan topologik fazoning ixtiyoriy ikki turli nuqtalarini olsak,
bu nugqtalar ikkinchisini o‘zida saqlamaydigan atrofga egadir. Bu fazoning

erishilgan T, fazo ekanligini ko‘rsatadi. Lekin ikki ixtiyoriy har xil nugqtalar

o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega emas. Bu fazoning Xausdorf fazosi

emasligidan darak beradi.

1Kypaes T.d.Tomomnorusra kupum. Yraammap, Gpyskropnap, umsukmap. -T.: 2012.-187 6
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2.2.3.Ta’rif. Agar X fazoning ixtiyoriy yopiq to‘plami A va ixtiyoriy
x,ed nugtasi X fazoda shunday ochiq o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega
bo‘lsa, X topologik fazo T, topologik fazo deyiladi,
Agar X topologik fazo X bir vagtda ham T, fazo, ham T, fazolar bo‘lsa, u holda

u regulyar fazo deyiladi. Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, regulyar fazo Xausdorf fazosi
bo‘lar.
ekan. Lekin buning aksi doimo o‘rinli emas.

Regulyar fazolarga ixtiyoriy metrik fazolar misol bo‘ladi, xususiy holda R"
fazo ham regulyar fazodir.

2.2.3.Misol. Aytaylik, X barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat bo‘lib,
r topologiya atroflar natijasida aniglangan bo‘lsin. Bu topologiyada nol
nugtadan boshga barcha nugtalarning atrofi, to‘g‘ri chiziqdagi nuqtaning

interval ko‘rinishidagi atrofini olamiz. Nol nuqtaning atrofi deb uning to‘g‘ri

chiziqdagi interval ko‘rinishdagi atrofidan sonlar o‘qining {%;n S N} nuqtalari

chigarib tashlangan to‘plamlarini olamiz. Ya’ni, u(0) = (a,b)\{% ‘ne N} ixtiyoriy
Oe(a,b)cR.
Agar A= {% ne N} to‘plamni olsak, A to‘plam sonlar o‘qida yopiq

to‘plamlardir. Nol nuqta va A to‘plam bu yerda o‘zaro kesishmaydigan
atroflarga ega bo‘lmaydi. Ya’ni, shunday aniq atroflar mavjud emas. Bu
fazoning regulyar fazo emasligini ko‘rsatadi. Lekin bu fazoda ixtiyoriy ikki har
xil nuqta o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega. Demak, bu topologik fazo
Xausdorf fazosi ekan.

Endi elementlari soni ikkitadan ortiq to‘plamlardagi trivial topologiyani

ko‘rsak, bu fazolar T, fazoga sodda misol bo‘la oladi, lekin ular regulyar fazo

emas, chunki bunday fazolar T, fazo emas.

®enopuyk B.B., @umunmos B.B. O6mas Tonosnorus. OcHOBHBIE KOHCTpYKIUH. -M.: @u3mariut, 2006. -252 c.
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Regulyar fazolarning xossalariga keladigan bo‘lsak, fazoning regulyarligi —
bu nasliy xarakterga ega, ya’ni regulyar fazolarning ixtiyoriy to‘plamostisi ham
regulyar bo‘ladi. Bundan xususiy holda kelib chigadiki, regulyar fazolarning
to‘g‘ri ko‘paytmasi regulyar bo‘lsa, uning har bir ko‘paytuvchisi regulyar
bo‘ladi. Nihoyat, regulyar fazolar ixtiyoriy oilasining Tixonov ko‘paytmasi ham
regulyar fazo bo‘ladi. Shuni aytish mumkinki, regulyar fazodagi faktor-
topologiya doimo regulyar fazo bo‘lavermaydi.

2.2.4. Ta’rif. Agar X topologik fazoning ikki A va B to‘plamostilari uchun
butun X fazoda aniglangan shunday haqiqiy qiymatli uzluksiz funksiya

f : X —[01] mavjud
bo‘lsa va u funksiya uchun barcha xe 4, f(x)=0 va f(x)=1 barcha xe B

shartlarni ganoatlantirsa, u holda ular X da funksional ayri deyiladi.

r't
N |
N : >
0 A1 2 B 1 R
3 3

Ravshanki, A va v to‘plamlarning X fazoda funksional ayri ekanligidan
ularning shu X fazoda ayri ekanligi kelib chigadi. Hagigatan ham, agar A va v

lar X fazoda funksional ayri bo‘lsa, U = f‘l([o,%) va f‘l(E,l]):v to‘plamlar

A va Vv to‘plamlarning o‘zaro kesishmaydigan atroflari bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, shunday Xausdorf, qolaversa, regulyar fazolar
borki, bu fazolarda juft ikki nugta funksional ayri emas. Bunga sabab shunday
regulyar fazolar mavjudki, bu fazolarda aniglangan konstant funksiyadan boshga

funksiya mavjud bo‘lmaydi.
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2.2.5.Ta’rif. Agar fazoning ixtiyoriy x, nuqtasi va bu nuqtani o‘zida
saglamaydigan bo‘sh bo‘lmagan F yopiq to‘plam funksional ayri bo‘lsa, X
topologik fazo T,,, fazo deyiladi.

Agar X topologik fazo bir vaqtda ham T, fazo, ham T,, fazo bo‘lsa, uni
Tixonov fazosi yoki to‘kis regulyar (butkul regulyar) fazo deyiladi. Bu ta’rifdan
ko‘rinadiki, Tixonov fazosi regulyar fazo bo‘ladi.

Har bir metrik fazo, xususiy holda R" fazo ham, Tixonov fazosi bo‘ladi.

Tixonov fazolarining xossalaridan biri — bu fazo ham nasliy xususiyatga
ega, ya’ni bu fazoning ixtiyoriy to‘plamostisi ham Tixonov fazosi bo‘lishidir?.

Shuni ta’kidlash mumkinki, har bir egallangan (marraviy), fazo to‘la
regulyar fazo bo‘lishi uchun ixtiyoriy x, e X nuqtasi va uning ixtiyoriy ochiq

atrofi U uchunf:X —»[01], f(x,)=0, f(X\U)=1 shartlarni ganoatlantiruvchi

shunday uzluksiz funksiyaning mavjud bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Topologik fazolarning muhim sinflaridan yana biri normal topologik
fazolardir.

2.2.6.Ta’rif. Agar X fazoning ixtiyorty ikki bo‘sh bo‘lmagan
kesishmaydigan yopiq F, va F, to‘plamlarining o‘zaro kesishmaydigan U (F,) va
U(F,) ochiq atroflari mavjud bo‘lsa, X topologik fazo T, fazo deyiladi.

Agar X topologik fazo bir vagtda ham T,, ham T, fazo bo‘lsa, bunday
topologik fazolarga normal topologik fazolar deyiladi.

Ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, normal topologik fazolar regulyar va to‘la
regulyar fazo bo‘ladi. Buning teskarisi o‘rinli bo‘lavermaydi. T, fazolar sinfi
ichidagi T,,, fazolar sinfi T, fazolar sinfi bilan T, fazolar sinfi orasidagi oraliq
sinfdir. Shu sababli belgilashlarda ham butkul regulyar fazolar sinfi T,, bilan
belgilanadi.

Yuqoridagi topologik fazolarga o‘xshab, normal fazolar sinfi nasliy
Xususiyatga ega emas, ya’ni bu fazolarning ixtiyoriy to‘plamostisi normal fazo

bo‘lavermaydi. Normal fazolar sinfida uzluksiz akslantirishlarning bir oilasi
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mavjud bo‘lib, bu uzluksiz akslantirishlar o‘lcham nazariyasi va topologiyaning
boshga deyarli barcha jabhalarida figuralarning geometrik xossalari bilan
bog‘lig muammolarida va funksiyalarni davomlashtirish masalalarini yechishda,
fazoning gomologik o‘lchamini aniglashda muhim ahamiyatga ega. Bu
masalaning asosini Urison Teoremasi (Urison lemmasi) tashkil giladi?.

Urison lemmasi. Ixtiyoriy normal X fazoning o‘zaro kesishmaydigan
yopig A va B to‘plamlari uchun shunday uzluksiz f:X —[01] funksiya
mavjudki, uning uchun f/,=0,f/,=1 va har bir xeX uchun shartlar
o‘rinlidir.

Isbot. X normal fazo, A va B lar uning ixtiyoriy yopiq to‘plamostilari va

AN B =0 bo‘lsin. Har bir rz%n, k=0,1,...,2" ratsional songa shunday G, ochiq

0
to‘plamni mos qo‘yamizki, u quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) AcG(0), X\B=G();

2) Agar rzr bo‘lsa, G(r) c G(r).

Yuqoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi ochiq to‘plamlar sistemasini n —
ko‘rsatkichga nisbatan induksiya metodi bilan ko ‘ramiz.

n=0 bo‘lsin. Bu holda, X fazo normal bo‘lganligi tufayli A va B larning
U(A) va U(B) kesishmaydigan ochiq atroflari mavjud bo‘ladi. Ularni
G(0)=U(A) va G(1) = X \B qilib belgilaymiz.

k=n-1 uchun G,, ochiq to‘plamlar sistemasi qurilgan bo‘lsin.

(r)

Endi n uchun G, to‘plamni qurishimiz kerak. 2m/2"=m/2"" bo‘lganligi

()

sababli G,, to‘plamni r=k/2" n — toq son uchun ko‘rishimiz yetarli bo‘ladi.

(r)
Aytaylik, k=2m+1 bo‘lsin, u holda (k+1)/2"=(m+1)/2"", (k-1)/2"=m/2"" va
induksiya shartiga ko‘ra, G(k-1/2") cG(k+1/2") ifodaga egamiz. Ravshanki,
G(k-1/2"), X -G(k+1/2") lar yopiq va kesishmaydi. X fazoning normalligi

tufayli G(k-1/2") ning ochiq atrofi mavjudki, bu ochiq to‘plam X —G(k +1/2")

! 3nrenpxuar P. O6mas Tononorus. M. Hayka. : 1986. -752 c.
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ning ochiq atrofi bilan kesishmaydi. v =G(k/2") belgilashni kiritamiz.
Anigki, G(kk-1/2")cG(k/2"), G(k/2")cG(k+1/2") lar o‘rinli, shu bilan
induksiya tugaydi.

G, to‘plamlarning aniglanish sohasini quyidagicha kengaytiramiz:

0, 0
G(r):{ agar > }bo‘lsa:
X, agar r<1

Endi ¢: X —[01] funksiyani quyidagicha aniglaymiz: agar xeG(0) bo‘lsa
p(x)=0, va ¢(x)=sup{r:xeG(r)X —-G(r)}. Bu ¢ funksiyaning uzluksizligini
ko‘rsatishimiz kerak. Shunga erishish maqsadida ixtiyoriy x, e X nugtava N >0

uchun x, nugtaning shunday O atrofini  ko‘ramizki, u uchun

N (%)

N

|¢)(x0)—g0(x)|£2i, xeO,(x,) o‘rinli bo‘lsin. Aytaylik, r, son k/2" ko‘rinishda
bo‘lib, ¢o(x,)<r, <(p(x0)+%N+l (1) shartni ganoatlantirsin. Belgilaymiz:
UN(x0)=G(rO)W. Bu holda x,eU, (x,), chunki r,<e(x) Vva
ro—%NJrlsgp(xO). Agar xeU,(x,) bo‘lsa, u holda xeG(r,). Shu sababli
o(x)<r,. Bundan tashqgari, xe X —W = X —G(r, —% N), shu sababli

r —%N < o(x). Demak, r, —%N <p(X)<T,.
(1) va (2) larni solishtirsak, quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:
(%) —@(x)| < YN, x €U, (x,)
Bu ¢ ning uzluksizligini ko‘rsatadi. Funksiyaning qurilishiga ko‘ra,
9l,=0:pl,=1va 0< p(x) <1.

Bunday qurilgan funksiya Urison funksiyasi deyiladi. Urisonning bu
lemmasi quyidagiga ekvivalentdir.
Normal X fazoning ixtiyoriy kesishmaydigin va bo‘sh bo‘lmagan A va B

yopiq to‘plamlari uchun shunday ¢,,(x) uzluksiz funksiya mavjud bo‘ladiki, u

quyidagi shartni qanoatlantiradi: ¢,,(x)|,=a;¢,,(x)| =6 a<g,,(x)<6,xeX .Bu
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yerda a,b (a<b) ixtiyoriy haqgigiy sonlardir. Hagigatan ham, agar ¢, ,(x) Urison
funksiyasi bo‘lsa, u holda ¢, ,(x) = (6 —a)@(x) + a 1zlangan funksiya bo‘ladi.

2.2.1. Teorema. Normal X fazoning ixtiyoriy yopig A to‘plamida berilgan.
Ixtiyoriy chegaralangan ¢: A4 — R uzluksiz funksiya uchun shunday @:Xx —»R
uzluksiz funksiya mavjudki, uning uchun quyidagi o‘rinli:

@| = va sup{®(x),x € X }|=sup{p(x),xe 4} .

Isbot. Izlanayotgan uzluksiz F,, funksiyani funksiyalar ketma-ketligining
limiti ko‘rinishida quramiz.

p=p va & =sup{lp(x)|:xe A} Aoz{X:q)O(x)g—%},

B, ={x:¢0(x)z%}

Ravshanki, A, va B, to‘plamlar yopiq va o‘zaro kesishmaydi. Urison

Aytaylik: bo‘lsin

lemmasiga ko‘ra, shunday uzluksiz funksiya g,:X — R mavjudki, u quyidagi

shartlarni ganoatlantiradi:

_a% agar, xe A, bolsa

19,00/ <294 va g,() =
a% agar, xe B, bo‘lsa

Endi A to‘plamda ¢, funksiyani ¢ (x)=¢,(x)-g,(x) Kko‘rinishda
aniglaymiz. U holda ¢, funksiya uzluksiz va al=Supﬂq)l(x)|:XeA}S%aoo‘rinli.
Shunga o‘xshab, quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

A={x:<o1(x)s—%}, Bl={x:<o1<x)s%}.

Endi yana Urison funksiyasi g, ni olamiz, u quyidagi shartlarni

ganoatlantiradi:
- agar xe A4, bo‘lsa

0(<¥4 va g0={
a/, agar xe B, bo‘lsa
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A to‘plamda ¢,(x), funksiyani ¢,(x) = (x)—g,(x) ko‘rinishda ko‘ramiz va

a, =sup(A{| 4,(x)|: x e A}s%a1 deb olamiz. Shu yo‘sinda A to‘plamda uzluksiz

bo‘lgan funksiyalarning @, =®; @; @, ..., ¢,,... ketma-ketligi va X da uzluksiz
Jo; Oy 95 - O, - funksiyalar ketma-ketligiga ega bo‘lib, ular quyidagi shartni

ganoatlantiradi:

2
2 () = 0,(x) — (%), |9n(X)|S%;an+1£§an.

Bu yerda a, =sup{lp,(): xe A} n=0,12,.., bundan

|¢n(x)|£(§)“ao, |¢n(x)|s(§)"% larga ega bo‘lamiz. Oxirgi tengsizliklardan ign(x)

n=0

gator X da birorta uzluksiz funksiyaga absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Bu yig‘indini cD(x)zign(X) bilan belgilaymiz va quyidagi baholashga ega

n=0
bo‘lamiz: |q>(x)|si(§)”a—;:ao. Endi xeA bo‘lsin, u holda
n=0

S, (X)=g,(X)+...+g,(x) gismiy yig‘indi ¢, ,(x) funksiyalarning qurilishiga ko‘ra
o,(X)—p,(x) ga teng. Lekin ¢ (x)—0, u holda har bir xe4 uchun
D(x) = ¢, (x) = p(x) . Demak, &(x) izlangan funksiya ekan.

Natija. Normal X fazo ning ixtiyoriy yopiq A to‘plamostisida berilgan har
bir uzluksiz ¢:4—1" akslantirishni @:x — 1" akslantirishgacha uzluksiz

davomlashtirish mumkin.
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3. Kompakt fazolar va ular ustida amallar

X to’plamning gism to’plamlaridan tuzilgan {A}

oila uchun | JA =X

seS

tenglik o’rinli bo’lsa, u holda {A | . ga X to’plamning qoplamasi deyiladi.

2.3.1. Ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ochiq goplamasidan
chekli gism qoplama ajratib olish mumkin bo’lsa, X topologik fazo kompakt
deyiladi.

F ={F.}_ to’plamlar sistemasi berilgan bo’lsin. Agar bu oilaning ixtiyoriy
chekli qism kesishmasi bo’sh bo’Imasaa, bunday sistema markazlashgan sistema
deyiladi.

2.3.1.Teorema. X topologik fazo kompakt bo’lishi uchun undagi yopiq
to’plamlardan iborat har ganday markazlashgan sistemaning kesishmasi bo’sh

bo’Imasligi zarur va yetarlidir.

Isbot. X — kompakt fazo, {F.}_, - X dagi yopiq to’plamlar sistemasi va

F=2.

seS
U, = X\ F, ochiq to’plamni qaraymiz.

YU, =l J(X\F,)=X\(F. =S ekanligidan {U .}, oila X fazoning ochig

seS seS seS

qoplamasi bo’ladi. Ammo X — kompakt edi. Demak, {U.}_, goplamada chekli

U, e Usk} qism qoplama mavjud bo’ladi.
k k k k
X = Ju, =J(X\F, )=x\(\F, kelib chigadi, bu esa (F. =2 ekanini

i1 i1 i=1 =

S

bildiradi. Shunday qilib X  dagi yopiq to’plamlar sistemasi {F.} .

k
markazlashgan bo’lsa, u holda (F, =@ .
i=1

2.3.2. Teorema. Kompakt fazoning yopoq qism to’plami kompaktdir.
Isbot. F to’plam X kompakt fazoning yopiq gism to’plami va {F}

seS
sistema F ning yopiq qism to’plamlaridan iborat ixtiyoriy markazlashgan
sistema bo’lsin. U holda Fs to’plam X da ham yopiq bo’ladi. Demak {F.}, .

sistema X dagi uning yopiq top’lamlaridan iborat markazlashgan sistemadir.
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k
Bundan (F, =< ekanligi kelib chigadi. 2.3.1-teoremadan F ning kompakt

ekanligi kelib chigadi.

2.3.3.Teorema. Agar A — X regulyar fazoning kompakt fazoostisi bo’lsa, u
holda har bir yopig B < X \ A to’plam uchun shunday ochiq U, V < X to’plamlar
topiladiki AcU, BcV va UNV =< munosabatlar o’rinli bo’ladi.

Agar B — X fazoning kompakt fazoostisi bo’lsa, u holda X ni Xausdorf deb
faraz qilish yetarli.
Isbot. X regulyar fazo ekanligidan har bir xe X uchun shunday ochiq

U, V., to’plamlar topiladiki

XX
xeU,,BcV,vaU, NV, =2 1)
munosabat o’rinli.

Ravshanki Ac|Ju, bo’ladi. U holda shunday chekli {x,x,,...x fcA

xeA

k
to’plam topiladiki Ac | Ju, .

i=1

k k
u=Ju, vav =V, to’plamlar teorema shartlarini ganoatlantiradi.

et i-1
Agar B — bir nugqtali to’plam bo’lsa, u holda Teoremanin birinchi shartini
isbotlashda fagat X ning xausdorfligidan foydalaniladi. Agar B — X ning
kompakt fazoostisi bo’lsa, har bir xe A uchun (1) shartni ganoatlantiruvchi
U,,V, X ochiq to’plamlarga ega bo’lamiz?,
2.3.4.Teorema. Xausdorf fazosining kompakt qism to’plami yopiqdir.
Isbot. X xausdorf fazosi, A — esa uning kompakt gism to’plami bo’lsin.

Ixtiyoriy y ¢ A nugtani olamiz, ular har bir x e A nugta uchun x va y larning mos

ravishda shunday ochiq bo’lgan v, va U atroflari mavjudki,

X

V,NU{ =@. {v, :x e A} sistema A uchun ochiq qoplama, demak uning chekli

V.V, VeV,

X1 VXt Vxg 1ttty

Durenskunr P. O6mmas Tononorus. M. Hayxa. : 1986. -752 c.
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gism qoplamasi mavjud. Endi U=u®Aun.Nu va
V=V, UV, U..UV, ochiq atrofi bo’lib, U, NV =@.
Bunda U, NA=@ ekanligi, ya’ni ye A munosabat kelib chigadi. Shunday

gilib, Ac A munosabat isbotlandi. To’plam yopilmasining xossalariga ko’ra
A= A tenglik kelib chigadi.
2.3.5.Teorema. Har bir kompakt xausdorf fazosi normal fazo bo’ladi.
2.3.6.Teorema. Kompakt fazoning uzluksiz aks ettirishdagi tasviri kompakt
fazodir.

Isbot. X kompakt fazo, f esa X ni biror Y fazoga uzluksiz aks ettirish

bo’lsin. f(x) fazoning ixtiyoriy {U.}.., ochiq qoplamasini olamiz, ya’ni

f(X)=JU..

seS

So’ngi munosabatdan X = J f *(U,) tenglik kelib chigadi.

seS

Bundan va f ning uzluksizligidan {f*l(us)}seS sistema X ning ochiq

qoplamasi ekanligi kelib chigadi. Demak, undan chekli gism goplama ajratib

olishi mumkin, ya’ni ushbu Lme‘l(Usk):X tenglikni yozishimiz mumekin.
k=1

Bundan f(x)=| Ju, tenglik kelib chigadi, ya’ni U, U, ..U, sistema f(X)
k=1

ni goplaydi, demak f (X)kompaktdir.

2.3.7.Teorema. X kompakt fazoni Y Xausdorf fazosiga o’zaro bir qiymatli
va uzluksiz f akslantirish gomomorfizm bo’ladi.

Lemma. Agar 4 — X fazoning kompakt fazoostisi, y — Y fazodagi nuqta
bo’lsa, u holda Ax{y} ni o’z ichiga oluvchi har bir ochiq W < X xY to’plam
uchun Ax{y}cUxV cW munosabat o’rinli bo’ladigan U < X va V cY ochiq
to’plamlar mavjud bo’ladi.

2.3.8.Kuratovskiy Teoremasi. Ixtiyoriy X fazo uchun quyidagi shartlar
teng kuchli:

(i) X fazo kompakt;
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(if) Har bir Y topologik fazo uchun p=XxY —Y proyeksiyalash yopiq
akslantirish bo’ladi.

(iif) Har bir Y normal fazo uchun p=XxY —Y yopiq akslantirish bo’ladi.

Isbot. X — kompakt fazo va F=F < X xY bo’lsin. y ¢ p(F) mugtani olamiz.
X x{y}c (X xY)/F ekanligidan, 2.3.9. lemmaga ko’ra, y nugtaning shunday V
atrofi mavjudki, (XxV)NF =2 tenglik o’rinli bo’ladi, u holda p(F)NV =2
bo’lsin, p(F) akslantirish Y ga yopiq akslantirish bo’ladi. (i)= (ii) impliksiya
isbotlandi. (ii)=> (iii) impliksiyaning bajarilishi ravshan. (iii)= (i)ni isbotlaymiz.
X fazo (iii) xossaga ega bo’lsin. Faraz gilaylik X da yopiq to’plamlarning {F.}

markazlashgan sistemasi mavjud bo’lib, (|F, =@ bo’lsin. y, ¢ X nugtani olamiz

seS

va y=XU{y,}] to’plamda, X ning barcha gism to’plamlaridan va
{y, U (FSl Nk, N..NF JUK ko’rinishidagi to’plamlardan topologiyani qaraymiz,
bunda s,,s,,...s, €S va Kc X.

(\F. =@ tenglikdan Y ning T, fazo ekanligi kelib chigadi. Y fazoning y, ni o’z

seS

ichiga olmagan har bir qism to’plami ochiq bo’lgani uchun Y normal fazo.

X fazo (iii) xossaga ega bo’lgani uchun F ={(xx):xe X} to’plamning p(F)
proeksiyasi Y da yopiq to’plam bo’ladi.

X < p(F) munosabatdan va y, e X =Y ekanligidan vy, € p(F).

Demak, shunday x, € X nugta mavjudki, uning uchun (x,,y,)<F.

U holda, x, nugtaning har bir U< X atrofi va har bir seS uchun
U x({y,JUF)N{(x,x):xe X}# @&, ya’ni UNF, < munosabatlarga ega bo’lamiz.

Demak, barcha seS larda x,eF, bo’lib, bundan (F, =< - ziddiyat kelib

seS
chigadi.
2.3.9.Teorema. X kompakt fazoda f uzluksiz funksiya bo’Isin. U holda f
funksiya X fazoda chegaralangan bo’lib, o’zining aniq quyi va aniq yuqori

chegaralariga ega.
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Isbot. X kompakt fazoda aniglangan f uzluksiz funksiya X ni Xausdorf
fazosi R ga uzluksiz akslantirish demakdir. 2.3.7-teoremaga ko’ra f(x)
kompaktdir.

Bundan f(x) ning chegaralangan va yopiq to’plam ekanligi kelib chigadi,
demak f funksiya X da o’zining anig yuqori chegarasigada anig quyi
chegarasiga erishadi. Teorema isbotlandi.

X — haqiqgiy sonlarning biror gism to’plami bo’lsin: X —R.

2.3.2.Ta’rif. Agar X to’plamning nuqtalaridan tuzilgan har qanday
{x,}(x,eX, n=123..)  ketma-ketlikdan  shu  to’plamning  nugtasiga
yaginlashuvchi {xnk} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo’lsa, X to’plam

kompakt to’plam deyiladi.

2.3.1.Misol. X =[a,b] segmentning kompakt bo’lishi Bolsano-veyershtras
lemmasidan kelib chigadi.

2.3.2.Misol. X =[a;,b]U[a,,b,]U..U[a,,b,] - to’plam kompakt to’plam
bo’ladi.

2.3.3.Misol. X=(0,1) interval kompakt to’plam bo’lmaydi, chunki

X, =ni1 €(0,1) ketma-ketlikning limiti 0 ga teng. Ammo 0 son (0,1) to’plamga
+

tegishli emas.

2.3.10.Teorema. X kompakt to’plam bo’lishi uchun uning chegaralangan
va yopiq bo’lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriylik. X — kompakt to’plam bo’lsin. Avvalo bu to’plamning
chegaralanganligini ko’rsatamiz. Teskarisidan faraz gilaylik, ya’ni X — kompakt

to’plam bo’lsa ham u chegaralanmagan bo’lsin. U holda shunday x, e X nugta

mavjudki [x|>1, shunday x, nuqta mavjudki |x,| > 2 va h.k.
Natijada {x,} ketma-ketlik hosil bo’lib, |x,|>n bo’ladi. Bu {x,} ketma-ketlikdan

yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib bo’lmaydi. Bu esa X ning kompakt

to’plamligiga zid. Demak, X-chegaralangan to’plam.
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Endi, X ning yopiq to’plam bo’lishini ko’rsatamiz. Faraz qilaylik a nuqta X
to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. U holda X da a ga intiluvchi {x,} ketma-ketlik
topiladi. Ravshanki, bu {x,} ketma-ketlikning har ganday {x, | qismiy ketma-
ketligi uchun limx, =a limit o’rinli bo’ladi. X kompakt to’plam bo’lgani uchun

ae X bo’ladi. Demak, X to’plamning limit nuqtasi o’ziga tegishli bo’ladi. Bu
esa X ning yopiq to’plam ekanligini bildiradil.

Yetarliligi. X-chegaralangan va yopiq to’plam bo’lsin. U holda Bolsano-
Vveyershtrass lemmasiga ko’ra har qanday {x,} ketma-ketlikdan a ga
taginlashuvchi
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: x, —a. Ravshanki, bu a nugta X
to’plamning limit nuqtasi bo’ladi. X yopiq to’plam bo’lgani uchun ae X bo’ladi.
Demak, X kompakt to’plam. Teorema isbotlandi.

2.3.11.Teorema. Agar f(x) funksiya X kompakt to’plamda uzluksiz
bo’lsa, funksiya X da tekis uzluksiz bo’ladi.
2.3.4. Misol. Haqiqiy sonlar to’g’ri chizig’i va Zorgenfrey to’g’ri chizig’i

o0

kompakt emas, chunki {(-i),i}*, ochiq qoplamadan chekli gism goplama ajratib
olib bo’Imaydi.

X topologik fazo, Y kompakt fazo va C:X—Y akslantirish X fazoni Y fazoga
akslantirish uchun W:Y shart bajarilsa, u holda (Y, C) juftlik X fazoning
kompaktifikatsiyasi yoki kompakt Xausdorf kengaytmasi deyiladi.

Agar X fazo va Y kompakt fazoning biror M qism to’plami uchun
f:X >Y (M =f(M)) gomomorf akslantirish mavjud bo’lsa, u holda (f(X), if)
juftlik, bu yerda i- M ni M ga ayniy almashtirish, X fazoning kompakt
kengaytmasi bo’ladi. Demak, har qanday kompakt fazoga hamma yerida zich
qilib joylashtirish mumkin bo’lgan fazo kompakt kengaytmaga ega. Ya’'ni,

quyidagi ikkita teoremalar o’rinli bo’ladi:

Durenskunr P. O6mias Tomonorus. M. Hayka. : 1986. -752 c.
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2.3.12.Teorema. X topologik fazo kompakt kengaytmaga ega bo’lishi
uchun uning Tixonov kengaytmasi bo’lishi zarur va yetarlidir.

2.3.13.Teorema. Har ganday X tixonov fazosi uchun o(X)=w(Y)shartni
ganoatlantiruvchi (Y, C) kompakt kengaytmasi mavjud.

Biz X fazoning kompakt kengaytmasi deganda fagat (Y, C) juftlikni nazarda
tutmasdan, X fazoni hamma yerida zich qilib joylashtirish mumkin bo’lgan Y
kompakt fazoni tushunamiz. X fazoning kompakt kengaytmalari
CX, CX, y(X) va hokozo ko’rinishlarda belgilanadi. Bu yerda C, C,, y lar X
fazoning mos ravishdagi kompakt kengaytmalarini joylashtiruvchi gomeomorf
inektiv akslantirishlar:.

Demak, X fazoning CX kompakt kengaytmasi uchun

C:X »CX, C|: X -C(X)
gomeomorf akslantirish va C(X)=C(X) bo’ladi.
Bizga X fazoning C X va C,X kompakt kengaytmalari berilgan bo’lsin.

Agar f:C X —»C,X gomeomorf akslantirish mavjud bo’lib,

C, X ——>C,X
c v Tc,

X—7—X

diogrammaning kommunikativligi bajarilsa, ya’'ni,
Vxe X uchun fC (X)=C,(X) tenglik o’rinli bo’lsa, u holda bunday kompakt
kengaytmalarning ekvivalentligi ekvivalentlik munosabati bo’lishi kelib chigadi.
Kelgusida CX bilan X fazoning ekvivalent kompaktifikatsiyalaridan ihtiyoriysini
belgilaymiz.

Bu yerda quyidagi Teorema o’rinli bo’ladi:

! 3nrenpxuar P. O6mas tononorus. M. Hayka. : 1986. -752 c.
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2.3.14.Teorema. X fazoning ixtiyoriy Y kompakt kengaytmasi uchun
o(Y)<expd(X) va |Y|<expexpd(X) munosabatlar o’rinli bo’ladi.
Demak, X fazoning barcha kompakt kengaytmalari 1%*“ tixonov

kubining qism fazolari bo’lar ekan. Bundan 12°9C9 " tixonov kubining gism

fazolaridan tuzilgan X fazoning barcha ekvivalent kompakt kengaytmalari oilasi
$(X) ni garash mumkinligi kelib chigadi.

Endi, $¢(X)to’plamda edxemu tushunchasini kiritaylik. Agar fC, = C,
shartni ganoatlantiruvchi f :C X — C, X uzluksiz akslantirish mavjud bo’lsa,
u holda C,X <C X deymiz. U holda C,X <C X tengsizlikdan C, X ni
C, X ga shunday akslantirish mumkinki, unda C, X va C,X fazoning gism
fazosi sifatida qaralayotgan X fazoning ixtiyoriy nuqtasi o’ziga o’tadi. Demak,
agar C, X <C,X va C,X <C,X bo’lsa, u holda C; X <C,X bo’ladi.

Ushbu < munosabatning oilada o’rinli bo’lishi quyidagi teoremadan kelib
chigadi.

2.3.15.Teorema. X fazoning C, X va C,X kompakt kengaytmalari

ekvivalent bo’lishi uchun C,X <C,Xva C,X <C X bajarilishi zarur va

yetarlidir.
Quyidagi teorema kompakt kengaytmalarning ekvivalentliligining yana bir
zaruriy va yetarli shartini ifodalaydi:

2.3.16.Teorema. X fazoning C,X va kompakt kengaytmalari ekvivalent

bo’lishi uchun ekvivalent bo’lishi uchun, X fazoning ixtiyoriy A va B yopiq gism

to’plamlari ~ uchun C,ANC,A=3 < C,(A) nC,(B) = D ekvibalentlik

munosabati bajarilishi zarur va yetarlidir.

Bizga X topologik fazoning ixtiyoriy CX kompakt kengaytmasi berilgan
bo’lsin. CX ning C(X) dan farq giluvchu nugqtalari to’plami CX \C(X) ga CX
kompakt kengaytmaning to’ldiruvchisi deyiladi. Quyidagi Teoremada

to’ldiruvchining muhim hossasi bayon gilingan:
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2.3.17.Teorema. Agar C,Xva C,Xlar X fazoning kompakt
kengaytmalari va f :C,X — C,X akslantirish uchun fC, =C, bo’lsa, u holda
f(C,(X))=C,(X)va Tf(CX\C/(X))=C,X\C,(X)munosabat o’rinli
bo’ladi.

Quyidagi Teorema ixtiyoriy X fazoning kompakt kengaytmalari oilasining
muhim hossalarini bayon etadi.

2.3.18.Teorema. X fazoning kompakt kengaytmalari oilasi (X) ning
istalgan bo’sh bo’lmagan qism ¢, € (X) fazosi (X)dagi < tartib
munosabatiga nisbatan anig yugori chegaraga ega.

Ushbu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija. Har ganday X fazoning kompakt kengaytmalari §(X) oilada <
tartib munosabatga nisbatan eng kata element mavjud.

X topologik fazoning kompakt kengaytmalari (X)oilaning eng Katta
elementi X fazoning eng kata kompakt kengaytmasi yoki Stoun-Chex kompakt
kengaytmasi deyiladi va X kabi belgilanadi.

Demak, biz X fazoning istalgan CX kompakt kengaytmaga aynan
joylashtirish  mumkin deb qarashimiz mumkin. X fazoni CX kompakt
kengaytmasiga aynan joylashtiruvchi akslantirish berilgan bo’lsa, uni X fazoning
kompakt kengaytmasiga aynan joylashtiruvchi akslantirish berilgan bo’lsa, uni X
fazoning kompakt kengaytmasigacha davom ettirish mumkinligi  quyidagi
Teoremada bayon etilgan:

2.3.19.Teorema. Har ganday X tixonov fazosini istalgan Z kompakt
fazoga akslantiruvchi ihtiyoriy uzluksiz f : X — Z akslantirishni, F: X —Z
uzluksiz akslantirishgacha davom ettirish mumkin.

Agar X tixonov fazosini kompakt fazoga akslantiruvchi har ganday
uzluksiz akslantirishni X fazoning biror X kompakt kengaytmasigacha
uzluksiz davom ettirish mumkun bo’lsa, u holda X kompakt kengaytma X
fazoning stoun-chex kompakt kengaytmasiga ekvivalent bo’ladi.
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Natija 1. X tixonov fazosini | =[0, 1] kesmaga akslantiruvchi har ganday

uzluksiz akslantirishni F: X — 1 uzluksiz akslantirishgacha davom ettirish
mumkin.

Agar X tixonov fazosini | kesmaga akslantiruvchi har ganday uzluksiz
akslantirishni X fazoning biror ¥ X kompakt kengaytmagacha uzluksiz davom
ettirish mumkin bo’lsa, u holda ¥ X kompakt kengaytma X fazoning stoun-chex
kompakt kengaytmasiga ekvivalent bo’ladi’.

Natija 2. X tixonov fazoning istalgan ochig-yopiq A gism fazosi uchun, A
ning yopig’i A to’plam B X da ochig-yopiq va yopiq bo’ladi.

Endi diskret fazolarning stoun-chex kompakt kengaytmalariga, jumladan,
N—notural sonlar to’plamining diskret topologiya bilan garalgan holdagi stoun-

chex kompakt kengaytmasining hossalarini garaylik:

2.3.20.Teorema. Har ganday cheksiz m diskret fazoning istalgan ©(m)

stoun-chex kompakt kengaytmasining quvvati 22" va salmog’i 2" ga teng
bo’ladi.

Natija. N diskret fazo uchun BN ning quvvati 2° ga va salmog’i ¢ ga teng
bo’ladi.

2.3.21.Teorema. Har ganday X € £#D(m) nugta va x ning istalgan V atrofi
uchun AD(m) da shunday U ochig-yopiq to’plam mavjud bo’lib,
xeU cV bo’ladi.
2.3.20-teorema m =X, da quyidagicha bo’ladi:

2.3.22.Teorema. Har ganday cheksiz F € SN yopiq to’plamda SN ga

gomomorf bo’lgan gism to’plam mavjud. Xususan, F ning quvvati 2°ga, F
ning salmog’i esa ¢ ga teng.

Ushbu Teoremadan quyidagi natija kelib chigadi:

Natija. Har ganday N w{x}< SN gism to’plam, bu yerda xeSN\N

sanoglilikning birinchi aksiomasi ganoatlantirilmaydi.
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IT bob bo’yicha xulosa

Bu bobda tapologiyaning asosiy tushunchalaridan biri bo’lgan uzluksiz
funksiyalar ko’rib chiqilgan. Unga ta’rif berilib, xossalari o’rganilgan,
teoremalar keltirilib isbotlangan, misollar ko’rsatilgan. Ikkichi paragraf
ajrimlilik aksiomalariga bag’ishlangan. Har bir fazo ta’riflanib, misollar
keltirilgan, bir — biridan farqi ko’rsatilgan. Uchinchi bobi kompakt fazolar va
ular ustida amallarga bag’ishlangan. Bunda kompaktlik ta’rifi berilgan.
Kompakt fazolarning uzluksiz akslantirishdagi va Dekart ko’paytmadagi holati
ko’rib chigilgan. Kompaktlik topologik invariantligi ko’rsatilgan.
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I11 bob. Topologik fazolarning ba’zi kardinal xossalari

1. Topologik fazolarning uzluksiz akslantirishdagi holati

Bog‘lamli  topologik fazolar topologiyaning asosiy va muhim
tushunchalaridan biridir. Bu tushuncha ba’zi manbalarda tutash fazolar sifatida
ham keltirilgan®.

3.1.1.Ta’rif. Agar X to‘plamni o‘zining bo‘sh bo‘lmagan ikkita o‘zaro
kesishmaydigan ochiq to‘plamostilari birlashmasi ko‘rinishida ifodalash
mumkin bo‘lmasa, X topologik fazo bog‘lamli topologik fazo deyiladi. Ya’ni,
X=zU,uU, UnNU,=6, U =0, U,60 6 — bo‘sh to‘plam, U, U, ochiq
to‘plamlardir.

Ta’rifdan bevosita ma’lumki, bog‘lamli X fazoda X va ¢ dan boshga
ochiq va yopiq to‘plamlar bo‘lmasligi zarur va yetarlidir. Bog‘lamli bo‘lmagan
fazoga misol sifatida elementi bittadan ortiq bo‘lgan ixtiyoriy diskret fazoni
keltirish mumkin.

Bog‘lamli fazoga ixtiyoriy bir nuqtali topologik fazolar misol bo‘la oladi.

3.1.1. Misol. X to‘plam haqgigiy sonlar to‘plami bo‘lsin. Bu to‘plamda
topologiyani, ya’ni ochiq to‘plamlarni quyidagicha aniglaymiz:

r={{0} U{R} U{-;x}:xeR} (X,7) fazoda ixtiyoriy to‘plam bog‘lamli
bo‘ladi.

Bu jumlani isbotlash uchun ixtiyoriy S< X to‘plamni olamiz. Faraz
gilaylik, F to‘plam S ning bo‘sh bo‘lmagan ochiq va yopiq to‘plamostisi
bo‘lsin. Bu holda F to‘plamni F=U nS=CnS ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Bu yerda U to‘plam X da ochig, S to‘plam esa X da yopiq to‘plamdir. Ya’ni,
U=(-ob), beR, C=[a,x), acR, F=UNS=CnS tengliklar o‘rinli.

Yugqoridagilar o‘rinli bo‘lganligi sababli ixtiyoriy xeS uchun xzb va x>a
lar ham o‘rinli bo‘ladi.

Agar shunday x>b topilsa, u holda C~S=UnS. Shunga o‘xshab,

1)Kypaes T.®.Tononorusra kupui. Yaamiap, GpyHkropap, umsukmap. -T.: 2012, -187 6.
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shunday x~a topilsa, u holda U NS = C ~S. Shunday qilib, S c[a,b) va F=S. Bu
S to‘plamning bog‘lamli ekanligini anglatadi. Demak, bu topologiyada ixtiyoriy
S« X bog‘lamli ekan. Endi shu haqiqiy sonlar to‘plami R da ¢ topologiyani
quyidagicha aniglaymiz.

Agar ixtiyoriy seS uchun shunday t >S topilsa va [S,t)cS bo‘lsagina,
Ser dir. Bu topologiya bilan aniqlangan fazoda yagona bog‘lamli bo‘sh
bo‘lmagan to‘plam fagat nuqtadan iboratdir. Bu jumlani isbotlash uchun X da
iXtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan bog‘lamli T to‘plamostini olaylik va  nugta T ga
tegishli bo‘lsin. Ma’lumki, [x,x+&) to‘plam ixtiyoriy € >0 uchun X fazoda ham
ochiq, ham yopiq to‘plamdir. U holda [x,x+&)nT — kesishma ham ochiq, ham
yopiq to‘plam bo‘ladi. T ning bog‘lamli ekanligidan va [x,x+¢&)nT =6 shartdan
ko‘rinadiki, ixtiyoriy € >0 uchun [x,x+&)nT=6 o‘rinli bo‘ladi. Bu esa T
to‘plamning faqat T ={x} shartidagina bo‘lishini ko‘rsatadi. Demak, bu fazoda
faqat bir nuqtadan iborat bo‘lgan to‘plamlargina bog‘lamli to‘plam bo‘lar ekan.

3.1.1. Teorema. X topologik fazo bog‘lamli bo‘lishi uchun uni ikki ayri
bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar birlashmasi sifatida ifodalash mumkin bo‘lmasligi
zarur va yetarlidir.

Zarurligi. X bog‘lamli bo‘lsin va X=4UB bo‘lib, A va B lar bo‘sh
bo‘Imagan ayri to‘plamlar bo‘lsin. U holda, bir tomondan anigki, CB = CB = 4;
ikkinchi tomondan, 4nB=6. Ma’lumki, 4 < CB, shu sababli 4=cCB. Shunga
o‘xshab, amin bo‘lamizki, B=CA4. Bundan ko‘rinadiki, yopiq to‘plamlarning
to‘ldiruvchi to‘plamlari bo‘lganligi sababli A ham, V ham ochiq to‘plamlardir.
Bu X ning bog‘lamli ekanligiga ziddir.

Yetarliligi. Faraz gilaylik, X bog‘lamsiz bo‘lsin. U holda X =F UF,, F
yopig, F, yopiq, F=93,F, =2 Ba FENF, =0, bundan ko‘rinadiki, F, va F,
to‘plamlar ayri to‘plamlardir, chunki bu to‘plamlar uchun F,NF,=F nF,,
F,NF,=F NF,, FENF, =@ va F,nF, =& tengliklar o‘rinlidir.

3.1.2. Misol. [a,b] kesma bog‘lamlidir.
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Eslatma. Keltirilgan misollardan ma’lum bo‘lmoqdaki, fazoning yoki
fazoostining bog‘lamli bo‘lishi yoki bo‘lmasligi unda gqaralayotgan topologiyaga
bog‘liq ekan.

3.1.2. Teorema. Uzluksiz akslantirishlarda bog‘lamlilik saglanadi. Ya’ni,
uzluksiz akslantirishda bog‘lamli fazo aksi (obrazi) bog‘lamli bo‘ladi.

Isbot. f:X —Y uzluksiz akslantirish berilgan bo‘lsin. X bog‘lamli fazo
bo‘lsin. Biz bu yerda f akslantirishni syurektiv deb olishimiz mumkin, ya’ni
ixtiyoriy y eV nuqgta uchun f*(y)=6. Agar U to‘plam Y ning ochiqg va yopiq
to‘plami bo‘lsa, u holda f*(U) to‘plam X ning ochiq va yopiq to‘plami bo‘ladi.
Bu holda f*U)=6 yoki f*U)=X, qolaversa, U=6 yoki U=U bo‘lishi
mumkin. Bu Y fazoning bog‘lamli ekanligini ko‘rsatadi.

Endi f(t) = (cos2xt; sin2at) e S' = R? formula orqgali aniglangan f :[01]— S*
akslantirishni olaylik, bu yerda Ss* — aylana. Bu akslantirish syurektiv va
uzluksizdir. Bundan ko‘rinadiki, aylana s* bog‘lamlidir.

Natija. Agar X va U gomeomorf topologik fazolar bo‘lsa, X fazo
bog‘lamli bo‘lishi uchun U ning bog‘lamli bo‘lishi zarur va yetarlidir.

3.1.3. Teorema. X fazoning bog‘lamli to‘plamostilari oilasi {4, :aeJ}
berilgan bo‘lib, bu oilaning ixtiyoriy ikki elementi o‘zaro ayri bo‘lmasa,

C=(J4, to‘plam X fazoda bog‘lamlidir.

Isbot. Buning aksini faraz qilamiz, ya’ni C=C,uC,, C,nC ,=6, C,C,
to‘plamlar bo‘sh emas va S da yopiq to‘plamlardir.

4, to‘plamlarning bog‘lamli ekanligidan har bir 4, to‘plam S, yoki S,
ning qismi bo‘ladi. S, yoki S, larning bo‘sh to‘plam emasligidan shunday
A, A, €{A,:ael} topiladiki, A, =cC, A, =C,. C,va C, larning yopiq C da
yopiq ekanligidan, A, va A, to‘plamlarning C dagi yopig‘i mos ravishda C,
va C, da yotadi.

Bu quyidagilarga ekvivalentdir:
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AyNCcC,, A, NCcC,.Buyerda A, va A, lar 4, va 4, larning X
dagi yopig‘idir. Shu sababli quyidagi ikki tenglikka ega bo‘lamiz.

(4, NC)N4, =0, 4, "(4, "C)=0. Lekin,

(A_%mC)mAwl =A_alm(CmAa2) =4, mA_az

A, m(A_asz) =(4, mC)r\A—%:A_%mAaZ.

Bundan 4, N4, =0 , 4, N4, =6 ofrinlidir. Bu 4, va 4, to‘plamlarning
ayri ekanligini bildiradi. Bu ziddiyat teorema o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.

Bog‘lamli fazolarning maxsus chizigli bog‘lamli sinfi ham mavjud.
Yugoridagi teorema shu chiziqli bog‘lamli fazolar sinfi shartlarini

ganoatlantiradi.
3.1.2. Ta’rif. S:[01]—> X, S(0)=a, S@)=b shartlarni ganoatlantiruvchi

uzluksiz s akslantirish X topologik fazoning a va b nugtalarini tutashtiruvchi
yo‘l deyiladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, [0,1] kesmaning S akslantirishdagi obrazi a va b
nugqtalarni tutashtiruvchi bog‘lamli to‘plam ekan.

3.1.3. Ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki nuqtasini yo‘l
orgali tutashtirish mumkin bo‘lsa, X fazo chiziqli bog‘lamli fazo deyiladi.

Ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, ixtiyoriy chiziqli bog‘lamli fazo bog‘lamlidir.
Lekin buning aksi doimo ham o‘rinli bo‘lavermaydi. Bunga quyidagi ikKi
misolni keltiramiz.

3.1.3. Misol. Tekislikda, ya’ni R? fazoda quyidagi to‘plamostini ko‘raylik:

B

X {(O,AO);(fo) ]0{(%,0),(%,1)}(0,1); bu yerda 4(0,0), 4,(10), An(%,O), Bn(%,l)

n=1

tekislik nugtalardir, [A, A], [A,.B,] kesmalar, (0,1) interval.
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c(01) (0.1 B, B, By(1,0)

A0y 13 12 4‘11(1',1'!

Bu X to‘plam bog‘lamli bo‘ladi. Lekin chizigli bog‘lamli emas, chunki
S(0,1) nugtani X ning boshga nugtalari bilan yo‘l orgali tutashtirish mumkin
emas.

3.1.4. Misol. R? tekislikda M to‘plam sifatida ordinatalar o‘qida uchlari
A(0,-1) va B(0,1) nugtada bo‘lgan [4,B] kesma va y:Sin§(0<X£27z) funksiya

grafigi Grf dan tashkil topgan to‘plamni olaylik.
AY

\f

|~

. G 4 <

N
:}
3
X

Bu M to‘plam bog‘lamli to‘plamni tashkil qiladi, lekin chiziqli bog‘lamli

bo‘lmaydi. Chunki [4,B] kesma nugtalari bilan M ning boshga nugtalarini

1Kypaes T.®.Tononorusra kupuir. Ymdamiap, GyHkropaap, dmsukiap. -T.: 2012, -187 6.

65



tutashtiruvchi yo‘l mavjud emas. Hagiqatan ham, M to‘plam [4,B] kesma va

Tf grafikdan iborat, ya’ni M =[4,B]JUF,. F, grafikni olsak, bu bog‘lamli
to‘plamdir. [4,B] kesmaning har bir nugtasi M to‘plam uchun tegish nuqta
bo‘lmoqda, ya’ni ixtiyoriy O(x, € ¢) atrofi bilan M va F, ning kesishmasi bo‘sh
emas. Demak, F, =F, U[AB)=M . Bu xulosaga ko‘ra, M to‘plam bog‘lamli

to‘plamdir.

Bog‘lamli to‘plamlarning (fazolarning) to‘g‘ri ko‘paytmasi va Tixonov
ko‘paytmalarining bog‘lamli bo‘lishi haqidagi jumlalarni keltiramiz.

3.1.4. Teorema. Bog‘lamli fazolarning ko‘paytmasi XxY bog‘lamli
fazodir.

3.1.5. Teorema. Ixtiyoriy sondagi bog‘lamli fazolarning Tixonov

ko‘paytmasi [ | X, bog‘lamli fazo bo‘ladi.

acA

3.1.6.Teorema. X topologik fazo kompakt kengaytmaga ega bo’lishi uchun
uning Tixonov kengaytmasi bo’lishi zarur va yetarlidir.

3.1.7.Teorema. Agar f(x) funksiya X kompakt to’plamda uzluksiz bo’lsa,
funksiya X da tekis uzluksiz bo’ladi.

3.1.8.Teorema. Kompakt fazoning uzluksiz aks ettirishdagi tasviri kompakt
fazodir.

Isbot. X kompakt fazo, f esa X ni biror Y fazoga uzluksiz aks ettirish

bo’lsin. f(x) fazoning ixtiyoriy {U.}., ochiq qoplamasini olamiz, ya’ni

f(X)=uU..

seS

So’ngi munosabatdan X = J f *(U,) tenglik kelib chigadi.

seS

Bundan va f ning uzluksizligidan {f*(U.)}

seS

sistema X ning ochiq

qoplamasi ekanligi kelib chigadi. Demak, undan chekli gism qoplama ajratib

olishi mumkin, ya’ni ushbu Lmjf‘l(usk):x tenglikni yozishimiz mumkin.
k=1
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Bundan f(x)=| Ju, tenglik kelib chigadi, ya’ni U, U, ..U, sistema f(X)
k=1

ni goplaydi, demak f (X)kompaktdir.
3.1.9.Teorema. Agar 4 fazo X Tixonov fazosining kompakt fazoostisi
bo’lsa, u holsa har bir Bc X\A yopiq to’plam uchun shunday uzluksiz

f: X — 1 funksiyalar topiladiki, barcha xe X uchun f(x)=0 va barcha xeB
uchun f(x)=1 bo’ladi.
Isbot. Har bir xe A uchun shunday f,:X —1 funksiya mavjud bo’lib,

bunda f,(x)=0 va f (B)c {l}.

AchXl[[O, %]j ekanligidan, shunday chekli {x,x,,...x,}c A to’plam

xeX
topiladiki ACQ fxi‘l([o, %]J boladi.

g: X — 1 funksiyani quyidagicha aniglaymiz:
g(x) =min(f, (x), f, (%),..., f, (x))
bu funksiya quyidagicha shartni ganoatlantirsin:

Acg™([0,1\2]) va g(B) {1}
U holda f(x)=2max(g(x)—%,0) formula bilan aniglanuvchi f:X -1

funksiya Teorema shartini ganoatlantiradi.

67



2.Topologik fazolarning absolyuti va Shanin sonlari

Agar X va Y regulyar fazolar o’zaro absolyut bo’lsa, ular umumiy
xossalarga ega bo’ladilar. Masalan:

C(X)=C(Y), d(X)=d(Y), mo(X)=zmo(Y).

Agar bu topologik fazolarning bittasi kompakt, final kompakt,
parakompakt, lakal kompakt, Chex tipidagi kompakt fazo bolsa, u holda
ikkinchisi ham shunday bo’ladi.

Magsad, X va Y regulyar fazolar o’zaro absolyut bo’lsa, shanin sonlari
o’zaro sh(X)=sh(Y) ekanligini ko’rsatish.

Ba’zi aniqliklarni eslatib o’tamiz.

3.2.1.Ta’rif. f:X —Y akslantirish to’la deyiladi

1) X - Xausdorff fazosi;
2) f -yopiq akslantirish;
3) Ixtiyoriy yeY uchun f™(Y)to’plam kompakt fazo bo’lsa.

Agar f(x)=f(x,) shartni ganoatlantiruvchi x =x,eX nugtalar uchun

o’zaro kesishmaydigan atroflar mavjud bo’lsa, u holda f:X —»Y uzluksiz
akslantirish seporabel deyiladi
Agar ixtiyoriy Ac X yopiq to’plamosti uchun
f(A)=Y
shart bajarilsa, u holda f: X —Y akslantirish ochiq deyiladi.
Agar X topologik fazoning ivtiyoriy ochigq U < X to’plamostisi uchun [U |
to’plam X da ochiq bo’lsa, X topologik fazo ekstrimal bog’lamsiz deyiladi.
Agar ixtiyoriy quvvati |A|=z ga teng bo’lgan
u={U,:aeh}
ochiq to’plamlar oilasi uchun X da shunday quvvati r ga teng bo’lgan
B < X to’plamosti topilib
NU,:aeB} =0
shart bajarilsa z > y, kardinal son X fazoning kalibri deyiladi.
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X topologik fazoning kalibrlari to’plami k(X ) ko’rinishida belgilanadi.
sh(X)=min{z:7—X fazoning kalibri}
ga X topologik fazoning shanin soni deyiladi.

3.2.1.Teorema. Agar f:X —Y uzluksiz va ustiga akslantirish bo’lsa, u

holda

k(Y)<k(X), sh(Y)<sh(X)
shart bajariladi®.

3.2.2.Teorema. Agar f:X —Y uzluksiz va ustiga akslantirish berilgan

bo’lsin.

f : X —Y akslantirish yopiq akslantirish bo’lishi uchun ixtiyoriy U < X ochiq
to’plam uchun

f(U):{er : f‘l(y)cU}
to’plam Y da ochiq bo’lishi zarur va yetarli?.

3.2.3.Teorema. X va Y regulyar fazolar o’zaro absolyut bo’Isin. U holda
k(X)=k(Y) bo’ladi.

Isbot. >N, bo’lsin. 3.2.2. teoremadan k(Y)<k(X) ligini ko’rish
mumkin. x={U,:aeA} oila X ning ixtiyoriy ochiq to’plamostilaridan tashkil
topgan oila bo’lsin.

f (Ua):{er ; f‘l(y)cua}
bo’lgan

f(u)={f(U,):ach}
sistemani tekshiramiz.

(2) teoremadan f(u) sisttma Y ning ochiq to’plamostisi bo’ladi.
Ac A gism oilalagidan |A=z va ixtiyoriy kesishma ~{f(U,):aeAcA}=@

bo’ladi.

! Arhangel’skii A.V. , Ponomarvoy V.I. bases of general topology In problems and exercises. Moskow. 1974. p.
475.

2 Beshimov R.B. Caliber, precaliber and theShanin number of hyperspaces// 2012 TWMS Journal of Pure and
Applied Mathematics,V.3, n.1, p.12-17.
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f - uzluksizligidan har bir f(U,)e f(x) uchun f*(f(U,))<=U, to’plam
X ning ochiq to’plamostisi bo’ladi.
N{f(U,):a e Ac A} =@ dan biz ixtiyoriy kesishma
NU,:aeAl =D
ligiga erishamiz. 3.2.3.- teorema isbotlandi.
Xulosa. X va Y regulyar fazolar o’zaro absolyut bo’lsin. U holda
sh(X)=sh(Y) bo’ladi.
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3. Topologik fazolarning kardinal xossalarini OTM da o’rganish
Topologiya fani matematikaning deyarli yosh, lekin muhim qismidir.
Topologiya fanini paydo bo’lishida XIX asr matematiklari Labachevskiy,
Riman, Kantor, Gilbert, Freshlar katta hissa qo’shganlar. Lekin, uning ba’zi
elementlarini  antik davr olimlari Platon, Aristotel, Evklid, Ptolomeylarni
ishlarida uchratish mumkin.

Topologiyaga quyidagicha ta’rif berish mumkin: topologiya —
matematikaning geometrik bo‘limi bo‘lib, uzluksizlikni tadqiq qiluvchi, ya’ni
uzluksiz akslantirishlarni o‘rganuvchi sohasi hisoblanadi. Qisqacha qilib
aytganda, funksiyaning uzluksizligi tushunchasga ko‘ra, metrik fazo va
topologik fazolar hamda ularning uzluksiz akslantirishlarni anglatadi. Geometrik
nuqtai nazardan ikki sonning ayirmasi moduli uni sonlar o‘qi R da nuqtalar
orasidagi masofadan iborat ekanligini bildiradi.

1906-yilda fransuz matematigi M. Freshe fanga metrik fazo tushunchasini
kiritganidan so‘ng ixtiyoriy tabiatli to‘plamda ikki nuqta orasidagi masofani
ma’lum shartlar asosida aniqlash imkoni tug‘ildi’.

Akslantirish f:X —Y ning biror nugtadagi uzluksizlik shartini olaylik, bunda
nugtaning yetarli “yaqin” nuqtalari obrazning yetarli “yaqin” nuqtalariga o‘tadi.
Bu fikrni geometrik tasavvur nuqgtai nazardan ifodalaymiz: X metrik fazo x,

nugtasining (xususiy holda R — to‘g‘ri chiziq) ¢ atrofi o, (x,) deb fazoning x,
nugtadan ¢>0 dan katta bo‘lmagan uzoqlikda yotgan nuqtalari to‘plamini
bildiradi, ya'ni O,(x,) ={x: p(x,x,) <&} (to‘g‘ri chiziqda x, nugtaning & atrofi
(X, —& %, +¢) intervaldan iborat). Akslantirishning x, nugtasidagi uzluksizligi
quyidagi ko‘rinishni oladi: ixtiyoriy >0 son uchun shunday & >0 topilib,
xe0,(x,) hugtalar uchun f(x)e0,f(x,) o‘rinli bo‘laveradi. Bu esa, f:X —>Y
akslantirish x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi, x, nugtaning yetarli “zich” atrofidagi

nuqtalari obrazi f(x,) nuqtaning yetarli “zich” atrofidagi nugqtalariga

1Kypaes T.®.Tomonorusra kupuir. Ymdamiap, GpyHkropaap, smsukiap. -T.: 2012, -187 6.
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akslanadi demakdir.

Bundan ko‘rinadiki, akslantirishning nuqtadagi uzluksizligini aniqlash
uchun nugqtalar orasidagi masofa nuqtaning atrofi tushunchasidan foydalanish
yetarli emas, balki
ma’qul bo‘ladi.

1914-yilda nemis matematigi F. Xausdorf o‘zining “To‘plamlar nazariyasi”
kitobida birinchi bo‘lib nuqtaning atrofi tushunchasini aksiomalashtirib,
topologik (atroflar orqgali aniglangan) fazoning ta’rifini ifodalab berdi.
Keyinchalik topologik fazolarning nisbatan soddaroq ta’riflari keltirildi,

Shuni jiddiy ta’kidlashimiz kerakki, metrik fazolar tabiiy ravishda topologik
fazoni tashkil giladi. Topologik fazolarga uzluksiz akslantirishlarning mavjud
bo‘lishi uchun tabiiy muhit sifatida garalib, uning asosida topologiyaning
umumiy topologiya deb ataluvchi bir tarmog‘i vujudga keldi va barqaror
rivojlanib bormoqda. Topologiyaning boshga tarmoglaridan farqli o‘laroq
umumiy geometrik topologiya uning umumiy va sof topologik xossalarini
o‘rganadi.

Xususiy holda differensial va bo‘lakli-chizigli (kusochno-lineynaya)
topologiya differensiallanuvchi ko‘pxilliklar va poliedrlar (umumlashgan
ko‘pyoqliklar)ning, algebraik va gomotopik topologiya esa, algebraning
topologiyada qo‘llanishiga asoslanadi. Shuni ta’kidlash kerakki, oxirgi paytlarda
gomologiya va gomotopik topologiyalarda topologiyaning juda muhim umumiy
topologik fazolar sinflari o‘rganilmoqdaki, algebraik topologiya bilan umumiy
topologiya orasidagi chegarani aniqlash ma’lum murakkablik tug‘dirmoqda.
Uzluksiz  akslantirishlar ~ xususiyatini  o‘rganish, o0‘z navbatida, bu
akslantirishlarni aniglash va qiymatlari sohalari bo‘lmish topologik fazolarni
o‘rganishga olib keladi.

Topologik fazolarni uzluksiz akslantirishlar orasida topologik akslantirishlar

(gomeomorf) deb ataluvchi gomeomorfizmlar maxsus o‘rin tutadi. Bu

1)Kypaes T.®.Tononorusra kupui. Yraamiap, Gpyskropap, unmsukmap. -T.: 2012, -187 6.
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akslantirishlar topologiyada shunday muhim o‘rinni egallaydiki, chunonchi,
o‘zaro bir qiymatli affin akslantirishlar affin geometriyada qanday ahamiyat
kasb etsa, ular ham topologiyada shunday ahamiyat kasb etadi. Masalan, X va

Y lar metrik fazolar bo‘lsa, f:X —Y akslantirishning gomeomorfizm ekanligi

X fazoning shakl va o‘Ichovlari Y fazoga ham bir xilda o‘tadi, X fazoda hech
qanday “uzilish” va hech qanday nuqtalarni “yelimlash” ro‘y bermasa, Y fazoda
ham xuddi shunday bo‘ladi?.

Topologik akslantirishlar bizga jo‘n topologik invariantlarni ta’riflash va
aniqlashda qo‘l keladi. Bu invariantlar topologik akslantirishda o‘z xususiyatini
o‘zgartirmaydi. Topologik invariantlarga misol tarigasida topologik fazoning
quvvati tushunchasini, topologik fazolarning salmog‘ini, fazoning bir yoki bir
necha bo‘lakdan iborat bo‘lishini, ya’ni bog‘lamli yoki bog‘lamsiz ekanligini,
topologik chegaralanganlik xossasini (kompaktliligini), fazolarning “o‘lchovlari
soni”ni (fazoning o‘lchami) keltirish mumkin. Metrik, affin va proektiv
geometriyalarga o‘xshab, topologiya ham ko‘p hollarda matematikaning
topologik invariantlarini o‘rganuvchi  bo‘limi deb yuritiladi. Umumiy
topologiyada ko‘p o‘rganilayotgan, yetarlicha geometrik va asosiy topologik
invariantlardan biri fazolarning “o‘lchovlari soni”dir. Bu juda muhim
invariantlardan biridir. Biz geometriyada to‘g‘ri chiziq, tekislik, R® fazo va
uning qism fazolari o‘lchamlarini vektor fazoning chiziqli erkin vektorlari soni
orgali aniglagan edik. Topologiyada esa, o‘lchamlarning uchta: dim, ind va Ind
invariantlari bilan tanishamiz.

O‘lchamlar nazariyasining eng mashhur nazariyotchi va asoschilari sifatida
dunyoning uch mashhur matematigi: A. Puankare, A. Lebeg va L. Brauerlar
alohida e’tirof etiladi. 1913-yilgacha hech qanday o‘lchamlar nazariyasi, hattoki
ularning ta’riflanishi ham mavjud emas edi. Shu jumladan, o‘lchamlar
nazariyasi topologiyaning o‘rganish sohasi ekanligi ham ma’lum emasdi. Lekin
o‘lchamlar nazariyasi to‘plamlar nazariyasining o‘rganish obyekti emasligi aniq

edi. Bu faktni to‘plamlar nazariyasi asoschisi G. Kantor 1890-yilda to‘g‘ri chiziq
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nuqtalari to‘plami bilan tekislikning nugqtalari to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir
qiymatli moslikni o‘rnatib, asoslagan edi[4].

Bu yo‘nalishda 1911-yilda Brauer ajoyib natijaga, ya’ni R" va R™ (m=n)
Evklid fazolarining gomeomorf emasligini aniglashga erishdi. Bu faktni
isbotlashda Brauer o‘lchamlar nazariyasiga asoslanmadi, chunki bu paytda hatto
o‘lchamning ta’rifi ham yo‘q edi. 1912-yilda filosofik jurnalda A. Puankarening
bir maqolasi e’lon qilindi va u 0‘z maqolasida o‘lchamning ta’rifini keltirmasa
ham, o‘lchamning ta’rifiga induktiv yondashish kerakligini yetarlicha yoritib
berdi. Ushbu magqolada u topologik fazoni yetarlicha “kichik o‘lchamli gism
fazoostilarga bo‘lishga asoslanadi. 1913-yilda Brauer bu magolaga asoslanib,
yetarlicha keng topologik fazolar sinfi uchun katta induktiv o‘lcham [ |ndx deb
ataluvchi o‘lchamning aniq ta’rifini berdi va Indr” =n ni isbotladi. Keyinchalik
Lebeg va Brauerlar o‘lchamning qoplama tilidagi ta’rifini berdi, ya’ni dim X
to‘plam o‘lcham invarianti ta’riflandi. 1922-1923-yillarda Brauerning indx
o‘lchamidan farqli ravishda va bir-biridan bexabar holda rus matematigi P.S.
Urison hamda avstriyalik Ye. Mengerlar kichik indx o‘lchamining ta’rifini
berishdi.

Ko‘pgina matematik tushunchalar, ba’zida butun bir matematik nazariyalar
vujudga kelishi bilan matematikadan tashqgarida bir qancha vaqt davomida oz
tatbig‘ini topmaydi. Jumboqli kompleks sonlar tarixi bunga yaqqol misol
bo‘ladi: ushbu sonlar bir necha yuz yillar mobaynida boshga sohalarda
qo‘llanilmay, keyinchalik fizika va mexanikaga kirib keldi. Shunga o‘xshab,
matematikaning asosiy bo‘g‘ini bo‘lmish geometriya fanini oladigan bo‘lsak, bu
sohada noevklid (Lobachevskiy) geometriyaning asosiy obyektlari -
Lobachevskiy tekisligi va fazosi (Lobachevskiy tekisligi modeli) ham bir necha
o‘n yillar davomida oz tatbig‘ini topmagan.

Shunga o‘xshash sohalardan yana biri Evklid geometriyasi, Lobachevskiy

geometriyasi, zamonamiz geometriyasi, golaversa, zamonaviy matematikaning
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bir bo‘limi, hosilasi bo‘lgan topologiya fanidir. Topologiya so‘zining lug‘aviy
ma’nosi grekcha 70705 — joy (o ‘rin), royol — qonun so‘zlaridan iborat.

Topologiya atamasini birinchi bo‘lib Listing qo‘llagan. Topologiya —
matematikaning nisbatan “yosh” va muhim bo‘limlaridan biridir. Topologiya
fani geometriya va matematik analiz fanlarining gator fundamental faktlarini
(tushunchalarini) umumiy nugqtai nazardan qayta ko‘rib chiqish natijasida paydo
bo‘ldi.

Topologiya fan sifatida ilk marta XIX asrning oxirlarida buyuk fransuz
matematigi Anri Puankare ishlarida shakllana boshlagan. U topologiyani
“analysis situs” (lotinchadan tarjimasi — joy (o 7in) geometriyasi) tahlili deb
nomlaydi. Bu atamani esa, matematikaga birinchi bo‘lib Riman olib kirgan.

Keyinchalik bu atamalar bir so‘z bilan topologiya deb atala boshlandi.

Bu o‘rinda mashhur fransuz matematigi Andre Veylning topologiya xususida
aytgan quyidagi so‘zlari ham e’tiborga loyiqdir: “Har bir matematikning galbini
zabt etish ustida topologiya farishtasi bilan mavhum algebra shaytoni kurash
olib boradi. Bu orgali, birinchidan, topologiyaning ajoyib jozibasi va go‘zalligi
namoyon bo‘lsa, ikkinchidan, barcha zamonaviy matematikaning g‘aroyib
birikishi topologiya va algebraga eltishi ifoda etiladi”.

Hozirgi zamon fanlarining rivojlanishida topologiyaning fizika, biologiya,
ximiya va Dbinobarin, geografiya fanlaridagi tatbig‘i qo‘llanilmoqda.
Topologiyaning sehrli olamiga kirish mashaqqatlidir. Shu sababli topologiya
fanining tushuncha, ta’rif va ma’lumotlarini puxta o‘zlashtirish muhim. Oddiy
topologik tushunchalar bizni o‘rab turgan olamga nazar tashlaganda paydo bo‘la
boshlaydi. O‘z-o°‘zidan tushunarliki, figuralarning geometrik xossalariga figura
o‘lchamlari, ularning joylashishi, burchaklarining ko‘rinishi va hokazolar
kiradi®.

Bu geometrik xususiyatlardan tashqari, yana nimadir nazarimizdan chetda

qolayotgandek tuyuladi. Masalan, geometrik chiziglarning yopigq yoki yopiq

13Kypaes T.®.Tononorusra kupui. Yruamiap, Gpyskropaap, uusukiap. -T.: 2012, -187 6
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emasligi, figuralarning “teshikli” yoki “teshiksiz”, cho‘ziluvchan yoki
cho‘ziluvchan emasligi, geometrik figuralarning zanjirsimonligi yoki yo‘qligi,
bog‘lamli chiziglarning bog‘ichli bo‘lishi yoki bo‘lmasligi, figuralarni
yirtmasdan cho‘zish yoki cho‘zish mumkin emasligi kabi xossalarini inobatga
oladigan bo‘lsak, Evklid geometriyasidan sal tashqariga chiqishga to‘g‘ri keladi.
Aynan shu o‘rganish natijasida va shu kabi geometrik figuralarning xossalarini
o‘rganuvchi topologiya fani elementlari kirib kela boshladi’.

A. Puankare nuqtai nazariga ko‘ra, topologiya shunday fanki, u geometrik
figuralarning sifatiy xossalarini faqat uch o‘lchamli fazoda emas, balki undan
yuqori o‘lchamli fazolarda ham o‘rganishga yordam beradi. Geometrik
figuralarning sifatiy xossalari deganda, masalan, sferani rezina gobiq bilan
goplangan deb faraz qilib, uni yetarlicha sigishni yoki yetarlicha uzmasdan
cho‘zishni tushunish mumkin. Sferani bunday almashtirishlar topologik
gomeomorfizm deb yuritiladi. Figuralarning sifatiy xossalari bu figuraga o‘zaro
gomeomorf bo‘lgan barcha geometrik figuralarga tegishli bo‘ladi. Bunday
xossalar bir so‘z bilan topologik xossalar deb ataladi.

Topologiya fani geometriya va matematik analiz fanlarining
elementlaridan keng foydalansada uni o’rganish ancha qiyin.
Shuning uchun topologiya fa’nining tushuncha, ta’rif va ma’lumotlarini

puxta o’rganish muhim.

Shu sababli  ham hozirgi kunda matematika o’qitish metodikasi
yo’nalishida ish olib borayotgan olimlar va mutahasislarni topologiya
elementlarini 0’qitish muammolari 0’ziga jalb etmoqda.

Topologiya fan sifatida o’rganuvchilarga qiyinchilik tug’dirishi mumkin.
Lekin, fan nuqtai nazaridan topologiya elementlarini o’rganish o’quvchilarda
matematikaga bo’lgan qiziqishni oshiradi, bilim doirasini kengaytiradi, mantiqiy
o’ylash qobiliyatini oshiradi, amaliy masalalarni ishlashda nazariy bilimlardan
foydalana olishni o’rgatadi.

Topologiyani muhim elementlaridan biri topologik invariantlardir. Ko’p

hollarda olimlar topologiyani huddi metrik, affin va proektiv geometriyaga
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o’xshab matematikaning topologik invariantlarini o’rganuvchi bo’limi deb
yuritadilar.  Invariantlar topologik akslantirishlarda 0’z  husussiyatini
o’zgartirmaydi.

Oliy ta’lim muassasalarida topologiya fani “Matematika va informatika”

yo‘nalishlarida Il va IV bosgichlarda, “Matematika” yo‘nalishlari bo‘yicha
11 bosgichda, ‘“Matematika o‘qitish metodikasi” bo‘yicha Il kursga
mo ‘ljallangan.

Magistrlik yo‘nalishi bo‘yicha “Matematika o‘qitish metodikasi” bo‘yicha
| kurs, Universitetlarning “Matematika” yo‘nalishi bo‘yicha | kursda kengroq

o‘tiladi.
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I1I bob bo’yicha xulosa

Uchinchi bob topologik fazolarning kardinal xossalariga bag’ishlangan
bo’lib, bunda topologik fazolarning kardinal xossalarini uzluksiz
akslantirishdagi va ko’paytmadagi holati ko’rib chiqilgan. Oliy o’quv yurtlarida
topologik fazolarning kardinal xossalarini o’rganishga ham to’xtalib o’tilgan.
Shu bilan birga bu bobda ilmiy ishning yangiligi, ya’ni mavzuga doir teorema
keltirilib isbotlangan. Topologik fazolarning absolyuti va Shanin sonlarining
ta’riflari berilgan. Agar ikkita regulyar fazolar o’zaro absolyut bo’lsa, u holda

ularning kalibrlari teng bo’lishi isbotlangan.
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Xulosa

Dissertatsiyaning birinchi  bobida topologiyaning asosiy obyektlari va
topologik fazo ta’rifi berildi, topologik fazoning asosiy tushunchalarining
mohiyati yoritildi. Bunda to’plam, uning elementlari, ikkita to’plamning
birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi, qism to’plam, to’plam to’ldiruvchisi
tushunchalariga ta’riflar berilib misollar ko’rsatilgan, teoremalar keltirilgan. Shu
bilan birga to’plamlarning quvvati, ixtiyori to’plamlar sistemasi uchun Dekart
ko’paytma va funksiya tushunchalari keltirib o’tilgan. Ikkinchi paragrafda
topologik fazoning tarifi keltirilda va misollar ko’rsatildi. Topologik fazoning
asosiy tushunchalari: ochiq to’plam, yopiq to’plam, topologik fazo bazasi,
salmog’1, harakteriga ta’rif berilib misollar orqali tushuntirilgan, ularga oid
teoremalar ko’rsatilib isbotlangan. Topologiya kiritishning ochiq to’plamlarini
bevosita ko’rsatish orqali, baza orqali, atroflar sistemasi bilan, yopiq to’plamlar
sistemasi bilan, yoki yopilma operatori, ikki gismini olish shartlari orqali Kiritish
usullari ko’rsatildi.

Qisgasi, bu bobda topologiya va topologik fazolarning asosiy tushunchalari
o’rganildi.

Ikkinchi  bobda tapologiyaning asosiy tushunchalaridan biri bo’lgan
uzluksiz funksiyalar ko’rib chiqilgan. Unga ta’rif berilib, xossalari o’rganilgan,
teoremalar keltirilib isbotlangan, misollar ko’rsatilgan. Ikkichi paragraf
ajrimlilik aksiomalariga bag’ishlangan. Har bir fazo ta’riflanib, misollar
keltirilgan, bir — biridan farqi ko’rsatilgan. Uchinchi bobi kompakt fazolar va
ular ustida amallarga bag’ishlangan. Bunda kompaktlik ta’rifi berilgan.
Kompakt fazolarning uzluksiz akslantirishdagi va Dekart ko’paytmadagi holati
ko’rib chiqgilgan. Kompaktlik topologik invariantligi ko’rsatilgan.

Uchinchi bob topologik fazolarning kardinal xossalariga bag’ishlangan
bo’lib, bunda topologik fazolarning kardinal xossalarini uzluksiz
akslantirishdagi va ko’paytmadagi holati ko’rib chiqilgan. Oliy o’quv yurtlarida
topologik fazolarning kardinal xossalarini o’rganishga ham to’xtalib o’tilgan.

Shu bilan birga bu bobda ilmiy ishning yangiligi, ya’ni mavzuga doir teorema
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keltirilib isbotlangan. Topologik fazolarning absolyuti va Shanin sonlarining
ta’riflari berilgan. Agar ikkita regulyar fazolar o’zaro absolyut bo’lsa, u holda

ularning kalibrlari teng bo’lishi isbotlangan.
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