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ВВЕДЕНИЕ

Конечно, у нас есть и подсознание, о нем отчасти и будет моя книга. Но мы не располагаем картами этого недоступного континента. «Научными кар​тами» во всяком случае.

Айрис Мердок, «Черный принц»
Они еще не умели поверить в то, что полет мысли и полет ветра и крыльев - явления в равной степени материальные.

Ричард Бах, «Чайка Джонатан Ливингстон»
Однажды много лет назад Декарт, взглянув через зареше​ченное окно на росший во дворе дуб, понял, что с помощью оконной решетки можно задать числами положения частей дуба: ствола, ветвей, листьев, — оцифровать дуб. Уменьшая размер ячеек решетки, можно получить оцифровки дуба, содержащие все больше и больше деталей. Декарт воскликнул: «Эврика!» (или еще что-то в этом роде) и создал прямоугольную декартову систему координат. Это был момент величайшего значения в математизации физики. Любой материальный объект мог быть закодирован с помощью декартовых координат. Описание движе​ния этого объекта могло быть представлено в виде функциональ​ных преобразований декартовых координат. Можно сказать, что был создан числовой образ физического пространства.

Следует отметить, что создание точной математической мо​дели для оцифровки физического пространства требовало еще очень много усилий и времени. Нужно было создать матема​тическую структуру, в которой процесс уменьшения размеров декартовой решетки мог продолжаться до бесконечности, гаран​тируя в пределе бесконечную точность цифрового представле​ния материальных объектов.
 Соответствующая математическая структура известна в настоящее время как поле вещественных чисел R. Для оцифровки физического пространства использу​ется декартово произведение R3 = R x R x R. Напомним, что вещественные числа прошли долгий путь от «глухих чисел» (numeri surdi в Liber abaci Леонардо Пизанского, 1202) или «выдуманных чисел» (numeri ficti) до «реальных чисел» (real num​bers). Только в Arithmetica Integra Михаиля Штифеля (1544) им было дано условное значение чисел и присвоено имя irrationales numeri, причем Штифель в конце концов приходит к выводу irrationales numerus поп est verus numerus, т.е. что иррацио​нальное число не есть истинное число '). Только в XIX веке, благодаря работам Кантора и Дедекинда, было создано стро​гое математическое описание вещественных чисел. Заметим, что камнем преткновения являлись иррациональные числа[image: image707.jpg]ARSI IEI NN 08 W RN TR ISR o VRN A7
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... Реальность рациональных чисел, представляемых отношениями целых чисел, не вызывала больших сомнений. Таким образом, основной проблемой являлось расширение (пополнение) множе​ства рациональных чисел Q до множества вещественных чисел R. Иррациональные числа не могут быть описаны с помощью конечных процессов. Здесь действительно возникает элемент иррациональности. Интересно, что П. А. Флоренский сравнивал процесс построения иррационального числа с процессом «при​ближения к Богу». Вообще, можно согласиться с высказыванием А. Пуанкаре: «В итоге можно сказать, что разум обладает спо​собностью создавать символы; благодаря этой способности он построил математическую непрерывность (т.е. поле веществен​ных чисел), которая представляет собой только особую систему символов» 2).

В дальнейшем нас будет серьезно интересовать следующий вопрос: «Является ли поле вещественных чисел R единственным «естественным» расширением поля рациональных чисел Q?» Мы увидим, что существуют другие расширения поля Q, а имен​но — поля р-адических чисел Qp, которые возникают не менее естественно, чем R. Таким образом, отталкиваясь от рациональ​ных чисел, разум может создавать и другие системы символов, отличные от вещественных чисел. 
В этой, выпускной квалификационной работе, предлагается использовать эти новые системы чисел — р-адические числа (для описания разума). Но пока вновь вернемся к описанию мира с помощью вещественных чисел

Таким образом, «реальность» вещественной декартовой моде​ли R3, используемой для описания движения материальных тел является результатом многовековой научной эволюции.

Благодаря успешному развитию ньютоновской механики выкристаллизовалось понятие физического пространства, отож​дествляемого с пространством R3.

Используя R-модель, удалось адекватно описать широкий круг явлений в мире материи. Однако уже в начале XX века стало ясно, что некоторые физические явления невозможно описать в физическом пространстве R3. Адекватное описание явлений возможно только в комплексном гильбертовом пространстве Я, которое и играет роль координатного пространства в квантовой физике. Таким образом, даже материальный мир не может быть полностью описан с помощью вещественной декартовой модели. Нужны другие системы координат и, в частности, гильбертова система координат.

Как мы уже обсуждали, довольно естественно создать чис​ловое представление не только для материальных, но и для духовных объектов: идей, ассоциаций, мыслей. Остается только выбрать соответствующую систему духовных координат.

Конечно, можно попытаться использовать для описания ду​ховного мира ту же систему координат, что использовалась и для описания материального мира. И по этому пути идет подавляющее большинство исследователей. В частности, в сот​нях лабораторий по всему миру (с помощью все более и более совершенных магнитно-резонансных приборов) создаются все бо​лее и более точные вещественные декартовы карты активации нейронов в головном мозге. Это интересный вид деятельности. Однако мне не верится, что он может привести к пониманию духовных процессов. В последнее время так же проводятся мно​гочисленные исследования по созданию квантовых моделей рабо​ты мозга. В принципе, это правильное направление. Убедившись, что дух невозможно вложить в R3, стоит попытаться вложить его в гильбертово пространство Н. Однако подавляющее большинство квантово-ментальных исследований базируется па крайне сомнительном постулате редукции: духовные процессы могут быть сведены к квантовым физическим процессам в микро​мире. Например, Роджер Пенроуз, пытается свести акт мышления к гравитационному коллапсу. 

Однако квантовые модели духа не являются основным пред​метом исследований, представленных ВКР. Это, в общем-то, следующий этап исследований. В этой ВКР мы хотели реализовать духовный аналог программы Декарта-Ньютона, создать классическую психофизику.

Итак, мы должны создать математическую модель ментально​го (духовного) пространства, выбрать соответствующую систему координат.

Важнейшей чертой вещественного континуума является его однородность. Все точки физического пространства (с моде​лью R3) равноправны. Мы не можем сказать, что одна точка важнее другой. Однако дух неоднороден! Мы не можем сказать, что все человеческие мысли, идеи, понятия, чувства равноправ​ны. Более того, дух иерархичен! Существует четко выраженная иерархия понятий, образов, чувств. Однако полной упорядочен​ности в ментальном пространстве нет. Невозможно иерар​хически упорядочить все понятия, образы, чувства. Существуют несопоставимые («несоизмеримые») духовные объекты.

Вернемся к декартову дубу и рассмотрим его не через пря​моугольную решетку окна, а с точки зрения иерархии частей дуба. С некоторым удивлением обнаружим, что наилучший способ иерархической кодировки дерева состоит в использовании самой структуры дерева в качестве координатной сетки. Корень дерева занимает наивысшее положение в древесной иерархии. Иерархический вес убывает по мере удаления от корня. Заметим, что для широкого класса деревьев древесную систему координат можно оцифровать. В частности, если дерево р-однородно (где [image: image2.emf] — некоторое натуральное число), т.е. из каждой точки ветвления выходит ровно р новых ветвей, то такое де​рево (при бесконечном продолжении процесса ветвления) будет описываться системой р-адических чисел Qp. В математической литературе обычно рассматривают р-адические деревья для прос​тых чисел [image: image3.emf]. В этом случае на Qp можно ввести структуру числового поля. Мы можем складывать, вычи​тать, умножать и делить ветви р-адического дерева. Более того, на таких деревьях развиты дифференциальное и интегральное исчисления, во многом аналогичные исчислениям на веществен​ной прямой. Поэтому, чтобы упростить математические рассуж​дения, в этой ВКР мы рассматриваем в основном р-адические деревья для простых р.

Таким образом, если бы Декарт в XVII веке заинтересовался не вложением дуба в однородное вещественное «физическое» пространство, а внутренней иерархической геометрией дуба, то, возможно, что вместо прямоугольной системы координат он бы открыл древовидную р-адическую систему координат.

Как мы уже отмечали, важнейшими свойствами R-системы координат является однородность и бесконечная делимость (непрерывность). Предполагается, что все точки вещественной прямой R обладают равными правами, и что процесс умень​шения размеров декартовой сетки может продолжаться беско​нечно. Так что здесь мы имеем бесконечную точность пред​ставления, возрастающую по мере уменьшения размеров сетки. Однако Qp-система координат неоднородна. Существует жесткое иерархическое упорядочивание элементов дерева: корень, ствол, ветви, ответвления, листья. С другой стороны, р-адическое де​рево также бесконечно-делимо (непрерывно). Процесс деления некоторого элемента иерархии на элементы все более и более низкой иерархии может продолжаться бесконечно. Таким об​разом, существуют два континуума: однородный вещественный и иерархический р-адический.

Подчеркнем еще одно фундаментальное отличие веществен​ного и р-адического пространств. Вещественная прямая (как и декартовы произведения вещественных прямых) является связ​ным пространством. Вещественную прямую нельзя разбить на две части, не имеющие общей границы. Например, если мы разобьем прямую на два полубесконечных интервала [image: image4.emf] и [image: image5.emf], то граничной точкой является 0. Заметим, что ин​тервал [image: image6.emf] является открытым, т.е. он не содержит своей границы (точки 0). А интервал (0,+ос) является замкнутым, он содержит свою границу (точку 0). Аналогично определяются открытые и замкнутые множества в общем случае. Связное про​странство можно определить, как пространство, которое нельзя представить в виде объединения двух множеств, в одно и то же время и открытых, и замкнутых и имеющих пустое пересечение (и так оно определяется в современной науке об абстрактных свойствах пространства топологии). Однако для нас важна связ​ность как наличие общей границы. Аристотель называл такое свойство пространства непрерывностью и считал, что это одно из фундаментальных свойств физического пространства.

Заметим, что р-адические пространства не являются связ​ными (с точки зрения Аристотеля они не непрерывны). Любое р-адическое дерево можно разбить на две части, не имеющие общей границы или, что эквивалентно, на две непересекающиеся части, являющиеся одновременно и открытыми, и замкнутыми. Мы обсудим воззрения Аристотеля на топологические свойства физического пространства и пространства духа несколько позднее в общем контексте представления духовных объектов с помощью чис​ловых систем — Платон, Аристотель, Лейбниц, ..., Хренни​ков, ...

Удивительный математический результат даст знаменитая теорема теории чисел — теорема Островского, утверждающая, что третьего «естественного континуума» не существует. Под естественным мы понимаем здесь континуум, являющийся по​полнением множества рациональных чисел Q и числовым по​лем. И R, и Qp, р — простое, являются числовыми полями, пополняющими поле рациональных чисел Q. Здесь мы не будем вдаваться в детали вложения Q в Qp, т.е. представления ра​циональных чисел некоторым множеством ветвей р-адического дерева. Таким образом, в силу теоремы Островского любое пополнение поля Q. являющееся полем, — это либо поле вещественных чисел R, либо одно из полей р-адических чисел Qp, p — простое.

Лично я отношусь к теореме Островского с почти религиоз​ным трепетом, считая, что это знак свыше, указывающий, что природа состоит из двух и только двух частей. Одна из них описывается вещественными числами, а другая р-адическими. Мы уже хорошо знаем, какая часть природы описывается ве​щественными числами, а именно — движение макроскопических материальных объектов. Классическая физика — это веществен​ная физика. Предстоит понять, какая же часть природы описы​вается р-адическими числами.

В 1984 г. B.C. Владимиров и И.В. Волович предположи​ли, что р-адические числа могут быть использованы для опи​сания пространства на фантастически малых расстояниях, так называемых планковских расстояниях ~10-34 см. В 1987 г. И. В. Волович предложил использовать р-адическое пространство в теории струн. Работа И.В. Воловича в журнале «Классическая и квантовая гравитация» вызвала настоящий шквал публикаций по р-адическим струнам (Фрейнд, Виттен, Олсон, Владимиров, Арефьева, Фрамптон, Окада, Драгович, Паризи, Маринари. ...). Следует подчеркнуть, что для Владимирова и Воловича опреде​ляющей чертой р-адической координаты была не иерархическая древообразная структура, а нарушение аксиомы Архимеда в Qp. Напомним, что в R аксиома Архимеда выполняется: для любых двух положительных вещественных чисел l и L можно найти такое натуральное число n, что имеет место неравенство
[image: image7.emf].
По существу, Владимиров и Волович выразили в четкой ма​тематической форме неясные представления о неархимедовости (и неупорядоченности) пространства в микромире, витавшие на протяжении десятилетий в космологии, теории гравитации и тео​рии струн. С другой стороны, Владимиров и Волович впервые четко обозначили роль рациональных чисел в физике и отде​лили использование рациональных чисел от более общих веще​ственных. В традиционной классической физике рациональные числа никогда не выделялись, все процессы рассматривались в R. Впервые было подчеркнуто, что лишь рациональные числа являются физическими числами. Действительно, в любом экс​перименте можно измерить лишь конечное число знаков после запятой. Поэтому такие числа, как [image: image8.emf] или [image: image9.emf], являются лишь символами, обозначающими бесконечные измерительные процес​сы (ср. с приведенной выше цитатой из книги Анри Пуанкаре).

Таким образом, развивая любую физическую теорию, следует стартовать с поля рациональных чисел Q, которому принадлежат все экспериментальные данные, а затем пополнять Q, строя математическую модель. В силу теоремы Островского такая про​грамма может быть реализована только двумя способами: веще​ственным или р-адическим.

Напомним (и это еще не было отмечено), что существует бесконечно много различных р-адических представлений. По​ля р-адических чисел для различных простых р неизоморфны. Таким образом, р-адическое описание не эквивалентно р-адическому. Неизоморфность различных полей Qp порождает очень серьезную проблему при построении р-адических моделей мик​ромира: какое простое число р следует выбрать для системы координат в планковском мире?
Полной ясности в этом вопросе нет до сих пор. Действи​тельно, было бы несколько странно, если бы микромир оказал​ся. например, 1999-адическим. Одним из решений этой пробле​мы является рассмотрение не р-адической системы координат для фиксированного простого р, а адельной системы координат. Адельная координата содержит и вещественную, и все р-адические координаты.

В дальнейшем Владимиров и Волович выдвинули принцип инвариантности физических моделей относительно выбора чис​лового поля, используемого в качестве основания системы ко​ординат. Таким образом, предлагалось рассматривать не только пополнения поля рациональных чисел Q, но и более общие поля. Отмстим, что, например, р-адический аналог Ср поля комплекс​ных чисел С является бесконечномерным линейным простран​ством над Qp. В литературах практически все модели математической физики над R были обобщены на случай произвольного числового поля К. Несмотря на развитие мощного теоретического аппарата над р-адическими (и более общими) числовыми полями, какие-либо экспериментальные данные, поддерживающие р-адическую мо​дель физического пространства на планковских расстояниях, от​сутствуют. Однако не следует рассматривать отсутствие экспери​ментальных данных как свидетельство неадекватности р-адиче​ской модели. Физические р-адические модели тесно связаны с такими фундаментальными физическими теориями, как грави​тация, космология, теория струн, которые в свою очередь еще очень  далеки  от  полного  экспериментального  подтверждения.

1.МЕТРИЧЕСКИЕ И УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА.

Метрические пространства

Называя некоторое множество пространством, в функциональном анализе обычно наделяют его одним или несколькими свойствами обычных пространств, изучаемых в элементарной геометрии. Основные свойства пространства – это:
1) в пространстве определено расстояние между любыми двумя точками;

2) из любой точки пространства можно непрерывно (не выходя из этого пространства) перейти в любую другую точку; при этом каждую точку можно заключить в некоторую как угодно малую «окрестность» этой точки, представляющую собой подмножество множества всех точек этого пространства; 

3) в пространстве определено понятие вектора (элемента) пространства и операции сложения элементов (векторов) пространства и умножения вектора на число.

  
Наделяя абстрактное пространство каким-нибудь одним, или любыми двумя, или тремя из этих свойств, мы получаем различные типы пространств, которые изучаются в функциональном анализе. Опираясь на известные свойства расстояния между точками в трехмерном пространстве аналогично введем понятие расстояния между двумя точками в любом пространстве.

Опр. На множестве X определена структура метрического пространства, если задана функция пары аргументов 
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, которая обладает следующими свойствами: 

1) 
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[image: image12.wmf](,)(,)

xyyx

rr

=

;

3) 
[image: image13.wmf](,)(,)(,)

xzxyyz

rrr

£+

;

Функция 
[image: image14.wmf](,)
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называется метрикой или функцией расстояния между точками x и y. Тогда пара 
[image: image15.wmf](,)
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образует метрическое пространство. 

Множество Х, рассматриваемое вместе с заданной на ней метрикой ρ, называется метрическим пространством . Элементы множества X называются при этом точками этого метрического пространства, а число ρ(х, у) - расстоянием между точками x и y .

На одном и том же множестве можно задать различные метрики, поэтому, чтобы их различать, метрическое пространство обозначают в виде пары ( X , ρ).

Примеры метрических пространств.

1. Числовая прямая.

Пусть R - множество вещественных чисел. Метрику зададим так: ρ(х, у) = | x - y |. Все аксиомы 1*- 3* выполняются. Полученное метрическое пространство ( R , ρ) называется числовой прямой R ..

2. Многомерное числовое пространство.

Пусть X - множество упорядоченных n -наборов действительных чисел x = ( x 1, x 2,..., x n ). Расстояние между элементами x = ( x 1, x 2,..., x n) и y = ( y 1, y 2,..., y n) зададим формулой

[image: image16.png]k _yk)2
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Полученное метрическое пространство ( R n , ρ) называется n -мерным числовым пространством или евклидовым пространством.

3. В том же множестве R n можно задать метрику ρ 0 по формуле ρ 0 (х, у) = max | x k - y k |. ( R n , ρ 0 ) - также n -мерное числовое пространство.

4. Дискретное метрическое пространство.

Пусть X - произвольное непустое множество. Полагая

[image: image17.png]~|l,ecin x, #£x,
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 ,

мы увидим, что все аксиомы 1*-3* выполняются. Эта метрика называется дискретной метрикой, а пространство ( X , ρ) - дискретным метрическим пространством.

5. Пространство непрерывных функций C [ a , b ] .

Пусть X - совокупность вещественных функций, определенных и непрерывных на отрезке [ a , b ]. Метрику на данном множестве зададим следующим образом:

[image: image18.png]p(f.g)=max|f(1)- g(t)]
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Полученное метрическое пространство ( X , ρ) обозначается C [ a , b ] и называется пространством непрерывных функций.

Открытые и замкнутые множества

Опр. Открытым шаром радиуса r с центром в точке x называется 
[image: image19.wmf]()(,){:(,)}
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Замкнутый шар: 
[image: image20.wmf](,){:(,)}

Brxyxyr

r

=£

.

Опр. Окрестностью точки x(X называется любое открытое множество, содержащее эту точку. Обозначение: 
[image: image21.wmf](
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 - окрестность точки x радиуса 
[image: image23.wmf]e
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Опр. Пусть 
[image: image24.wmf]YX
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, тогда точка 
[image: image25.wmf]xX
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называется предельной точкой множества Y , если каждая окрестность точки x содержит по крайней мере одну точку y: 
[image: image26.wmf],
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Опр. Точка 
[image: image27.wmf]yY
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 называется изолированной точкой множества Y, если существует окрестность точки y, не содержащая ни одной точки из Y кроме самой точки  y.

Опр. Точка 
[image: image28.wmf]yYX
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 называется внутренней, если она содержится в  Y вместе с некоторой своей окрестностью.

Опр. Множество в метрическом пространстве называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки.

Опр. Множество в метрическом пространстве называется открытым, если все его точки внутренние.

Опр. Замыкание множества Y (обозначение:
[image: image29.wmf]Y

) – есть пересечение всех замкнутых множеств, содержащих Y, т.е. замыкание – это наименьшее из всех замкнутых множеств, которое содержит Y. 

Опр. Пусть 
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- метрическое пространство, на  множестве  Y, принадлежащем метрическому пространству X, определена та же метрика 
[image: image31.wmf]r
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[image: image32.wmf](,)

Y

r

 называется подпространством 
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Опр. Множество A( X называется ограниченным, если существует такой элемент 
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Опр. Множество X называется связным, если его нельзя представить в виде суммы двух непустых замкнутых (или двух непустых открытых) непересекающихся подмножеств. 

Опр. Пусть A и B – два множества в метрическом пространстве X. A называется плотным в множестве B, если 
[image: image37.wmf]B
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и всюду плотным в пространстве X, если  
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Опр. Пространство, в котором существуют счетные, всюду плотные множества, называется сепарабельным. 

Пример сепарабельного пространства: Пространство 
[image: image40.wmf]n
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. В метрическом пространстве 
[image: image42.wmf]n
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 счетное, всюду плотное множество – это множество точек, у которых все координаты – рациональные числа.

Опр. Множество A называется нигде не плотным в метрическом пространстве X, если любое открытое множество этого пространства  содержит другое открытое множество, целиком свободное от точек множества A. 

Опр. Множество A, расположенное в метрическом пространстве называется совершенным, если оно замкнуто и если каждая точка этого множества является его предельной точкой. 

Опр. Объединение открытых множеств 
[image: image43.wmf]G
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 такое, что 
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 называется открытым покрытием множества A. Множество A называется компактным, если любое его открытое покрытие содержит конечное покрытие (подпокрытие).

Замечание: Всякое компактное множество ограничено.

 Замечание: Всякое компактное множество замкнуто.

 Замечание: Обратное утверждение, в общем случае неверно.

Сходимость и непрерывность отображений в метрическом пространстве

Опр. Последовательность 
[image: image45.wmf]{}
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 точек метрического пространства X называется сходящейся к точке x(X, если любая окрестность точки x: 
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 содержит все точки этой последовательности, начиная с некоторого номера, (за исключением конечного их числа), т.е. 
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Опр. Последовательность  
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 элементов метрического пространства называется  фундаментальной, если для нее выполняется условие Коши: 
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Замечание. Всякая сходящаяся последовательность в метрическом пространстве является фундаментальной, но не всякая фундаментальная последовательность элементов метрического пространства будет сходящейся в этом пространстве. В любом конечномерном пространстве 
[image: image50.wmf]n
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 условие Коши является не только необходимым, но и достаточным для сходящейся последовательности. В общем случае в функциональных пространствах это не так.

Пример. Рассмотрим в качестве пространства 
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 фундаментальная, т.к. 
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, но эта последовательность  не сходится ни к одному элементу пространства 
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, так как элемент, к которому она сходится x=0 не принадлежит пространству X. 

Опр. Отображение 
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 одного метрического пространства 
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:  называется непрерывным в точке x, если для любой окрестности точки 
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 непрерывно в каждой точке пространства 
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Лемма. Отображение 
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 непрерывно тогда и только тогда, когда полный прообраз любого открытого множества открыт. 

Лемма. Пусть отображение 
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 эквивалентна следующему свойству: если 
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Пополнение метрических пространств

Опр. Метрическое пространство 
[image: image76.wmf](,)
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 называется полным, если в нем всякая фундаментальная последовательность сходится к элементу данного пространства. 

Замечание. Не всякое метрическое пространство является полным. 

Замечание. Две метрики на множестве элементов пространства X называются эквивалентными, если сходимость элементов по одной из них означает сходимость и по другой. 

Опр. Взаимнооднозначное отображение одного метрического пространства 
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 называется изометрией, если (
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     Во многих прикладных задачах функционального анализа целесообразно иметь дело с полными пространствами. Поэтому естественно возникает вопрос о возможности расширения неполного метрического пространства  (пополнения)  до полного. Рассмотренный пример, указывает путь, который во многих случаях приводит к цели, - включить в данное пространство дополнительные элементы, представляющие собой пределы всех фундаментальных последовательностей, принадлежащие некоторому пространству, содержащему данное пространство, с той же метрикой, что и данное пространство. 

Опр. Полное метрическое пространство 
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 является подпространством пространства 
[image: image87.wmf]0

(,)

Y

r

 и  замыкание 
[image: image88.wmf](,)

X

r
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. Значит, любое метрическое пространство можно пополнить, т.е. оно может быть вложено в другое полное метрическое пространство Y такое, что в метрическом пространстве Y существует всюду плотное подпространство 
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 изометричное исходному пространству 
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Теорема. Если 
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 плотно в Y и каждая фундаментальная последовательность точек пространства 
[image: image94.wmf]X
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Теорема. Для любого метрического пространства 
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, причем это пополнение единственно с точностью до изометрии. 

Теорема (принцип вложенных шаров). Для того чтобы метрическое пространство было полным, необходимо и достаточно, чтобы в нем всякая фундаментальная последовательность замкнутых вложенных друг в друга шаров, радиусы которых стремятся к нулю, имела непустое пересечение. 

Доказательство: Необходимость. Пусть 
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- полное метрическое пространство,  
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 вложенные друг в друга замкнутые шары. Последовательность центров этих шаров будет фундаментальной, так как 
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Достаточность. Покажем, что если 
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. Пусть уже построены точки: 
[image: image118.wmf]12
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В итоге получили последовательность вложенных друг в друга замкнутых шаров, радиусы которых  стремятся к нулю. По предположению, существует точка  x – общая для всех шаров. Расстояние 
[image: image123.wmf],
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. Т.о. для фундаментальной последовательности 
[image: image124.wmf]{}
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 существует подпоследовательность 
[image: image125.wmf]{}

nk

x

, которая сходится к элементу метрического пространства X. А значит, к этому же элементу будет сходиться и сама последовательность. Т.е. пространство X – полное, так как любая фундаментальная последовательность сходится к пределу x из пространства X. 

Замечание. Все условия теоремы являются существенными – полнота пространства, замкнутость шаров, условие вложенности шаров и то, что их радиусы стремятся к нулю. Можно привести пример, когда не соблюдение одного из условий приводит к тому, что пересечение вложенных шаров оказывается пустым.

Пример: Пусть дано метрическое пространство (N, 
[image: image126.wmf]r

), где N – множество натуральных чисел и 
[image: image127.wmf](
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. Определим последовательность вложенных шаров с центром в точке n и радиуса 
[image: image128.wmf]1
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. Шары 
[image: image130.wmf]1
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 замкнуты и вложены друг в друга, пространство (N, 
[image: image131.wmf]r

) – полно, так как каждая фундаментальная последовательность сходится в этом пространстве. Но условие  стремления к нулю радиусов шаров нарушено, поэтому пересечение вложенных шаров пусто. 

Опр. Отображение 
[image: image132.wmf]:(,)(,)
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называется сжимающим отображением или сжатием, если существует такое число 
[image: image133.wmf]a
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где x,y(X.

Теорема (принцип сжимающих отображений): Всякое сжимающее отображение полного метрического пространства 
[image: image135.wmf](,)
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 самого в себя имеет одну и только одну неподвижную точку, т.е. такую точку x(X: 
[image: image136.wmf]()
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Линейные пространства

   Исследуя метрические пространства, мы изучили вопросы, связанные с понятием  расстояния, сходимости, непрерывности. Однако при рассмотрении многих конкретных множеств мы видим, что к элементам этих множеств (функциям, числам и т.д.) можно применять две алгебраические операции: можно складывать элементы друг с другом и умножать элементы множества на числа, получая при этом элементы того же множества.

Опр. Множество E элементов x,y,z… называется линейным пространством, если в нем определены две операции:

1. 
[image: image137.wmf],
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поставлен в соответствие элемент 
[image: image138.wmf]xyE
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, который называется суммой элементов;

2. 
[image: image139.wmf]xE
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 и  
[image: image140.wmf]R
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 поставлен в соответствие элемент 
[image: image141.wmf]xE
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, который называется произведением элемента и числа. Для элементов линейного пространства выполнены следующие аксиомы:

1. [image: image142.wmf]xyyx
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3. существует нулевой элемент 0 такой, что 
[image: image144.wmf]0
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6. существует противоположный элемент 
[image: image148.wmf]x
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 такой, что 
[image: image149.wmf]()0
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Примеры линейных пространств: 
[image: image150.wmf][
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 функций, 
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 - пространство n раз непрерывно дифференцируемых на отрезке 
[image: image153.wmf][
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 функций.

Опр. Пусть X – линейное пространство и 
[image: image154.wmf]12
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 элементы пространства X . Всякая сумма вида: 
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[image: image156.wmf]i
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- вещественные числа, называется линейной комбинацией элементов [image: image157.wmf]12

,,...,

m

xxx

.

Опр. Элементы [image: image158.wmf]12
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называются линейно независимыми, если 
[image: image159.wmf]1
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, причем не все 
[image: image160.wmf]i
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Если равенство 
[image: image161.wmf]1
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 возможно только при 
[image: image162.wmf]i
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 называются линейно независимыми.

Опр. Линейное пространство называется m- мерным, если в нем существуют m линейно независимых элементов, а всякие (m+1) элементов линейно зависимы.

Опр. Представление любого элемента 
[image: image164.wmf]1
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 называется разложением элемента x по базису 
[image: image165.wmf]{
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. Набор любых m линейно независимых элементов называется базисом в линейном пространстве X. Числа 
[image: image166.wmf]i
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 называются координатами элемента в базисе 
[image: image167.wmf]{
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Опр. Линейное пространство называется бесконечномерным, если ([image: image168.wmf]n

( N в этом пространстве существует 
[image: image169.wmf]n

 линейно независимых элементов. 

Пример: Пространство  
[image: image170.wmf][
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[image: image171.wmf]2
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 будет линейно независимой 
[image: image172.wmf]n

"

.
Опр. Множество 
[image: image173.wmf]X
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называется линейным многообразием, если (x,y (
[image: image174.wmf]X
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[image: image177.wmf],
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Пример: Пространство 
[image: image178.wmf][,]
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 будет линейным многообразием для пространства 
[image: image179.wmf][,]
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Опр. Пусть L – линейное многообразие из линейного пространства X. Зафиксируем точку 
[image: image180.wmf]0
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(L. Тогда множество вида 
[image: image181.wmf]{
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 называется аффинным многообразием  в пространстве X. В случае конечномерного пространства X размерность L называется размерностью аффинного многообразия. 

Опр. Рассмотрим два линейных пространства 
[image: image182.wmf]X

и 
[image: image183.wmf]X

%

 и пусть каждому x(X соответствует определенный 
[image: image184.wmf]x
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[image: image186.wmf]()
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. Будем говорить, что 
[image: image188.wmf]X

 и 
[image: image189.wmf]X
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 линейно-изоморфны, если функция 
[image: image190.wmf]()
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 линейная и взаимно-однозначная. 

Опр. Пусть X – линейное пространство. Отрезком, соединяющим точки 
[image: image191.wmf]12

,

xx
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image193.wmf]t

([0,1] – скалярный параметр. 

Опр. Множество W из X называется выпуклым, если из того, что точки 
[image: image194.wmf]12
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xx

(W следует, что отрезок их соединяющий, принадлежит W.

Нормированное пространство

   В некоторых линейных пространствах удается ввести метрику, задавая норму элемента, понятие нормы эквивалентно понятию длины вектора в конечномерном пространстве. В пространствах с нормой метрика 
[image: image195.wmf](
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 будет инвариантна относительно сдвига, т.е.  
[image: image196.wmf](
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, а само пространство 
[image: image197.wmf]X

 будет линейным метрическим пространством.

Опр. Линейное пространство X называется нормированным пространством, если любому x(X поставлено в соответствие ||x|| так, что для ||x|| выполнены следующие аксиомы: 
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Замечание. В нормированном пространстве можно ввести понятие расстояния между элементами следующим образом: 
[image: image201.wmf](,)||||

xyxy

r

=-

 и, значит, метрическое пространство можно считать обобщением нормированного. 

Опр. Множество M ( X называется ограничением, если его можно заключить в некоторый шар, т.е. если  ( c > 0: (x(M  ||x|| < c = const.

Примеры нормированных пространств:
1) Пространство 
[image: image202.wmf]n
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. В нем можно ввести норму следующим образом:

а)  
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в) 
[image: image205.wmf]max
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     2)   Пространство ограниченных числовых последовательностей 
[image: image206.wmf]m

 или 
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      3)   Пространство 
[image: image211.wmf]p
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 - это множество всех последовательностей 
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4) Пространство непрерывных функций 
[image: image216.wmf][,]
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. Норма в этом пространстве вводится следующим образом: 
[image: image217.wmf],
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5) Пространство k раз непрерывно дифференцируемых функций 
[image: image218.wmf][,]
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. Норма в этом пространстве вводится следующим образом: 
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6) Пространство 
[image: image220.wmf]2
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Опр. Пусть X  - линейное пространство и в X введены две нормы: 
[image: image222.wmf]12
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Опр. Две нормы 
[image: image225.wmf]12
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Замечание. Если каждая из норм подчинена другой, то нормы эквивалентны. 

Ультраметрические пространства
Понятие метрического пространства используется во многих приложениях для описания расстояний между объектами.

Пусть X — некоторое множество. Функцию ρ : X х X —> R+ (где R+ — множество положительных действительных чисел) на​зывают метрикой, если она обладает следующими свойствами:

1[image: image230.emf]   (невырожденность);

2) [image: image231.emf]  (симметричность);

3) [image: image232.emf] (неравенство треугольника).

Пара (X, р) называется метрическим пространством.

Абстрактные метрические пространства были введены как обобщения евклидова пространства

[image: image233.emf] со стандартной метрикой
[image: image234.emf]
Тем не менее в некоторых приложениях структура множества X и свойства метрики р могут существенно отличаться от евк​лидова случая. Нас интересует следующий класс метрических пространств (Х,ρ). Каждая точка х имеет бесконечное число координат

[image: image235.png]= (a,....an,...



.
(1.2)

Каждая координата принимает конечное число значений

[image: image236.emf],  
(1.3)

где т > 1 — натуральное число, основание алфавита Ат. В на​ших моделях метрика р является так называемой ультраметрической, т.е. удовлетворяет усиленному неравенству треугольника:

[image: image237.emf].
(1-4)

Усиленное неравенство треугольника имеет следующий геомет​рический смысл: длина каждой стороны треугольника не превышает наибольшей из двух остальных. Это автомати​чески влечет, что все треугольники являются равнобедренны​ми. Мы увидим, что такие треугольники ассоциаций являются естественными объектами в ментальных пространствах. Заме​тим, что из усиленного неравенства треугольника следует обыч​ное неравенство треугольника.

Обозначим пространство последовательностей (1.2) симво​лом Zm. Стандартная ультраметрика вводится на этом множе​стве следующим образом.

Фиксируем действительное число 0 < q < 1. Пусть

[image: image238.emf] Положим [image: image239.emf]
Эта функция является метрикой и даже ультраметрикой. Для того, чтобы найти расстояние рт(х,у) между двумя последова​тельностями цифр х и у, мы должны найти первую позицию к такую, что последовательности имеют различные цифры на этой позиции. Выбор константы q не играет никакой роли. Геометрии (топологии), соответствующие различным 0 < q < 1, эквивалентны. Стандартный выбор: q = l/ra. Таким образом

[image: image240.emf]
Пусть m = 2. Пусть [image: image241.emf] и [image: image242.emf]. Здесь

k = 2 и, следовательно. [image: image243.emf].

Пример 1.1. Пусть [image: image244.emf] — алфавит, состоя​
щий из m букв. Множество всех (бесконечно длинных) текстов
в этом алфавите может быть отождествлено с Zm. Каждый
текст х может быть описан последовательностью

[image: image245.emf] .
(1.5)

Мы используем букву [image: image246.emf] для обозначения пробела. В таком алфавите конечный текст может быть отождествлен с последова​тельностью х, в которой aj= ао для всех [image: image247.emf].
Пусть А — русский алфавит, включающий пробел а0, точку и все грамматические знаки препинания. Рассмотрим тексты:

х = (Я должен ходить в университет),

    у = (Я хожу в университет),

z = (Я хожу в магазин).

Тогда [image: image248.emf] (общий начальный отрезок длины 2); [image: image249.emf] (общий начальный отрезок длины 9). В частности,
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Теперь рассмотрим текст w = (Он должен ходить в универ​ситет). Тогда [image: image251.emf]. Этот пример показывает важное свойство нашей модели: выбор первых битов текста играет решающую роль (ментальные точки, начинающие​ся с «Я», строго отделены от точек, начинающихся с «Он» или «Она»).

Пусть [image: image252.emf]— произвольное ультраметрическое простран​ство. Для [image: image253.emf], положим

[image: image254.emf].
Это шары радиуса r с центром в точке а. Шары обладают следующими свойствами [53].

1.
Допустим, что U и V — два шара в X. Тогда существуют
только две возможности:

а)
шары упорядочены относительно включения [image: image255.emf][image: image256.emf]
б)
шары не пересекаются.

2.
Каждая точка шара является его центром.

3.
Шар может иметь бесконечно много радиусов.
Читателя, немного знакомого с топологией, может заинтересовать следующее свойство шаров.

4.
Каждый шар в X как открыт, так и замкнут.

Множества, открытые и замкнутые одновременно, будут иг​рать огромную роль в наших дальнейших исследованиях. Для таких множеств мы используем слово «открыто-замкнутый» 2).

Символ Sr (a) обозначает сферу
[image: image257.emf]
радиуса [image: image258.emf] с центром в точке а. Заметим, что любая сфера является открыто-замкнутой. Заметим, что сфера не является границей шара.

2. СИСТЕМЫ Р-АДИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ
Система р-адических чисел Qp (р >1 — простое число) была построена немецким математиком К. Гензелем. По сути, это был первый пример бесконечного числового поля (системы, где сложение, вычитание, умножение и деление корректно определе​ны), которое отличалось от полей действительных и комплексных чисел, а также полей рациональных функций. На протяже​нии последних ста лет р-адические числа рассматривались как чисто математический объект. Но в последние годы эти числа стали интенсивно использоваться в теоретической физике, теории вероятностей, исследованиях хаоса и динамических систем.

Использовать в биологии только те числовые системы, ко​торые строятся на основе простых чисел р, не естественно. Поэтому начнем с более общей числовой системы — системы p-адических чисел, где т > 1 — натуральное число. Затем мы объясним, почему математики предпочитают использовать р-адические числа.

Пусть т > 1 — фиксированное натуральное число. Рас​смотрим метрическое пространство (Zm, ρm). Заметим, что это метрическое пространство обладает естественной алгебраической структурой.
Метрика может быть представлена в виде

[image: image259.emf]
где [image: image260.emf] — так называемое m-адическое нормирование (аналог
обыкновенного модуля для действительных чисел). Оно определяется следующим образом. Пусть [image: image261.emf]. Тогда
[image: image262.emf], [image: image263.emf].

Заметим, что усиленное неравенство треугольника верно и для m-адического нормирования:

[image: image264.emf].

Усиленное неравенство треугольника является геометриче​ской основой нашей модели процесса мышления. Мы считаем, что топологии на пространствах идей существенно отличаются от топологий на «физических пространствах», [43, 34, 32, 33]. Последние пространства оснащаются мет​рическими топологиями, которые не являются ультраметрически​ми (т. е. «физическая метрика» удовлетворяет только обыкновен​ному неравенству треугольника и не удовлетворяет усиленному неравенству треугольника). Заметим, что (как и в случае вещественного нормирования, стандартного модуля на вещественной прямой, [image: image265.emf]
[image: image266.emf]
Точку [image: image267.emf] пространства Zm можно отождествить с «числом»

[image: image268.emf]
(этот ряд сходится в метрическом пространстве Zm). В частнос​ти, конечные I-последовательности [image: image269.emf] могут отож​дествляться с натуральными числами

[image: image270.emf]
Следовательно, множество всех конечных I-последователь​ностей может быть отождествлено с множеством натуральных чисел N. Так что динамика конечных I-последовательностей мо​жет быть смоделирована в виде динамики на N. Более того, N — плотное подмножество в Zm: любой [image: image271.emf] можно приблизить с произвольной точностью натуральными числами. Если х — натуральное число, то [image: image272.png]


тогда и только тогда, когда х делится на тk и не делится на тk+1
Множество Zm называется множеством m-адических целых чисел.

На множестве m-адических чисел Zm можно ввести алгеб​раические операции, а именно сложение, вычитание и умно​жение. Эти операции являются естественными продолжениями стандартных операций  на множестве  натуральных чисел N = {0, 1, 2, 3…}. Отметим, что деление в Zm не является корректно определенным (это числовое кольцо, но не числовое поле [43]).

В некоторых моделях мышления мы будем использовать рас​ширения Zm. Рассмотрим выражение вида:

[image: image273.emf]
где aj=0, 1, — т-1 и s=0, ±1, ±2,... Обозначим мно​
жество всех таких выражений символом Qm. Положим |х|т= т-S, если аS ≠ 0. Это естественное продолжение нормирования, заданного на Zm. Если s=0,1,2,..., то x=asm+... + αjmj + ... Тогда |х|т = m-s. С другой стороны, если s=-1, -2
то х = a-k /mk + ... + αjmj + ..., где k =-s.
Тогда [image: image274.emf]. Qm является полным ультраметри​ческим пространством относительно соответствующей метрики [image: image275.emf].

Введем сложение, вычитание и умножение на Qm точно так​же, как и на Zrn. продолжая стандартные операции, заданные на множество конечных сумм:

[image: image276.emf]
Заметим, что 

[image: image277.emf]
Если т = р является простым числом, то (как и для стандарт​ного модуля в вещественном случае)

[image: image278.emf]
В общем случае деление на Qm  не определено. Однако если т = р  является   простым   числом   (р = 2  или   3,   или   5,   или
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Рис. 1.2. Факториальное дерево Zm для М = (2,3,4,...)

1999,...), то деление определяется корректно. Заметим, что мно​жество Zm совпадает с единичным шаром U1(0) в Qm :

[image: image280.emf]
В работе мы будем использовать в качестве математической модели ментального пространства только пространство Zm; Мы также обсудим возможность использования Qm. Мы можем использовать и более сложную числовую систему, соот​ветствующую неоднородным шкалам М=(m0, m1,..., mk,...), где mj>1 — натуральные числа. Здесь цифры αj в представлении принимают значения 0,1… mj-1, т.е. алфавит зависит от места буквы в тексте. В этом случае можно построить числовую систему Qm. Однако здесь с математической точки зрения ситуация достаточно сложная. Поэтому мы не будем использовать математические модели над Qm.
3.Р-АДИЧЕСКИЕ ЧИСЛА
1. Целые P-адические числа. Теперь мы перейдем к сравнениям, модуль которых есть степень простого числа.  Начнем с примера. Рассмотрим  сравнение  
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Положим теперь 
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следует 
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 так, что решения сравнения (2) надо искать в виде 
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— одно из чисел, определяемых сравнением (1). Займемся разысканием решений вида 
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рассматриваются совершенно так же.) Подставляя это выражение для  
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Таким образом, получается решение  
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Нетрудно видеть, что этот процесс мы можем продолжить до бесконечности. Мы получим последовательность  
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обладающую свойствами:
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Процесс   построения   последовательности   (3)  напоминает процесс извлечения квадратного  корня из 2.  Действительно, вычисление  состоит   в   построении   последовательности
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рациональных   чисел   квадраты которых становятся сколь угодно близкими  к  2,  например: 
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n

r

10

1

2

2

<

-


В нашем же случае строится последовательность целых чисел  
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. Эта аналогия   становится   более   отчетливой,   если   мы  условимся два целых   числа   называть близкими  (точнее, p-близкими, где р — некоторое простое число),   когда их разности делится на достаточно большую степень 
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. При таком пони мании   близости   можно   сказать,   что  квадраты чисел после​довательности (3) при возрастании n становятся сколь угодно  7-близкими  к  2.

Задание последовательности 
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 определяет вещественное                                                             число 
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. Можно предположить, что последовательность (3) также определяет число 
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 некоторой новой природы, причем такое, что 
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Обратим внимание на следующее обстоятельство. Если последовательность    рациональных   чисел  
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 (для новой последовательности 
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      Эти  замечания приводят нас к следующему  определению.

Опр.№1. Пусть р—некоторое простое число. Последовательность целых  чисел 
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для всех n >1,   определяет новый объект,   называемый целым р-адическим числом. Две последовательности 
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 тогда и только тогда определяют одно и то же целое р-адическое число, когда 
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То, что последовательность 
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[image: image335.wmf]определяет целое р-ади​ческое число 
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, будет записываться так: 
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Множество всех целых р-адических чисел мы будем обо​значать через Ор. В отличие от целых р-адических чисел, обычные целые числа будут называться целыми рациональными.

Каждому целому рациональному числу 
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 сопоставим целое р-адическое число, определяемое последовательностью 
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, мы будем обозначать той же буквой 
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. Два различных целых рациональных числа 
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 определяют разные целые р-адические числа. Действительно, из их равенства как целых р-адических чисел следовали бы при всех 
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. Ввиду этого мы можем и будем рассматривать множество Z целых рациональных чисел как часть множе​ства Ор целых р-адических чисел.

Для того чтобы яснее представить себе множество Ор, укажем способ, при помощи которого можно из множества всех последовательностей, определяющих данное целое р-ади​ческое число, выбрать одну стандартную.

Пусть целое р-адическое число задается последователь​ностью 
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Сравнение(5) показывает, что 
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 так что последовательность 
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определяет некоторое целое р-адическое число, и притом в силу (5) то же самое, что и   последовательность   
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Легко  видеть,   что   две разные канонические последова​тельности   определяют   разные   целые   Р-адические    числа. Действительно,   если   канонические последовательности 
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Очевидно, что и, наоборот, каждая последовательность такого вида является канонической последовательностью, определяющей некоторое поле р-адическое число. Исходя из этого, легко доказать, что множество канонических последовательностей, а следовательно, и множество всех р-адических чисел имеют мощность кон​тинуума.

2. Кольцо целых р-адических чисел.

 Опр.№2. Суммой и произведением целых р-адических чисел 
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 определяемых последовательностями 
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, назы​ваются целые р-адические числа, определяемые соот​ветственно   последовательностями   
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Чтобы быть уверенным в корректности этого определе​ния, мы должны доказать, что последовательности 
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 определяют некоторые целые р-адические числа и что эти числа зависят только от  
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, а не от выбора определяющих их последовательностей. Оба эти свойства доказываются путем очевидной проверки, которую мы про​пустим.

Столь же очевидно, что при данном нами определении действий над целыми р-адическими числами они образуют коммутативное кольцо, содержащее кольцо целых рацио​нальных чисел в качестве подкольца.

Делимость целых р-адических чисел определяется так же, как в любом кольце: ( делится на  
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Теорема 1. Целое р-адическое число (, определяе​мое  последовательностью   
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и только тогда является единицей, когда  
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Доказательство. Пусть 
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[image: image383.wmf]b

, что 
[image: image384.wmf]1

=

ab

. Если 
[image: image385.wmf]b

 определяется последовательностью 
[image: image386.wmf]{

}

n

y

,  то условие  
[image: image387.wmf]1

=

ab

 означает, что

                                        
[image: image388.wmf](

)

1

mod

1

+

º

n

n

n

p

y

x

.                                            (7)

В частности, 
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Рациональные числа такого вида называются р-целыми. Они образуют очевидным образом кольцо. Полученный нами результат можно теперь сформулировать так:

Следствие. Кольцо Ор целых р-адических чисел содержит подколъцо, изоморфное кольцу р-целых рациональных чисел.
Теорема 2. Всякое отличное от нуля целое р-адическое число 
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где 
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— единица кольца Ор.
Доказательство. Если 
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при всех 
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откуда вытекает неравенство  
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ввиду условия (4), то
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Так как это сравнение справедливо для всех 
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Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Целое р-адическое число 
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Действительно, мы определили показатель т в разложе​нии (8) как наименьший индекс 
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, для которого имеет место (9).

Следствие 2. Кольцо Ор не имеет делителей нуля.
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Опр.№2 Число 
[image: image478.wmf]n

 в представлении (8) отличного от нуля целого р-адического числа 
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 называется р-показателем 
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В случае, если будет ясно, какое простое число 
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 имеется в виду, мы будем говорить просто о показателе и обозначать его через 
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Непосредственная проверка дает следующие свойства показателя:
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В терминах показателя особенно просто выражаются свойства делимости целых p-адических чисел. В частности, из теоремы 2 сразу же вытекает

Следствие 3. Целое р-адическое число 
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 тогда и только тогда делится на 
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Таким образом, арифметика кольца Ор очень проста: в нем имеется один-единственный (с точностью до ассоцииро​ванности) простой элемент, это число 
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. Через его степени и единицы выражаются все отличные от нуля элементы  из Ор.
В заключение остановимся на сравнениях в кольце Ор. Сравнимость элементов определяется здесь так же, как для целых чисел и вообще для элементов любого кольца, 
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Теорема 3. Всякое целое р-адическое число срав​нимо с целым рациональным числом по модулю 
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. Два целых рациональных числа тогда и только тогда сравнимы по модулю  
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 в кольце Ор, когда они срав​нимы по этому модулю в кольце Z.

Доказательство. Чтобы доказать первое утвержде​ние, покажем, что если 
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 — целое р-адическое число и 
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Так как 
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. Применим к целому p-адическому числу 
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 следствие 1 теоремы 2. Мы видим, что сравнение (14) равносильно сравнениям
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справедливость которых в свою очередь вытекает из усло​вия (4) в определении целых p-адических чисел.

Докажем теперь, что для двух целых рациональных чисел 
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 в кольце Ор равно​сильна сравнимости по тому же модулю в кольце Z. Для этого положим
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(мы считаем 
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в кольце Z равносильно условию 
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Следствие. Число классов вычетов по модулю  
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3. Дробные р-адические числа. Так как кольцо Ор не имеет делителей нуля (следствие 2 теоремы 2), то его можно включить в поле, используя конструкцию поля отно​шений области целостности. В применении к нашему случаю эта конструкция сводится к рассмотрению дробей вида 
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 Определение. Дробь вида 
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, опре​деляет дробное р-адическое число или просто р-адическое  число. Две дроби 
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, определяют одно и то же р-адическое число, если  
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Совокупность всех p-адических чисел будет обозначаться через  Rp
Целое p-адическое число определяет элемент [image: image701.wmf](
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 из Rp. Очевидно, что различные целые p-адические числа определяют различные элементы из Rp. Ввиду этого мы будем считать Ор подмножеством множества Rp.
Действия в  Rp  определяются правилами: 
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Очевидная проверка показывает, что результат действий не зависит от выбора тех дробей, которые определяют эле​менты из Rp, и что относительно этих действий Rp образует поле — поле всех р-адических чисел. Очевидно, что поле Rp имеет характеристику нуль и, следовательно, содержит поле рациональных чисел.

Теорема 4. Всякое р-адическое число 
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 един​ственным образом представляется в виде
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где 
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 — целое число, а 
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 — единица из Ор.

Доказательство. Пусть 
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По теореме 2  
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 представляется в виде 
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— единица кольца Ор . Мы получаем, что 
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. Един​ственность представления (17) вытекает из соответствующего утверждения для целых р-адических чисел, доказанного в теореме 2.

Введенное в пункте 2 понятие показателя легко обобщается на любые р-адические числа. Мы полагаем 
[image: image555.wmf](
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где 
[image: image556.wmf]n

 — показатель в представлении (17). Легко видеть, что свойства (11), (12) и (13) показателя автоматически переносятся на поле Rp. Очевидно, что p-адическое число 
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 тогда и только тогда является целым p-адическим числом, когда
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4. Сходимость   в   поле p-адических чисел.

 В пункте 1 мы обратили внимание на аналогию между целыми р-адическими и вещественными числами: и те и другие определяются не​которыми последовательностями рациональных чисел.

Так как каждое вещественное число является, как из​вестно, пределом той последовательности рациональных чисел, которая его определяет, то естественно предположить, что аналогичный факт должен иметь место и для р-адических чисел, если только правильно определить для них понятие сходимости. При определении предела вещественных чисел мы опираемся, по существу, на понятие близости: два веще​ственных или рациональных числа считаются близкими, если абсолютная величина их разности достаточно мала. Для определения сходимости в поле р-адических чисел нам надо, следовательно, уяснить себе, при каком условии два р-ади​ческих числа должны рассматриваться как близкие.

При рассмотрении примера, приведенного в начале курсовой, мы уже упоминали о р-близости двух целых рацио​нальных чисел 
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 и
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, понимая под этим делимость разности  
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  на достаточно большую степень 
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. Именно при таком новом понимании близости, как мы видели, и проявляется аналогия в определении вещественных и целых р-адических чисел. Если воспользоваться понятием р-показателя 
[image: image563.wmf]p
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  будет характеризоваться, очевидно, значе​нием  
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. Это подсказывает нам, что два произволь​ных р-адических числа 
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 (не обязательно целых) надо считать близкими в том случае, если значение  
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 достаточно велико. Другими словами, «малые» р-адические числа должны характеризоваться большим значением их р-показателя.

После этих предварительных замечаний перейдем к точ​ному определению.
Опр.№3 Последовательность 
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 р-адических  чисел  называется   сходящейся  к р-адическому числу 
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 (в обозначении  
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Существенной особенностью этого определения (отличаю​щей его от обычного определения сходимости для веществен​ных чисел) является то, что в нем сходимость 
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 свя​зывается с последовательностью целых рациональных чисел 
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этому определению более привычный вид, если вместо показателя 
[image: image578.wmf]p
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 на поле Rp рассмотреть другую функцию с вещественными неотрицательными значениями, которая стремится к нулю, когда показатель стремится к бесконечности. Именно, выбрав некоторое вещественное число
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, удовлетворяющее условию 
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Определение. Функция 
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, определенная условиями (18), называется р-адической метрикой. Зна​чение 
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  называется величиной р-адического числа 
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 в этой метрике. Как и в случае показателя, мы будем иногда функцию 
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 называть просто метрикой и обозначать через 
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Из свойств (11) и (12) показателя очевидным образом вытекают следующие свойства метрики:
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Из последнего неравенства получаем также, что
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Свойства (19) и (21) (а также свойство: 
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) указывают на то, что введенное понятие метрики для р-адических чисел является аналогом понятия абсолютной вели​чины в поле вещественных чисел (или модуля в поле всех комплексных чисел).

В терминах метрики  
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 определение сходимости в поле Rp принимает следующий вид: последовательность 
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 Rp сходится к p-адическому числу 
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Для поля Rp легко могут быть сформулированы и дока​заны обычные теоремы о пределах последовательностей хорошо   известные   из   математического   анализа.   Покажем,

например, что если 
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Прежде всего, начиная с некоторого места, т. е. при 
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, откуда, согласно свойству (13) для показа​телей, получаем: 
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при 
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,  и наше утверждение доказано.

Теорема 5. Если целое р-адическое число 
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 опре​деляется последовательностью целых чисел 
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, то эта последовательность сходится к 
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. Произвольное р-адическое число 
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 является пределом последователь​ности рациональных чисел.

Доказательство. Из сравнения (14) следует, что 
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. Рассмо​трим  теперь дробное р-адическое число 
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при 
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 является пределом   рациональной [image: image702.wmf]{
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последо​вательности.              Теорема доказана.

Из всякой ограниченной последовательности веществен​ных чисел всегда можно выделить, как известно, сходящуюся подпоследовательность. Аналогичное свойство имеет место и для p-адических чисел.

Опр.№4 Последовательность р-адических чисел 
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 называется ограниченной, если все значения  
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  ограничены сверху или, что-то же самое, все числа  
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 ограничены снизу.
Теорема 6. Из всякой ограниченной последова​тельности  р-адических  чисел (в частности, из всякой, последовательности целых р-адических чисел) можно выделить сходящуюся подпоследовательность.

Доказательство. Докажем сначала теорему для по​следовательности {ап} целых p-адических чисел. Так как в кольце Ор число классов вычетов по модулю р конечно (следствие теоремы 3), то в последовательности {
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 } содер​жится бесконечно много членов, сравнимых по модулю р с одним и тем же целым рациональным числом 
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. Выделяя все эти члены, мы получаем подпоследовательность 
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  все члены которой удовлетворяют сравнению
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Аналогичным образом, применяя следствие теоремы 3 при 
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     где 
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— некоторое целое рациональное число; при этом, очевидно, 
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. Продолжая этот процесс до бесконечности, мы для каждого 
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 получим последователь​ность 
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, которая является последовательностью преды​дущей последовательности  
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при некотором целом рациональном  xk-1 .Так как 
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  определяет, сле​довательно, некоторое целое p-адическое число 
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.  Составим теперь «диагональную» последовательность 
[image: image645.wmf](

)

{

}

n

n

a

.  Ясно, что она является подпоследовательностью исходной последова​тельности 
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Перейдем к доказательству теоремы в общем случае. Если для последовательности p-адических чисел {(n } мы имеем 
[image: image654.wmf](

)

k

n

-

³

x

n

 (
[image: image655.wmf]k
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. По доказанному из последовательности {(n} целых р-адических чисел можно извлечь сходящуюся последовательность. Но тогда последовательность 
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 будет сходящейся последовательностью для 
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. Теорема 6 доказана пол​ностью.

4.Р-АДИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Системы динамического мышления и психологическое поведение
Как мы уже упоминали, анализ для числовых систем [image: image660.emf], и Qm еще не развит. Следовательно, мы будем исполь​зовать модели мышления, описываемые р-адическими числами. Мы будем (в основном) изучать динамические системы, соответ​ствующие отображениям:

[image: image661.emf]
Как обычно, мы изучаем поведение итераций [image: image662.emf][image: image663.emf], где

[image: image664.emf]
результат п последовательных применений отображения /. Мы будем пользоваться стандартной терминологией теории динами​ческих систем, см., например, [25].

Если [image: image665.png]J(xg) = xp, TO X



 — неподвижная точка.
Если хп=х0 при некотором п — 1,2,..., то будем говорить. что х0 — периодическая точка. Если п — наименьшее нату​ральное число, обладающее этим свойством, тогда п называется периодом х0.
Пусть [image: image666.emf] — соответствующий цикл. В частности, неподвижная точка х0 является периодической с периодом 1. Ясно, что х0 является неподвижной точкой ите​рированного отображения f n, если х0 — периодическая точка с периодом п.
Неподвижная точка х0 называется аттрактором, если су​ществует окрестность (шар) V(х0) точки х0 такая, что все ее точки [image: image667.emf] притягиваются точкой х0, т.е.   [image: image668.emf].
Пусть х0 — аттрактор. Рассмотрим его область притяжения л(хо) = {у € [image: image669.emf]
 Говорят, что цикл [image: image670.emf] является аттракто​ром, если х0 — аттрактор отображения f n.

Нам следует быть более аккуратными при определении р-адического аналога диска Зигеля.

Допустим, [image: image671.emf] — неподвижная точка функции f(x). Шар [image: image672.emf] называется диском Зигеля, если каждая сфера [image: image673.png]


 является инвари​антной сферой функции f(x), т.е. если взять начальную точку на одной из сфер [image: image674.emf], то все итерированные точки будут также лежать на ней: [image: image675.emf] для всех п. Объединение всех дисков Зигеля с центром в точке а называют максимальным диском Зигеля. Обозначим максималь​ный диск Зигеля через [image: image676.emf]
Простейшие динамические законы задаются мономиальными функциями fs(x)=xs, s = 2,3,... (каждая ветвь р-адического дерева умножается на себя s раз, производя новую ветвь).

Динамическая модель, основанная на р-адическом про​странстве, может обладать богатой структурой уже для функций fs(x)=xs, s = 2,3,.... на Zp. Здесь существуют аттракторы, диски Зигеля, циклы. Простое число р, основание системы коди​рования, играет роль параметра динамической системы. Поведе​ние итераций зависит от этого параметра. По сути, изменяя р, мы можем существенно изменить поведение: аттракторы могут стать центрами дисков Зигеля и наоборот, циклы различной длины могут появляться и исчезать.
Существуют I-состояния, аттракторы ха, которые притягива​ют целые шары I-состояний (т.е. группы I-состояний, которые обладают достаточно длинным общим корнем с ха). Здесь мы получаем одно и то же решение, начиная с любого I-состоя​ния х0, которое достаточно похоже на ха. Следует отметить, что общий элемент I-состояний х0 и ха может быть практи​чески невидимым из-за невероятно больших длин кодирующих последовательностей для xq и ха. Например, xq и ха могут иметь длину в 10000 знаков, причем только первые цифры этих последовательностей совпадают.

Также существуют циклические I-состояния. Начиная с та​кого I-состояния, мы будем обязательно возвращаться к нему после некоторого числа итераций (конечно же, это число может быть очень большим).

Имеются также и диски Зигеля. Они образованы сферами I-состояний Sr(a), которые не могут изменяться в процессе мышления. Если динамическая система мышления достигла сфе​ры Sr(a), то она никогда не покинет ее. В этом случае сознание должно остановить динамическую систему (в области бессозна​тельного)  и  изменить  начальное условие или функцию [image: image677.emf], изменяя параметр s. С другой стороны, структура ментальной сферы Sr(a) достаточно богата. Возможно, что динамическая система (системы) работает в области бессознательного на мен​тальной сфере Sr(a) на протяжении всей жизни, т.е. ментальное пространство сокращается до Sr(a,). В этом случае мы никогда не получим нового I-состояния, которое не принадлежит этому конфигурационному пространству.

Существуют также нечеткие циклы I-состояний, а именно циклы шаров

[image: image678.emf]
Если радиусы rj=p-n, тогда, начиная с I-состояния х1, которое имеет общий корень длины те с I-состоянием а1, мы получаем I-состояние х2, которое имеет общий корень длины те с I-со​стоянием а2…; после k шагов мы снова получаем I-состоя​ние, имеющее общий корень длины те с I-состоянием а1. Такие нечеткие циклы I-состояний соответствуют циклам в динамике ассоциаций.

Наша математическая модель могла бы объяснить некоторые аспекты психологии человека. Социальные типы определяются законами fs(x), которые описывают работу динамических сис​тем, и способностью сознания управлять работой подсознания (изменять параметр s в процессе мышления).

Пример1.(маниакальное I-состояние как аттрактор с расширенной областью притяжения). Некоторые личности об​ладают «маниакальными идеями». В простейшем случае такие идеи могут представляться I-состоянием. Эти идеи ξ являются аттракторами динамических систем этих личностей. Как обычно в случае аттрактора, если динами​ческая система начинает функционировать с некоторого I-состо​яния х0, принадлежащего достаточно большому шару с центром в ξ, то она обязательно достигнет ξ. Конечно, одни и те же I-со​стояния (идеи) могут быть аттракторами динамических систем «нормальных» личностей и «маньяков». Какое же отличие между ними? Существуют некоторые параметры динамических систем подсознания, которые определяют маниакальное поведение. Об​ласть притяжения I-состояния ξ значительно шире у маньяка. Таким образом, он/она придет к ξ начиная с более широкого множества начальных условий, чем нормальный человек.

Пример2 («примитивные личности» и диски Зигеля). Интересный аспект человеческой психологии описывается дис​ками Зигеля. Сознание многих индивидов не может переключить режим подсознания для того, чтобы оставить некоторую неподвижную сферу диска Зигеля. Различные сферы определяют различные социальные типы. Одна из основных целей «средств массовой информации» — ограничить конфигурационные про​странства индивидов до некоторых неподвижных сфер I-состо​яний.

Наша математическая модель — это упрощение реального процесса мышления. Конечно же, мыслящая система не рабо​тает только с одним I-состоянием. Существует невероятно мно​го динамических систем, которые работают параллельно, решая различные задачи. Эти динамические системы стартуют с раз​личных начальных условий х0 и обладают различными функциями f(x).
Динамические системы на р-адических деревьях
Этот раздел чисто математический. Основная цель этих мате​матических рассмотрений — показать, что даже простейшие ди​намические системы на р-адических деревьях могут демонстри​ровать очень сложное поведение. В принципе, читатель может переходить прямо к следующему разделу.

Чтобы найти неподвижные точки функций fn(x)=хп в Zp, мы должны решить уравнение 

[image: image679.emf]
Имеется тривиальное решение х = 0. Остальные решения являются решениями уравнения

[image: image680.emf]
Нам следует знать, при каких k k-й корень из единицы принадлежит Zp (фактически, единичной сфере S1(0)). Пусть п и т — натуральные числа. Обозначим наибольший общий де​литель этих чисел символом (n, m). Воспользуемся следующим общеизвестным фактом [40].

Предложение 1. Уравнение хk = 1 имеет g=(k,р-1) различных корней в Zp.

Например, пусть р=7 и k=3. Тогда g=(3,6)=3. Следо​вательно, Z7 содержит три различных корня из единицы. Два нетривиальных корня η = 2 + + 4 . 7 + 6 . 72 + ... и υ = 4 + 2 . 7 +0 .72 + ...
Обозначим k-й корень из единицы через υj,k, j=1…, g = (k,p- 1) (выберем υ 1k = 1).

Мы изучаем поведение динамических систем fn(x) = хп, п = = 2,3,..., в Zp. Очевидно, что точка х0 = 0 является аттракто​ром этих динамических систем. Соответствующая область при​тяжения [image: image681.emf] Заме​тим, что (поскольку р-адическое нормирование принимает только дискретные значения рk, к = =0,±1,±2,...) шар U1(0) является объединением шара U1(0) и сферы S1(0). Таким образом, нам нужно только изучить поведение этой динамической системы на единичной сфере

[image: image682.emf]
5.НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА УЛЬТРАМЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ
Ультраметрическое пространство — особый случай метрического пространства, в котором метрика удовлетворяет усиленному неравенству треугольника: d(x, z) ≤ max( d(x, y), d(y, z) ). Такую метрику называют ультраметрикой.

Проще говоря, в ультраметрическом пространстве нельзя получить большее расстояние, складывая меньшие.

Свойства

Всякий треугольник является равнобедренным, причём если не все его стороны равны, то две длиннее, а одна — короче.

· Всякая точка шара является центром.

Если два шара имеют общую точку, то либо они совпадают, либо один целиком содержит другой.

Как и любое метрическое пространство, ультраметрическое пространство обладает топологией. С точки зрения топологии ультраметрическое пространство является вполне разрывным.

Ультраметрические пространства обладают многими необычными геометрическими свойствами.

Теорема. Для произвольного метрического пространства (X. ρ) эк​вивалентны следующие утверждения:
(1)  ρ – ультраметрика;
(2)  любой треугольник в X является равнобедренным - по большей стороне;
(3)  если два шара в X пересекаются, то один из них содержится в другом.
Доказательство. (1) → (2). Пусть (X, ρ) - ультраметрическое про​странство. Треугольником называется любое семейство из трех точек x, у, z пространства X. Точки могут и совпадать, тогда треугольник будет вырож​денным. Рассмотрим расстояния между этими точками: ρ(x, у), ρ(x, z) и ρ(y, z). Можно предположить для определенности, что число ρ(x, z) не меньше каждого из остальных двух чисел. Тогда из неравенства 5) следует.[image: image705.wmf]{
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 что одно из расстояний ρ(x, у), или ρ(x, z) равно ρ(x, z). Значит, две большие «стороны» данного треугольника равны между собой «по длине».

(2) → (3). Пусть выполнено условие и шары Ur(x0) и US(y0), r≤s име​ют общую точку z. Покажем, что [image: image683.png]G)
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 Имеем ρ(x0, z)<r с ρ(y0, z)<s откуда ρ(x0, y0)<s в силу 2) и 5). Предположим от противною, что нашлась точка [image: image684.png]1) Tomynerian crparinia ~
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. Это значит, что ρ(x0, x0)<r, но ρ(x0, y0)≥s≥r. Тогда в треугольнике, образованном точками x0, y0 и х, длина ρ(x0, y0) больше длин других его сторон, что противоречит утверждению (2).

(3) → (1). Пусть верно утверждение (3), но для некоторых точек х, у, z Є X не выполняется неравенство 5). Это означает, что ρ(x, z)> ρ(x, y) и ρ(x, z) > ρ(y, z). Положим ρ(x, z) = r. Шары Ur(x) и Ur(z) имеют общую точку у, поэтому один из них содержится в другом. Но тогда ρ(x, z)<r, что невоз​можно.

Обсудим определение и основные свойства ультраметрических пространств вообще и р-адических чисел в частности.

Определение 1. Ультраметрическое пространство есть метрическое пространство с ультраметрикой d(х,у) (где d(х,у) называется расстоянием между х и у), то есть функцией двух переменных, удовлетворяющей свойствам положительности и невырожденности
d(х,у)≥0,

d(х,у) = 0 
→
х = у;
симметричности
d(х,у) = d(у,х);
и сильному неравенству треугольника
d(х,у) ≤ max(d(х,z), d(у,z)),    [image: image685.png]#% doklad3. pdf - Adobe Reader
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Сильное неравенство треугольника является чрезвычайно сильным свойством, налагающим существенные ограничения на свойства ультраметрических пространств. В частности, мы увидим, что это свойство служит в некоторой степени заменой существования преобразования Фурье, то есть групповой структуры.

Упражнение 1. Покажите, что в любом ультраметрическом пространстве все треугольники равнобедренны, то есть для любого треугольника длины двух из сторон равны. Покажите, что длина третьей стороны не превосходит длин этих двух равных сторон.

Упражнение 2 Пользуясь предыдущим упражнением, покажите, что любые два шара в ультраметрическом пространстве либо не пересекаются, либо один содержится в другом.

Напомним, что шар радиуса R с центром в x0 есть множество точек, удаленных на расстояние не более R от точки x0.
Данные упражнения показывает, что ультраметрические пространства являются естественной моделью для систем с иерархией: шары дробятся на подшары иерархическим образом, и расстояние от точки вне шара до точки внутри шара не зависит от точки внутри шара, но определяется только шаром (то есть иерархиечески зависит от шаров).

Ультраметрический шар мы будем также называть ультраметрическим диском.

Упражнение 3. Покажите, что любая точка ультраметрического шара является его центром.

Определение 2. Последовательность точек а = x0, x1,... , хп-1, хп = b в метрическом пространстве называется ε-цепью, соединяющей если d(xk, xk+1) ≤ ε для всех 0 ≤ k < п. Если существует ε-цепь, соединяющая а и b, то говорят, что а и b ε-связываемы.
Упражнение
4. Докажите        свойство неархимедовости:        для ультраметрического пространства любые две точки а и b не ε-связываемы для

ε < d(а, b).
Свойство нерхимедовости означает, что в ультраметрическом пространстве нельзя уйти от точки x0 на расстояние, большее R, делая шаги длины не более R. Такое поведение резко противоречит интуиции, наработанной для вещественной геометрии.

Важнейшим примером ультраметрического пространства является поле р-адических чисел. Напомним, что любое рациональное число х можно единственным образом представить в виде несократимой дроби
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где р есть простое число, 7 есть целое число, р, т, п взаимно просты.

Определение 3. р-адической нормой вышеприведенного рационального числа х называется число
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Таким образом, р-адическая норма измеряет, на какую степень р делится рациональное число, и норма тем меньше, чем больше эта степень, то есть последовательность [image: image688.png]wo% -] | H B | @ 2|




 будет стремиться к нулю в р-адической норме.
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 есть ультраметрика на поле рациональных чисел. Сильное неравенство треуольника принимает вид
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Упражнение
7.       р-Адическая       норма       удовлетворяет       свойству мультипликативности:
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Имеет место теорема Островского, которая утверждает, что любая невырожденная мультипликативная метрика на поле рациональных чисел эквивалентна либо вещественной норме, либо одной из р-адических норм.

Определение 4. Полем Qр р-адических чисел называется пополнение поля Q рациональных числе по р-адической норме.
Таким образом, р-адическое число есть класс эквивалентности последовательностей рациональных чисел, фундаментальных в смысле р-адической нормы (то есть таких, что р-адическое расстояние между двумя членами последовательности с достаточно большими номерами может быть сделано как угодно малым). Две такие последовательности эквивалентны, если р-адическое расстояние между членами этих двух последовательностей с достаточно большими номерами может быть сделано как угодно малым.

Таким образом, данное определение есть точный аналог конструкции вещественного числа путем пополнения поля рациональных чисел по норме, определяемой вещественным расстоянием.

Упражнение 8.        Рациональные числа вида
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 целые, плотны по р-адической норме в поле рациональных чисел (и, следовательно, в поле р-адических чисел).

Плотность означает, что в окрестности любого радиуса (по р-адической норме) любого рационального числа найдется число вида (1).

Упражнение   9. р-Адические числа находятся во взаимно однозначном соответствии со сходящимися в р-адической норме рядами вида
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(2)

γ целое.

Формула (2) есть аналог разложения вещественного числа в бесконечную десятичную дробь.

р-Адические числа с нормой не более 1, или аналогично, числа вида
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образуют кольцо  ZР целых р-адических чисел  (то есть сумма,  разность и произведение таких чисел также лежит в ZР).
Группа QР/ZР (факторгруппа поля р-адических чисел по кольцу целых р-адических чисел) может быть отождествлена с множеством дробей вида
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(4)

γ целое. Сложение в QР/ZР есть сложение таких дробей по модулю 1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Ультраметрическое пространство - особый случай метрического пространства, в котором метрика удовлетворяет усиленному неравенству треугольника: 
d(x, z)≤max( d(x, y), d(y, z)). 
Такую метрику называют ультраметрикой.

Проще говоря, в ультраметрическом пространстве нельзя получить большее расстояние, складывая меньшие.

Свойства

Всякий треугольник является равнобедренным, причём если не все его стороны равны, то две длиннее, а одна — короче.

· Всякая точка шара является центром.

Если два шара имеют общую точку, то либо они совпадают, либо один целиком содержит другой.

Как и любое метрическое пространство, ультраметрическое пространство обладает топологией. С точки зрения топологии ультраметрическое пространство является вполне разрывным.

Понятие метрического пространства используется во многих приложениях для описания расстояний между объектами.

Абстрактные метрические пространства были введены как обобщения евклидова пространства
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Усиленное неравенство треугольника имеет следующий геометрический смысл: длина каждой стороны треугольника не превышает наибольшей из двух остальных. Это автомати​чески влечет, что все треугольники являются равнобедренны​ми. Мы увидим, что такие треугольники ассоциаций являются естественными объектами в ментальных пространствах. Заме​тим, что из усиленного неравенства треугольника следует обыч​ное неравенство треугольника.
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