[image: image1.wmf]I


Тема: Систематические числа и конечные цепные дроби.
План:

Введение
Основная часть
Глава I. Систематические числа.
  1.1. История систем счисления.
  1.2. Позиционные и непозиционные системы счисления.
  1.3. Двоичная система счисления.
Глава II. Применение.
  2.1. Двоичное кодирование в компьютере.
  2.2. Перевод чисел из одной системы счисления в другую.
Глава III.Конечные цепные дроби.
  3.1.Представление рациональных чисел конечными цепными  дробями.
  3.2.Подходяшие дроби.
Заключение

Использованные литературы
ВВЕДЕНИЕ
Республика Узбекистан осуществляет построение демократического правового государства и открытого гражданского общества, обеспечивающих соблюдение прав и свобод человека, духовное обновление общества, формирование социально-ориентированной рыночной экономики, интеграцию в мировое сообщество.

Главной целью и движущей силой реализуемых в республике преобразований является человек, его гармоничное развитие и благосостояние, создание условий и действенных механизмов реализации интересов личности, изменение изживших себя стереотипов мышления и социального поведения. Важным условием развития Узбекистана является формирование совершенной системы подготовки кадров на основе богатого интеллектуального наследия народа и общечеловеческих ценностей, достижений современной культуры, экономики, науки, техники и технологий
. 

Национальная программа по подготовке кадров соответствует положениям Закона Республики Узбекистан "Об образовании", разработана на основе анализа национального опыта, исходя из мировых достижений в системе образования и ориентирована на формирование нового поколения кадров с высокой общей и профессиональной культурой, творческой и социальной активностью, умением самостоятельно ориентироваться в общественно-политической жизни, способных ставить и решать задачи на перспективу. 

Программа предусматривает реализацию национальной модели подготовки кадров, создание социально-экономических, правовых, психолого-педагогических и иных условий для формирования всесторонне развитой личности, адаптации к жизни в современном изменяющемся обществе, осознанного выбора и последующего освоения образовательных и профессиональных программ, воспитание граждан, сознающих свою ответственность перед обществом, государством и семьей. 

В текущем году мы осуществили большую работу, чтобы поднять на новый уровень развитие системы образования и воспитания. В докладе Президента Ислама Каримова на торжественном собрании, посвященном  итогам социально-экономического развития страны в 2015 году и важнейшим приоритетным направлениям экономической программы на 2016 год , отмечено     «Благодаря внедрению электронных форм взаимоотношений между государственными органами и субъектами предпринимательства в 2015 году 42,8 тысячи субъектов предпринимательства зарегистрированы через сеть Интернет на Едином портале интерактивных государственных услуг, обеспечивающем доступ к 260 различным видам интерактивных услуг. Если в 2013-2014 годах предпринимателям и гражданам было оказано чуть более 102 тысяч услуг, то только за 2015 год их количество превысило 420 тысяч. Сегодня 100 процентов налоговой и статистической отчетности сдается в электронном виде через сеть Интернет. 
С 1 января текущего года Единые центры по оказанию государственных услуг субъектам предпринимательства по принципу «одно окно» начали функционировать во всех регионах республики, внедрен также абсолютно новый механизм подключения субъектов предпринимательства к инженерно-коммуникационным сетям, предусматривающий передачу территориальным предприятиям эксплуатационных организаций полномочий по осуществлению всех процедур на условиях «под ключ» – начиная от получения технических условий до подключения к инженерно-коммуникационным сетям.

В октябре прошлого года Всемирный банк опубликовал рейтинг «Ведение бизнеса», где Узбекистан всего за один год поднялся на 16 пунктов и занял 87-е место. Особо следует отметить, что по таким критериям, как «поддержка нового бизнеса», Узбекистан в настоящее время занимает 42-е место в мире, по обеспечению исполнения заключенных договоров – 32-е, по эффективности системы банкротства экономически несостоятельных предприятий – 75-е место. По индикатору «предоставление кредитов субъектам малого бизнеса» Узбекистан за последние три года поднялся со 154-го до 42-го места, улучшив только за прошлый год свой рейтинг на 63 позиции. 
Как отмечено в докладе Всемирного банка, Узбекистан в настоящее время входит в первую десятку стран мира, которые за последний год достигли наилучших результатов в области улучшения деловой среды для предпринимательской деятельности. 
Хотел бы отметить, что благодаря принимаемым мерам доля малого бизнеса и частного предпринимательства в валовом внутреннем продукте возросла с 31 процента в 2000 году до 56,7 процента в настоящее время, или в 1,8 раза. В этой сфере сегодня производится треть всей промышленной и 98 процентов сельскохозяйственной продукции. В ней трудится более 77 процентов всего занятого населения.» 
.
Формирование всесторонне развитой личности – ориентир в работе школы. Перед учителем стоит задача – поиск новых способов интенсификации обучения, повышение его качества и процента обученности. В настоящее время общеобразовательная школа ищет наиболее  результативные методы обучения и воспитания.

Учителям начальных классов отводится немаловажная роль в подготовке младших школьников к усвоению русского языка.  Как  говорил, И. Каримов:  « Мое личное убеждение состоит в том, что сколько внимания мы уделяем нашим учителям, какое место им отводим в обществе, каким почетом, каким вниманием они окружены, от этого зависят  и воспитание наших детей, судьба будущего поколения»
. 

Перед страной сегодня стоят огромные по своим масштабам и глубине задачи в области  государственного и общественного строительства. В непростых условиях, обусловленных продолжающимся мировым финансово-экономическим кризисом, нам предстоит обеспечить  дальнейшее устойчивое развитие экономики , продолжить работу по ее диверсификации , модернизации и техническому перевооружению  производства. В сложных геополитических условиях , стабильность страны, сохранения мира на нашей земле и целый ряд других ответственных и масштабных задач , от успешного решения которых зависит сегодняшний и завтрашний день нашей страны, наших детей.

В Самарканде 15-16 мая 2014 г. на открытии международной конференции которые организован по инсиативе И.А.Каримова «Историческое наследие ученых и мыслителей средневекового Востока, его роль и значение для современной цивилизации» выступил Президент Республики Узбекистан Ислам Каримов.

И. Каримов отметил: «Наши дети должны, они просто обязаны  быть лучше нас, умнее, мудрее, конечно счастливее. Наши дети-наша гордость. … Мы поставили перед собой цель - мы хотим построить государство и общество с великим будущим. И для этого у нас есть все основания. 

Но важнейшим условием достижения этой цели являются, ещё и ещё раз, знания и мышление тех, кто придет нам на смену.
» 

Исходя из этих слов, требуется коренным образом обновлять систему образования. Ведь образование провозглашается приоритетным в сфере общественного развития Республики Узбекистан
.

Основными принципами государственной политики в области образования являются
:

гуманистический, демократический характер обучения и воспитания;

непрерывность и преемственность образования;

обязательность общего среднего, а также среднего специального, профессионального образования;

добровольность выбора направления среднего специального, профессионального образования: академический лицей или профессиональный колледж;

светский характер системы образования;

общедоступность образования в пределах государственных образовательных стандартов;

единство и дифференцированность подхода к выбору программ обучения;

            поощрение образованности и таланта;

сочетание государственного и общественного управления в системе образования.

Исходя из этих принципов, перед системой Образования и учителями ставится ряд задач, от решение которого напрямую зависеть будущее Республики и судьба нового   поколения. 

Этим задачам относятся:

изучения передового  мирового опыта в сфере образования, и их внедрения в систему обучения с учётом национальных интересов;

разработка и внедрение эффективных форм и методов духовно-нравственного воспитания обучающихся и просветительской работы;   

разработка новых эффективных методов и педагогических и инновационных технологий и их внедрения в систему обучения;

создание нормативной, материально-технической и информацион-ной базы, обеспечивающей требуемые уровень и качество образования;

обеспечение эффективной интеграции образования, науки и производства, разработка механизмов формирования потребностей государства и др. 
"Взрывного эффекта" в Узбекистане хотят добиться путем реализации национальной модели подготовки кадров, призванной коренным образом реформировать систему образования и воспитания, которая, изменяя мировоззрение, образ мышления подрастающего поколения, обеспечивая высокое качество подготовки кадров, должна стать главным фактором и условием, обеспечивающим процветание и благополучие страны в XXI веке.

С первых же дней независимости Узбекистана стала ощутимой острая необходимость в реформировании сферы образования и подготовки кадров, воспитания духовно богатого подрастающего поколения, развития интеллектуального потенциала, профессионального обучения в масштабе всей страны. Судьба реформ и их результат в первую очередь стали зависеть от того, насколько уровень знаний, профессионализм кадров соответствуют требованиям времени и осуществляемым в стране экономическим и социальным преобразованиям. 

Поэтому в 1997 г. по инициативе и при личном участии президента Ислама Каримова была разработана национальная модель подготовки кадров, которая стала основой "национальной программы по подготовке кадров". 

В чем причина столь пристального внимания и большого интереса к вопросам образования и воспитания со стороны государства, общества и лично президента страны? 

В одном из своих интервью глава узбекского государства, приводя высказывание великого просветителя Абдуллы Авлони: "воспитание для нас вопрос жизни или смерти, спасения или гибели, счастья или беды", говорит: "сказанные в начале века двадцатого, эти слова для нашего народа важны и актуальны настолько же, а может быть, даже и больше в преддверии века двадцать первого". 

Образование и воспитание, являясь продуктами сознания, одновременно факторы, определяющие уровень сознания и степень его развития. Не изменив систему образования и воспитания, нельзя изменить сознание. А не изменив сознание и, соответственно, разум, невозможно достичь высшей цели - построить свободное, экономически процветающее, демократическое общество. 

На основе принципов поэтапности и приоритетности реформ в Узбекистане разработана принципиально новая национальная модель подготовки кадров, которая справедливо называется специалистами "моделью Ислама Каримова". 

Особенностью национальной модели подготовки кадров является включение в нее в качестве основных составляющих следующих компонентов: личность, государство и общество, непрерывное образование, наука, производство, обеспечение целостности, четкое определение роли и места каждого из компонентов модели, механизмы их взаимодействия, стратегическая направленность на реализацию главной цели - развитие личностных и социально значимых качеств, воспитание духовно богатого подрастающего поколения, подготовку конкурентоспособных, высококвалифицированных кадров. 

Государство и общество гарантируют: реализацию прав граждан на образование, выбор профессионального пути и повышение квалификации; получение обязательного общего среднего и среднего специального, профессионального образования, право получения высшего и послевузовского образования; достаточное финансирование государственных образовательных учреждений; социальную поддержку и защиту обучающихся; соответствующий статус в обществе.

Непрерывное образование - фундамент системы подготовки квалифицированных конкурентоспособных кадров. Отличительной особенностью непрерывного образования Узбекистана является введение двенадцатилетнего обязательного образования, складывающегося из девятилетнего общего среднего и трехлетнего среднего специального, профессионального образования. Вызвано это тем, что действовавшая ранее система одиннадцатилетнего общего среднего образования (с девятилетним обязательным) не обеспечивала непрерывности и преемственности образовательных и профессиональных программ, социальной адаптации молодого поколения к конкурентным условиям рынка труда и образовательных услуг. В результате, если выразиться словами Ислама Каримова, "16-18-летние юноши и девушки не могут найти свое место в жизни, Овладеть конкретной специальностью, профессией, какими-либо навыками, которые пригодятся в их завтрашней жизни". 

Реализуемое через общеобразовательные школы, академические лицеи и профессиональные колледжи обязательное, бесплатное двенадцатилетнее образование обеспечивает преемственность перехода от общеобразовательных к профессиональным образовательным программам, интенсивное интеллектуальное развитие, углубленное, профильное, дифференцированное обучение, формирует новую формацию кадров - младших специалистов, владеющих одной и более специальностями. Среднее специальное, профессиональное образование - принципиально новый самостоятельный вид образования - осуществляется в очной форме, в двух типах образовательных учреждений: в академических лицеях и профессиональных колледжах. 

Академический лицей обеспечивает среднее специальное образование, интенсивное интеллектуальное развитие, углубленное, профильное, дифференцированное обучение с учетом возможностей и интересов учащихся, повышение уровня знаний и формирование специальных профессиональных навыков, направленных на углубленное изучение наук. Организуются, как правило, на базе высших учебных заведений, университетов. 

Профессиональный колледж обеспечивает среднее специальное, профессиональное образование, высокий уровень знаний с углубленным развитием профессиональных знаний, навыков и умений учащихся, обретением ими одной или нескольких специальностей по выбранным профессиям. 

Среднее специальное, профессиональное образование является основой для продолжения обучения в системе высшего образования. Выпускники академических лицеев и профессиональных колледжей имеют равные права для поступления в высшие образовательные учреждения. На сегодняшний день, в республике создано 1556 образовательных учреждений нового типа, в том числе 144 академических лицеев и  1412 профессиональных колледжей, а также 30 филиалов профессиональных колледжей в отдалённых районах сельской местности.

Придавая важное значение обеспечению преемственности между различными ступенями образования и учитывая фундаментальный характер общего среднего образования, для успешного продолжения процесса получения знаний в учреждениях среднего специального, профессионального образования, а далее в стенах институтов и университетов, была принята и успешно реализована «Общенациональная программа развития школьного образования на 2004-2009 годы». Данный документ предусматривал, в частности кардинальное обновление и капитальную реконструкцию зданий и инженерно-коммуникационной инфраструктуры общеобразовательных школ, оснащение их современным учебным, учебно-лабораторным и компьютерным оборудованием, а также обеспечение высококвалифицированными педагогическими кадрами.

В целях повышения качества высшего образования, обеспечения подготовки квалифицированных, отвечающих современным требованиям специалистов в высших образовательных учреждениях вводится двухступенчатая система подготовки кадров. 

Бакалавриат - базовое высшее образование с фундаментальными и прикладными знаниями по профилю подготовки с продолжительностью обучения не менее четырех лет. 

Магистратура - высшее образование с фундаментальными и прикладными знаниями по конкретной специальности с продолжительностью обучения не менее двух лет на базе бакалавриата. 

В годы Независимости были учреждены десятки новых высших учебных заведений. В настоящее время в стране функционируют 58 вузов, 15 филиалов центральных вузов республики и 7 филиалов ведущих зарубежных вузов. Среди них такие, как Вестминстерский университет, Сингапурский институт развития менеджмента, Туринский политехнический университет, Российский университет нефти и газа, Московский государственный университет, Российский экономический университет, Южнокорейский университет ИНХА. В стенах этих вузов готовят  специалистов по таким востребованным на рынке труда специальностям, как машиностроение, нефтегазовое дело, информационные технологии, экономика и управление бизнесом, финансовый менеджмент, коммерческое право, туризм. Их выпускники получают дипломы, признаваемые во всем мире.

В целях усиления интеграции науки и производства образованы Институт математики и Центр по философии при Национальном университете Узбекистана, Центр по праву при Ташкентском государственном юридическом университете, Центр разработки программных продуктов и аппаратно-программных комплексов при Ташкентском университете информационных технологий, проблемная лаборатория по вопросам экологии при Самаркандском государственном университете.

Актуальность выпускной квалификационной работы 
Теория чисел - важный раздел алгебры. Большое значение в теории чисел имеют систематические числа, конечные цепные дроби. С их помощью можно составлять кодирование в компьютере, представить рациональные числа конечными цепными дробями. 
Современное состояние науки и темпы ее развития показывают, что они одно из ее отраслей не может обойтись без помощи математики, методы и приемы которой проникают в такие, казалось бы, далекие и ‘’чуждые’’ ей области, как биология, медицина, гуманитарные науки и т.п.

Из-за этих недостатков метод исключения используют в школе довольно редко. Обычно стараются решить систему с помощью какого-нибудь искусственного приема. Но общих правил отыскания таких приемов нет. Каждая система решается своим методом, и опыт, полученный при решении одной системы, мало помогает при решении другой. В результате этот раздел школьной математики превращается в набор головоломок и отдельных кустарных методов их решения.

Цель выпускной квалификационной работы – изучение систематическая счисления и конечное цепное дробями.

Методы исследования: -Теоретический анализ научной и методической литературы.
Методологическую основу квалификационной работы составляют Закон Республики Узбекистан « Об образовании», « Национальная программа по подготовке кадров» Постановление Кабинета Министров Республики Узбекистан по вопросам коренного реформирования системы образования, выводы и задачи, содержащиеся в выступлениях Президента Республики Узбекистан  о совершенствовании  и модернизации системы образования и подготовки высококвалифицированных кадров для народного хозяйства.

      Содержание работы: 

Выпускная квалификационная работа состоит из введения, основной части, заключения, списка литературы.
Цель и задачи данного выпускного квалификационного работы: 

Наука – общественная явления, одна из форм общественного сознания. Математика является наиболее древней наукой. Ее многочисленные отрасли открывалось в разное время исторического развития человеческой мысли. Одно из классических направлений математики – алгебра. 

      На ранних ступенях развития общества люди почти не умели считать. Они отличали друг от друга совокупности двух и трех предметов; всякая совокупность, содержавшая большее число предметов, объединялась в понятии «много». Это был еще не счет, а лишь его зародыш.


Впоследствии способность различать друг от друга небольшие совокупности развивалась; возникли слова для обозначений понятий «четыре», «пять», «шесть», «семь». Последнее слово длительное время обозначало также неопределенно большое количество. Наши пословицы сохранили память об этой эпохе («семь раз отмерь – один раз отрежь», «у семи нянек дитя без глазу», «семь бед – один ответ» и т.д.).



Особо важную роль играл природный инструмент человека – его пальцы. Этот инструмент не мог длительно хранить результат счета, но зато всегда был «под рукой» и отличался большой подвижностью. Язык первобытного человека был беден; жесты возмещали недостаток слов, и числа, для которых еще не было названий, «показывались» на пальцах.


Поэтому, вполне естественно, что вновь возникавшие названия «больших» чисел часто строились на основе числа 10 – по количеству пальцев на руках.


На первых порах расширение запаса чисел происходило медленно. Сначала люди овладели счетом в пределах нескольких десятков и лишь позднее дошли до сотни. У многих народов число 40 долгое время было пределом счета и названием неопределенно большого количества. В русском языке слово «сороконожка» имеет смысл «многоножка»; выражение «сорок сороков» означало в старину число, превосходящее всякое воображение.


На следующей ступени счет достигает нового предела: десяти десятков, и создается название для числа 100. Вместе с тем слово «сто» приобретает смысл неопределенно большого числа. Такой же смысл приобретают потом последовательно числа тысяча, десять тысяч (в старину это число называлось «тьма»), миллион.


На современном этапе границы счета определены термином «бесконечность», который не обозначает какое либо конкретное число.
Современный человек в повседневной жизни постоянно сталкивается с числами и цифрами - они с нами везде. Различные системы счисления используются всегда, когда появляется потребность в числовых расчётах, начиная с вычислений учениками младших классов, выполняемых карандашом на бумаге, заканчивая вычислениями, выполняемыми на суперкомпьютерах. Поэтому эта тема для меня очень интересна, и мне захотелось узнать об этом больше.
Глава I: Систематическое числа
История систем счисления

Система счисления – это способ записи (изображения) чисел.

Различные системы счисления, которые существовали раньше и которые используются в настоящее время, делятся на две группы:

· позиционные,

· непозиционные.

Наиболее совершенными являются позиционные системы счисления. Они являются результатом длительного исторического развития непозиционных систем счисления.

Цель создания системы счисления- выработка наиболее удобного способа записи количественной информации.

Существует много различных систем счисления. Некоторые  из них распространены, другие распространения не получили.  Наиболее простая и понятная для нас  система  счисления  -  десятичная (основание 10). Понятна она потому, что мы используем ее в повседневной жизни. 

Единичная система

В древние времена, когда люди начали считать, появилась потребность в записи чисел. Количество предметов, например, изображалось нанесением черточек или засечек на какой-либо твердой поверхности: камне, глине, дереве (до изобретения бумаги было еще очень далеко). Каждому предмету в такой записи соответствовала одна черточка. Археологами найдены такие «записи» при раскопках культурных слоев, относящихся к периоду палеолита (10–11 тысяч лет до н.э.). Ученые назвали этот способ записи чисел единичной (палочной) системой счисления. В ней для записи чисел применялся только один вид знаков – палочка. Каждое число в такой системе счисления обозначалось с помощью строки, составленной из палочек, количество которых равнялось обозначаемому числу.

Неудобства такой системы записи чисел и ограниченность ее применения очевидны: чем большее число надо записать, тем длиннее строка из палочек; при записи большого числа легко ошибиться – нанести лишнее количество палочек или, наоборот, не дописать палочки.

Можно предположить, что для облегчения счета люди стали группировать предметы по 3, 5, 10 штук. И при записи стали использовать знаки, соответствующие группе из нескольких предметов. Поскольку люди, при подсчете использовали пальцы рук, то первыми появились знаки для обозначения групп предметов из 5 и 10 штук (единиц). И таким образом возникли уже более удобные системы записи чисел.

Древнегреческая нумерация

В древнейшее время в Греции была распространена т.н. аттическая нумерация. Числа 1, 2, 3, 4 обозначались черточками 
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. Число 5 записывалось знаком 
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 (древнее начертание буквы «пи», с которой начинается слово «пенте» – пять); числа 6, 7, 8, 9 обозначались 
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. Число 10 обозначалось 
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 (начальной буквой слова «дека»  – десять). Числа 100, 1000 и 10000 обозначались 
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. Числа 50, 500, 5000 обозначались комбинациями знаков 5 и 10, 5 и 100, 5 и 1000. 

Запись чисел в аттической системе счисления:
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В третьем веке до н.э. аттическая нумерация была вытеснена так называемой ионийской системой. В ней числа 1 – 9 обозначались первыми девятью буквами алфавита; числа 10, 20, 30, … , 90 – следующими девятью буквами; числа 100, 200, … , 900 – последними девятью буквами. 
Обозначение чисел в ионийской системе нумерации

	Обозна-чение
	Название
	Значе-ние
	Обозна-чение
	Название
	Значе-ние
	Обозна-чение
	Назва-ние
	Значе-ние
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	3
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	Лямбда
	30
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	Тау
	300
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	Мю
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	50
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	Фауб
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	Кси
	60
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	70
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	Эта
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	Пи
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	Омега
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	9
	
	Коппа
	90
	
	Сампи
	900


Запись чисел в ионийской системе счисления
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Южные и восточные славянские народы для записи чисел пользовались алфавитной нумерацией. У одних славянских народов числовые значения букв установились в порядке славянского алфавита, у других же (в том числе у русских) роль цифр играли не все буквы, а только те, которые имеются в греческом алфавите. Над буквой, обозначавшей цифру, ставился специальный значок: 
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  («титло»).

Обозначение чисел в древнеславянской системе нумерации

	Обозна-чение
	Название
	Значе-ние
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	Значе-ние
	Обозна-чение
	Назва-ние
	Значе-ние
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	Люди
	30
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	40
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	Ук
	400
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	Есть
	5
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	Наш
	50
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	Ферт
	500
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	Кси
	60
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	Хер
	600
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	Земля
	7
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	Он
	70
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	Пси
	700
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	Иже
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	Покой
	80
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	Омега
	800
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	Фита
	9
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	Червь
	90
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	Цы
	900


Славянская нумерация

В России славянская нумерация сохранилась до конца XVII века. При Петре I возобладала так называемая «арабская нумерация», которой мы пользуемся и сейчас. Славянская нумерация сохранялась только в богослужебных книгах. При записи чисел, больших 10, цифры писались слева направо в порядке убывания десятичных разрядов (однако иногда для чисел от 11 до 19 единицы записывались ранее десяти). Для обозначения тысяч перед числом их  (слева внизу) ставился особый знак 
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Запись чисел в древнеславянской системе счисления:
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Римская нумерация


Древние римляне пользовались нумерацией, которая сохраняется до настоящего времени под именем «римской нумерации». Мы пользуемся ей для обозначения веков, юбилейных дат, наименования съездов и конференций, для нумерации глав книги или строф стихотворения.


В позднейшем своем виде римские цифры выглядят так: 
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В римской нумерации явственно сказываются следы пятиричной системы счисления. В языке же римлян (латинском) никаких следов пятиричной системы нет. Значит, эти цифры были заимствованы римлянами у другого народа (предположительно у этрусков).


Все целые числа (до 5000) записываются с помощью повторения вышеприведенных цифр. При этом, если большая цифра стоит перед меньшей, то они складываются, если же меньшая стоит перед большей (в этом случае она не может повторяться), то меньшая вычитается из большей. Подряд одна и та же цифра ставится не более трех раз. 

Запись чисел римскими цифрами:
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Выполнение арифметических действий над многозначными числами в этой записи очень громоздко и трудно. Тем не менее, римская нумерация преобладала в Италии до XIII века, а в других странах Западной Европы - до XVI века.

Вавилонская поместная нумерация


В древнем Вавилоне примерно за 40 веков до нашего времени создалась поместная (позиционная) нумерация, т.е. такой способ изображения чисел, при котором одна и та же цифра может обозначать разные числа, смотря по месту, занимаемому этой цифрой. Наша теперешняя нумерация - тоже поместная, однако в вавилонской поместной нумерации ту роль, которую играет у нас число 10, играло число 60, и потому эту нумерацию называют шестидесятеричной. Числа, меньшие 60, обозначались с помощью двух знаков: для единицы 
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 и для десятка 
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. Они имели клинообразный вид, так как вавилоняне писали на глиняных дощечках палочками треугольной формы. Эти знаки повторялись нужное число раз. При отсутствии промежуточного разряда применялся знак
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Запись вавилонской клинописью чисел до 60
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Запись вавилонской клинописью чисел, больших 60
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Шестидесятеричная запись целых чисел не получила распространения за пределами ассиро-вавилонского царства, но шестидесятеричные дроби проникли далеко за эти пределы: в страны Среднего Востока, Средней Азии, в Северную Африку и Западную Европу. Они широко применялись, особенно в астрономии, вплоть до изобретения десятичных дробей. Следы шестидесятеричных дробей сохраняются и поныне в делении углового и дугового градуса (а также часа) на 60 минут и минуты на 60 секунд.

Позиционные и непозиционные системы счисления

Разнообразные системы счисления, которые существовали раньше и которые используются в наше время, можно разделить на непозиционные и позиционные. Знаки, используемые при записи чисел, называются цифрами. 

В непозиционных системах счисления от положения цифры в записи числа не зависит величина, которую она обозначает. Примером непозиционной системы счисления является римская система, в которой в качестве цифр используются латинские буквы. 

В позиционных системах счисления величина, обозначаемая цифрой в записи числа, зависит от ее позиции. Количество используемых цифр называется основанием системы счисления. Место каждой цифры в числе называется позицией. Первая известная нам система, основанная на позиционном принципе – шестидесятеричная вавилонская. Цифры в ней были двух видов, одним из которых обозначались единицы, другим – десятки. 

В настоящее время позиционные системы счисления более широко распространены, чем непозиционные. Это объясняется тем, что они позволяют записывать большие числа с помощью сравнительно небольшого числа знаков. Еще более важное преимущество позиционных систем - это простота и легкость выполнения арифметических операций над числами, записанными в этих системах.

Наиболее употребительной оказалась индо-арабская десятичная система. Индийцы первыми использовали ноль для указания позиционной значимости величины в строке цифр. Эта система получила название десятичной, так как в ней десять цифр. 

Различие между позиционной и непозиционной систем счисления легче всего понять на примере сравнения двух чисел. В позиционной системе счисления сравнение двух чисел происходит следующим образом: в рассматриваемых числах слева направо сравниваются цифры, стоящие в одинаковых позициях. Бóльшая цифра соответствует бóльшему значению числа. Например, для чисел 123 и 234, 1 меньше 2, поэтому число 234 больше, чем число 123. В непозиционной системе счисления это правило не действует. Примером этого может служить сравнение двух чисел IX и VI. Несмотря на то, что I меньше, чем V, число IX больше, чем число VI.
Основание системы счисления, в которой записано число, обычно обозначается нижним индексом. Например, 5557 – число, записанное в семеричной системе счисления. Если число записано в десятичной системе, то основание, как правило, не указывается. Основание системы – это тоже число, и его указывают в обычной десятичной системе. Любое целое число в позиционной системе можно записать в форме многочлена: 

Хs={AnAn-1An-2...A2A1}s =An·Sn-1+An-1·Sn-2+An-2·Sn-3+...+A2·S1+A1·S0

где S - основание системы счисления, Аn - цифры числа, записанного в данной системе счисления, n - количество разрядов числа.
Так, например число 629310 запишется в форме многочлена следующим образом:
629310=6·103  + 2·102 + 9·101 + 3·100

Примеры позиционных систем счисления:

· Двоичная (или система счисления с основанием 2) это положительная целочисленная позиционная (поместная) система счисления, позволяющая представить различные численные значения с помощью двух символов. Чаще всего это 0 и 1.

· Восьмеричная — позиционная целочисленная система счисления с основанием 8. Для представления чисел в ней используются цифры 0 до 7. Восьмеричная система часто используется в областях, связанных с цифровыми устройствами. Ранее широко использовалась в программировании и компьютерной документации, однако в настоящее время почти полностью вытеснена шестнадцатеричной.
· Десятичная система счисления — позиционная система счисления по целочисленному основанию 10. Наиболее распространённая система счисления в мире. Для записи чисел наиболее часто используются символы 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, называемые арабскими цифрами. 
· Двенадцатеричная (широко использовалась в древности, в некоторых частных областях используется и сейчас) — позиционная система счисления с целочисленным основанием 12. Используются цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B. Некоторые народы Нигерии и Тибета до сих пор используют двенадцатиричную систему счисления, но отголоски ее можно найти практически в любой культуре. В русском языке есть слово "дюжина", в английском "dozen", в некоторых местах слово двенадцать употребляют вместо «десять», как круглое число, например, подождите 12 минут.
· Шестнадцатеричная (наиболее распространена в программировании, а также в шрифтах) — позиционная система счисления по целочисленному основанию 16. Обычно в качестве шестнадцатеричных цифр используются десятичные цифры от 0 до 9 и латинские буквы от A до F для обозначения цифр от 10 до 15. Широко используется в низкоуровневом программировании и вообще в компьютерной документации, поскольку в современных компьютерах минимальной единицей памяти является 8-битный байт, значения которого удобно записывать двумя шестнадцатеричными цифрами.
· Шестидесятеричная (измерение углов и, в частности, долготы и широты) — позиционная система счисления по целочисленному основанию 60. Использовалась в древние времена на Ближнем Востоке. Последствиями этой системы счисления является деление углового и дугового градуса (а также часа) на 60 минут и минуты на 60 секунд.
Наибольший интерес при работе на ЭВМ представляют системы счисления с основаниями 2, 8 и 16. Этих систем счисления обычно хватает для полноценной работы как человека, так и вычислительной машины, однако иногда в силу различных обстоятельств все-таки приходится обращаться к другим системам счисления, например к троичной, семеричной или системе счисления по основанию 32. 

Чтобы оперировать с числами, записанными в таких нетрадиционных системах, нужно иметь в виду, что принципиально они ничем не отличаются от привычной десятичной. Сложение, вычитание, умножение в них осуществляется по одной и той же схеме. 

Другие системы счисления не используются в основном, потому что в повседневной жизни люди привыкли пользоваться десятичной системой счисления, и не требуется никакая другая. В вычислительных же машинах используется двоичная система счисления, так как оперировать числами, записанными в двоичном виде, довольно просто.  
Часто в информатике используют шестнадцатеричную систему, так как запись чисел в ней значительно короче записи чисел в двоичной системе. Может возникнуть вопрос: почему бы не использовать для записи очень больших чисел систему счисления, например по основанию 50? Для такой системы счисления необходимы 10 обычных цифр плюс 40 знаков, которые соответствовали бы числам от 10 до 49 и вряд ли кому-нибудь понравится работать с этими сорока знаками. Поэтому в реальной жизни системы счисления по основанию, большему 16, практически не используются.
Двоичная система счисления

Двоичная система счисления была придумана математиками и философами ещё до появления компьютеров (XVII — XIX вв.). Некоторые идеи, лежащие в основе двоичной системы, по существу были известны в Древнем Китае. Об этом свидетельствует классическая книга “И цзин” (“Книга перемен”).

Идея двоичной системы была известна и древним индусам.

В Европе двоичная система, видимо, появилась уже в новое время. Об этом свидетельствует система объемных мер, применяемая английскими виноторговцами: два джилла = полуштоф, два полуштофа = пинта, две пинты = кварта, две кварты = потл, два потла = галлон, два галлона = пек, два пека = полубушель, два полубушеля = бушель, два бушеля = килдеркин, два килдеркина = баррель, два барреля = хогзхед, два хогзхеда = пайп, два пайпа = тан.

И в английских мерах веса можно увидеть двоичный принцип. Так, фунт (обычный, не тройский) содержит 16 унций, а унция — 16 дрэмов. Тройский фунт содержит 12 тройских унций. В английских аптекарских мерах веса, однако, унция содержит восемь дрэмов.

Пропагандистом двоичной системы был знаменитый Г.В. Лейбниц (получивший, от Петра I звание тайного советника). Он отмечал особую простоту алгоритмов арифметических действий в двоичной арифметике в сравнении с другими системами и придавал ей определенный философский смысл. Говорят, что по его предложению была выбита медаль с надписью: “Для того чтобы вывести из ничтожества все, достаточно единицы”. Известный современный математик Т.Данциг о нынешнем положении дел сказал: “Увы! То, что некогда возвышалось как монумент монотеизму, очутилось в чреве компьютера”. 

Потом о двоичной системе забыли. В течение почти 200 лет на эту тему не было издано ни одного труда. Вернулись к ней только в 1931 году, когда были продемонстрированы некоторые возможности практического применения двоичного счисления. В 1936 — 1938 годах американский инженер и математик Клод Шеннон нашёл замечательные применения двоичной системы при конструировании электронных схем.

Двоичная система счисления (Бинарная система счисления, binary) -- позиционная система счисления с основанием 2. Для представления чисел используются символы 0 и 1.

Главное достоинство двоичной системы — простота алгоритмов сложения, вычитания, умножения и деления. Таблица умножения в ней совсем не требует ничего запоминать: ведь любое число, умноженное на ноль, равно нулю, а умноженное на единицу равно самому себе.  И при этом никаких переносов в следующие разряды, а они есть даже в троичной системе. Рассмотрим подробнее, как происходит процесс умножения двоичных чисел. Пусть надо умножить число 1101 на 101 (оба числа в двоичной системе счисления). Машина делает это следующим образом: она берет число 1101 и, если первый элемент второго множителя равен 1, то она заносит его в сумму. Затем сдвигает число 1101 влево на одну позицию, получая тем самым 11010, и если, второй элемент второго множителя равен единице, то тоже заносит его в сумму. Если элемент второго множителя равен нулю, то сумма не изменяется.

Таблица деления сводится к двум равенствам 0/1 = 0, 1/1 = 1, благодаря чему деление столбиком многозначных двоичных чисел делается гораздо проще, чем в десятичной системе и, по существу, сводится к многократному вычитанию. Выполнение основной процедуры - выбор числа, кратного делителю и предназначенного для уменьшения делимого, здесь проще, так как таким числом могут быть либо 0, либо сам делитель.

Сложение многоразрядных двоичных чисел осуществляется в соответствии с таблицей с учетом возможных переносов  из младшего разряда в старшие. 

Вот как выглядит таблица сложения в двоичной системе:
	0 + 0 = 0
	1 + 0 = 1

	0 + 1 = 1
	1 + 1 = 10


При выполнении операции вычитания всегда из большего по абсолютной величине числа вычитается меньшее и у результата ставится соответствующий знак. Таблица разности двоичных чисел:

	0 - 0 = 0
	1 - 1 = 0

	1 - 0 = 1
	10 - 1 = 1


Существует более легкий способ вычитания в двоичной системе, для этого необходимо каждую цифру 1 вычитаемого поменять на цифру 0, а цифру 0 поменять на цифру 1 и выполнить сложение получившихся чисел. Рассмотрим пример:

1100112-10012=1100112-0010012=1100112+1101102=1010012

Недостатком двоичной системы является то, что она не привычна для человека. Значит, неудобством этой системы счисления (как, впрочем, и всякой другой, отличной от десятичной) является необходимость перевода исходных данных из десятичной системы в двоичную при вводе их в машину и обратного перевода из двоичной в десятичную при выводе результатов вычислений.

Глава II: Применение
Двоичное кодирование в компьютере

В конце ХХ века, века компьютеризации, человечество пользуется двоичной системой ежедневно, так как вся информация, обрабатываемая современными ЭВМ, хранится в них в двоичном виде.

Каким же образом осуществляется это хранение? Каждый регистр арифметического устройства ЭВМ, каждая ячейка памяти представляют собой физическую систему, состоящую из некоторого числа однородных элементов. Любой такой элемент способен находиться в нескольких состояниях и служит для изображения одного из разрядов числа. Именно поэтому каждый элемент ячейки называют разрядом.

Нумерацию разрядов в ячейке принято вести справа налево, самый левый разряд имеет порядковый номер 0.

Если при записи чисел в ЭВМ мы хотим использовать обычную десятичную систему счисления, то мы должны двоичное кодирование информации уметь получать 10 устойчивых состояний для каждого разряда (как на счетах при помощи костяшек). Такие машины существуют. Однако конструкция элементов такой машины оказывается чрезвычайно сложной, что сказывается на надежности и скорости работы ЭВМ. Наиболее надежным и дешевым является устройство, каждый разряд которого может принимать два состояния: намагничено – не намагничено, высокое напряжение – низкое напряжение и т.д. В современной электронике развитие аппаратной базы ЭВМ идет именно в этом направлении.

Следовательно, использование двоичной системы счисления в качестве внутренней системы представления информации вызвано конструктивными особенностями элементов вычислительных машин.

В современные компьютеры мы можем вводить текстовую информацию, числовые значения, а также графическую и звуковую информацию. Количество информации, хранящейся в ЭВМ, измеряется ее «длиной» (или «объемом»), которая выражается в битах (от английского binary digit – двоичная цифра).

Бит – минимальная единица измерения информации. В каждом бите может храниться 0 или 1.

Для измерения объема хранимой информации используются следующие единицы:

1 байт = 8 бит;

1 кбайт (килобайт) = 1024 байт = 210 байт;

1 Мбайт (мегабайт) = 1024 кбайт = 210кбайт = 220байт;

1 Гбайт (гигабайт) = 1024 Мбайт = 210Мбайт = 220кбайт = 230байт.

Число 1024 как множитель при переходе к более высшей единице измерения имеет своим происхождением двоичную систему счисления (1024 – это десятая степень двойки):

Все позиционные системы счисления являются равноправными, но в разных случаях удобнее пользоваться разными системами. Из всех позиционных систем счисления наибольшее распространение, за исключением десятичной, получила двоичная система счисления. В первую очередь это связано с надежностью представления информации: при ее кодировании, передаче и декодировании вероятность ошибки (потери информации) мала по сравнению с тем, когда при представлении данной информации используются другие системы счисления. Двоичная система проста, так как для представления информации в ней используются всего два состояния или две цифры. Такое представление информации принято называть двоичным кодированием.

Представление информации в двоичной системе использовалось человеком с давних времен. Так, жители островов Полинезии передавали необходимую информацию при помощи барабанов: чередование звонких и глухих ударов. Звук над поверхностью воды распространялся на достаточно большое расстояние, таким образом «работал» полинезийский телеграф. В телеграфе в XIX–XX веках информация передавалась с помощью азбуки Морзе – в виде последовательности из точек и тире. Часто мы договариваемся открывать входную дверь только по «условному сигналу» – комбинации коротких и длинных звонков.

Самюэл Морзе в 1838 г. изобрел код – телеграфную азбуку – систему кодировки символов короткими и длинными посылками для передачи их по линиям связи, известную как «код Морзе». Современный вариант международного «кода Морзе» (International Morse) появился совсем недавно – в 1939 году, когда была проведена последняя корректировка.

Двоичная система используется для решения головоломок и построения выигрышных стратегий в некоторых играх.

Перевод чисел из одной системы счисления в другую

Наиболее часто встречающиеся системы счисления – это двоичная, шестнадцатеричная и десятичная и восьмеричная. Как же связаны между собой представления числа в различных системах счисления? 

Для перевода двоичного числа в десятичное необходимо его записать в виде многочлена, состоящего из произведений цифр числа и соответствующей степени числа 2, и вычислить по правилам десятичной арифметики: 

Х2= Аn·2n-1 + Аn-1·2n-2 + Аn-2·2n-3 +…+А2·21 + А1·20 

При переводе удобно пользоваться таблицей степеней двойки:

	n(степень)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2n
	1
	2
	4
	8
	16
	32
	64
	128
	256
	512
	1024


Пример: Число 111010002 перевести в десятичную систему счисления:

111010002= 1·27 + 1·26 + 1·25 +0·24 + 1·23+0·22+0·21+0·20=23210

Для перевода восьмеричного числа в десятичное необходимо его записать в виде многочлена, состоящего из произведений цифр числа и соответствующей степени числа 8, и вычислить по правилам десятичной арифметики:

Х8= Аn·8n-1 + Аn-1·8n-2 + Аn-2·8n-3 +…+А2·81 + А1·80
При переводе удобно пользоваться таблицей степеней восьмерки:

	n(степень)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	8n
	1
	8
	64
	512
	4096
	32768
	262144


Пример: Число 750138 перевести в десятичную систему счисления:

Для перевода шестнадцатеричного числа в десятичное необходимо его записать в виде многочлена, состоящего из произведений цифр числа и соответствующей степени числа 16, и вычислить по правилам десятичной арифметики:

Х16= Аn·16n-1 + Аn-1·16n-2 + Аn-2·16n-3 +…+А2·161 + А1·160
При переводе удобно пользоваться таблицей степеней числа 16: 

	n(степень)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	16n
	1
	16
	256
	4096
	65536
	1048576
	16777216


Пример: Число FDA116  перевести в десятичную систему счисления:

FDA116= 15·163 + 13·162 + 10·161 +1·160=6492910
Для перевода десятичного числа в двоичную систему его необходимо последовательно делить на 2 до тех пор, пока не останется остаток, меньший или равный 1. Число в двоичной системе записывается как последовательность последнего результата деления и остатков от деления в обратном порядке.

Пример: Число 2210 перевести в двоичную систему счисления:
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2210=101102

Для перевода десятичного числа в восьмеричную систему его необходимо последовательно делить на 8 до тех пор, пока не останется остаток, меньший или равный 7. Число в восьмеричной системе записывается 
Пример: Число57110 перевести в восьмеричную систему счисления.
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57110=10738

Для перевода десятичного числа в шестнадцатеричную систему его необходимо последовательно делить на 16 до тех пор, пока не останется остаток, меньший или равный 15. Число в шестнадцатеричной системе записывается как последовательность цифр последнего результата деления и остатков от деления в обратном порядке.

Пример: Число746710 перевести в шестнадцатеричную систему счисления.
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746710=1D2B16

Чтобы перевести число из двоичной системы в восьмеричную, его нужно разбить на триады (тройки цифр), начиная с младшего разряда, в случае необходимости дополнив старшую триаду нулями, и каждую триаду заменить соответствующей восьмеричной цифрой. При переводе необходимо пользоваться двоично-восьмеричной таблицей:

	2-ная
	000
	001
	010
	011
	100
	101
	110
	111

	8-ная
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7


Пример: Число 1001011 перевести в восьмеричную систему счисления:      001   001   0112=1138 
Чтобы перевести число из двоичной системы в шестнадцатеричную, его нужно разбить на тетрады (четверки цифр), начиная с младшего разряда, в случае необходимости дополнив старшую тетраду нулями, и каждую тетраду заменить соответствующей восьмеричной цифрой. При переводе необходимо пользоваться двоично-шестнадцатеричной таблицей:

	2-ная
	0000
	0001
	0010
	0011
	0100
	0101
	0110
	0111

	16-ная
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2-ная
	1000
	1001
	1010
	1011
	1100
	1101
	1110
	1111

	16-ная
	8
	9
	A
	B
	C
	D
	E
	F


Пример: Число 1011100011 перевести в шестнадцатеричную систему счисления:

0010   1110   00112=2E316
Для перевода восьмеричного числа в двоичное необходимо каждую цифру заменить эквивалентной ей двоичной триадой.

Пример: Число 5318 перевести в двоичную систему счисления: 

5318=101  011  0012
Для перевода шестнадцатеричного числа в двоичное необходимо каждую цифру заменить эквивалентной ей двоичной тетрадой.

Пример: Число ЕЕ816  перевести в двоичную систему счисления:

ЕЕ816=1110111010002 
При переходе из восьмеричной системы счисления в шестнадцатеричную и обратно, необходим промежуточный перевод чисел в двоичную систему.
Пример 1: Число FEA16  перевести в восьмеричную систему счисления:
FEA16=1111111010102=111  111  101  0102=77528 

	Десятичная
	Двоичная
	Восьмеричная
	Шестнадцатеричная

	1
	001
	1
	1

	2
	010
	2
	2

	3
	011
	3
	3

	4
	100
	4
	4

	5
	101
	5
	5

	6
	110
	6
	6

	7
	111
	7
	7

	8
	1000
	10
	8

	9
	1001
	11
	9

	10
	1010
	12
	A

	11
	1011
	13
	B

	12
	1100
	14
	C

	13
	1101
	15
	D

	14
	1110
	16
	E

	15
	1111
	17
	F

	16
	10000
	20
	10


Таблица соответствия натуральных чисел
 Глава III:     КОНЕЧНЫЕ ЦЕПНЫЕ ДРОБИ

 1.
Представление рациональных чисел конечными цепными дробями.

Пусть t— рациональное число: [image: image129.png]


. Число t можно

представить в виде дроби особого вида. Это представление тесно связано с алгоритмом Евклида. Применим алгоритм Евклида к числам а и b; последовательно получим:
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Из второго равенства получаем, что
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Подставляя это выражение в первое равенство (1), получим:

[image: image132.png](3)




Но из третьего равенства (1) следует, что

[image: image133.png]



Подставляя это выражение в -{3), получим:

[image: image134.png]



     В конце концов получаем:

[image: image135.png](4)




     Сокращенно дробь вида (4) будем обозначать:

[image: image136.png]-§-=[qo; Gis Gar s G-




     Определение 1. Представление (4) рационального числа называется конечной цепной или непрерывной дробью.

     Числа [image: image137.png]Gos 91y o0y gn



  называются неполными частными числа [image: image138.png]| a



 все q1 — целые, а начиная с q1 — натуральные.

     Если дробь[image: image139.png]


положительная, то q0 — натуральное при а>b 

(тогда[image: image140.png]


=[image: image141.png][qo; qb M qn]v



) и q0 = 0 при а<Ь(этом случае[image: image142.png]


 [image: image143.png][O; (h, 42, seey qn])‘




     Если дробь[image: image144.png]


отрицательная, то ее можно представить в виде [image: image145.png]— + e a b
1 lv 1y Vi
l bl (



— натуральные;[image: image146.png]ay



— правильная положительная дробь).

     Тогда [image: image147.png]—Z— = [—1; g1, 29 ++» Guds Go = —I.




     Здесь целое [image: image148.png]do < 0; d1y 925 +-» G p



 натуральные.

     Если [image: image149.png]%= ¢ — ueJjoe, To ¢ = [c].




     Нами доказана следующая теорема:

     Теорема 1. Всякое рациональное число может быть пред​ставлено в виде конечной цепной дроби.

     Примеры.
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     Если допустить,что последнее неполное частное может равнять​ся 1, то для всякого рационального числа можно получить два представления в виде конечной цепной дроби.

     Пример.

[image: image152.png]



     Теорема 2. Представление рационального числа в виде не​прерывной дроби, такой, что последнее неполное частное отлично от

1,
единственно.

Доказательство (от противного). Пусть возможны

два представления числа[image: image153.png]


— в виде конечной цепной дроби:
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     Тогда  [image: image155.png]



Рассмотрим второе слагаемое левой части равенства, обозначив его через с:

[image: image156.png]a; +
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Здесь все а* —натуральные. Если n>1,то 0<с<1.

Если n=1, > 1, то и в этом случае 0 < с < 1. Если п = 1 и аг = 1, то с = 1.      Поскольку этот случай исключается (по усло​вию теоремы), то 0 < с < 1 всегда, т. е. с — правильная дробь.

Тогда = [image: image157.png]%—=ao+c,me0 <c<l.




Аналогично:

[image: image158.png]a
= =by+ 1, A 0< i< 1




     Это значит, что а0 и b0 — целые части одного и того же числа —[image: image159.png]> e




Но так как целая часть числа определяется однозначно, то а0 = b0.
После вычитания а0 и b0 из обеих частей (5) получим равные дроби с равными числителями, но тогда и знаменатели этих дробей равны, т. е.

[image: image160.png]



  Рассуждая аналогично, получим последовательно: аг=b1г [image: image161.png]/2 .—T"__ b29



..., и т. д. Далее возможны три случая:

[image: image162.png]1) n =k 2)n<k 3)n>k




  1-й
случай, n=.k Тогда получим: а0=b0,а1=b1 ...,ап=bк. Теорема доказана.

  2-й
случай, n < k. Тогда получим:

[image: image163.png]1
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ап — целое число. Правая часть равенства (6) может быть целым лишь при k=n+1 и bn+1 == 1, но это противоречит условию. Зна​чит, случай n<k невозможен.

     Аналогично доказывается невозможность и случая n>k. Ос​тается первый случай: n=k: а0=b0, ах=b1г ..., ап = bк. Теоре​ма доказана.

     Теорема 3. Всякая конечная цепная дробь есть рациональ​ное число.
     Доказательство. Пусть дана цепная дробь (4). Если произвести указанные арифметические действия иад целыми числа​ми 1и [image: image164.png]Qo -’ G ns





то получим рациональное число.

      2.
Подходящие дроби и их свойства.

     Определение 2. Дроби

[image: image165.png]



и т. д. называются подходящими дробями цепной дроби (4) или

соответствующего ей числа [image: image166.png]SRS




     Очевидно, что последняя подходящая дробь [image: image167.png]


 есть

число [image: image168.png]>|a




     Каждая подходящая дробь есть некоторое рациональное число. Поставим задачу найти общую формулу для вычисления подходя​щей дроби любого порядка.

     Заметим, что s-я подходящая дробь[image: image169.bmp]получается путем замены
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     Подходящие дроби последовательно можно представить в виде: 

[image: image171.png]90 Po’ 61_40+"1“= Gog1 +1 __ Pt

1 0 d1 91 Qs
1 L qs __ Go9i92 + G0 + 93
= ¢y t = =
1 ¢19; + 1 4193 + 1
7t q
2

—_ (qo‘h+l)%+%= P1‘72+Po=£g.
qi9s + 1 Qe +Q Qe





     Откуда
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     Предположим, что для s-й подходящей дроби имеет место фор​мула:
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и докажем справедливость этой формулы для подходящей дроби                

[image: image174.png]6.s'+1 '




     Так как[image: image175.png]6.s'+1 '



получается из[image: image176.png]


заменой [image: image177.png]qs



на[image: image178.png]


то получим:
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     На основании принципа математической индукции заключаем, что формула (1) справедлива для любого 5.

     Выпишем рекуррентные формулы для вычисления числителей Р3 и знаменателей ф, подходящих дробей (закон составления под​ходящих дробей):
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     Вычисления удобно проводить по схеме:
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     Например, для получения[image: image182.png]P S+1



нужно стоящее над ним число q4+1 умножит ь на стоящее слева от клетки для[image: image183.png]P S+1



число Р,и к результату прибавить стоящее слева от Р3 число [image: image184.png]P, 3.



 Аналогично вычисляется и [image: image185.png]



     Правильность проделанных вычислений проверяется совпаде​нием последних вычисленных выражений для [image: image186.png]


 с числителем

а и знаменателем Ь дроби[image: image187.png]a a
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      Пример. Разложим в непрерывную дробь число —[image: image188.png]105
38



и

найдем все подходящие дроби разложения.

      С помощью алгоритма Евклида получаем:
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     Последовательные подходящие дроби:
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3.
Основные свойства подходящих дробей.

1)
Числители и знаменатели подходящих дробей — целые числа} знаменатели, кроме того, числа натуральные и образуют возрастаю​щую последовательность.

     Доказательство. Первое утверждение очевидно, так как[image: image191.bmp] числа целые.
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   2)
Числители и знаменатели двух соседних подходящих дробей связаны соотношением:
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Доказательство. Используем метод математической индукции.
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   б)
Предположим верность формулы (2) для з — k:

[image: image195.png]P k—_-le - P Ing--l‘= (—l1 )k




и докажем верность ее для s=k+1.
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  Итак,[image: image197.png]PQps1 — PriaQp = (—1)4H1,




Тогда согласно принципу математической индукции формула (2) верна для любого натурального s.

3)
Подходящие дроби[image: image198.png]O
(A



несократимы,т.е.[image: image199.png](Ps' Qs) = l.




Доказательство. Действительно, согласно свойству 2) подходящих дробей имеем:

[image: image200.png]



  Если допустить, что [image: image201.png](P Q) #1, 1. e. uto (P, Q) =d >1,



              то из равенства (1) п. 2 следует, что (—1)* делится на d>1, что невозможно. Следовательно,[image: image202.png]'(Ps’ Qs) =




    З а м е ч а н и е. Если рациональное число[image: image203.png]o |a



— разложить в

цепную дробь, то последняя подходящая дробь bп в этом разло​жении несократима и равна[image: image204.png]o |a



 —. Таким образом, разложение в цепную дробь позволяет сокращать дроби.

   4)
Подходяшие дроби четного порядка образуют возрастающую, а нечетного — убывающую последовательность.

   Доказательство. Пользуясь формулами (1) и (2), по​лучим:
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т.е. подходящие дроби четного порядка образуют возрастающую последовательность.

[image: image206.png]Ecnu k — HedeTHOE, 10
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                        т.е. подходящие дроби нечетного порядка образуют убывающую последовательность.

р

  5)
Каждая подходящая дробь[image: image207.png]


четного порядка меньше под-

ходяищх дробей[image: image208.png]P k—1 U P R+1
Qr—1 Qr+1 .




   Доказательство. Используя свойство 2 подходящих дробей, находим:
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     Заменяя k на k + 1, получим:

[image: image210.png]Ppn __ Py _ (=DF2
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 Если k — четно, то[image: image211.png](=1t = —1 <0, a (—=1)**2=1 >0.



Зна​чит, при четном k
[image: image212.png]P, Py, Ppyy Py
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Это и показывает, что
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   Следствие. Каждая подходящая дробь[image: image214.png]


— нечетного по-

рядка больше подходящих дробей [image: image215.png]Py_ P,..
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   6)
Любая подходящая дробь четного порядка меньше любой под​ходящей дроби нечетного порядка.

Доказательство. На основании четвертого и пятого свойства при          [image: image216.png]


получаем:
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Следовательно, при любых соотношениях между l и k выполняет​ся неравенство:

[image: image218.png]Pyrys > Pypyy
?
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которое доказывает свойство 6.

  7)
Если t— положительное рациональное число, то при его раз​ложении в цепную дробь четные подходящие дроби — приближения по недостатку, а нечетные — по избытку (за исключением послед​ней дроби, совпадающей с t).

     Доказательство. Если последняя подходящая дробь, совпадающая с числом t, четного порядка, то она (по свойству 4) больше остальных подходящих дробей четного порядка, которые дают, таким образом, приближения t по недостатку. Вместе с тем число t как подходящая дробь четного порядка меньше любой под​ходящей дроби нечетного порядка (по свойству 6), а потому подходя​щие дроби нечетного порядка дают для t приближение с избытком. Аналогично рассматривается случай, когда последняя подхо​дящая дробь, совпадающая с t, является дробью нечетного поряд​ка (читателю рекомендуется рассмотреть этот случай самосто​ятельно).

  8)
Если t — положительное рациональное число и [image: image219.png]


 —— подхо-

дящая дробь k-го порядка в разложении t в непрерывную дробь, то

[image: image220.png]1 1
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      Доказательство. Так как на основании свойства 7 чис​ло t заключено между любыми двумя своими соседними подходя​щими дробями, то
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     Но
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 (см. доказательство свойства 5). Тогда из (3) и (5) следует:

[image: image223.png]1
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     Так как [image: image224.png]Qers = Qu9p1 + Qu—1y TO Qpyy > Qp,



 а потому [image: image225.png]1 1
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     Следовательно,
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     Примеры.

1.
В предыдущем примере (см.с.56) оцените приближение

числа[image: image227.png]


подходящей дробью [image: image228.png]



  На основании неравенства (3) получаем:

[image: image229.png]£
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  2.
Заменим число[image: image230.png]245
83



такой подходящей дробью, чтобы полу-

ченная при этом погрешность не превышала 0,001.

  Решение. Разлагаем данное число в цепную дробь: 
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Заключение

Теория чисел - важный раздел алгебры. Большое значение в теории чисел имеют систематические числа, конечные цепные дроби. С их помощью можно составлять кодирование в компьютере, представить рациональные числа конечными цепными дробями. 

      Интуитивное представление о числе, так же старо, как и само человечество. Прежде чем человек научился считать или придумал слова для обозначения чисел, он, несомненно, владел наглядным, интуитивным представлением о числе, позволявшим ему различать одного человека и двух людей или двух и многих людей. Счет изначально был связан с вполне конкретным набором объектов, и самые первые названия чисел были прилагательными. 

     Высшим достижением древней арифметики является открытие позиционного принципа представления чисел. Хорошо известно, что первой из известных систем счисления, основанных на позиционном принципе, была вавилонская 60-ричная система счисления, возникшая в Древнем Вавилоне примерно во 2-м тысячелетии до новой эры.

Мы используем для повседневных вычислений десятичную систему счисления. Хорошо известно, что предшественницей десятичной системы счисления является Индусская десятичная система, возникшая примерно в 8-м столетии нашей эры. Известный французский математик Лаплас (1749-1827) выразил свое восхищение позиционным принципом и десятичной системой в следующих словах:

"Мысль выражать все числа 9 знаками, придавая им, кроме значения по форме, еще значение по месту, настолько проста, что именно из-за этой простоты трудно понять, насколько она удивительна. Как нелегко было прийти к этой методе, мы видим на примере величайших гениев греческой учености Архимеда и Аполлония, от которых эта мысль осталась скрытой".

Леонардо Пизанский (Фибоначчи) в своем сочинении "Liber abaci" (1202) выступил убежденным сторонником новой нумерации. Он писал:

"Девять индусских знаков - суть следующие: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. С помощью этих знаков и знака 0, который называется по-арабски "zephirum", можно написать какое угодно число".

Современные компьютеры основываются на "двоичной" системе счисления.

Нужно признать важность не только самой распространенной системы, которой мы пользуемся ежедневно. Но и каждой по отдельности. Ведь в разных областях используются разные системы счисления, со своими особенностями и характерными свойствами. 
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