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Reja:

Skalyar maydon.

Sath chiziglari va sirtlar.

Yo’nalish bo’yicha hosila.

Gradient.

Vektor maydon. Vektor chiziglar.
Solenoidli naychasimon maydonlar.

Sk wnE

Tayanch iboralar.

Ta‘rif. Fazoning biror gismi (yoki butun fazoning) har bir M nuqtasi bilan
biror skalyar yoki vektor migdor bilan bog’langan bo’lsa, bu migdorning, mos
ravishda skalyar yoki vektor maydoni berilgan deyiladi.

Skalyar maydonga, masalan, harorat maydoni, bir jinslimas muhitda zichlik
maydoni, kuch maydoni potentsiali, elektrik potentsiali maydoni misol bo’la oladi.

Agar U Kkattalik T vaqgtga bog’liq bo’lmasa, bu Kattalik statsionar (yoki bargaror)
kattalik deyiladi, aks holda maydon nostattsionar (yoki bargaror bo’lmagan) maydon

deyiladi. Shunday qilib U kattalik T vaqtga bog’liq bo’lmasdan, balki fagat M
nuqtaning fazodagi o’rniga bog’liq bo’ladi, ya‘ni U kattalik M nugtaning funktsiyasi
sifatida garaladi va U=U(M) ko’rinishda belgilanadi. Bu funktsiyani maydon
funktsiyasi deb ataymiz.

Agar fazoda OXyz koordinatalar sistemasini kiritsak, u holda har bir M nugta
ma‘lum X, Y,Z koordinatalarga ega bo’ladi va u skalyar funktsiya shu
koordinatalarning funktsiyasi bo’ladi u=u(M)=u(X, Y, z). Shunday gilib, biz uch
o’zgaruvchili funktsiyaning fizik talginiga keldik.

Biz doimo bu funktsiya uchala erkli o’zgaruvchi bo’yicha uzluksiz hosilalarga ega deb
faraz gilamiz. Agar bu hosilalar bir paytda nolga aylanmasa
u(x,y,z)=c, (c=const)
tenglama biror (maxsus nuqgtalari bo’lmagan) sirtni aniglaydi.
2. Sath chiziqglari va sirtlar.

Ta‘rif. Skalyar maydonnning sath sirti deb fazoning shunday nuqtalar
to’plamiga aytiladiki, unda maydon funksiyasi U=u(X,Y,z) o’zgarmas giymatga
ega bo’ladi.

Boshgacha aytganda u =u(X, y,z) maydon funktsiyasi 0’zgarmas giymatga ega
bo’ladigan fazoning shunday nugtalar to’plamiga skalyar maydonnning sath sirti deb
ataladi. Sath sirti deb ataluvchi bu sirt nugtalarida U o’zgarmas giymatni saglaydi.



Bunday sirtlar to’plami garalayotgan sohani to’ldiradi, ayni paytda sohaning har bir
nuqtasidan bitta va fagat bitta sath sirti o’tadi. Ravshanki, bunday sirtlar o’zaro
kesishmaydi.

Tekislikning gismida (yoki butun tekislikda) aniglanadigan skalyar maydonni

garasak, uning har bir M nugtasiga U skalyar kattalikning son giymati mos keladi, ya“ni
u=u(M).

Ta‘rif. Yassi skalyar maydonning sath chizig’i deb tekislikning shunday
nugtalar to’plamiga aytiladiki, unda u =u(x,y) maydon funktsiyasi o0’zgarmas
giymatga ega bo’ladi.

Agar, masalan, maydon U= x*+y* +2? funktsiya bilan ifodalangan bo’lsa, u holda

markazi koordinata boshida bo’lgan x° +y?+2z°=C, (C >0) sfera sath sirti
vazifasini bajaradi.

3.Berilgan yo’nalish bo’yicha hosila

Skalyar maydonnning muhim tushunchasi berilgan yo’nalish bo’yicha hosiladir.
Faraz qilaylik, skalyar maydonning differentsiallanuvchi funktsiyasi U=u(X,y,z)
berilgan bo’lsin. Bu maydondagi biror M(x,y,z) nugtani va shu nuqgtadan chiquvchi

biror I nurni garaymiz. Bu nurning Ox,0y,0z o’glari bilan tashkil gilgan burchaklarini

—

a,b,g orgali belgilaymiz. Agar |, birlik vektor bu nur bo’yicha yo’nalgan bo’lsa, u
holda quyidagiga ega bo’lamiz:

—

|, =i -cosa +]-cosb +k -cosg

Skalyar maydonning differentsiallanuvchi u=u(x,y,z) funktsiyasining I yo’nalish
ou
bo’yicha hosilasi E quyidagi

ou ou ou ou
— =—-cosa +—-cosb +—-cosg
o ox oy 0z
formula bilan aniglanadi.
Agar M nugta tayinlangan bo’lsa, u holda hosilaning kattaligi fagat I nurning
yo’nalishigagina bog’lig bo’ladi. ryo’nalish bo’yicha hosila xususiy hosilalarga
o’xshash u funktsiyaning mazkur yo’nalishdagi o’zgarish tezligini xarakterlaydi.

ou

Hosilaning I yo’nalish bo’yicha absolyut migdori tezlikning kattaligini aniglaydi,

hosilaning ishorasi esa U funktsiya o’zgarishining xarakterini aniglaydi:



Agar Z—:f> 0 bo’lsa, u holda funktsiya bu yo’nalishda o’sadi,

Agar Z—:f< 0 bo’lsa, u holda funktsiya bu yo’nalishda kamayadi.

Agar 1yo’nalish koordinatalar o’gining yo’nalishlaridan biri bilan bir xil bo’lsa, u
holda bu yo’nalish bo’yicha hosila tegishli xususiy hosilaga teng, shuning uchun

ou _adu

5 X
Misol. U = XYZ funktsiyaning M(-12,4) nuqgtada, shu nugtadan M, (-3,4,5)
nuqtaga tomon yo’nalishdagi hosilasini toping.
Echish. MM, vektorni topamiz. MM, = (-3+1)i +(4—-2)] +(5-4)k =-2i +2j +k va
- : .- MM, —2i +2]+k 2. 2. 1-
unga mos birlik vektorni topamiz: I, = 1= =——i+=j+=k.
: P o = oM~ Jreor 3 3073
Shunday qilib, I, vektor quyidagi yo’naltiruvchi kosinuslarga ega

2 2 1
cosa =——,cosb =—,cosg ==
3 3 3

cosa =1,cosb =0,cosg=0 va

Endi U = XYZ funktsiyaning xususiy hosilalarini topamiz: Z—i: yz,a—u= xz,g—l;=xy va

oy

ularni M (-1,2,4) nugtada hisoblaymiz a—E=8-(—3)—4-3—2-1=3(—8—4—1)=—§
ol 3 3 3 3 3

“-*ishora berilgan yo’nalishda u = Xyz funktsiyaning kamayishini ko’rsatadi.

4. Skalyar maydon gradienti

Ta‘rif. u=u(x,y,z) skalyar maydonning gradienti deb g—ih%hg—gﬁ vektorga

aytiladi va u gradu kabi belgilanadi.
u=u(x,y,z) funktsiyaning berilgan nuqgtadagi gradienti bilan bu nugtadagi yo’nalish
bo’yicha hosila orasidagi bog’lanishni ifodalovchi quyidagi munosobat o’rinli

ou = _ou
~—— =qgradu -l ki —= =np- I’adu
pr gradu -l yoki 3 P; g

Gradient quyidagi xossalarga ega:

a) grad(u, +u,) = gradu, + gradu,
b) gradCu = Cgradu

v) grad((u, -u,) =u,gradu, +u,gradu, )

g) gradf (u) = f'(u)- gradu



bu xossalar funktsiyaning hosilasini topish qoidalari bilan mos tushadi.

Misol. u=+/x*+y?+2z* funktsiyaning M(x,y,z) nuqgtadagi gradientini toping.
Echish. Avval xususiy hosilalarni hisoblaymiZ'

ou 2X _X ou_ 6u 22 _z
ox 2 [xtirytiz2 U R 24X +y? +7° 2x*+y?+z% U
Demak ,
- Z —
gradu——l yj —k
u u

Skalyar maydonning sath sirtlari kontsentrik sferalardan iborat bo’Igani uchun gradu

uning radiusi bo’ylab yo’nalgan bo’ladi, shu bilan birga gradu =§T+%i+§l€

|gradu| = \/—+Z—2+j—2 =%=1, ya‘ni u=4/x*+y?+2z* funktsiyaning o’sishining eng

katta tezligi 1 ga teng.
5.Vektor maydon

Ta‘rif. Har bir M nuqtasiga biror a  vektor mos go’yilgan fazoning biror
gismi (yoki butun fazo) vektor maydon deyiladi.
Kuch maydoni (og’irlik kuch maydoni), elektr maydoni, elektromagnit maydoni,
ogayotgan suyuqlikning tezliklari maydoni vektor maydoniga misol bo’la oladi. Biz a
vektor fagat M nugtaning vaziyatiga bog’liq bo’ladigan va vagtga bog’lig
bo’lmaydigan d=4&(M) statsionar maydonlarni garab chigamiz. Agar fazoda Oxyz

koordinatalar sistemasi Kiritilsa, u holda har bir M nugta ma‘lum x,y,z koordinatalarga

ega bo’ladi va @ vektor bu koordinatalarning funktsiyasi bo’ladi, ya‘ni &=4a(x,y,z).

Vektor maydonni o’rganishda vektor chiziglari muhim rol o’ynaydi.

Ta‘rif. a=a(M)vektor maydonning har bir nugtasidagi urinmaning yo’nalishi
shu nugtaga mos kelgan a vektorning yo’nalishi bilan mos keladigan egri chizigga
vektor maydonning vektor chizig’i deyiladi.

Aniq maydonlarda vektor chiziglar ma‘lum fizik ma‘noga ega bo’ladi. Agar
a(M) ogayotgan suyuglikning tezliklari maydoni bo’lsa, u holda vektor chiziglar
suyuglikning oqish chiziglari bo’ladi, ya‘ni suyuglikning zarrachalari harakatlanayotgan
chiziglar bo’ladi. Agar a(M) elektrmaydoni bo’lsa, u holda vektor chiziglar bu
maydonning kuch chiziglari bo’ladi

Agar | vektor chizigning tenglamasi ushbu ko’rinishda berilgan bo’lsa,

x=x(t), y=y(t) z=2()

bu holda uning radius - vektori



r(t)=x(t) i +y(t) j+z(t) k

dr =dx i +dy j+dzk
vektor | ga o’tkazilgan urinma bo’yicha yo’naladi.
Vektor chizigning ta‘rifiga asosan U(M) va dr vektorlar kollinear bo’lgani
uchun, ushbu ifodani yozish mumkin:
dx dy dR
P Q R
Bu vektor maydon vektor chizig’ining differentsial tenglamalar sistemasidir. Bu
sistemani yechib, vektor maydonning vektor chizig’ini topish mumkin.

ko’rinishga ega.

Solenoidli naychasimon maydonlar
4-ta’rif. Q(M) vektor maydonning divergensiyasi w sohaning har bir nuqgtasida

nolga teng, ya’ni divg(M) =0
bo’lsa, u holda bu vektor maydon shu sohada solenoidli (yoki naychasimon) maydon
deyiladi.

Solenoidli maydon uchun Ostrogradskiy formulasiga ko’ra

ffan,ds =0 (2.12)

bo’ladi, bunda o-yopiq sirt bo’lib, w sohani chegaralovchi tashgi normal yo’nalishidagi
oriyentirlangan. Bu maydonda biror g, yuzchani olamiz va uning chegarasini har bir
nuqgtasidan vektor chiziglar o’tkazamiz (6-chizma). Bu chiziglar fazoning vektor naycha

deb ataluvchi gismini chegaralaydi. Agar Q(M) vektor ogayotgan suyuqlikning tezliklari
maydonini tashkil etsa u holda suyuglik ogishi davomida bunday naycha bo’ylab uni
kesib o’tmasdan harakatlanadi.

0 yuzcha, biror o; kesim va naychaning o
yon sirti bilan chegaralangan naychaning biror / '
gismini garaymiz. (2.11) tenglik bunday yopiq ? -
sirt uchun

ﬁan -ds +ﬁan ds+ﬁan ds =0 (2.12) ///

ko’rinishni oladi, bunda n -tashgi nogmal % °

bo’yicha yo’nalgan birlik vektor.

6-chizma.
Naychaning yon sirti o da normallar a vektor maydonga perpendikulyar bo’lgani uchun
a-n, =0
bo’ladi va (2.12) tenglikdagi uchinchi go’shiluvchi nolga teng:

J' g-n}ds =0.

Shuning uchun (2.12) formuladan



”g-nz-ds +”g-r70-ds =0.
yoki ”g-rTO-dS :—”g-nz-ds

tenglikka ega bo’lamiz. 0, yuzadagi normalning yo’nalishini tashqgaridan ichkariga

almashtirib
”;rTo'ds :_[_[g~r7()-ds

munosanatni hosil gilamiz. Bu solenoidli maydonda vektor naychaning har bir gismidan
o’tkazilgan vektor chiziglar yo’nalishidagi vektorlar ogimi bir xil bo’lishini, ya’ni
manbasiz va qurdumsiz maydonda (chunki divg(M)=O) vektor naychaning har bir
keismidan bir xil migdorda suyuqlik ogib o’tishini anglatadi.

2.5. Vektor maydondagi chizigli integral. Kuch maydoni bajargan ish. Vektor
maydon sirkulyatsiyasi
Faraz qilaylik, Oxyz fazoning w sohasida

g(M) =P(x,y, z)T+ Q(x,y, z)?+ R(X,Y, Z)E
vektor maydon berilgan bo’lsin. Bu sohada biror L egri chiziq olib unga ma’lum
yo’nalish tayinlaymiz.
5-ta’rif. Yo’nalgan L chiziq bo’yicha olingan ushbu
I P(x,y,z)dx+Q(X,y,z)dy + R(x,Y,z)dz

ikkinchi tur egri chizigli in';egral yoki vektor shaklidagi
fadr
integral Q(M) vektorning L chiziq bo’yicha olingan chizigli integrali deyiladi, bunda
d r= dx?+ dy?+ dz Kk
Agar g(M) kuch maydonni ifodalasa, a vektorning L chiziq bo’yicha chizigli
integrali ma’lum yo’nalishda L chiziq bo’yicha bajarilgan ishni ifodalaydi.

6-ta’rif. Yopiqg L kontur bo’yicha chizigli integral vektor sirkulyatsiyasi deyiladi
va Ll bilan belgilanadi, ya’ni

LI=§adr.
L

Vektor maydon uyurmasi (rotori).
Oxyz fazoning w sohasida

5(m) =P(x,y, z)i +Q(x,y, z)] +R(X,Y, Z)E
vektor maydon berilgan bo’lsin, bunda P,Q,R funksiyalar w sohada
differensiallanuvchi.
1-ta‘rif. 0Ox,0y,0z o’glarda mos ravishda E—ﬂ,ﬁ—ﬁ, AQ AP
Ay Az fz px AX Ay
proeksiyalarga ega bo’lgan vektor a(m vektor maydonning uyurmasi (yoki rotori) deb



ataladi va rota(m) bilan belgilanadi, bunda xususiy hosilalar m(x,y,z) nugtada
hisoblanadi.
Demak ta‘rifga binoan:

mta(m):[ﬁ_ﬂjn(ﬁ_ﬁjp (ﬂ _EJL (3.1)

ay Az Az AX Aax ay
Uyurma tushunchasidan foydalanib Stoks formulasini vektor shaklida
iﬁl-d?z”ﬁ-rotads (3.2)

kabi yozish mumkin.
Uyurma quyidagi xossalarga ega:
1) rot(a+b) = rota+rotb;
2) rot(Ca) = Crota, bunda C-0’zgarmas son.
3) rot(ua) = urota + (gradu) xa bunda u =u(m) skalyar maydon funksiyasi.
1-misol. Ushbu
a(m =z%1+x*j+y'k
vektor maydonning uyurmasi topilsin.
Yechish. P=z* Q=x* R=y* gaegamiz. Hususiy hosilalarni topamiz.
AR _AQ _ 4y3,£—ﬁz 478, AQ_AP _yye
ay Az Az AX axo oy
Demak, (3.1) gaasosan  rota=4y°’i+4z° j+4x°k.

Chizigli integralning integrallash yo’liga bog’liq bo’Imasligi shartlari
Faraz gilaylik Oxyz fazodagi w sohada
a= P(x,Y, z)i +Q(x, Y, z)] +R(x, Y, Z)E

vektor maydon berilgan bo’lsin, bunda P,Q,R funksiyalar w sohada
differensiallanuvchi.

A va B nugtalar w sohaning ikkita ixtiyoriy har xil nuqtalari bo’lsin. Bu
nuqtalarni tutashtiruvchi turli egri chiziglarni garab chigamiz (8-chizma)

Agar

j P(X,Y,2)dx+Q(x,Yy,2)dy + R(x,y,2)dz (3.2)

|
chizigli integral bu yo’llarning barchasi bo’yicha aynan bir

xil giymatlar gabul gilsa, u integrallash yo’liga bog’liq N
bo’Imaydi deyiladi. Lz

3.1-teorema. (3.2) chizigli integral w sohada
integrallash yo’liga bog’lig bo’Imasligi uchun bu sohada L2 L1
yotgan istalgan yopiq kontur bo’yicha olingan chizigli \—/
integral nolga teng bo’lishi zarur va yetarlidir. n

B-chizma.

Isboti. Faraz qilaylik, w sohada yotuvchi istalgan L yopig kontur uchun
§ Pdx + Qdy + Rdz = 0 bo’lsin. Bu holda chizigli integralni integrallash yo’liga bog’liq



bo’Imasligini ko’rsatamiz.

w sohaga tegishli A va B nugtalarni olib ularni shu
sogada yotuvchi ikkita AmB va AnB egri chiziglar bilan
tutashtiramiz (9-chizma) .

AmB va AnB yoylar AmB nB yopig konturni hosil

giladi.
Shartga ko’ra
§ Pdx +Qdy + Rdz=0. &

5 -chizma.

ATBNA

Buni egri chizigli integralning xossalaridan foydalanib
f§ Pdx + Qdy + Rdz + j Pdx+Qdy+ Rdz =0

ATB BnA

yoki
i; Pdx + Qdy + Rdz — '[ Pdx +Qdy + Rdz =0

ATB BnA

ko’rinishda yozamiz. Oxirgi tenglikdan
§ Pdx + Qdy + Rdz = j Pdx + Qdy + Rdz
ATB AnB
ekani, ya‘ni chizigli integralning integrallash yo’liga bog’liq bo’Imasligi kelib chigadi.
Zarurligi. Faraz qgilaylik w fazoda chizigli integral integrallash yo’liga bog’liq
bo’lmasin, ya‘ni
§ Pdx + Qdy + Rdz = J. Pdx + Qdy + Rdz

bo’lsin. U holda
§ Pdx + Qdy + Rdz — j Pdx + Qdy + Rdz =0,
ATB AnB

§ de+Qdy+Rdz+j Pdx + Qdy + Rdz =0,

ATB BnA

§ Pdx + Qdy + Rdz = 0

tenglikka ega bo’lamiz. Bu tenglik istalgan yopig AmB nA yopig kontur bo’yicha
olingan chiziqli integral nolga tengligini ko’rsatadi.

Endi chizigli integralni integrallash yo’liga bog’liq  bo’lish-bo’Imasligini
tekshirishni osonlashtiruvchi teoremani isbotsiz keltiramiz.

3.2-teorema. Ushbu
J. Pdx + Qdy + Rdz
L

chizigli integral bir bog’lamli (ichida bo’shliq bo’Imagan) sohada integrallash yo’liga
bog’lig bo’lmasligi uchun shu sohaning har bir nugtasida
IR_MQ AP _MR MQ_MP (33
ay Az pz pxXo pxo ay
munosabat bajarilishi zarur va yetarli.
2-misol. Ushbu

J. (2xy + z2)dx + (x* + z)dy + (y + 2xz)dz
L



chizigli integral integrallash yo’liga bog’lig bo’lish-bo’Imasligini aniglang.
Yechish. P=2xy+z*, Q=x*+2z, R=y+2xz gaegamiz.
(3.3) shartlarni bajarilish-bajarilmasligini aniglash uchun xususiy hosilalarni topamiz:
E:1, E:1, E:22, E:22, £:2x, E:2x.
Ay Az Az Ax AX Ay
(3.3) shartlarning bajarilishi ko’rinib turibdi. Demak berilgan chizigli integral
integrallash yo’liga bog’liq bo’Imaydi.
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