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Annotasiya

Ushbu darslik pedagogika oliy ta’lim muassasalarining matematika
informatika yo’nalishi ~ bakalavr bo’limi o’quv rejasiga Kkiritilgan «Sonli
sistemalar» fani davlat ta’lim standartlari, o’quv dasturlari asosida yozilgan bo’lib,
IV bobdan iborat. Boblarni tashkil etgan paragraflar oxirida takrorlash uchun
savollar va mashglar Kkeltirilgan. Darslikda maktab, akademik litsey, kasb-hunar
kollejlari matematika kursida o’qitiladigan barcha sonli sistemalar aksiomatik
qurib chigilgan.

Darslikdan pedagogika oliy o’quv yurtlari talabalari, umumiy o’rta ta’lim
maktablari, akademik litsey va kasb-hunar kollejlari o’qituvchilari foydalanishlari

mumkin.

Tagqrizchilar: fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent A.Amanov

fizika-matematika fanlari nomzodi, dotsent R.Turg unboev,



So’z boshi

Agar ¢’tibor bersak 1-sinfdan boshlab sonli sistemalarni o’quvchilarga
o’rgatish boshlanadi. O’quvchilar oldin natural sonlar to’plami, ular ustidagi
amallar bilan tanishadilar, so’ngra butun sonlar sistemasi, ratsional sonlar
sistemasi, hagigiy sonlar sistemasi va nihoyat, akademik litsey, kasb-hunar
kollejlari o’quvchilari kompleks sonlar sistemasini o’qib o’rganadilar. Shuning
uchun bu Kkitobda maktab, litsey, kasb-hunar Kkollejlarida o’qitiladigan
matematikaning eng muhim mavzularidan biri bo’lgan sonli sistemalar hozirgi
zamon matematikasi nugtai nazaridan bayon gilingan.

Darslikda o’rganilishi an’ana bo’lib qolgan sonli sistemalardan tashqari
p-adik sonlar sistemasi, kvaternionlar algebrasi hagida ham asosiy ma’lumotlar
berilgan.

Sonli sistemalarni qurish jarayonida talabalar matematik analiz, geometriya,
algebra, matematik mantiq fanlarida tanishgan chuqur matematik g’oyalarning
tatbiglarini ko’radilar.

Darslik asosan o’quv rejasiga «Sonli sistemalar» fani Kiritilgan oliy o’quv
yurtlari talabalari, umumiy o’rta ta’lim maktablari, akademik litsey, kash-hunar
kollejlari o’qgituvchilari uchun mo’ljallangan.

Darslikda o’quvchilar mustaqil ishlarini tashkil etish uchun mo’ljallangan
topshiriglar har bir paragrafdan so’ng olingan bilimlarni tekshirish uchun savollar,
mustaqil ishlash uchun misollar ko’rinishida keltirilgan.

Darslikda asosiy materialni o’zlashtirish engilroq bo’lishi uchun algebradan,

matematik analizdan, matematik mantiqdan kerakli materiallar berilgan.



| BOB. TO’PLAMLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK MANTIQ
ELEMENTLARI

1.1-§. To’plam. To’plamlar ustida amallar

To’plam matematikaning boshlang’ich tushunchalaridan biri bo’lib u misollar
yordamida tushuntiriladi.

To’plam ma’lum bir xossa yoki xususiyatga ega bo’lgan predmetlar yoki
ob’ektlar majmuasidan iborat bo’ladi. Masalan, Afrikadagi barcha daryolar yoki
bir fakultetdagi barcha guruhlar majmuasi to’plam bo’la oladi. To’plamni tashkil
giluvchi predmetlar yoki ob’ektlar to’plamning elementlari deyiladi. To’plam lotin
alifbosining bosh harflari A, B, C,... lar orgali belgilanadi.

Misollar: Barcha natural sonlar to’plami N= 4,23.. , butun sonlar
to’plami Z= 4.-3,-2,-1,0,1,2,3... ko’rinishda belgilanadi. Q orgali barcha

ratsional sonlar to’plamini, ya’ni B, g=0, p,qeZ kasr ko’rinishida yozish
q

mumkin bo’lgan sonlarni belgilaymiz. R orqali esa barcha haqgigiy sonlar
to’plamini belgilaymiz.

a ob’ekt A to’plamning elementi bo’lsa, ac A , aksincha a ob’ekt A

to’plamning elementi bo’lmasa, a¢ A yoki ae A orqali belgilanadi. Agar A

to’plamning har bir elementi V to’plamning ham elementi bo’lsa, AcB orqali
belgilanadi va A to’plam V to’plamning o ‘plamostisi deyiladi.

Bir xil elementlardan tashkil topgan to’plamlar teng fo ‘plamlar deyiladi. A va
B to’plamlar teng bo’Isa A=B ko’rinishda belgilaymiz. A va B to’plamlarning teng
bo’lishi uchun A= B va B < A bo’lishi zarur va etarli ekanligini ko’rish qiyin
emas. Bitta ham elementi yo’q to’plamni bo ’sh to ‘plam deb ataymiz va & yoki A

orgali belgilaymiz.



I.1.1-ta’rif. A va B to plamlarning kamida biriga tegishli bo’lgan barcha
elementlardan tashkil topgan A va B to plamlarning birlashmasi yoki yig indisi
deyiladi.

A va B to’plamlarning yig’indisi AU B orqali belgilanadi.

I.1.2-misol. A= 420,A,0 , B=40,A829 to’plamlarning
birlashmasi AUB = 4 2,0, A, 0,89 bo’lishi ravshan

1.1.3-ta’rif. A va B to plamlarning Kesishmasi yoki ko paytmasi deb, A va B
to 'plamlarning barcha umumiy, ya 'ni A ga ham, B ga ham tegishli elementlardan
tashkil topgan to plamga aytiladi.

A va B to’plamlarning kesishmasi A B ko’rinishida belgilanadi.

.1.2-misoldagi A va B lar uchun ANB = 4,0, A bo’ladi.

I.1.4-ta’rif. A va B fo plamlarning ayirmasi deb, A to plamning B to plamga
tegishli bo Imagan barcha elementlaridan tashkil topgan to ‘plamga aytiladi.
A va B to’plamlarning ayirmasi A \ B ko’rinishida belgilanadi.

.1.2-misoldagi 4 va B to plamlar uchun AB= ¢, 0 , B va A to’plamlar
uchun esa B\A= §,9 .

(A\B)U (B\A) to’plam A va B to’plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va
AAB orqgali belgilanadi. AAB=(AUB)\(A(B) bo’lishini isbot gilishni
o’quvchilarga havola etamiz.

I.1.5-ta’rif. Agar A< B bo’lsa, B\A to plam A to plamning B to plamgacha
to’ldiruvchi to plam deyiladi.

To’ldiruvchi to’plam < A yoki A’ orqgali belgilanadi. Shunday qgilib, < A
= B\A.

Matematikaning ba’zi sohalarida fagatgina birorta to’plam va uning barcha
to’plamostilari bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi. Masalan, planimetriya tekislik va
uning barcha to’plamostilari bilan, stereometriya esa fazo va uning barcha

to’plamostilari bilan ish ko’radi.



Agar biror E to’plam va fagat uning to’plamostilari bilan ish ko’rsak, bunday
E to’plamni universal to’plam deb ataymiz. Universal to’plamning barcha

to’plamostilari to’plamini B (E) orqgali belgilaymiz.

To’plamlar ustida amallarning xossalari.

To’plamlar ustida bajariladigan algebraik amallar quyidagi xossalarga ega.

ANB=BNA
1. N i kesishma va birlashmaning kommutativligi;
AUB=BUA

@NB1IC=ANE@NC
@UB UC=AUGUC

3. Kesishmaning birlashmaga nisbatan distributivligi:
AN@UC = @NB @NC

4. Birlashmaning kesishmaga nisbatan distributivligi:
AU€NC = @UB @UC

5. @Q\B]1C=@NC 1B=@NCI@NC

6. A\B=A\@NB

7. €@NBU@\B =A

~ kesishma va birlashmaning assosiativligi;

AUA U..A U... birlashmani QA ANAN..AN.. kesishmani F]Ai

i=1

deb belgilab olsak, yana quyidagi xossalarga ega bo’lamiz. A,i=1,... to’plamlar
birorta X to’plamning to’plamostilari bo’lsin, u holda

$.X\QA=Q«\A3

q.X\QA:g«\Aj

Bu tengliklarni isbotlash uchun, tengliklarning chap tomonidagi to’plamga
tegishli ixtiyoriy element, tenglikning o’ng tomonidagi to’plamga tegishli va
to’plamning o’ng tomonidagi to’plamga tegishli ixtiyoriy element chap
tomonidagi to’plamga ham tegishli bo’lishini ko’rsatish etarli.

Yuqoridagi xossalarning bir nechtasini isbot qilib ko’raylik.



3%-ning isboti: ixtiyoriy xe (AN BUCI bo’lsin, u holda kesishmaning
ta’rifiga asosan, xe A va Xxe(BUC) bo’ladi. To’plamlar birlashmasining

ta’rifiga asosan X € B yoki x € C bo’ladi. Demak, x € A va x € B yoki x e A va

X € C bo’ladi. Bu esa xe (A B) yoki xe (ANC) degani. Oxirgi munosabat
xe(@NBJJ@NC) bo’lishini bildiradi. Shunday qilib, har ganday
xe (AN @UC ) uchun, xe (€N B 1J @NC ) ekan.

Endi xe (@ BIJ QN Cj bo’lsin, u holda to’plamlar birlashmasi
amalining ta’rifiga ko’ra xe (AN B) yoki xe(ANC) bo’ladi. To’plamlar

kesishmasining ta’rifiga ko'ra Xe A va xeB yoki xeC bo’ladi, u holda
xe(ANGUC).

8°- xossaning isboti: ixtiyoriy xe (X \_f_OJAi) bo’lsin, u holda xe X va
xe_f_in. Demak, x¢ A va xe¢ A va..va xg A ,.... Uholda xe(X\A),
xe(X\A,), ... xe(X \ A) vahokazo, ya'ni xe (X \ A).

Aksincha, Xeﬁ(X \ A) bo’lsin, u holda to’plamlar kesishmasining ta’rifiga
i=1

ko'ra Xe(X\A) vaxe(X\A) va..va xe(X\A) vahokazo. To’plamlar

ayirmasi amalining ta’rifiga ko’ra x€ Xva x¢ Ava x¢ A va..va x¢ A, va ...

o0

bo’ladi. To’plamlar birlashmasining ta’rifiga ko’ra xe¢UA,. Demak

i=1
xe (X \UA).
i=1
Bu xossalardan tashqari to’plamlar ustida bajariladigan amallar isboti ravshan
bo’lgan quyidagi xossalarga ega:

10, AUA=A
11" ANA=A

12 AcBbo’lsa, c (c A =A.

13. AcCvaBcC bo'llsa, @UB = ANB va @B = AUB' .



14, AN =

15. AU =A

To’mlamlar ustida bajariladigan amallarni Eyler-Venn diagrammalari deb
ataladigan shakllar yordamida ifoda gilish mumkin.

Universal to’plam to’g’ri to’rt burchak shaklida, uning to’plamostilari to’g’ri
to’rtburchak ichidagi doiralar orgali ifoda qilinadi. U holda, ikki to’plam
birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi, to’lduruvchi to’plamlar, ikki to’plamning

simmetrik ayirmasi mos ravishda quyidagicha ifodalanadi:
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I.1.6-misol. (A\B)'UC’ to’plamni Eyler-Venn diagrammalari yordamida
tasvirlang.
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Takrorlash uchun savollar
To’plam tushunchasiga misollar keltiring.
To’plam elementi deb nimaga aytiladi?
Qism to’plam ta’rifini ayting.
Teng to’plamlar tushunchasiga ta’rif bering.
Bo’sh to’plam, universal to’plamlar ta’rifini ayting.
To’plamlar birlashmasi, kesishmasiga ta’rif bering.
To’plamlar ayirmasi, simmetrik ayirmasiga ta’rif bering.

To’plamlar birlashmasining ganday xossalarini bilasiz?

© 0o N o a0k~ WD PRE

To’plamlar kesishmasining ganday xossalarini bilasiz?

10. To’plamlar ustida bajariladigan amallarning xossalari ganday

tushunchalar yordamida isbotlanadi?
11. Eyler-Venn diagrammalarini tushuntiring.
Mashqlar

1. Quyidagi ayniyatlarni isbot qiling:

a) A\(BUC)=(A\B)U(A\C)

b) A\(BNCND)=(A\BYU(A\C)U(A\D)

c) BU(A\B)=AUB

d) A\(A\B)=ANB

2. Quyidagi tasdiglarni isbot qiling:

a) agar Ac B bo’lsa, u holda (A\B)U A = A bo’ladi;

b) A< B bo’lishi uchun AUB = A bo’lishi zarur va etarli;

c¢) agar Ac B bo’lsa, u holda A\C < B\C;

d) agar Ac B bo’lsa, AUC < BUC bo’ladi.

3. Agar n (X)— X chekli to’plamning elementlari sonini bildirsin. U holda
A, B va C chekli to’plamlar uchun , n(BNC)=n(B)+n(C)-n(BMNC)
tenglikni isbotlang.

4. Elementlari soni n ta bo’lgan to’plamning barcha to’plamostilari soni 2"

ta bo’lishini isbot giling.

10



1.2-§. Mulohaza. Mulohazalar ustida amallar

Rost yoki yolg’onligini bir giymatli aniglash mumkin bo’lgan darak gap
mulohaza deb tushuniladi.

«Qayin — daraxt», «Toshkent — poytaxt shahar», «5 > 2», «9 — may - bayram»
kabi gaplar mulohazalarga misol bo’la oladi. Lekin har ganday gap ham mulohaza
bo’la olmaydi, masalan, «Yashasin O’zbekiston yoshlari!», «Sen nechanchi kursda
o’qiysan?» kabi gaplar mulohazalar emas, Chunki ular darak gaplar emas.

Demak, biror bir gap mulohaza bo’lishi uchun, u albatta darak gap bo’lishi va
rost yoki yolg’onligi bir giymatli aniglanishi shart.

O’zbek tilidagi barcha mulohazalar to’plamini M orqali belgilaylik. M
to’plamning elementlarini lotin alifbosining bosmacha, indeksli yoki indekssiz
bosh harflari bilan belgilashga kelishib olamiz. Ya’ni A, B, C, ..., A;, Ay, ..., A,

- mulohazalardir. A mulohaza rost bo’lsa, unga 1 ni, yolg’on bo’lsa, 0 ni mos
qo’yamiz, ya’ni M to’plamga quyidagi akslantirishni kiritamiz:

1(A) =1, agar A- rost mulohaza bo’lsa;

{ 1(A) =0, agar A-yolg’on mulohaza bo’lsa.

w(A) giymatga A mulohazaning mantigiy qiymati deyiladi. Rostlik
jadvallarini to’ldirganimizda yozuvni ixchamlashtirish magsadida p(A) o’rniga A
yozishni kelishib olamiz.

.21 - ta’rif. A va B mulohazalarning kon’yunksiyasi deb, A va B
mulohazalar rost bo ’lgandagina rost, qolgan hollarda yolg’on bo’ladigan A &B
mulohazaga aytiladi.

Mulohazalar kon’yunksiyasi mantiqiy ko’paytirish deb ham ataladi va A - B
yoki A A B kabi belgilanishi mumkin.

.22 - ta’rif. A va B mulohazalar diz’yunksiyasi deb, A va B
mulohazalarning ikkalasi ham yolg’on bo’lgandagina yolg’on, qolgan hollarda
rost bo ladigan A v B mulohazaga aytiladi.

Mulohazalar diz’yunksiyasi mantigiy qo’shish deb ham yuritiladi va

A + B kabi belgilanishi ham mumkin.
11



1.2.3 - ta’rif. A mulohaza rost bo’lganda yolg’on, yolg’'on bo’lganda rost
bo’ladigan /A mulohaza A mulohazaning inkori deyiladi.

A mulohazaning inkori A orgali belgilanishi ham mumkin.

Mulohazalar ustida bajariladigan amallar rostlik jadvali deb ataladigan
jadvallar yordamida ham berilishi mumkin. Yuqorida ta’riflangan amallar rostlik

jadvali quyidagi ko’rinishda bo’ladi :

AAB Av B 1A

B
1
0
1
0

o o | | >
o ,r| k|,
k| k| o] o

1
0
0
0

Bundan tashqari yana bir gancha amallar, ya’ni :

= - implikasiya yoki mantiqiy hulosa,

< yoki = - ekvivalensiya yoki mantiqiy teng kuchlilik,

| - SHefer shtrixi,

{ - Pirs strelkasi,

@ - gat’iy diz’yunksiya, ya'ni 2 moduls bo’yicha qo’shish amallari quyidagi

jadval orqali beriladi:

A B |A=B |[A<B |AlB [AlB |[A®B
1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0

12



Takrorlash uchun savollar

1. Qanday gaplar mulohaza bo’ladi ?

2. Mulohazalar kon’yunksiyasi, diz’yunksiyasi, implikasiyasi,
ekvivalensiyasi hamda inkori ta’riflarini ayting.

3. Rostlik jadvali nima ?

4. Biri ikkinchisining inkori bo’Igan mantiq amallarini keltiring.

Mashqlar

1. Quyidagi gaplar ichidan mulohazalarni ajrating va ularning rost yoki
yolg’on ekanligini aniglang :

1). Sirdaryo Orol dengiziga quyiladi.

2). Siz qaysi oliygohda o’qiysiz ?

3). O’zbekiston Mustagilligining 15 yilligi muborak bo’lsin!

4). Har ganday son musbat.

5). 0 har ganday haqgiqgiy songa bo’linadi.

6). 3x°—5u +9.

2. Quyidagi juftliklarning gaysi birida mulohazalar bir—birining inkori :

1) 2<0, 2 >0.

2) 6<9,6>9,

3) «f- funksiya — togy» , «f — funksiya — juft» ?

3. Quyidagi mulohazalarning rostlik giymatini aniglang:

1). Agar 12 6 gabo’linsa, u holda 12 3 ga bo’linadi.

2). Agar 11 4 gabo’linsa, uholda 1l 2 gabo’linadi.

3). Agar 15 3 gabo’linsa, u holda 15 6 ga bo’linadi.

4). 12 6 gabo’linadi, fagat va fagat shu holda-ki, agar 12 3 ga bo’linsa.

5). 15 6 ga bo’linadi, fagat va fagat shu holda-ki, agar 15 3 ga bo’linsa.

4. Agar A orgali «9 - murakkab son», V orgali «8 - tub son» degan
mulohazalar belgilangan bo’lsa, u holda quyidagi mulohazalarni so’zlar orgali
ifodalang va rostlik giymatini aniglang:

A=>B,B=A,|A=B,IB=>A,|A=1]B,IB= |A,

A=1B,B= |A,AoB,|As1B,|A=B, A |B.

13



1.3 -§. Mulohazalar algebrasi. Mulohazalar algebrasi alfaviti,

formula tushunchasi

Mulohazalar algebrasi tushunchasini kiritish uchun algebra tushunchasini
eslatib o’tamiz. A=Y to’plam va Q - A to’plamda aniglangan algebraik amallar
to’plami berilgan bo’lsin. U holda (A,Q)- juftlikni algebra deb ataymiz.

1.3.1 - ta’rif. <M, {l,A,v ,=,<}> -universal algebra mulohazalar
algebrasi deyiladi.

Mulohazalar algebrasini gisqacha MA deb belgilaymiz.

MA ning alfaviti quyidagilardan iborat :

A, B, C,... —mulohazalarni belgilash uchun ishlatiladigan xarflar;

1,A,v,=,< - mantiqamallarini belgilash uchun ishlatiladigan belgilar:

(,) -chapvao’ng gavslar .

1.3.2 - ta’rif. 1). Har ganday mulohaza formuladir.

2). Agar 3 va 9 lar formulalar bo Isa, u holda

(/3) (TAM),(FvR),(T=R),(F< %) lar ham formulalardir.

3). 1) va 2) lar yordamida hosil gilingan ifodalargina formulalardir.

Masalan, A,V , C lar 1) ga asosan formulalar; ( 1B), (A=(1B)),

(((A= (1B)) = A)AC) lar 2) ga asosan formulalardir.

Formulalarning tarkibidagi qgavslarni kamaytirish magsadida mantiq
amallarining bajarilish tartibini 1, A, v , = , < deb belgilab olamiz. Bundan
tashqari tashqi gavslarni ham ehtiyoj bo’lmaganda tashlab yuboramiz. Bunday
o’zgartirishlardan keyin ((A A B) v ((1A) =C)) formulani
A A B v (1A= C) ko’rinishda yozishimiz mumkin bo’ladi.

1.3.3-ta’rif. Formulada gatnashgan mantiq amallari soni formulaning rangi
deyiladi.

Yugorida Keltirilgan formulaning rangi 4 ga teng.

1.3.4- ta’rif. 1. 5 formula - A dan iborat bo’lsa, uning formulaosti fagat

uning o zidan iborat.

14



2. Agar formulaning ko rinishi 3 * 9 dan iborat bo’lsa, u holda uning
formulaostilari 5, %, 3 * 97, hamda 3va % larning barcha formulaostilaridan
iborat bo’ladi. Bu erda *- A, v, =, < amallaridan biri.

3. Agar formulaning ko rinishi /3 boIsa, uning formulaostilari 5 formula,
F formulaning barcha formulaostilari va /3 ning o zidan iborat.

4. Boshga formulaostilari yo ’g.

1.3.5 - misol. ( A A B) = |A formulaning formulaostilari ta’rifga ko’ra
quyidagilardan iborat: A, B, |A, AAB, (AAB)= |A.

Agar 3 formula tarkibiga fagat A1, A 5, . .., A, —mulohazalar kirgan bo’lsa,
bu mulohazalarni propozisional o ’zgaruvchilar deb ataymiz va formulani ehtiyoj
bo’lganda 3 (A1, Ay, ..., A) ko’rinishda yozamiz.

Koordinatalari 0 yoki 1 lardan iborat (i, 1, ..., 1,) vektor (buerda i lar
O yoki 1 lardan iborat) propozisional o’zgaruvchilarning giymatlari tizimi
deyiladi.

A, Ay ..., A, propozisional o’zgaruvchilarning barcha giymatlari tizimi
2" ta ekanligini ko’rish giyin emas. Demak, agar mulohazalar algebrasining biror
J formulasi tarkibiga n ta mulohaza kirgan bo’lsa, bu formulaning rostlik jadvali
2" ta giymatlar tizimidan tashkil topgan bo’ladi.

1.3.6 - misol . AAB=>| AvC formulaning rostlik jadvalini tuzing.

A B C |IA |AAB ||AvC | AAB= |AVC
1 1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1
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Takrorlash uchun savellar

Mulohazalar algebrasi deb nimaga aytiladi ?

Mulohazalar algebrasining alfavitini keltiring.
Mulohazalar algebrasining formulasi deb nimaga aytiladi ?
Mantiq amallarining bajarilish tartibini ayting.
Formulaning rangi nima?

Formulaosti nima?

N o g R~ DR

Formula uchun rostlik jadvali ganday tuziladi ?
Mashqlar

1. Quyidagi ifodalardan gaysilari formula ekanligini aniglang :

1) AvBA A C= 1B;

2) AoBCIA;

3) IAvIBe 11C:

4) (AAB)V(IAAB<C)A(AB).

2. AvB A |A e C formuladan gavslar yordamida hosil gilish mumkin
bo’lgan barcha formulalarni toping.

3. Quyidagi formulalarning barcha formula ostilarini aniglang :

1) A©oBvCAa lA;

2) (AeB)AIC)=((AvB)=>A)=1B);

3) (A=>B)= (A<= IB)=(AAB));

4 A= IBvC= |A=]C.

4. Yuqoridagi misollarda keltirilgan formulalar ranglarini aniglang.

5. Yuqoridagi misollarda keltirilgan formulalar uchun rostlik jadvallari

tuzing.
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1.4 - § . Teng kuchli formulalar. Tavtologiya — mantiq gonuni.

1.4.1-ta’rif. MA ning 3 va % formulalari berilgan bo’lib, bu formulalar
tarkibiga kirgan barcha mulohazalar A, ,. . ., Ay - lardan iborat bo ’Isin. Agar A,
..., An mulohazalarning barcha giymatlar tizimlari
(1, ..., 1y ) laruchun Sva % formulalar bir hil giymatlar gabul gilsalar, u
holda, bu formulalar teng kuchli formulalar deyiladi.

3 va R formulalarning teng kuchliligi 3 = R ko’rinishda ifodalanadi.

1.4.2 - ta’rif. Mulohazalar algebrasining 3( Ay,. . ., A,) formulasi A, .., A,
mulohazalarning barcha giymatlari tizimi (i, ..., iy)da 1 giymat gabul qgilsa,
aynan rost formula yoki tavtologiya yoki mantiq gonuni deyiladi.

Aynan rost formulani gisgacha AR deb belgilaymiz.

1.4.3-ta’rif. MAning S (A ..., A,) formulasi A, .., A,
mulohazalarning barcha giymatlari tizimi (i, ..., 1i,) da 0 giymat gabul qgilsa,
aynan yolg ‘on yoki ziddiyat deyiladi

I.4.4-ta’rif. Agar mulohazalar algebrasining 3 (A, . .., A,) formulasi A, .
.., Ay larning kamida bitta (i, ..., I, ) giymatlari tizimida 1 ga teng giymat
gabul gilsa, u holda bu formula bajariluvchi formula deyiladi.

I.4.5-teorema. Mulohazalar algebrasining 3 va % formulalari teng kuchli
formulalar bo 'lishi uchun, 5 < % formula aynan rost formula bo 'lishi zarur va
etarli.

Isbot. I = R bo’lsin. U holda I va R formulalarga kirgan barcha
propozisional o’zgaruvchilarning barcha giymatlari tizimlarida 3 va R formulalar
bir xil giymatlar gabul giladilar. YA’ni, 3 < R = 1 bo’ladi.

Aksincha, 3 < R =1 bo’lsa, I =1 bo’lganda R=1va I =0 bo’lganda
R =0 bo’ladi.

1.4.6. Asosiy teng kuchli formulalar.

1. A A A = A (kon’yunksiyaning idempotentlik gonuni).
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A v A = A (diz’yunksiyaning idempotentlik gonuni).
Anrl=A.

Avi=l1.

AAn0=0.

Av0O=A.

A v | A =1 — uchinchisini inkor gilish gonuni.
A A TA=0 - ziddiyatga keltirish gonuni.
T(TA) = A - qo’sh inkor gonuni.

10A A(BVA)=A.

11.Av(BAA)=A.
12A<B=(A=B)A(B=A).
13.A=B=|AVB.
14.1(AAB)= 1AV IB.

15. 1(AvB)=1AAIB.
16.AAB=1(1AA1B).
17.AvB=1(1AA1B).

© 0o N o g B~ DN

18.A A B =B A A — Kon’yunksiyaning kommutativlik gonuni.

19.A v B =B v A — diz’yunksiyaning kommutativlik gonuni.

20AA(BvC)=(AAB)Vv(AAC)-Aning v ga nisbatan distributivlik
gonuni.

2LAv (BAC)=(AvB)A(AvC)-vning A ga nisbatan distributivlik
gonuni.

22.A A (B A C) = (A A B) A C—kon’yunksiyaning assosiativlik gonuni.

23.A v (B v C)=(A v B) v C-diz’yunksiyaning assosiativlik gonuni.

Bu tengkuchliliklar rostlik jadvallari yordamida isbotlanishi mumkin.

Masalan, 20 - tengkuchlilikning isboti uchun rostlik jadvali tuzamiz :
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A B|C|AAB|AAC|BvC| AA(BVCO) (AAB)v (AAC)
1 111 1 1 1 1 1
1 110 1 0 1 1 1
1 0|1 0 1 1 1 1
1 0|0 0 0 0 0 0
0 111 0 0 1 0 0
0 110 0 0 1 0 0
0 0|1 0 0 1 0 0
0 0|0 0 0 0 0 0

Rostlik jadvalidagi oxirgi ikki ustunlar mos qatorlaridagi qiymatlar
tengligidan ko’rinadiki : AA(BvC)=(AAB)V(AAC).

Takrorlash uchun savellar

Mulohazalar algebrasining teng kuchli formulalariga ta’rif bering.
Mantig qonuni deb nimaga aytiladi ?
Mulohazalar algebrasida ziddiyat deb nimaga aytiladi?

Bajariluvchi formula ta’rifini ayting.

o~ WD e

Mulohazalar algebrasining formulalari teng kuchli bo’lishining zarur va
etarli shartlarini keltiring.
6. Uchinchisini inkor qilish, yutilish, qo’sh inkor va ziddiyatga keltirish

gonunlarini ifodalang.
Mashqlar

1. Quyidagi formulalarning aynan rost ekanligini isbotlang :
1) (AeoB)e (1A= 1B);
2) (A=>B)=(A=>(B=C)=(A=C));
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3) (A=>B)=>(B=>A)=(A<=B));

4) (A=>C)=((AvC)=(CvB)).

2. Quyidagi formulalarning aynan yolg’on ekanligini isbotlang :

1) AA(BA(TAVIB));

2) 1(1(AvB)=1(A AB));

3) (A= (B=A));

4) [(A=>C)=>(B=C)=>(AvB=C)).

3. Quyidagi formulalarning gaysilari bajariluvchi ekanligini aniglang :
1) (A= 1A);

2) (A=>B)=(B=A);

3) (B=>(AAC)HAI(AVC)=B);

4 T(A=1B)vC)AB.

4, 1.4.6 da Kkeltirilgan tengkuchliliklarni rostlik jadvallari yordamida

isbotlang.
I.5- §. Predikat tushunchasi. Predikatlar ustida amallar.

Predikatlar algebrasi mulohazalar algebrasini kengaytirish natijasida hosil
gilingan bo’lib, mulohazalar algebrasini o’z ichiga oladi. Predikatlar algebrasining
asosiy tushunchasi — predikat tushunchasi bilan tanishib chigaylik. Bizga birorta
ihtiyoriy bo’sh bo’lmagan predmetlar to’plami P berilgan bo’lsin. P to’plamning
ixtiyoriy « a » elementi hagida aytilgan mulohazani R(a) ko’rinishida belgilaymi.
R(a) rost yoki yolg’on mulohaza bo’lishi mumkin. Masalan, P — natural sonlar
to’plamidan iborat bo’lsin, R(a) — «a — tub son» - degan darak gap bo’lsin. U
holda R (1) -« 1—tubson» -yolg’on mulohaza, R (2)— « 2 —tub son » - rost
mulohaza, R (3 ) — «3 —tub son» - rost mulohaza, R(4 ) — «4 - tub son» - yolg’on
mulohaza va h. k.

Ko’rinib turibdiki, R(a) - a ning o’rniga P to’plamning aniq elementlarini

qo’yganimizda rost yoki yolg’on mulohazalarga aylanar ekan.
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Xuddi Shunday, P to’plamining ikkita elementi hagida aytilgan mulohaza
R (a, b) ko’rinishida belgilanishi mumkin va h.k.

1.5.1 - ta’rif. Bo ’sh bo’lmagan P to’plam berilgan bo Isin.
R:P"—>/0,124n=0,1,... ko'rinishdagi har ganday funksiya n o ’rinli
predikat deyiladi.

n=0 bo’lganda P°= { & } bo’lib, R( &) = 0 yoki R( & ) = 1 ko’rinishdagi
ajratilgan elementlar hosil bo’ladi. Bu ajratilgan elementlarni yolg’on yoki rost
mulohaza deb tushunishimiz mumkin. Shunday qilib o o’rinli predikat —
mulohazadir.

Ikki o’rinli predikatga misol keltiraylik. Natural sonlar to’plami Nda berilgan
R(a,b) — «a son b soniga goldigsiz bo’linadi» - degan predikatni ko’rib chigaylik.
Uning giymatlari quyidagicha :

R(1,1)=1, R(1,2)=0,...,R(2,1)=1

R(2,2)=1 R(2,3)=0,...,R(3,1)=1vahk.

Bir o’rinli predikatlar bilan to’ligroq tanishib chigamiz.

Predikatlar ustida ham mulohazalar ustida bajarilgan amallarni kiritishimiz
mumkin. 1, A, v, = , < amallari bir o’rinli predikatlar uchun quyidagicha
aniglanadi :

P to’plamda aniglangan R va Q predikatlar berilgan bo’Isin. U holda :

( IR) =R ning inkori ;

(RAQ)—-Pva Q ning kon’yunksiyasi ;

(PvQ)-P va Qning diz’yunksiyasi ;

(P=Q)—-Pva Q ning implikasiyasi ;

(P < Q) - PvaQ ning ekvivalensiyasi quyidagicha aniglanadi :

(IR) @ =1(R(x)),(R*Q)(a)=R(x)*Q(x),

buerda *-A,v,=,6 < amallardan biri.

1.5.2 - misol. N — natural sonlar to’plamida berilgan R ( x ) —«x — tub sony,
Q (x)— «x —toq son » - predikatlari berilgan bo’lIsin. U holda
(TR) (x)=1(R(x))—«x— tub son emas » degan predikatdir. x ning bir
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nechta giymatlarida | R predikatning giymatlarini topamiz :
(IR)(3)=1(R(3))=11=0,(IR)(4)=1(R(4))=10=1
(QAR) (x) — «x—tog va tub son » - degan predikatni ham x ning bir
nechta giymatlarida rost yoki yolg’on bo’lishini ko’ramiz
(QAP)(1)=0Q(1)AP(1)=1A0=0,
(QAP)2)=0Q(2)AP(2)=0A1=0,
(QAP)3)=Q(3)AP(3)=1A1=1.
Shunga o’xshash R v Q, P = Q, P & Q predikatlarning mohiyatini tushunib
olish giyin emas.
Predikatlar ustida bajariladigan yana ikkita amal kiritamiz :
1.5.3 - ta’rif. P to’plamda aniglangan R(x) predikat berilgan bo Isin. Agar
x ning P to’plamdagi barcha giymatlarida R (x) =1 bo’lsa, uholda VR (x)—
ifoda rost mulohaza, aks holda, ya’ni P to’plamning kamida bitta xo elementi

uchun R (x9) =0 bo’lsa, yolg 'on mulohazadir.

1.5.4 - ta’rif. xR (x) — ifoda x ning P to’plamdagi kamida bitta x
elementi uchun R(xo) =1 bo ’lganda rost, golgan hollarda yolg 'on mulohazadir.

V - belgi, umumiylik kvantorining belgisi, 3 - belgi, mavjudlik kvantorining
belgisi. Vx R(x) — «barcha x lar uchun R(x) bo’ladi », 3x R(x) —
«Shunday x topiladi-ki, R(x) bo’ladi» deb o’qiladi.

Vx R(x) va IxR(x) ifodalardagi x o’zgaruvchi V yoki 3 kvantorlari orqali

bog’langan, yo bo’lmasa, x o’zgaruvchiga V yoki 3 kvantori osilgan deyiladi.
Takrorlash uchun savollar
Predikat deb nimaga aytiladi ?

Predikatlar ustida mantiq amallari ganday bajariladi ?

Predikatning rostlik sohasiga ta’rif bering.

> w o

Predikatlardan kvantorlar yordamida mulohaza hosil gilishni tushuntiring.
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5. Mavjudlik va umumiylik kvantorlari yordamida hosil bo’lgan

mulohazalarning rostlik giymatlari ganday aniglanadi ?

Mashqlar

1. Quyidagi ifodalar ichidan predikatlarni ajrating :

1. «x 5gabo’linadi» (x € N);

2. «x°+2x+4» (xeR);

3. «ctgd5’=1»;

4. «x va y lar z ning turli tomonlarida yotadi» (x va y lar tekislikdagi
nuqtalar to’plamiga, z esa tekislikdagi to’g’ri chiziglar to’plamiga tegishli).

2. Quyidagi mulohazalarni o’qing va ularning rostlik giymatini aniglang :

1) VxIy(x+y=7);

2) AYVx(x+y=7);

3) IxIy(x+y=7);

4) VxVy(x+y=7);

5) Vx (x*>x) = (x>1)v(x<0));

6) Ja Vb Ix (x*+ax+b=0).

3. Kvantorlar yordamida quyidagi predikatlardan hosil qilish mumkin
bo’lgan barcha mulohazalarni quring va ularning rostlik giymatini aniglang :

1) xX*+2x+1=(x+1)>~

2) xX=y"=>x=vV.

3) sinx =siny .

4) (x<0)v(x=0)v(x>0).

4. Quyidagi predikatlarning rostlik sohalarini aniglang :

1) «x*+4>0», M=R.

2) «X1< Xp»,M;=M,=R,

3) «Sinx>1»,M=R.

4) «x 3gakarralin» , M={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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5. Quyidagi predikatlar teng kuchli bo’ladigan to’plamni aniglang :
1) «x 3 gakarrali»,«x 7 gakarrali ».

2) «x — parallelogramm » , « x to’rtburchakning diagonallari teng » .
3) «x—tubsony»,«x—juftson».

4) «x*—x=2=0»,«x>+1=0».

1.6-§. Predikatlar algebrasining formulalari

Predikatlar uchun quyida kiritiladigan barcha tushunchalar ihtiyoriy P

to’plam Dbilan bog’liq. Bu to’plamni predmetlar fo plami deb ataymiz. Lotin

alifbosining oxirrog’idagi x, y, z, U, V, X1, X2, . . . - lar o’zgaruvchi predmetlarni,
boshidagi harflar a, b, ¢, a;, a, . . . - lar P to’plamning aniq elementlarini
bildiradi. Lotin alifbosining bosh harflari A, B, C, ... - orgali o’zgaruvchi yoki
o’zgarmas mulohazalar belgilanadi.

FX,G(x,y),P(Xy,X,...,X%),...— ifodalar orgali predikatlarni
belgilaymiz.

Agar a, b — doimiy predmetlar, G — ikki o’zgaruvchili predikat bo’lsa,
G (a, b)) mulohaza bo’lishi ravshan.
A, B,C,... vaF(a),G(a b), ... ko’rinishdagi mulohazalar
elementar mulohazalar deyiladi.
Endi predikatlar algebrasining formulasi tushunchasini kiritamiz.
Predikatlar algebrasida quyidagi simvollar ishlatiladi:
. Xo, X1, - . ., Xn — predmet o’zgaruvchilar.

R, R",..., R",...—predikatlar (R" - n —o’rinli predikat).

1

2

3. I,A,v,=, < -mantiqamallari.
4, VY , 3 - kvantorlar.

5

. (,)-qavslar.
1.6.1 - ta’rif. 1. Har ganday elementar mulohaza — formuladir.

2. Agar R" - n— o 'rinli predikat, Xio-oor X~ o 'zgaruvchi predmetlar yoki
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doimiy predmetlar boIsin. U holda R (X,,...,X, ) - formuladir.

Yugoridagi 1,2-punktlarda aniglangan formulalar elementar formulalar
deyiladi.

3. Predikatlar algebrasining birida bog’lig bo’lgan predmet o’zgaruvchi
ikkinchisida erkin bo’lmaydigan 3 va 9 formulalar berilgan bo’lsin. U holda
FARIVvR TR T R, /T ifodalar ham predikatlar algebrasining
formulalaridir.

4. Predikatlar algebrasining x erkin o’zgaruvchi gatnashgan A ( x )
formulasi berilgan bo ’Isin, u holda¥x A (x ), 7xA (x) ifodalar ham predikatlar
algebrasining formulasidir.

5.Predikatlar algebrasining 1 — 4 punktlarda sanab chigilgan formulalardan
boshga formulalari yo ’g.

1.6.2 - misol. P'(x), Q;(X,Y), Ry(XY,2), YXQ2(x,y),IxQ,(X), VXR; (X, y)
- ifodalar predikatlar algebrasining formulalaridir.

Predikat simvolidagi indekslarni kerak bo’lmagan hollarda tashlab yozishni
kelishib olamiz. Masalan, P°(x,y,z) o’rniga R(X,Y, z) deb yozish mumkin.

1.6.3-misol. VxQ(x,yY)VvR(x) ifoda formula bo’Imaydi, Chunki,
1.6.1 - ta’rifdagi 3 - punkt shartlari bajarilmagan.

1.6.4 -misol. Ng={0,1,2,...}to’plam va NgxN, da aniglangan
P(x,y):«x<y», Q(x,y): «x’+Yy*=5» predikatlar berilgan bo’lsin.
Ix (R(x,y) A Q(x,Yy))— predikatning giymatlarini topaylik. Bu formula bir
o’zgaruvchili predikat bo’lib, uning giymatlari fagat u ga bog’liq. Masalan, agar

y=0 bo’lsa, Ix («Xx <Y ») A («x*+0°=5%»))=0;

y=1 bo’lsa, Ix («x <1 ») A («x*+1°=5x»))=0;

y=2 bo’lsa, Ix («x <2 ») A («x°+2°=5»))=1 vahk.

(buerda «:» belgi «aynan shu» ma’nosini bildiradi ).
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Takrorlash uchun savollar

1. Predikatlar algebrasining simvollarini ayting.
2. Predikatlar algebrasining formulasiga ta’rif bering.

3. Predikatning predmetlar sohasi nima ?
Mashqlar

1. Quyidagi formulalardagi erkli va bog’liq o’zgaruvchilarni aniglang:

1) VxA(x).

2) A(y)=3IxV(x).

IxVYy(A(x)AB(y))=>VyC(ty).

4) vVx(Iy(A(x,y))=B(tt,2).

2. Quyidagi mulohazalarni predikatlar algebrasi tilida ifodalang :

1) « Barcha ratsional sonlar haqiqiy ».

2) « Ayrim ratsional sonlar hagigiy emas ».

3) « 12 gabo’linuvchi har ganday natural son 2,4 va 6 gabo’linadi ».

4) « Ayrim ilonlar zaharli ».

5) « Bir to’g’ri chizigda yotmagan 3 ta nuqta orgali Yagona tekislik
o’tkazish mumkin ».

6) « Yagona x mavjudki, R ( x) ».

3. A(x):«x—tubson», B (x):«x—juftsony»,
S(x):«x—toqson» D (x):«x ynibo’ladi » kabi xossalarni bildirsa
quyidagilarni o’qing :

1) A(7).

2) B(2)AA(2).

3) Vx(B(x)=Vy(D(x,y)=B(y))

4) Vx(S(x)=Vy(A(y)=1D(xY)).

26



1.7-§. Dekart ko’paytma. n-ar munosabat. Ekvivalentlik munesabati

Ixtiyoriy a,b predmetlar uchun & &b}} to’plam a va b predmetlarning
tartiblangan juftligi deb aytiladi va (a,b) orgali belgilanadi.

Ba’zi adabiyotlarda (a,b) o’rniga <a,b>  belgilash ham ishlatiladi.
Tartiblangan (a,b) juftlikda a uning birinchi koordinatasi, b esa uning ikkinchi
koordinatasi deb ataladi. Ba’zan “koordinata” termini o’rniga “kompanenta” so’zi
ham ishlatiladi. (a,b)=(s,d) tenglik o’rinli bo’lsa, a=c, b=d bo’lishini ko’rish giyin
emas. Aksincha a=c, b=d bo’lsa, (a,b)=(s,d) bo’lishi ravshan.

Agar a=b bo’lsa, (a,b)#(b,a) bo’lib, ,b 3 $,a bo’ladi.

1.7.1-ta’rif. (a,b) ni tartiblangan juftlik deb ataymiz.

Faraz qilaylik (a,,a,,...a,) tartiblangan juftlik aniglangan bo ’Isin. U holda
((a,,a,,...a)a.,) ni tartiblangan  (k+1) lik deb ataymiz va
(a,,a,,...a,,a,,,)orqali belgilaymiz.

1.7.2-teorema. Agar (a;,a,,...a,)=(b,b,,...,b,) bo’lsa, u holda
a, =b,a,=Db,,...a, =b, bo’ladi.

Isbot. Isbotni n bo’yicha matematik induksiya usuli bilan olib boramiz.

n=2 bo’lganda teorema to’g’riligi ravshan.

n=k bo’lganda teorema to’g’ri bo’lsin, ya’ni (a,,a,,...a,)=(,b,,...,b)
bo’lsa, u holda a =b,a,=b,,...a =b,. (a,,qa,,...a.,a,,)=(0,b,,....b,b_,)
bo’lsin, u holda ta’rifga ko’ra ((a,,a,,...a.),a,,,)=(b,b,,...,b.),b.,) bo’lib,
(a,,a,,...a.)=(b,b,,....0,) va a,,=b,. U holda induksiya faraziga asosan
a,=b,a,=b,...a =b vaa, =b_,.

Teoremaning  teskarisi, yani @ =b;,a,=b,,...a,=b,  bo’lsa,
(a,a,,...a,)=(b,b,,...,b,) bo’lishi ravshan. Shunday qilib,
[(a;,a,,...a,)=(b,b,,....0))] =[(a, =b) A(a, =b,) A...A(a, =b,)].

1.7.3-ta’rif. Birinchi koordinatasi A to’plamga, ikkinchi koordinatasi B

to ’plamga tegishli bo’lgan barcha (a,b) ko ’rinishdagi tartiblangan juftliklar

27



to 'plami A va B to plamlarning dekart ko paytmasi deyiladi va Ax B ko rinishida
belgilanadi.

Shunday qilib, AxB= @,b)lacArbeB . AxB dekart ko’paytma
ba’zan to g 'ri ko ‘paytma Yoki ko paytma ham deb ataladi.

Agar AxB=J bo’lsa, A= yoki B= bo’lishi va aksincha A= yoki
B = bo’lsa, Ax B= bo’lishini ko’rish giyin emas.

1.7.4-misol. A={123}, B={,0,A 0} bo’lsa,

AxB={(11),(10),1A),1L0)}(21),(2,0)(2A),(20),31),30)(3A),30)}
bo’lishi ravshan.

1.7.5-ta’rif. A4,,A4,,...,4, to’plamlar berilgan bo’lsin, u holda
A x Ay x..x Ay x A, = €@ x Ay x...x A, x A, sifatida aniglanadi.

Tarifdan ko’rinadiki 4 x 4, x A; = €, x 4, x A,  bo’lib, A, x A, x A,
to’plam barcha tartiblangan uchliklar to’plamidan iboratdir.

Demak, 4, x 4, x A, ={€,,a,,a, ]a, € A,i=123}.

1.7.6-ta’rif.  Ixtiyoriy AzJ to’plam  uchun  A° ={C},

A=A A*=AxA,...,A" = Ax Ax...x A to’plamlar A to’plamning mos ravishda

n

nolinchi, birinchi, ikkinchi va h.k. n-darajalari deyiladi.

1.7.7-ta’rif. Ixtiyoriy A=  to’plam uchun A" ning ixtiyoriy bo’sh
bo’lmagan to’plamostisi A to’plamda berilgan n o’rinli yoki n-ar munosabat
deyiladi.

1.7.8- misol. n=0 bo’lsa, 4°= & bo’lib, nol o’rinli munosabat & va 4°
dan iborat bo’lishini ko’ramiz. Bir o’rinli munosabat A to’plamning ixtiyoriy
to’plamostisi bo’lishi, 2 o’rinli munosabat ixtiyoriy tartiblangan juftliklar
to’plamidan iborat bo’lishi ko’rinib turibdi. n o’rinli munosabat ixtiyoriy
tartiblangan €,,a,,...,a, ko’rinishdagi n-liklar to’plamidan iboratdir.

Tartiblangan n-likni n elementli kortej deb ataydilar. Agar R n o’rinli

munosabat bo’Isa, n uning rangi deb ataladi.
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1.7.9-ta’rif. 4, x 4, x...... x A, to’plamning ixtiyoriy to plamostisi n o rinli
(yoki n- ar munosabat) deyiladi.
1.7.10-ta’rif. Ixtiyoriy n elementli Kkortejlar to’plami n-ar munosabat
deyiladi.
1.7.11-teorema. 1.7.7, 1.7.9, 1.7.10- ta riflar teng kuchli ta riflardir.
Ixtiyorly oc 4 xA,x...x A, xA,; bo’lsin, a €A, aeA,.,a €A,
elementlar uchun €,,a,,...,a,,a,,, €® shartni ganoatlantiradigan barcha a,,,

elementlar to’plamini ® €,,a,,...,a, yoki o orgali belgilaymiz.

-~

Agar ©@€,a,,...,a,  bir elementli to’plam  bo’lsa, ya’ni

0¢€,,a,,...,a, =d., bolsa, w€,a,,..,a, =a_, ko’rinishdagi belgilashni

n+1

kelishib olamiz.

A=A, =A;=.....=A4,=A bo’lib, oc A"  €@+1 o’rinli munosabat

-~

berilgan bo’lsa, u holda har bir a,,q,,...,a, € A elementlar uchun v €,,a,,...,a,
ko’pi bilan bir elementli to’plamdan iborat bo’lib, @ — (n+1) o’rinli munosabat n
o’rinli yoki n-ar gisman algebraik amal deyiladi. n esa ®» amalning rangi
deyiladi. Agar Yugqoridagi holatda o €;,a,,...,a, fagat bir elementli to’plamdan
iborat bo’lsa, u holda @ —(n+1) o’rinli munosabat A to’plamda aniglangan n
o rinli algebraik amal deyiladi.

Shunday qilib tarifga ko’ra nol o’rinli algebraik amal A to’plamdagi bitta
elementdan iborat, bir o’rinli amal @ e 4% binar munosabatdan iborat bo’lib,
Va e 4 uchun Yagona w(a) mos keladi. Bir o’rinli algebraik amal operator yoki
unar algebraik amal deyiladi. Agar n=2 bo’lsa, algebraik amal binar algebraik
amal deyiladi. Agar @ -3 o’rinli munosabat bo’lsa, u binar algebraik amal bo’lishi
uchun Va,,a, € A elementlar juftligiga Yagona @(a,,a,)€ A mavjud bo’lib,

bunday element ba’zan a, ® a, ko’rinishda ham belgilanadi. Bunday holda har bir

G,.a, juftlikka Yagona o(a;,a,) element mos qo’yiladi deb aytishimiz
mumkin.

Uch o’rinli algebraik amal ternar algebraik amal deyiladi.
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Kelgusida binar munosabatlar =,=,>,>,<,< va boshga simvollar orgali
belgilanadi.

1.7.12- misol. o= €,n+1]vneN binar munosabat bo’lib, unar
algebraik amal sifatida garalishi mumkin. Bu unar algebraik amal har bir n ga n+1
ni mos qo’yadigan operatordan iboratdir.

1.7.13-misol. o= €,n,m+n J¥m,ne N ternar munosabat binar algebraik
amal bo’lib, har bir €n,n_juftlikka ularning yig’indisi €0+ n_ni mos qo’yadi.

|.7.14-tarif. A< Bbo’lib, ® B to’plamdagi n-ar munosabat bo’lsin, u

holda o =wn A" - A dagi n-ar munosabat bo’lishi ayon. @' ni @ n-ar
munosabatning A dagi izi, @ niesa " ning V dagi davomi deyiladi.

1.7.15-misol. o= 4,bclc=a+brabceZ munosabat
o'= €,n,m+n]vmneN ternar munosabatni Z dagi davomi, ' esa o ning
N dagi izidir.

1.7.16-misol. Butun sonlar to’plamida aniglangan o = €,b,a—b [Va,beZ

ternar munosabat Z da binar algebraik amal bo’lib, uning N dagi izi ternar
munosabatdir, lekin binar algebraik amal bo’la olmaydi.
Binar munoesabatning turlari.

Agar o A to’plamda berilgan binar munosabat bo’lib €,b £ bo’lsa, a va

b elementlar ® munosabatda yotadi yoki a va b elementlar @ munosabatda
deyiladi va awborqali belgilanadi.
1.7.17-ta’rif. A to ‘plamda o binar munosabat berilgan bo ’Isin.
1. Agar Va e A uchun (z,a:ea) bo’lsa o refleksiv;

2.Agar Vae A uchun €,a o bo’lsa o antirefleksiv;

3.Agar Jae A uchun €,a o bo’lsa o arefleksiv;

4. Agar VYa,be A uchun azb= (a,b)ew v €,a € bo’lsa, » bog lig;

5. Agar Va,be 4 uchun (a,b)e w = €,a € ® bo’lsa, » simmetrik;

6.Agar Vabed uchun (ab)eon®,a co=a=b bolsa, o

antisimmetrik;
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7. Agar Va,be 4 uchun (a,b)cw=1€,a o bo’lsa, » asimmetrik;

8. Agar Va,b,ced uchun (a,b)ewnr @c co=€cC co bolsa, o
tranzitiv;

9. Agar o bir vaqtda refleksiv, simmetrik, tranzitiv bo’lsa, u holda
ekvivalentlik munosabati deyiladi.

1.7.18-ta’rif. A to’plamda * binar algebraik amal va R binar munosabat
berilgan bo’’lIsin. Agar Va,b,ce 4 uchun (a,b)eR dan
€ *c,b*c €*a,c*b &R bo'lishi kelib chigsa, u holda R munosabat * amalga
nisbatan monoton deyiladi.

1.7.19-misol. N- natural sonlar to’plamida < munosabat + amaliga nisbatan

monoton. Hagigatdan ham, (a<b)= €@+c<b+c A €+a<c+b .

Takrorlash uchun savollar

Tartiblangan juftlik nima?

Tartiblangan juftliklar gachon teng bo’ladi?
To’plamlarning to’g’ri (dekart) ko paytmasi nima?
Tartiblangan n lik ganday hosil gilinadi?

Binar munosabatga ta’rif bering.

Refleksiv binar munosabatni ta’riflang.

Simmetrik binar munosabatni ta’riflang.

Tranzitiv binar munosabatni ta’riflang.

e A L o A

Ekvivalentlik binar munosabatini ta’riflang.

Mashqglar
1. Quyidagilarni isbotlang:
a.(A\B)xC=(AxC)\(BxC).
b. Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).
c.AUB)xC=(AxC)uU (B xQC).
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d.

Ax(BnNnC)=(AxB)n(AxC).

e.(AnB)x(CnD)=(AxC)n(BxD).

2.

a
b.
C.
d.

R, S — binar munosabatlar uchun quyidagilarni isbotlang:
R, S -tranzitiv = R U S, R N S—tranzitiv.
R,S—refleksiv = RUS, RS —refleksiv.

R, S -simmetrik = R US, RN S — simmetrik.

R, S -ekvivalent = RUS, RN S —ekvivalent.

3.M={1, 2,..., 20} to’plamda berilgan quyidagi binar munosabatlarning

xossalarini tekshiring:

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

R={<xy>|xyeMax<y+1l}
R={<xy>|xyeMax*=y*}.
R={<xy>[xyeMAa|x[=]y|}.
R={<xy>|xyeMAax:y}
R={<xy>|xye MAx<y}
R={<xy>|xyeMax=y}
R={<xy>|xyeMax:yvx<y }L
R={<xy>|xye MAa(x-y):2}
R={<xy>|xyeMax+y=12}.

310. R={<xy>|xye MAXx+y<T7}

311. R={<xy>|xye MAx+y=>20}.

312. R={<xy>|xyeMa(x+y):5}

1.8.
VX, Y, Z
holda f

1.8-§. Akslantirish (funksiya). Tartib munosabati

1-ta’rif. f - A to’plamda berilgan binar munosabat bo’lsin. Agar
e Alaruchun &y f va & z & f bo'lishidan Y = Z kelib chigsa, u

binar munosabat akslantirish (funksiya) deyiladi.
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Boshgacha qilib aytsak, f binar munosabatning aniglanish sohasiga tegishli

bo’lgan har bir x element uchun, Yagona y element topilib, ¢, y:e f bo’lsa, u
holda f munosabat funksiya deyiladi. Agar f binar munosabat funksiya bo’lib,
¢, y:e f bo’lsa, U holda y = f & _deb yozish gabul gilingan. Ba’zan X — f (<:
yoki f:x—y deb ham yoziladi x elementga f funksiya Y elementni mos
qo’yadi deb va ¥y element x ning obrazi (tasviri), x esa Y ning proobrazi (asli)
deyiladi. Dom f = ¥ /3y &y € f to’plam funksiyaning aniglanish sohasi,
Im f = § / Ix €, y:e f :to’plam funksiyaning o’zgarish sohasi deyiladi. Bizga
ikkita f va g funksiyalar berilgan bo’lsa, ularning tengligini f va g - juftliklar
to’plamining tengligi sifatida tushuniladi. Predikatlar algebrasi tiliga o’tsak,
€=-9g @&y cf > €&y g _ formula tavtologiyadir.

Har ganday funksiya Vx e Dom f elementga Yagona Y € Im f elementni
mos qo’yganligi sababli, f ni akslantirish deb atash magsadga muvofig. Agar
Dom f c A, Imf cB bo’lsa, u holda f A to’plamdan B to’plamga
akslantirish deyiladi.

Agar A=Dom f B=Im f bo’lsa, u holda f funksiyani A to’plamni B
to’lamga akslantirish deb ataymiz. A to’plamni B to’plamga akslantiradigan
barcha funksiyalar to’plamini B* orgali belgilash gabul gilingan. Faraz qilaylik,
f Ato’plamdan V to’plamga akslantirish bo’lsin.

Bundan keyin agar f A to’plamni B to’plamga akslintirish bo’lsa,
f :A— B deb belgilaymiz. Agar A to’plam tartiblangan juftliklar to’plamidan
iborat bo’lsa, u holda f:A— B akslantirish ikki o’zgaruvchili funksiya, n
o’zgaruvchili funksiya sifatida X #& Y #< to’plamlar uchun f:X" Y
akslantirish tushuniladi, bu erda n = 0, 1, ... . n o’zgaruvchili funksiyani

y = f €, ..., X, _ko’rinishida belgilaymiz.
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1.82-ta’rif. f va g funksiyalar berilgan bo’lsin, u holda
fog= €, 2) /At(xt)egea(t,z)ef toplam f va ¢ funksiyalarning
kompozisiyasi deyiladi.

1.8.3-misol. f= 43,€3,66_j9=43,€1,€4_ bo’lsa, u holda
fog= 46,€3 .

1.8.4-teorema. Funksiyalar kompozisiyasi quyidagi xossalarga ega:

1. Domfog= %/g& cDom f

2°. VxeDom fog yuyn € og & = F Q& _

3. fog= 4 Q& _Jg& eDom f

4°. Dom f og c Dom g.
5. Im€og —Imf

6°. Aeap Im g =Dom f 6yaca, Dom fog=Domgealm € og =Im f

1°- xossaning isboti. Vx e Dom f o g bo’lsin, u holda fog ning ta’rifiga
ko’ra €, y:e f og bo’lib, Shunday t topiladiki, natijada (x,t)e g va &, Z:e f
bo’ladi, demak t:g(<: ekanligidan g((je Dom f bo’ladi. Aksincha, agar
g& =Dom f bo’lsa, Shunday z topiladiki, €€,z = f, uholda € g& g
bo’lgani uchun (x,z) € f o g bo’ladi, ya’ni x € Domf o g.

Qolgan xossalarning isboti mustaqil bajarish uchun o’quvchilarga havola
gilinadi.

1.8.5-teorema. Funksiyalar kompozisiyasi assosiativdir.

Bu teoremaning isboti binar munosabatlar kompozisiyasi assosiativligining
bevosita natijasidir.

1.8.6-ta’rif. A= to’plamning har bir elementini o 7zini o0’ziga
akslantiradigan akslantirish ayniy akslantirish yoki birlik akslantirish deyiladi.
Bunday akslantirishni E orgali belgilaymiz.

1.8.7-teorema. Agar f - akslantirish A to’plamni V to plamga akslintirish

bo’lsa fof' =Eg bo’ladi.
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Isbot. Im f =B bo’lganidan E, < fo f" kelib chigishi ravshan. Faraz
gilaylik € y e fof", yani Shunday zeV topilib € z ¢ f' va€ y e f
bo’lsin. U holda inversiyaning ta’rifiga ko’ra €, x:e f endi f binar munosabat
funksiyaligini etiborga olsak X =y . Demak, fo f" c E;.

1.8.8-ta’rif. f:A— B akslantirish A to’plamni V to’plamga akslantirish
bo’Isin. U holda, agar Vx,, X, € A va X, # X, elementlar uchun f & > f &,
bo’lsa, f -in’ektiv, Im f =B bo’lsa, f - syur’ektiv akslantirish deyiladi. Agar f
ham syur’ektiv, ham in’ektiv akslantirish bo’Isa, u holda f biektiv akslantirish
deyiladi.

1.8.9-misol. Haqigiy sonlar to’plami R ni o’zini o’ziga akslantiradigan
f(<:= x* funksiya in’ektiv ham emas, biektiv ham emas. Hagigatdan ham,
+2# -2,

Lekin €22=2°=4; Imf=R"U &;} IR* U Q:- manfiy bo’lmagan
haqiqiy sonlar to’plami.

1.8.10-misol. f (C: x? funksiya barcha hagigiy sonlar to’plamini
R*U & to’plamga akslantirsin. U holda Im f =R* U &. Demak, f -
syur’ektiv akslantirish, lekin in’ektiv akslantirish emas.

1.8.11-misol. y=-/x funksiya R*U & to’plamni R- hagigiy Ssonlar
to’plamiga akslantiradi. Bu funksiya in’ektiv, lekin syur’ektiv emas.

1.8.12-misol. y = x> funksiya R - hagigiy sonlar to’plamini o’zini 0’ziga
akslantiradigan biektiv funksiyadir.

1.8.13-misol.  x= d,b to’plam  berilgan  bo’lsin, u  holda
f€ =b; f® =a; g€ =a; gb =a shartlar bilan aniglangan f va ¢
funksiyalami qarasak, € -9 €@ = f ¢ € _=f € =b.

Cogb=fQO =f€=b¢of & =9g€€ =90 =a Q¢-f H =960 g€ =a
bo’ladi.
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Bu misoldan ko’rinadiki, f g # g f | ya’ni funksiyalar kompozisiyasi har
doim ham kommutativ bo’lavermas ekan.

1.8.14-ta’rif. f:A— B, g:B—> A akslantirishlar berilgan bo’Isin, u
holda agar fog=E; bo’lsa f akslantirish g akslantirishga chapdan teskari,
g akslantirish esa f akslantirishga o 'ngdan teskari deyiladi. Agar f o g =E; va

go f = E, shartlar bajarilsa, u holda f va g akslantirishlar bir biriga teskari
akslantirishlar deyiladi.

1.8.15-teorema. Agar f:A—>B; g:B—> A akslantirishlar berilgan
bo’lib, 9o f =E, shart bajarilsa, u holda f -in'ektiv, 9 esa syur’ektiv
akslantirishdir.

Isbot. Teorema shartlari bajarilgan deb faraz gilaylik. U holda, Vae A
uchun gof€@ =g€ € _=a. Faraz gilaylik a #a, elementlar uchun
f€ =f€, bolsinuholdaa, =Q-f & =g€€ =9€ €, _=a,. Buesa
a, # a, farazimizga zid.

Endi uchun Shunday beB topilib, g€ =a bo’lishini ko’rsataylik.
Hagigatdan, teorema shartiga kora Vac A uchun €@of € =g€ €@ _=a
bo’ladi. f€ ni b orgali belgilasak g€ =a. Demak, g -syur’ektiv akslantirish

ekan

1.8.16-teorema. f:A— B akslantirishga teskari akslantirish mavjud
bo’lishi uchun uning biektiv bo ’lishi zarur va etarli.

Isbot. Agar f- biektiv bo’lsa, YbeB uchun Shunday Yagona ac A
topilib, f(a)=b bo’ladi. U holda VbeB uchun g® =a shartni
ganoatlantiradigan g akslantirish f akslantirishga teskari akslantirish bo’lishi

ravshan.

Faraz gilaylik f akslantirish uchun g - teskari akslantirish bo’lIsin, u holda,
teskari akslantirish ta’rifiga ko’'ra gof =E,, fog=E; , u holda 1.8.15-

teoremaga ko’ra f va g lar biektiv akslantirishlardir.
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Kelgusida f  akslantirishga teskari akslantirish mavjud bo’lsa, uni
f ~* orqali belgilaymiz.

1.8.17-natija. O zaro teskari akslantirishlar biektv akslantirishlardir.

To’plamni o’zini 0’ziga akslantirish almashtirish deyiladi.

1.8.18-teorema. Chekli to 'plamni almashtirish biektiv bo’lishi uchun,
syur’ektiv yokKi in ‘ektiv bo 'lishi zarur va etarlidir.

Isbot. X - chekli to’plam berilgan bo’lsin. T almashtirish biektiv bo’lsa,
ham syur’ektiv, ham in’ektiv  bo’lishi ravshan. Faraz qilaylik
f : X — Xsyur’ektiv bo’lib, in’ektiv bo’lmasin. U holda X chekli to’plam

bo’lgani uchun uning elementlari X, X,,...,X, lardan iborat desak,

f& .f&, ... T &, elementlar n—1 tadan ko’p emas. Demak, kamida bitta X,
element uchun proobraz topilmaydi. Bu esa f -syur’ektiv degan farazimizga zid.
f: X = X syur’ektivligidan f ning in’ektivligini Kkeltirib chigarish
o’quvchilarga xavola gilinadi.

1.8.19-ta’rif. Agar ikkita A va B to ‘plamlarning birini ikkinchisiga o zaro
bir giymatli akslantiradigan kamida bitta akslantirish mavjud bo ’Isa, to plamlar
teng quvvatli deyiladi va A=B ko ’rinishida yoki ‘A‘ = ‘B‘ ko rinishida
belgilanadi.

1.8.20-ta’rif. A fo’plamda berilgan R < Ax A antisimmetrik va tranzitiv
munosabat A to plamdagi tartib munosabati deyiladi.

1.8.21-ta’rif. A to’plamdagi tartib munosabati refleksiv munosabat bo Isa,
bunday munosabat A to plamdagi nogat iy tartib munosabat deyiladi.

A to’plamdagi tartib munosabat antirefleksiv munosabat bo’lsin, bunday
munosabat A to’plamdagi gat iy tartib munosabat deyiladi.

1.8.22-misol. B(A) — A to’plamning barcha to’plamostilari to’plami bo’lsin.

B(A) to’plamda to’plamosti bo’lish munosabati noqat’iy tartib munosabtidir.

1.8.23-misol. A= 4 12, 36, 72: to’plamda bo’linish munosabati noqat’iy

tartib munosabatidir.
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1.8.24-ta’rif. A to’plamda R tartib munosabat berilgan bo’lsin. U holda,
agar Va, b e A elementlar uchun xRy yoki X=1Yy yoki yRX munosabatlardan

kamida bittasi albatta bajarilsa, bunday munosabat A to plamdagi chizigli tartib
munosabat deyiladi.

Chizigli bo’Imagan tartib munosabat, gisman tartib munosabat deyiladi.

1.8.25-misol. N-natural sonlar to’plamida R= €y ]Vvx,yeN xiy
munosabat gisman tartib munosabat bo’ladi.
"<"= 4y ]vx,yeN3IkeNy=x+k munosabat esa chizigli tartib
munosabatdir.

1.8.26-ta’rif. A fo’plamda R tartib munosabat berilgan bo Isin, €@, R_
juftlik tartiblangan o plam deyiladi. Agar R - gisman tartib munosabati bo ’Isa,
@, R _gisman tartiblangan 7o plam, R chizigli tartib munosabati bo 'lsa, @, R_
chizigli tartiblangan o ‘plam deyiladi.

1.8.27-misol. N, <:-juftlik chizigli tartiblangan to’plamdir. Kelgisida a <b
yozuvni odatdagidek a<b, a<b yozuvni esa a kichik yoki teng b deb
0’qiymiz va a<b ni € <b ¥ €=b_ mulohaza ma’nosida tushunamiz. Xususan

4 < 4, 3 <4 mulohazalar aynan rost mulohazalardir.

¢ <:- tartiblangan to’plam berilgan bo’lsin, u holda a e A elementdan
Kichik element mavjud bo’lmasa a- minimal element, agar a dan katta element
mavjud bo’lmasa a-maksimal element deyiladi. A dagi o’zidan boshga barcha
elementlaridan Kkichik bo’lgan a element A fo’plamning eng kichik elementi, A
dagi o’zidan boshga barcha elementlaridan katta bo’lgan b element A
to 'plamning eng katta elementi deyiladi.

1.8.28-misol. A= §2,3,4,12 to’plamida, agar a:b bo’lsa, b<a deylik, u
holda 1 eng kichik element, 12 eng katta element bo’ladi.

1.8.29-misol. A= 2,34 :to’plamda ham 1.8.28-misoldagi kabi aniglangan

< —tartib munosabatni garaylik.U holda 1 minimal element, 3, 4 maksimal

elementlar bo’lishi ravshan.
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Shunday qilib, maksimal elementlari bir nechta bo’lgan to’plamlar mavjud
ekan. Minimal elementlari ham bir nechta bo’ladigan to’plamga misol keltirishni
o’quvchilarga havola etamiz.

1.8.30-ta’rif. Har ganday bo 'sh bo lmagan to plamostisi minimal elementga
ega chiziqgli tartiblangan to ‘plam to ’lig tartiblangan to ‘plam deyiladi.

CHizigli tartiblangan to’plamlarda minimal element tushunchasi eng kichik
element tushunchasi bilan, maksimal element tushunchasi esa eng katta element
tushunchasi bilan bir xil bo’lishi ravshan.

1.8.31-misol. N -natural sonlar to’plamida < - tabiiy tartib munosabati
bo’lsin. YA’ni agar Va,eé € N uchun Shunday R topilib, a=6+«x bo’lsa, 6<a

deymiz. U holda , <: to’plam to’liq tartiblangan to’plamdir.
1.8.32—-misol. R -haqgiqiy sonlar to’plami tabiiy tartib munosabatga nisbatan

to’liq tartiblangan bo’la olmaydi. Chunki R to’plamning eng kichik elementi

yo’q.
Takrorlash uchun savollar

Akslantirish ganday munosabat?

Akslantirishning aniglanish sohasini ta’riflang.

Akslantirishning giymatlar to’plmi ganday to’plam?
Akslantirishlar kompozisiyasini tushuntiring.

Akslantirishlar kompozisiyasi xossalarini ayting.

In’ektiv akslantirishga maktab matematikasidan misol keltiring.
Syur’ektiv akslantirishga maktab matematikasidan misol keltiring.

Biektiv akslantirish maktabda ganday nomlangan?

© 0o N o g Bk~ WD PRE

Ayniy akslantirishni tushuntiring.

10. Tartib munosabat turlarini maktab matematikasidan olingan
misollar yordamida tushuntiring.

11. Tartiblangan to’plamlarga misollar keltiring.

12. Butun sonlar to’plami to’la tartiblangan to’plam bo’ladi-mi?
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Mashqlar

1. R, S, T — binar munosabatlar uchun quyidagilarni tekshiring:
1) ( RNS)"=R“"NS".
2) (RuS)"=R~"uUS".
3) Ro(SoT)=(RoS)oT.
4) RoS)"=S"eR".
5) (RUS)oT=RoTUS.T.
6) Ro(SUT)=(RoS)U(R-T).
7)) (RNS)oTcRoTNSoT.
8) Ro(SNT)cRoSNRoT.
9) Dom(R”)=ImR..
10) Im (R~ )=DomR..
11) Dom (R - S) < DomS.
12) Im(R-S)c ImR.
13) (R\S)Y=RY\S".
14) R,S-qat’iytartib > RUS, RN S, R, S~ —qat’iy tartib.
15) R, S-qisman tartib = RUS, RN S, R"~,S "~ —qgisman tartib.
16) R, S-chiziglitartib > RUS, RN S, R~ , S~ —chizigli tartib.
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11 BOB. ALGEBRALAR VA ALGEBRAIK SISTEMALAR

11.1-§. Binar algebraik amallar. Neytral, simmetrik elementlar.

I1.1.1-ta’rif. A" to’plamni A ga akslantiradigan har ganday akslantirish A
to 'plamda berilgan n-ar yoki n o rinli algebraik amal deyiladi.

Bu erda n-manfiy bo’lmagan butun son bo’lib, algebraik amalning rangi
deyiladi. N=0 bo’lsa, A’=@ bo’lgani uchun, O-ar amal f: & A
ko’rinishidagi akslantirish bo’lib, & ni A to’plamning birorta elementiga
o’tkazadi. Boshgacha qilib aytganda, O-ar amal A to’plamning ajratilgan
elementidan iborat. Bir o’rinli amal f : A — A ko’rinishdagi funksiyadan iborat
bo’lishi ravshan. Bir o’rinli algebraik amal gisgalik uchun ba’zan unar amal
deyiladi.

N=2 bo’lganda ikki o’rinli algebraik amal f :AxA— A akslantirishdan
iborat bo’lib, binar algebraik amal deyiladi. Uch o’rinli algebraik amal ternar
algebraik amal deyiladi. Agar @ A to’plamda berigan n-ar algebraik amal
bo’lsa, A to’plamni @ - n-ar algebraik amalga nishatan algebraik yopiq deyiladi.

11.1.2-ta’rif. A" to’plamdan A to’plamiga akslantirish A da aniglangan n
o rinli qisman amal deyiladi.

11.1.3-misol. B(A) -A to’plamining barcha to’plamostilaridan tuzilgan
to’plam berilgan bo’lsin, u holda f:B(A) = B(A), VX € B(A) uchun
f (X) = A\ X tenglik yordamida aniglanadigan amal unar algebraik amaldir.

I1.1.4-misol. Q- rasinoal sonlar to’plamida bo’lish amali binar gisman
amaldir.

11.1.5-misol. Natural sonlar to’plamida ixtiyoriy uchta songa ularning eng
katta umumiy bo’luvchisini moS qo’yadigan amal, natural sonlar to’plamida
aniglangan ternar algebraik amaldir.

Binar algebraik amallarni * ¢ +,*,® ko’rinishlarda belgilash gabul gilingan.
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11.1.6-misol. +:Z? — Z ya’ni +(a,b) =a+b tenglik yordamida aniglangan
amal - butun sonlar to’plamida qo’shish amali bo’lib, (a,b) butun sonlar juftligiga
mos keladigan butun sonni a+b ko’rinishida yozish gabul gilingan.

Shunga o’xshash A to’plamida * binar algebraik amal berilgan bo’lsa,
*(a,b) o’rniga a*b yozishni kelishib olamiz.

I1.1.7-ta’rif. A=0 to’plam va unda aniglangan #* binar algebraik amal
berilgan bo’Isin. U holda (A*) juftlik gruppoid deb ataladi.

11.1.8-misol. N -natural sonlar to’plami «e»-N dagi ko’paytirish amali
bo’lsa, u holda (N,e) -gruppoiddir.

11.1.9-ta’rif. (A*)-gruppoid berilgan bo ’Isin, u holda

a) agar Va,be A uchun a*b=b=*a bo’lsa, u holda # - algebraik amal A
to ‘plamda kommutativ deyiladi;

b) agar Va,b,ce A uchun a*(b*c)=(c*b)*c shart bajarilsa, * -A
to ‘plamda assosiativ algebraik amal deyiladi;

v) Agar Vae A uchun Shunday e e A topilib, €*a=a shart bajarilsa, e
element * amalga nisbatan chap neytral element, agar a*e =a shart bajarilsa,
o 'ng neytral element, agar ikkala shart ham bajarilsa neytral element deyiladi.

11.1.8-ta’rif. (A*)-gruppoid berilgan bo’lsin. Agar e € A element # -amalga
nisbatan neytral element bo ’Isa, u holda e grippoidning neytral elementi deyiladi.

11.1.9-teorema. Agar (A*)-gruppoidda neytral element mavjud bo’lsa, u
Yagonadir.

Isbot. Faraz gilaylik (A,*)-gruppoidda ikkita e va e, neytral elementlar
mavjud bo’lsin, u holda neytral elementning ta’rifiga ko’ra e, =€, *e, =e,, ya’ni
e,—=¢&,

11.1.10-natija. Agar (A*)-gruppoidda neytral element mavjud bo ’Isa, uning
barcha chap , o 'ng neytral elementlari neytral elementga teng.

11.1.11-ta’rif. Agar (A*)-gruppoidda # amal go’shish amalidan iborat

bo’lsa, gruppoid additiv gruppoid; agar *amal, ko paytirish amali bo’Isa,
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gruppoid mul tiplikativ gruppoid deyiladi.

Odatda qo’shish amali «+» orgali, ko’paytirish amali «*» orqali belgilanadi.
Qo’shish amaliga nisbatan neytral elementni nol deb ataymiz va «0» orqali
belgilaymiz. Ko’paytirish amaliga nisbatan neytral element birlik element deyilib
«1» orqgali belgilanadi.

11.1.12-misol. (R,+) gruppoidning neytral elementi 0; (R,e) - gruppoidning
neytral elementi 1. Bu erda R -haqgiqiy sonlar to’plami, +, -R dagi qo’shish va
ko’paytirish amallaridir.

11.1.13-misol. B(A) -A to’plamning barcha to’plamostilari bo’lsin, u holda
V(A) to’plamlarni qo’shish amaliga nisbatan gruppoid bo’lib, uning neytral
elementi @ to’plamdir. B(A) - to’plamlarning kesishmasi amaliga nisbatan ham
gruppoid bo’lib, uning neytral elementi A to’plamdan iborat.

11.1.14-ta’rif. (A*)-gruppoid berilgan bo’lsin, u holda ac A element va
Vb, c e A elementlar uchun a*b=ax=c tenglikdan b =c kelib chigsa, u holda a
element (A*) gruppoidning chap regulyar elementi, b*a=c*a shartdan b=c
kelib chigsa, a element (A*) gruppoidning o 'ng regulyar elementi deyiladi. Ham
chap, ham o 'ng regulyar element regulyar element deyiladi.

11.1.18-misol. (R,+) gruppoidning barcha elementlari regulyar elementlardir.

11.1.19 -ta’rif. (A*)-gruppoid neytral elementga ega bo 'Isin. U holda
a € A element uchun Shunday a'e A element topilib, a*a =¢€ bo’lsa, a' element
a elementga chap simmetrik element, a*a'=e bo’lsa o’ng simmetrik, ikkala
shart ham bajarilsa, simmetrik element deyiladi.

11.1.20-misol. (R,+) gruppoidda VaeR element uchun a element
simmetrik elementdir.

11.1.21-misol. (R,®) - gruppoidda Ya e R, a=0 element uchun a™ element
simmetrik elementdir.

Agar (A*) -gruppoidda *-amal qo’shish bo’lsa, «simmetriky» termini,
«garama-qgarshi» termini bilan; agar *-amali ko’paytirish bo’lsa, «teskari» termini

bilan almashtiriladi.
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11.1.22-ta’rif. (Ax*)-gruppoid, R esa A to’plamdagi ekvivalentlik munosabati
bo’lsin. Agar a,;,a,,b,b, € A elementlar uchun aRb, va a,Rb, shartlardan
€ +a, RO, *b, kelib chigsa, u holda R -ekvivalentlik munosabati(A*)
gruppoidda kongruensiya deyiladi.

11.1.23-misol.  (Z;+) gruppoidda Vz,z,eZ  elementlar uchun

¢Rz, = &, —-12,:3 qonun bilan aniglangan ekvivalentlik kongruensiyadir.

Hagikatdan ham, xRy, va X, Ry, bo’lsin, ya’ni X, —V;:3 va X, —Y,:3 u holda

~ ~

«+x, - +y, =& -y, +& —y, ham 3 gabo’linishi ravshan.
Takrorlash uchun savollar

Binar algebraik amalga maktab matematikasidan misollar keltiring.
n-ar algebraik amal ta’rifini ayting.

Unar algebraik amalga misol keltiring.

Gruppoid nima?

Gruppoidning neytral elementi xossalarini ayting.

Gruppoidning regulyar elementi ta’rifini ayting.

N o g bk~ D

Gruppoidning simmetrik elementi nima?
8. Neytral, regulyar, simmetrik elementlarga o’rta maxsus ta’lim
matematikasidan misollar keltiring.

9. Kongruensiyani misollar yordamida tushuntiring.

Mashqglar

1. To’plamlarning kesishmasi assosiativ, kommutativ amal bo’lishini
isbotlang.

2. To’plamlarning birlashmasi kommutativ, assosiativ amal bo’lishini
isbotlang.

3. To’plamlarning ayirmasi kommutativ emasligini isbotlang.
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4. Matrisalarni qo’shish kommutativ va assosiativ amal ekanligini
isbotlang.

5. Matrisalarni ko’paytirish assosiativ, kommutativ bo’lmagan binar amal
ekanligini isbrotlang.

6. Matrisalarni ko’paytirish qo’shish amaliga nisbatan distributiv ekanligini
isbotlang.

7. To’plamlarning Kesishmasi birlashmasiga nisbatan distributivligini
isbotlang.

8. Ixtiyoriy a,b,c kardinal sonlar wuchun quyidagilarni isbotlang:
Da+b=Db+a;
2)(a+b)+c=a+(b+c);
3a-b=Db-a;
4)(a-b)-c=a-(b-c);
5)(a+b)-c=a-c+b-c;

G)ab+c — ab . ac.

11.2-§. Algebra. Algebralar gomomorfizmi.

Algebraosti. Faktor-algebra

11.2.1-ta’rif. (Ax)-gruppoidda #assosiativ amal bo’lsa, bunday gruppoid
yarimgruppa deyiladi.

Neytral elementga ega bo’lgan yarimgruppa monoid deyiladi.

11.2.2-misol. Natural sonlar to’plami qo’shish amaliga nisbatan
yarimgruppadir. Kelgusida bu yarimgruppa (N,+) orgali belgilanadi.

11.2.3-misol. Natural sonlar to’plami ko’paytirish amaliga nisbatan
monoiddir. Bu monoidda (N;-1) tartiblangan uchlik ko’rinishida belgilanadi.

11.2.4-teorema. Monoidda ihtiyoriy element ko’pi bilan bitta simmetrik

elementga ega.

Isbot. Faraz qgilaylik (Ax*)- yarimgruppada a element uchun ikkita a, va a,
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simmetrik elementlar mavjud bo’lsin. U holda

a,=a *e=a *(a*a,)=(a *a)*a, =e*xa, =a,.

11.2.5-natija. Monoidda a element uchun simmetrik element mavjud bo ’Isa,
a elementga chap, o’ng simmetrik elementlar a ga simmetrik bo ’lgan elementga
teng bo ’ladi.

11.2.6-teorema. (A,*e)- monoidda a < A elementga a',be A elementga
esa b'- simmetrik element bo’lsin, u holda a*b elementga b*a' simmetrik
element bo’ladi.

Isbot. Hagigatdan ham,
(a*xb)*(b+a')=(a*(b=*b')*a')=(a*e)*a'=a*a'=e va
(b'=a")(a*Db) = (b*(a'*a)) *b = (b'+e)*b =b*b =e

11.2.7-teorema. (A,*€)- monoid berilgan bo’Isin, agar a € A element
uchun simmetrik element mavjud bo ’Isa, bunday element regulyar elementdir.

Isbot. Hagigatdan ham, a € A elementga a'e A element simmetrik bo’lsin, u
holda  Vb,ce A  elementlar uchun a*b=a=*c shart bajarilsa,
a(a*b)=a"(a*c) yoki(a*a)*c=(a*a)*c bo’ladi. Agar a*a = e bo’lishini
hisobga olsak, b =c bo’ladi.

11.2.8-ta’rif. (A*)-gruppoid va B c A bo’lsin. Agar Vvb,b, eB elementlar
uchun b, *b, € B bo’lsa, B to’plam * algebraik amalga nisbatan algebraik yopiq
deyiladi. @,+_juftlik esa (A*) gruppoidning gism gruppoidi yoki gruppoidosti
deyiladi.

11.2.9-misol €.+ gruppoid (R,+) gruppoidning gism gruppoididir.

11.2.10-ta’rif. A= fo’plam va A da bajariladigan algebraik amallar
to’plami Q berilgan boIsin. (A, Q) - juftlik algebra deyiladi.

A- to’plam algebraning bosh to’plami, €2-algebraning bosh amallari
to 'plami deyiladi.

(A, Q) to’plam berilgan bo’lsa, A to’plam € dagi barcha amallarga

nisbatan algebraik yopiq bo’lishi ravshan. Algebradagi €2-amallar to’plami
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chekli, ya’ni Q= 4,,...,@, bo’lsa, (A ..., ) o’rniga yozuvni
ihchamlashtirish magsadida (A, Q) - deb yozishga kelishib olamiz.

11.2.11-misol. Har ganday gruppoid algebradir.

11.2.12-misol. Haqiqgiy sonlar to’plami va unda bajariladigan «s», «+»
amallari 0-o’rinli amallar O, 1 lar bilan birga, ya’ni (R,+,,0,1) - algebradir. Bu
algebraning bosh amallari to’plami (+,¢,01) bo’lib, darajaga ko’tarish, ayirish
amallarini hosilaviy amallar deb garashimiz mumkin.

11.2.13-ta’rif. (A, Q) va (B,Q'") algebralarning amallari fo plamlari Q va
Q' lar orasida biektiv moslik o rnatilgan bo’lib, € to’plamdagi har bir @ n-ar
amalga nisbatan Q' dan @' n-ar amal mos go 'yilgan boIsa, bu algebralar bir hil
turli algebralar deyiladi.

Agar (A, Q) algebra berilgan bo’lsa, € -to’plamdagi amallarning ranglaridan
iborat to’plam algebraning turi deyiladi. Xususan (A;@,,...,@,) algebraning turi

A€, ,...r @, _ to’plamdan iborat. Bir xil turdagi algebralarning bir-biriga mos
keladigan amallarining ranglari bir xil bo’lishi ravshan.

11.2.14-misol. (A,*)-gruppoidning turi Z:to’plamdan, ﬂ,*,e:- monoidning
turi esa 40 to’plamdan iborat.

Algebradagi amallar to’plami chekli bo’lganda, bu algebraning turini ketma-
ketlik sifatida yozish magsadga muvofiq, ya’ni (A;@,,...,@,) algebraning turi
(r(@),....r(w,)) ketma-ketlik ko’rinishida ifoda gilinadi.

11.2.15-misol. (R,+,2,0,1) algebraning turi (2,2,0,0) ketma-ketlikdan iborat.

(A, Q) va (B,Q") bir xil turli algebralar berilgan bo’lsin. Yo e Q amalga
@'e Q' amal mos qo’yilgan deb faraz gilaylik. Agar ¢ : A — B, akslantirish va
va,,...,a, € A elementlar uchun @(@(a,,...,a,)) =@'(p(@,).....¢(a,)) tenglik
bajarilsa, @ akslantirish @ amalni saglaydi. ® amal A to’plamdagi ajratilgan
element, ya’ni nol o’rinli amal bo’lsa, u holda @ ga mos keladigan ' ham B

to’plamning ajratilgan elementi bo’ladi, (@) = @',
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11.2.16-ta’rif. (A, Q), (B,Q'") algebralar berilgan bo’isin. Q dagi barcha
amallarni saglaydigan ¢:A— B akslantirish (A,Q) agebraning (B,Q)
algebraga gomomorfizmi deyiladi.

11.2.17-ta’rif. ¢ : A— B akslantirish (A, ) agebraning (B,Q') algebraga
gomomorfizmi  bo’lsin. U holda agar @- in’ektiv akslantirish bo’Isa,
monomorfizm; @ - syur’ektiv akslantirish bo’lsa, epimorfizm; ¢- biektiv
akslantirish  bo’lsa izomorfizm deyiladi. Monomorf akslantirishni izomorf
joylashtirish deb ham yuritiladi.

11.2.18-ta’rif. Algebrani o’zini o’ziga gomomorf akslantirish endomorfizm;
algebrani o zini o ziga izomorf akslantirish esa avtomorfizm deyiladi.

11.2.19-ta’rif. (A, Q) algebrani (B,€") algebraga akslantiradigan kamida
bitta izomorfizm mavjud bo’lsa, u holda (A,Q) algebra (B,Q') algebraga

izomorf deyiladi.

11.2.20-misol. R - haqigiy sonlar to’plami R™ musbat haqigiy sonlar
to’plami bo’lsin (R",01) va (R,+,0) algebralar (2,0) tipli algebralar bo’lib,
@:R" >R, @(x)=Ig x akslantirish birinchi algebrani ikkinchi algebraga
izomorf akslantirishdir. Hagigatdan ham, ¢ - biektiv akslantirish bo’lib
p(aeb)=1Ig (aeb)=Ilg a+lg b=p(a)+e(b).

11.2.21-teorema. (A /Q,), (B,Q,), (C,Q;) algebralar berilgan bo’lib, ¢
A to’plamni B to’plamga, ¢ esa B to’plamni C to’plamga akslantirish, @ o g
esa bu akslantirishlarning kompozisiyasi bo’lsin. U holda ¢ va 0 lar
gomomorfizm bo lishidan @°Q ning gomomorfizm bo’lishi; ¢ va Q lar
epimorfizm bo’lishidan @~ Qg ning epimorfizm bo’lishi; ¢ va @ lar
monomorfizm bo’lishidan @ ° 3 ning monomorfizm bo’lishi; ¢ va g larning
izomorfizm bolishidan @ ° g ning izomorfizm bo ’lishi Kelib chigadi.

Isbot. , € Q, n-ar algebraik amalga €, dan @, n-ar algebraik amal mos

qo’yilgan, ®, ga esa €2; dan @, N-ar algebraik amal mos qo’yilgan bo’lsin, u
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holda Va,,..,a, € A uchun teorema shartiga ko’ra ¢ va @ akslantirishlar
gomomorfizmlar bo’lishini inobatga olsak,

(@o9)ey(ay...a,)) = p(g(@(ay,...,8,)) = p(w,(9(a,).-., 9(a,))) =

= w3 (9(9(a,)),-, 9(9(a,))) = @5 ((¢° 9)(@)..... (9~ 9)(a,))

Shunday qilib @ va 9 lar gomomorfizmlar bo’lishidan @ © g ning

gomomorfizm bo’lishini isbot gildik. Teoremaning golgan tasdiglari funksiyalar

kompozisiyasining xossalaridan bevosita kelib chigadi.

11.2.22-teorema. Agar (A, €,) algebraning (B,Q,) algebraga izomorfizmi
bo’lsa, u holda ¢ ga teskari bo’lgan ¢ akslantirish (B,Q,) algebraning
(A, Q) algebraga izomorfizmidir.

Isbot. ¢ -biektiv akslantirish bo’Iganligi sababli ¢ ham biektiv akslantirish
bo’lishi Yuqorida isbot gilingandek. SHuning uchun teoremani isbot gilish uchun
@* akslantirish algebraik amallarni saglanishini ko’rsatish kifoya.

Faraz qilaylik, @, € Q n-ar algebraik amalga €2, to’plamidan @, amal mos
kelsin. Vb,,...,.b, € B elementlar uchun ¢(a,) =b,,....o(a,)=b, deb olsak, u
holda ¢ '(b,) =a,,...¢ ' (a,) =h,.

Endi ¢ '(@,(0,,..,b,)) =o,(¢*([®),...0 " (0,)) bo’lishini ko’rsatamiz.
Hagigatdan agar ¢ -akslantirish amallarni saglashini hisobga olsak,

0 (0,(0,),...,0,(0,)) = 0 (@, (p(&)),... ((a,))) = ¢ (9, (&.... 0,))) =
= ((0_1 op)w(ay,.,a,)) = (a,..,a,) = w1(§9_1(b1)1---’ (P_l(bn))

11.2.23-natija. Algebralar izomorfizmi ekvivalentlik munosabatidir.

11.2.24-ta’rif. (A, Q) va (A Q,) bir xil tipli algebralar berilgan bo ’lib,
B < A bo’lsin. Agar Vo, € Q N-ar algebraik amalga €2, dan mos keladigan n -
ar algebraik amalni @, orqali belgilaymiz. Agar Vb,,..,b, € B uchun
o,(0,...b,) =w,(,,....b,) tenglik bajarilsa, u holda @, n-ar algebraik amal

o, N-ar algebraik amalning B o ‘plami bo ’yicha cheklangani (B,,) algebra
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esa (A Q,) algebraning gism algebrasi yoki algebraosti deyiladi.

11.2.25-misol. (Q,+,,0,1) algebra (R,+,2,0,1) algebraning algebraosti bo’lib,
Q dagi amallar R dagi amallarni Q to’plam bo’yicha cheklanganidir.

11.2.26-teorema. Algebraosti bo’lish munosabati refleksiv, antisimmetrik,
tranzitiv munosabat, ya 'ni nogat iy tartib munosabatdir.

Isbot. Hagigatdan ham, har ganday (A;Q,) algebra (A;Q,) algebraning
algebraostidir. Agar (A Q,) algebra (B,Q2,) algebraning algebraosti bo’lsa va
aksincha (B,Q,) algebra (A, Q,) algebraning algebraosti bo’lsa, Ac B va
B < A bo’ladi, bundan A =B Kkelib chigadi. U holda, agar €2, dagi ®, n-ar
algebraik amalga €, dan ®, N-ar amal mos kelsa, Va,,..,a, € A uchun
o,(b,,....b.) = @, (b,,....b.) bo’ladi.

Algebraosti munosabati tranzitiv bo’lishi ham bevosita tekshiriladi. Buni
mustaqil isbotlash uchun talabalarga goldiramiz.

Shunday qilib, algebraosti bo’lish munosabati refleksiv, antisimmetrik va

tranzitiv munosabat, ya’ni, noqat’iy tartib munosabat ekan.

@, .Q,)|-aeM toplam (B,Q) algebraning algebraostilari to’plami
bo’lsin. Algebraostining ta’rifiga ko’ra har bir (A,,Q,) algebra (B,€) algebra
bilan bir hil turli va Y@, N-ar algebraik amal €2 dagi gandaydir @ -ar algebraik
amalning cheklanganidir.

Faraz qilaylik (A, #@ bo’lsin, u holda Va,,...,a, €NA, uchun

aeM

w,(@,...a,) =0@,..3,) €NA, bo’ladi. Demak, []A,- to’plam @ -ar

aeM

algebraik amalning []A, dagi cheklanganlarini belgilasak: ([)A,. Q") algebra

aeM aeM

(B,Q2) algebraning algebraosti bo’lishi ravshan. Bu algebrani (A,,Q,)-

algebraostilarning kesishmasi deb ataymiz.
11.2.27-teorema. Agar (A, Q) algebrada hech bo’Imaganda bitta nol o rinli

algebraik amal bo ’Isa, bu algebraning algebraostilari ixtiyoriy to ‘plamidagi
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algebraostilar kesishmasi yana (A, Q) ning algebraosti bo 'ladi.

Isbot. Nol o’rinli amal ajratilgan element ekanligini hisobga olsak, bu
element (A, €) algebraning har ganday algebraostining ham ajratilgan elementi
bo’lishi kelib chigadi. Demak, (A,€2) algebraning algebraostilari ixtiyoriy
to’plamidagi algebraostilari kesishmasi bo’sh emas. Natijada bu kesishma
Yugorida isbotlaganimizga ko’ra algebraosti bo’ladi.

11.2.28-natija. (A,Q) algebra va B=O to’plam A ning to’plamosti
berilgan bo’lsin. ,.Q,)|-aeM to’plam esa (A Q) algebraning Bc A,
shartni ganoatlantiradigan barcha algebraostilari bo’lsin. U holda barcha
(A,,Q,)-algebraostilarning kesishmasi (A,€2) algebraning algebraosti bo ladi.

Bu algebraosti B to plam yaratgan algebraosti deyiladi.

A to’plam va unda bajarilgan n-ar algebraik amal, ~-ekvivalentlik
munosabati berilgan bo’lsin. Agar Va,,...,a, € A va Vb,,...b, € A elementlar
uchun & ~b,,i=1..,n shartdan o(a,,..a,)~o,,..,b,) kelib chigsa, ~-
ekvivalentlik munosabati @-n-ar algebraik amalga nisbatan kongruensiya
deyiladi. A/~ to’plam A ning ekvivalentlik munosabatiga nisbatan faktor
to’plami bo’lsin. [&,].....[a,] lar A/~ ning ixtiyoriy elementlari bo’Isin. U holda
v([a]...[a,])n likga [@w(a;,...,a,)] ekvivalentlik sinfini mos qo’yadigan
akslantirish A/~ to’plamda aniglangan n-ar algebraik amaldir. Hagigatdan
[@(a,,....,a,)] sinf [a]...[a,] ekvivalentlik sinflaridan olingan a, vakillarga
bog’liq emas. Chunki, agar i=1,...,nlar uchun b, € (a;), ya’ni b, ~ a;bo’lsa ~-
ekvivalentlik munosabati kongruensiya bo’lgani uchun, o(a,,...,a,) ~ o(b,,...,b,)
bo’ladi, u holda [@(a,,...,a,)] ~ [@(b,,...,b,)] .

A/ ~ faktor to’plamda aniglangan bu amalning ~-kongruensiya orgali @-n-

ar algebraik amal bilan assosirlangan amal deb ataymiz va o* orqali belgilaymiz.
Shunday gilib ¥[a,]....[a,]€ A/ ~ uchun @*([a,]....[a,]) = ([o(a,.....a,)]).

11.2.29-ta’rif. (A, Q) algebra va ~ Q dagi har bir amalga nisbatan
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kongruensiya bolsin. Q* to’plam esa Al ~ faktor-to ’plamda aniglangan va Q
dagi amallar bilan assosirlangan barcha amallar fto’plami bo’lsin. U holda
(Al ~,Q*) - algebra (A, Q) algebraning ~- kongruensiya bo yicha faktor-
algebrasi deyiladi.

11.2.30-misol. Z - butun sonlar to’plami bo’lsin. Z da a~b deymiz va a ga
a—bjuft son bo’lsa, ~- munosabat kongruensiya bo’lishi ravshan. Bu munosabat
bo’yicha ekvivalentlik sinflari fagat ikkita bo’lib, ular P, [1] sinflardan iborat. Bu
sinflar to’plamini Z/ ~ orqali belgilaylik, Vv[a],[b]le Z/~ uchun &, ® amallarini
[a]®[b] =[a+Db]. [a] @ [b] =[a e Db] tengliklar orgali aniglasak,
( 01,111 &, ®,[01,[1]) algebra (Z+,2,0,1) algebraning faktor algebrasi bo’ladi.

11.2.31-teorema. ¢:A— B akslantirish (A Q;) algebraning (B,Q,)
algebraga epimorfizmi  bo’lsin. U holda A to’plamda aniglangan
R={(x'x")| ¥x',X"e A @(X') = @(X")}- munosabat Q, to’plamdagi har bir
amalga nisbatan kongruensiya bo’lib, AIR to’plam Q; amallar to’plamiga
nisbatan (A, Q,) algebraning faktor algebrasi bo’ladi. Bu algebrani (A/R,Q*)
orqali belgilaymiz.

Isbot. Teoremani isbot gilish uchun R—-Q, dagi har bir o, n-ar amalga
nisbatan kongruensiya bo’lishini ko’rsatish etarli. R - ekvivalentlik munosabati
bo’lishi isbotlangan edi. SHuning uchun Vva,,...,a, € A va b,,....b, € A elementlar
uchun aRb,i=1..,n munosabatdan «,(a,,.,a,)Re(b,...,b,)  bo’lishini
ko’rsatishimiz etarli.

Shartga ko’ra ¢(a;) = ¢(b;),i =1,...,n, u holda ¢ -gomomorfizm bo’lishi uchun

P(o,(ay,....8,)) = 0, ((@)...., p(a,)) = o, (p(by)...., (b, )) = (e, (b;.....D,)).

Demak, o,(a,,...,a

11.2.32-teorema. ¢:A—>B akslantirish (A Q,) algebraning (B,Q,)
algebraga epimorfizmi, R={(xX'x")|¥X,X"e A, p(X')=¢p(X")}-esa A da
aniglangan ekvivalentlik munosabati bo’lsin. U holda (A/R,Q*) faktor algebra

(B,Q,) algebraga izomorfdir.
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Isbot. Har bir [a]e A/R sinfga ¢(a) ni mos qo’yadigan @:A/R—B
akslantirish (A/R,Q;) algebrani (B,Q2,) algebraga akslantiradigan izomorfizmdir.

Undan tashqgari V[a,],...[a,]€ A/R elementlar va
Vo, € Q; n-aralgebraik amal uchun @(o," (|, ... |, ) =

=o(b.(a,.....a,)) =p(0,(a,,....a,) = o,(p@)....0@,)) =" (D(}, ... @}, )

11.2.33-teorema. (Ax*) gruppoid, ~-esa, A dagi kongruensiya munosabati
Al ~-A to’plamning ~-ekvivalentlik munosabati bo yicha faktor-to ‘plami bolsin.
U holda V|, |k, €A/~ ekvivalentlik sinflari uchun |, .|, = | *a, tenglik
bilan aniglanadigan munosabat A/ N to plamda algebraik amal bo ladi.

Isbot. Teoremani ishot gilish uchun V|, , |, sinflarga teorema shartida
ko’rsatilgan tenglik Yagona sinfni mos qo’yishini ko’rsatish etarli.

Faraz gilaylik,Vvb, e[a,]A Vb, €[a,] bo’lsin, u holda b, ~a, va b, ~a,.
Teorema shartiga ko’ra ~- kongruensiya. Demak, b *b, ~a, *a, ya’ni,
k.xa, = b «b, . Demak, b, =}, ifoda b~ va |, ekvivalentlik sinflaridan
olingan vakillarga bog’liq bo’lmagan Yagona ekvivalentlik sinfi ekan.

Shunday qilib, A/~ to’plam *- amalga nisbatan gruppoid bo’lishini isbot
gildik. Bu gruppoidni (Ax) gruppoidning faktor gruppoidi deb ataymiz va
(Al ~®) orqali belgilaymiz.

11.2.34-misol. (Z,+)-gruppoidda Vvz,,z, € A uchun (z, ~z,) < ((z, —z,):3)
gonuniyat bilan aniglangan munosabat kongruensiya bo’lishini Yugorida ko’rdik.
Z ning ~ munosabat bo’yicha ekvivalentlik sinflari z,= 4, ]. }_-to’plamdan
iborat. U holda z,vh,pez, uchun h @ =f+b tenglik yordamida
aniglangan amalga nisbatan gruppoid bo’lib, Z ning faktor gruppoididir.

11.2.35-teorema. G,,Q, , G,,Q, ; G,Q - bir xil turli algebralar berilgan
bo’lib, G, =G,, G,,Q, - algebra G, - algebraning algebraostisi bo Isin. U
holda @,,Q, - gism algebradan iborat gism algebraga ega bo’lgan G,Q

algebraga izomorf G,,Q, algebra mavjud.
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Isbot. Faraz gilaylik Yo, € Q, n-ar algebraik amalga », € @, n-ar algebraik

amal, o, €Q, algebraik amalga esa @ € 2 n-ar algebraik amal mos kelsin va

@G, € G, izomorf akslantirish bo’lsin.

G, =(G/G,)UG, to’plamda har bir @ € Q n-ar algebraik amalga mos qilib
o, n-ar algebraik amalni va,,...,a, e G\G,, Va,,,,...,a, € G, elementlar uchun,
agar o(a,,...,a,,¢(a,,). ¢(@,)) € G, bo’lsa,

@3(8,0 8,8y 1,0 8,) = @ (0(8,y 8, @A) (1))

Agar w(@y,..., a, p@.) ¢(@,)) e G\G, bo’lsa,
@58, 8,8, 1, 8,) = 0@, 8, 0(@,,,), ¥(a,)) tengliklar ~ yordamida
aniglaylik. Agar shunday usulda G; da aniglangan barcha amallar to’plamini €2,
orgali belgilasak (53,93:- algebra hosil bo’ladi. Bu algebra teoremaning barcha
shartlarini ganoatlantiruvchi algebradir. Algebraning tuzilishiga asosan Gl,Ql:

algebra bu algebraning algebraostisi bo’lib, (53,93: va Gl,Q: algebralar bir xil
turlidir.

a,,agar a, €G,/G,;

Va, € G, uchun a,)=
2 €5 Vi) {(p(aa),agaraseel

akslantirish G,,Q, algebrani G,Q: algebraga izomorf akslantiradi.

Hagigatdan ham, y - tuzilishiga asosan biektiv akslantirish bo’lishi ravshan.
shuning uchun w Q; dagi amallarni saglashini ko’rsatish kifoya
Vo, e Q,a,,..,a, €eG\G,,a,,,...a, €G, uchun
w(o5(a,, 8y, 84150 8y)) = O (@), (8 ) (84 ,).-- w(@,)) tenglikni isbot
gilamiz va W lar oy ning aniglanishiga  ko’ra agar
o(a,,...a,9@,.,) 9@, eG; /G, bo’lsa, w(ws(ay,ey 8y, 8,00 @,) =

v(o(@y,...a,,9(@,,) 0@,)) =o@,..,a,,0@,,) ¢@,))
=o(y @) v@)y(a.)-v@,)), agar o@,..a,9@.) ¢@,)) e,

bo’lsa yana 0, va 7 larning aniglanishiga va

54



o (o(@,,..a,,0@,,)....0@Q,)) G, bo’lishiga ko’ra
W (@58, 84,8450 8,) = (@ (@8, 8, 9By )rn 2(2,))) =

§0(¢71 (a)(al,..., ak y ¢(ak+1)1"" Cﬂ(an ))) = w(al""’ ak ! ¢(ak+l)’ (D(an ))
= a)(W(al)""’ W(ak )’ W(akﬂ)"“’ W(an )) .

Takrorlash uchun savollar

Y Arimgruppa deb nimaga aytiladi?

Monoidga ta’rif bering va misol keltiring.

Algebra tushunchasiga maktab matematikasidan misollar keltiring.
Algebraning turi ganday aniglanadi?

Algebralar gomomorfizmini tushuntiring.

Izomorfizm, avtomorfizm ta’rifidagi umumiy, fargli shartlarni aniglang.

S L R

Biektiv akslantirishlar izomorfizm bo’la oladimi?

Mashqlar
1. A={e,a} to’plamda binar algebraik amal quyidagi jadval orgali

aniglangan:
e a
e e a
a a a

A to’plam ushbu amalga nisbatan qisqartirish bajarib bo’Imaydigan
yarimgruppa ekanligini isbotlang.

2. Natural sonlar to’plami ko’paytirish amaliga nisbatan yarimgruppa tashkil
etishini isbotlang.

3. Natural sonlar to’plami qo’shish amaligan nisbatan yarimgruppa tashkil
etishini isbotlang.

4. Barcha musbat ratsional Sonlar to’plami bo’lish amaligan nisbatan

gruppoid bo’ladi, lekin yarimgruppa tashkil etmaydi. Isbotlang.
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5. Gomomorfizmlar kompozisiyasi yana gomomorfizm ekanligini isbotlang.
6. Algebralar izomorfizmi ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

7. Algebraostilar kesishmasi yana algebra bo’lishini isbotlang.
11.3-§. Gruppa. Halga. Gruppalar, halgalar gomomorfizmi

11.3.1-ta’rif. Bizga @1 turli (G,»1) algebra berigan bo 'lib quyidagi shartlar
bajarilsin:

1. =-binar algebraik amal assosiativ, ya’ni Vab,ceG uchun
€+b xc=axGxc_bolsin.

2. G da neytral element mavjud, ya’ni YaeG uchun Shunday eeG
topilib, €*a = a shart bajarilsin.

3. Har ganday a€G uchun a*a=e bo’lsin.U holda G, - algebra
gruppa deyiladi.

Gruppadagi amal kommutativ, ya’ni Va,beG uchun a*b=b=*a shart
bajarilsa, bunday gruppa abels gruppasi deyiladi. Bunday gruppalar, gruppalar
nazariyasidagi yuqori darajali tenglamalarni echilishi muamolarini qo’ygan I. G.
Abels sharafiga abel gruppalari deb nomlangan.

Har bir a€G element uchun a'e G element a elementga chapdan simmetrik
deyiladi. Gurppadagi elementlar soni uning tartibi deyiladi. Agar gruppa tartibi
natural sondan iborat bo’lsa, bunday gruppa chekli tartibli gruppa, aks holda
cheksiz tartibli gruppa deyiladi.

Gruppada =- binar algebraik amal "+'- qo’shish amali yoki "e"- ko’paytirish
amali bo’lishi mimkin. Bu amallarga nisbatan qo’llaniladigan tushunchalar

quyidagi jadvalda keltirilgan:

* R n
1) binar amal Ko’paytirish Qo’shish

2) 2)neytral element | Birlik element Nol

3) Simmetrik element | Teskari element Qarama-garshi element
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Birlik elementi ko’pincha € yoki 1 orgali, nolni "0"- orgali, a ga teskari
elementni a™, a ga garama-garshi elementni —a orqali belgilash gabul gilingan.

Gruppadagi binar algebraik amal "" bo’lsa, bunday gruppani multiplikativ
gruppa, "+ bo’lsa additiv gruppa deymiz. Gruppadagi amalni ko’paytirish deb
garash yozuvni ixchamlashtiradi, shu sabab, multiplikativ gruppaning
terminlaridan foydalanamiz.

11.3.2-teorema. Gruppadagi ixtiyoriy elementga chap teskari element, shu

elementga o 'ngdan ham teskari bo ’ladi.

Isbot. Gruppaga tegishli Va elementga chapdan teskari a™ element, o’ngdan

ham teskari bo’lishini ko’rsatamiz. Shartga ko’ra a™ ea = e undan tashgari €™ jl

element a™ ga chapdan teskari element bo’lsa ¢ jlta’l =€ bo’lishi ham
ravshan u holda, gruppa ta’rifining 2 va 3 shartlariga ko’ra
asa’zeea’ =€ T eal s6eat S @ T a3 2@ T e €0 T eat e

Shunday qilib aea™ =e, ya’ni a™ element a elementga o’ngdan teskari
element ekan.

11.3.3-teorema. Gruppada o 'ng birlik element, chap birlik element bo ’ladi.

Isbot. Gruppa ta’rifi va 11.3.2-teoremaga ko’ra
aee=ae (1‘1oa:: (ua‘lga:eaza.

11.3.4-teorema. Gruppada birlik element yagonadir.

Isbot. 11.3.3- teoremada chap birlik element o’ng birlik elementga tengligini
ko’rsatdik. Bu elementni gruppaning birlik elementi deb ataymiz. Endi ikkita e
va e, birlik elementlar mavjud deb faraz qilaylik. U holda
e =€ e, =¢€,0¢ =8¢,

11.3.5-teorema. Gruppada ixtiyoriy element uchun Yagona teskari element
mavjud.

Ishot. Hagigatdan a, elementga a;* va a," teskari elementlar mavjud bo’lsin,
Uholda a;* =a;*ee=a; Qea,’ = € ea sa,' —coa,’ =a,’.

11.3.6-teorema. Gruppaning ixtiyoriy a va b elementlari uchun ax="b va
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ya =b tenglamalarning har biri Yagona echimga ega.

Ishot. x=a"eb va y=bea™ elementlar mos ravishda bu tenglamalarning
echimi bo’lishi ayon. Faraz gilaylik ax=Db tenglamaning ikkita x, va X,
echimlari bo’lsin. U holda ax, =b=ax, yoki ax, =ax,. Bu tenglikning ikkila
tomonini a* ga ko’paytirsak a”e €x, =a e €x, YyoKi (1‘1a5<1 = (1‘1a2<2 u
holda ex, =ex, demak x, =X, bo’ladi. Ikkinchi tenglama echimi Yagona bo’lishi
Shunga o’xshash isbot gilinadi.

11.3.7-natija. Gruppaning ixtiyoriy a,b,c elementlar uchun aeb=aec yoki
bea=cea bo’lsa A =C bo’ladi.

11.3.8-natija. Gruppada ixtiyoriy a,b,c elementlar uchun aeb=e yoki
ceb=¢e bo’'lsa, b=e=c bo’ladi.

11.3.9-natija. Gruppada ixtiyoriy e element uchun (i*ljl =a,ya'ni a™*
elementning teskarisi a elementdir.

11.3.10-natija. Gruppaning ixtiyoriy a,b elementlar uchun aeb=e bo’lsa
a va b elementlar bir-biriga teskari elementlardir.

Bu natijalarning isboti yuqoridagi teoremalardan bevosita kelib chigadi,
shuning uchun ularning isbotini o’quvchilarga mashq sifatida goldiramiz.

Gruppalar nazariyasida gomomorfizm, izomorfizm, gruppaosti tushunchalari
algebradagi mos tushunchalarning xususiy xollari bo’lib, ular quyidagicha
kiritiladi: (G,e,™) va (—I,-,‘l: gruppalar berilgan bo’lib, h:G —>H,G ni Hga
akslantirish bo’lsin. U holda Vva,beG uchun h(aeb)=h(a)eh(b) va
h(@a™)=(h(a))™ shartlar bajarilsa, h- gomomorf akslantirish deyiladi. Agar h-
in’ektiv bo’lsa, monomorf; syur’ektiv bo’lsa, epimorf; biektiv bo’lsa, izomorf
akslantirish deyiladi.

11.3.9-ta’rif. (G,e,™), (H,e,™) gruppalar berilgan bo’lsin. Agar G ni H ga
akslantiradigan kamida bitta izomorf akslantirish mavjud bo’lsa bu gruppalar

izomorf deyiladi va G = H orqali belgilanadi.
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11.3.10-ta’rif. Gruppani o zini o ziga gomomorf akslantirish endomorfizm,
o ziga o zini izomorf akslantirish aftomorfizm deyiladi.

11.3.11-teorema. (G,o, ™), (H,»,™) gruppalar berilgan bo’lsin. G ni H ga
akslantiradigan ¢:G — H -akslantirish gomomorf akslantirish bolishi uchun G
dagi binar amalni saqglash etarli, ya’ni va,be G uchun ¢(aeb)=¢(a)ep(b)
bo’lishi etarli.

Isbot. Berilgan gruppalarning birlik elementlari mos ravishda e va e' bo’lsin,
u holda ¢(e) =e'. Hagigatdan ham, ¢(e) = p(eee) = p(e) e p(e) .

Demak,
e'=p(e) e p(e) " = (p(e) e p(e))p(e) " = p(e) o (p(e) e p(e) ") =p(e) VaecG uchun
9p€ =pasa™)=p(@)ep@™) u holda p@@™)=pe)ep@)" =eep@)™ =gp@)",
ya'ni p(a”)=¢p(@)".

11.3.12-teorema. Gruppalarning izomorfizmi ekvivalentlik munosabatidir.

11.3.13-misol. R"-musbat haqigiy sonlar to’plami bo’lsin. R" haqiqgiy
sonlarni ko’paytirish va teskarisini olish amallariga nisbatan multiplikativ gruppa
tashkil giladi.

R - hagiqgiy sonlar to’plami esa qo’shish va qarama- qarshisini olish
amallariga nisbatan additiv gruppa hosil giladi. Bu gruppalarni mos ravishda
(R"e-1) va (R,+-) orgali belgilaylik. ¢@:R—>R" ¢(x)=ex-biektiv
akslantirish bo’lib VX, X, €R elementlar uchun

Xy +Xo

P(X, +X;,) =" =e™ 0™ —p(X,) e p(X,) .

11.3.14-ta’rif. Gruppaning gruppadagi amallariga nisbatan yopiq bo’sh
bo’lmagan to plamostisi gruppaosti deyiladi.

(G,e,")-gruppa berilgan bo’lsin. U holda ta’rifga ko’'ra H=J va H <G
to’plamosti gruppaosti bo’lishi uchun va,be H elementlari uchun aebeH va
a'eH bo’lishi etarli. U holda aea™=eeH. YA’ni gruppaning neytral
elementi gruppaosti uchun ham neytral element ekan. H c G bo’lganligi uchun

gruppaostida ham "e" binar algebraik amal assosiativdir. Shunday qilib, gruppaosti
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ham o’z navbatida gruppa hosil gilar ekan.

11.3.15-teorema. (G,e,”) gruppa berilgan bo’lsin HzQZ HcG
to plamosti gruppaosti bo lishi uchun Va,be H elementlari uchun aeb™ e H
bolishi zarur va etarli.

Isbot. Agar (—I,o,*: gruppaosti bo’lsa, Va,be H uchun aeb™ e H bo’lishi
ravshan. Faraz gilaylik Ya,be H uchun aeb™ e H bo’lsin. U holda xususan
a=b bo’lsa aea" =eeH bo’lib, bundan Vve,b elementlar uchun eeb™ e H
ya'ni Vb uchun b™eH bo’lishi kelib chigadi. Agar Va,beH uchun

aebteH shartda b ni b bilan almashtirsak, Ya,be H uchun aebeH

bo’lishi kelib chigadi. Ya’ni H - gruppaosti ekan.

11.3.16-teorema.  Gruppaosti  bo’lish  munosabati  nogat’iy tartib
munosabatdir.

11.3.17-teorema. (G,,™) gruppaning gruppaostilaridan iborat bo’sh
bo’lmagan B to’plamning barcha elementlarining kesishmasi yana gruppaosti
bo’ladi.

(G,e,™") gruppa va G ning bo’sh bo’lmagan to’plamostisi M birilgan
bo'lsi. M <G, shartni ganotlantiradigan  (G,»,™) ning barcha
(G,;e,”) gruppaostilarning kesishmasi M to’plam yaratgan gruppaosti deyiladi
va bu gruppaosti (<M >",e) orqali belgilanadi. Agar M -bir elementli to’plam
bo’lsa, bu gruppa siklik gruppa deyiladi.

11.3.18-misol. M = #2,..h to’plam berilgan bo’lsin. M ni M ga
akslantiradigan har ganday biektiv akslantirish M to’plamda aniglagan o ringa
goyish deyiladi. M to’plamda aniglangan barcha o’rniga qo’yishlar to’plamini
S, orqali belgilaymiz. S,da ikkita @ va % o’riga qo’yishlarning
kompozisiyasini ¥XeM uchun @oy(x) =@(w (X)) ko’rinishda aniglasak, S,

to’plam « o » amalga nisbatan gruppa tashkil etadi.
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Hagigatdan ham, ikkita biektiv funksiyalarning kompozisiyasi yana biektiv
funksiya bo’lib, assosiativdir. Har ganday biektiv funksiyaga teskari funksiya
mavjud, go((}x tenglik bilan aniglangan o’rniga qo’yish esa kompozisiya
amaliga nisbatan neytral elementdir.

Bu misolni n =3 uchun ko’rib chigishni o’quvchilarga havola gilamiz.

11.3.19-misol. Muntazam Kk -burchakni diagonallari kesishgan nugta atrofida

2k7ron,k=3,4 ..... n—1 burchaklarga burishlar to’plami, burishlarni ketma-ket

bajarish amaliga nisbatan gruppa hosil giladi.

11.3.20-misol. G -tekislikdagi vektorlar to’plami bo’lsin. U holda G
vektorlarni qo’shish amaliga nisbatan gruppa hosil giladi.

11.3.21-misol. (Z,+,—)-butun sonlar additiv gruppasi (Q,+—) ratsional

sonlar additiv gruppasining gruppaostisidir.

11.3.22-misol. (Q,+,e,*)-musbat ratsional sonlar multiplikativ gruppasi

(?+,0,‘1: musbat haqiqiy sonlar multiplikativ gruppasining gruppaostisidir.

11.3.23-ta’rif. Agar quyidagi shartlar bajarilsa (K:**) algebraga
yarimhalga deyiladi:

@DVv(a,b,ce K)(a+b)+c=a+(b+c);

(2)V(a,be K)a+b=b+a;

B)(vVa,b,xeK)(a+x=b+x=a=b)aA(x+a=x+b=a=h);

(4)Vv(a,b,ce K)(aeb)ec=ae(bec);

(B)V(a,b,ce K)(a+b)ec=ac+bc)A(ce(a+b)=ca+ch).

11.3.24-ta’rif. Agar (K,+—e) (212) turli algebra uchun quyidagi shartlar
bajarilsa

(1) (K,+,-,) abels gruppasi;

(2) (K,e)-yarim gruppa;

(3) Va,b,ce K uchun ae(b+c)=aeb+aec va (b+c)ea=Dbea+cea
u holda (K,+,—,e)- algebra halga deyiladi.

(K,+,—,) additiv gruppaning neytral elementi halganing noli deyiladi va 0
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orqgali belgilanadi.

Z halga unda bajarilgan "e"-amalning xossalariga mos ravishda nomlanadi.
Agar ko’paytirish amali assosiativ bo’lsa, halga assosiativ_halga, ko’paytirish
amaliga nisbatan birlik element mavjud bo’lsa, halga birlik elementli halga
deyiladi.

Agar halgadaa #0 va b=0 elementlar uchun aeb=0 bo’lsa, a nolning
chap bo’luvchisi, b esa nolning o’ng bo’luvchisi deyiladi. Nolning ham chap,
ham o’ng bo’luvchisi bo’lgan element nolning bo luvchisi deyiladi. Biz asosan
birlik elementga ega bo’lgan assosiativ halgalarni o’rganamiz. Halganing birlik
elementini odatda 1 orgali belgilaymiz.

11.3.25-ta’rif. Nolning bo’luvchilariga ega bo’lmagan assosiativ, kommutativ
halgada 1+ O shart bajarilsa, bunday halga butunlik sohasi deyiladi.

11.3.26-misol. Z -butun sonlar to’plami +-, amallariga nisbatan halga
bo’lib, (Z,+,—,¢) orgali belgilanadi. Bu halga butunlik sahasidir.
11.3.27-misol. K ={0,e,a,b} to’plamda +—e amallari quyidagi jadvallar

orgali berilgan bo’lsin:

@ 0 e a b ® 0 e a b
0 0 e 0 b 0 0 0 0 0
e e a a a e 0 e a b
a a b 0 e a 0 a 0 a
b b a a a b 0 b a e

(K, ®©, ©, ®) algebra kommutativ, assosiativ, birlik elementga ega bo’lgan
halgadir. Lekin a®a =0, bo’lib a nolning bo’livchisidir.

11.3.28-teorema. (K,+,—e) halga berilgan bo’lib a,b,c lar halganing
ixtiyoriy elementlari bo ’Isin, u holda

() agar a+b=a bo’lsa, b=0.

(IN agar a+b =0 bo’lsa, a=-D.

(1) —(-a) =a.
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(IV) Oea=2ae0=0.

(V) (-a)(-b)=aeb.

(Vl) (a—b)ec=ca—bc.

(VII) c(a—b)=ca—ch.

Isbot. I, II, I, IV tasdiglar (K,+,—,)-kommutativ gruppaligidan bevosita
kelib chigadi. (V1)- xossaning isbotini keltiramiz.

ae0=a(0+0)=ae0+ae0=ae0=ae0+ae0=ae0=0

Oea =0 tenglik Shunga o’xshash isbot gilinadi.

(V) tsadigning isboti.

(-a)eb+aeb=((—a)+a)eb=0eb=0. Demak. (—a)eb=—(aeb);

U holda ab = —(-a) eb . Endi
(—a) ® (-b) + (—a) e b = (—a)(~b + b) = (—a) 0 = Oni hisobga olsak
(-a)(-b)=—(-a)eb=ab,

(V) tasdig (V1) ga o’xshash isbotlanadi.

11.3.29-ta’rif. (K,+,—9) va (K',+,—e) halgalar berilgan bo’isin. K ni K'
ga akslantiradigan va (K,+,—) halganing hamma amallarini saglaydigan
¢ . K — K" akslantirish gomomorf akslantirish deyiladi.

Odatdagidek ¢ -in’ektiv bo’lsa, monomorf; syursektiv bo’lsa epimorf;
biektiv bo’lsa izomorf akslantirish deyiladi. Halgani o’zini-o’ziga gomomorf
akslantirish endomorfizm; izomorf akslantirish esa avtomorfizm deyiladi.

Huddi algebradagidek halgalarning izomorfizmi ekvivalentlik munosabati
bo’lib, izomorf halgalar (K ,+,—,) = (K',+,—,¢) orgali belgilanadi.

11.3.30-misol €.+~ butun sonlar halgasi (K, ®, ©, ®) 11.3.27-misoldagi
halga bo’lsin, u holda ¢ : Z — K|

0,agar z =4k;
e,agar z=4k +1;
a,agar z=4k + 2;
b,agar z=4k +3

¢(2) =1
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akslantirish gomomorfizmdir.

Halgaosti tushunchasi ham, algebraosti tushunchasi kabi Kiritiladi.

11.3.31-ta’rif. (K,+,— ) halga berilgan bo’lsin.L esa Kning bo’sh
bo’Imagan to plamostisi bo Isin.

Agar L to’plam K dagi +—e amallariga nisbatan algebraik yopiq bo ’Isa,
yani Vabel uchun a+bel, aebel, —ael shartlar bajarilsa
¢+ -algebra (K +-9) halganing halqaostisi deyiladi.

Halgaosti o’z navbatida halga bo’lishi ravshan, Chunki halga ta’rifining
golgan shartlari L < K munosabatdan kelib chigadi.

11.3.32-teorema. Halganing noli halgaostining ham noli bo’ladi. Agar
halgada ko paytirishga nisbatan neytral element mavjud bo’lsa, bu element L

uchun ham ko paytirishga nisbatan neytral element bo 'ladi.

Takrorlash uchun savollar
1. Gruppa ta’rifini Keltiring. Uning asosiy xossalarini ayting.
2. Additiv, multiplikativ gruppalarga algebra, geometriya kursidan misollar
keltiring.
Gruppalar gomomorfizmining ganday turlarini bilasiz?
Har ganday gomomorfizm izomorfizm bo’la oladimi, yoki aksincha?
Gruppalar avtomorfizmi nima?
Gruppaosti tushunchasiga misollar keltiring.
Halganing ganday turlarini bilasiz?

Halgalar gomomorfizmi, izomorfizmiga misollar keltiring.

© © N o 0 b~ W

Halgalar avtomorfizmi ta’rifini bayon qiling.

10.Halqgaostilar kesishmasi yana halgaosti bo’lishini isbotlang.
Mashqlar
1.Quyidagi to’plamlarni multiplikativ gruppa tashkil etishini isbotlang:

1.1.G={a+b+v2|a,beQ,a*+b*>0}.
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1.2.G={a+biv3|a,beQ, a*+h’°>0}.

]ﬂG:{Z'jﬁ&beR¥+ﬁ>m.
_[sing —singp
1'4'6_{_singo cosqo}lw <R}

15.G={2%zeZ2}.

2. Quyidagi to’plamlarni additiv gruppa tashkil etishini isbotlang:
21.G={a+bhi2|a,beZ}.

22.G={a+b3la,beZ}.

Z&G:{%JaelkeN}.

24G={a-b/pla,beZ;r-tubson}
3.Quyidagi to’plamlarni halga tashkil etishini isbotlang:

&LKz{E ;ﬂ|mbesz}.

32.G={a+bpla,beZ;r-tubson};

33.< Zg;+,->.

4.Quyidagi algebralar orasida izomorfizm o’rnating:
41.<{2%zeZ}; *, 1> A<Z+-,0>
42.<Z;+,-,0> A <2Z;+,-,0>
43.<{a+bi|la,beRAi*=-1};+,-,0 >A<R?% +, -,0>.
44.<{a+b/pla,beQ};+ +>Ar<{a-bpla,beQ};+ >

11.4-§. Algebraik sistemalar. Algebraik sistemalar gomomeorfizmi

11.4.1-ta’rif. A= to’plam uchun Q- A to’plamda aniglangan amallar
to 'plami, Q'-A to’plamda aniglangan munosabatlar o ’plami bo’lsin. U holda
(A, Q,Q")- tartiblangan uchlik- algebraik sistema deyiladi.

A -to’plam algebraik sistemaning asosiy to ‘plami, Q -algebraik sistemaning

bosh amallari to plami, Q' - algebraik sistemaning bosh munosabatlari to ‘plami
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deyiladi.

Har ganday n-o’rinli algebraik amalni (n+1)- o’rinli algebraik munosabat
sifatida garashimiz mumkinligi ayon. Hagigatdan ham, @:A" —> A n-ar
algebraik amalni

R, ={(a,....a,),0(,,..,a,)| Va,,..,a, e Afn+1  o’rinli  munosabat
deyishimiz mumkin. Agar (A, Q,Q") algebraik sistema berilgan bo’lsa, uni A
to’plam va unda berilgan QU Q'- munosabatlar to’plamidan iborat (A,QUQ")-
juftlik sifatida garashimiz mumkin. Aytilganlarni hisobga olsak quyidagilarga ega
bo’lamiz.

11.4.2-ta’rif. A= to’plam, unda aniglangan Q- munosabatlar
to plamidan iborat (A, Q) juftlik algebraik sistema deyiladi.

11.4.3-ta’rif. (A Q,) va (B,Q,) algebraik sistemalar berilgan bo’Isin. Agar
Q, va Q, - munosabatlar to’plami orasida biektiv moslik o rnatilgan bo’lib,
natijada Q, dagi har bir n- o’vinli o, munosabatga Q, da ham o, k-o’rinli
munosabat mos kelsa, bu algebraik sistemalar bir xil turli sistemalar deyiladi.

11.4.4-misol. Z - butun sonlar to’plami, unda bajarilgan +,¢,0,1 amallar va >
munosabatga nisbatan algebraik sistemadir. Uni €,+,,01,> orqali belgilaymiz va
butun sonlar sistemasi deb ataymiz.

11.4.5-misol. Z - butun sonlar to’plami, 2 Z esa juft butun sonlar to’plami
bo’lsin, u holda €,+,0,> va € Z,+0,> algebraik sistemalar bir xil turli algebraik
sistemalardir.

(A,Q,) va (B,Q,) bir xil turli algebraik sistemalar berilgan bo’lib, @, € Q,
n- ar munosabatga @, € Q, n- ar algebraik munosabat mos go’yilgan bo’lsin.
Agar, A to’plamni B to’plamga akslantiradigan ¢: A — B akslantirish berilgan
bo’lib, Va,...,a,eA elementlar uchun (a;,...,a,)e®,  bo’lishidan
(p(a,),...,p(a,)) € w, bo’lishi kelib chigsa, ¢ akslantirish, R, munosabatni

saglaydi deb ataymiz. A to’plamni B to’plamga akslantiradigan ¢:A— B

akslantirish Q, dagi har bir », munosabatni saqlasa, bunday akslantirish (A Q)
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algebraik sistemani (B,Q,) algebraik sistemaga gomomorf akslantirish deyiladi.
Xuddi algebralardagidik ¢- syur’ektiv bo’lsa, epimorfizm; in’ektiv bo’lsa
monomorfizm; biektiv bo’lsa izomorfizm deyiladi.

Sistemaosti tushunchasi ham algebraosti tushunchasiga o’xshash usulda
Kiritiladi (A, Q,) va (B,Q,) bir xil turli algebraik sistemalar berilgan. Ac B, va
@, € 2, n- ar munosabatga w, €2, n- ar algebraik munosabat mos go’yilgan

bo’lsin. Agar Va,,...,a, € A uchun (a,...,a,) € »,, bo’lishidan (a,...,a,) € o,

bo’lishi kelib chigsa @, munosabat ®, munosabatning A to’plam bilan

cheklangani deyiladi. Agar (A Q) sistemadagi har bir @, € Q munosat bu

munosabatga €2, to’plamdan mos bo’lgan @, munosabatning cheklangani bo’lsa,
u holda (A,Q,) algebraik sistema (B,Q2,) algebraik sistemaning sistemaostisi
deyiladi.

Algebraik sistemaga xos bo’lgan boshga tushunchalar va ba’zi teoremalar
algebradagilarga mos ravishda ifodalanadi. Algebraik sistemalar hagida to’ligrog
ma’lumotlar olishni istagan o’quvchilarga atogli matematik A.l.Malsevning

«Algebraicheskie sistemsr» nomli risolasiga murojaat gilishni tavsiya gilamiz.

Takrorlash uchun savollar
1. Algebraik sistemaga ta’rif bering.
2. Akademik litsey, maktab matematikasidan algebraik sistemaga doir
misollar keltiring.
3. Algebraik sistemalar gomomorfizmini tushuntiring.
4. Algebraik sistemalar avtomorfizmi deb nimaga aytiladi?

5. Algebraik sistema sistemaosti tushunchasiga ta’rif bering.

Mashqlar

1. A=(A+,),B=(B;®,®) algebraik sistemalar berilgan bo’lib, f birinchi

algebraik sistemani ikkinchi algebraik sistemaga epimorf akslantirish bo’lsin. U
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holda quyidagilarni isbot giling:

1) agar birinchi algebraik sistemadagi ko’paytirish amali qo’shish amaliga
nisbatan distributiv bo’lsa, u holda ikkinchi algebraik sistemada ham ko’paytirish
amali qo’shish amaliga nisbatan distributiv bo’ladi;

2) agar birinchi algebraik sistemadagi birorta amal r xossaga ega bo’lsa, u
holda ikkinchi algebraik sistemadagi unga mos amal ham shu xossaga ega bo’ladi
(r-assosiativlik, kommutativlik va h.k.);

3) agar birinchi algebraik sistema halga bo’lsa ikkinchi algebraik sistema
ham halga bo’ladi;

4) agar birinchi algebraik sistema maydon bo’lsa ikkinchi algebraik sistema
ham maydon bo’ladi;

5) agar birinchi algebraik sistema jism bo’lIsa ikkinchi algebraik sistema ham
jism bo’ladi;

2. Har ganday A, B,C algebraik sistemalar uchun quyidagi xossalar o’rinli
ekanligini isbotlang:

DA= A

2JA=zB=>B= A

3)A=BAB=C = A=C.

3. Agar A=(A+,,P) R maydon ustida qurilgan e birlik elementga ega
chizigli algebra bo’lsa, u holda bu algebraning R maydonga izomorf bo’lgan gism
algebrasi mavjudligini isbotlang.

4. o,Blar x° =2 tenglamaning ikkita turli kompleks ildizlari bo’lsin. U
holda ratsional sonlar maydonining «, fsonlar orgali aniglangan algebraik
kengaytmalari izomorf bo’lishini isbotlang.

5. Bir biriga izomorf bo’lib, birinchisida gisqgartirish bajarilib ikkinchisida

gisqartirish bajarilmaydigan yarimgruppalarga misol keltiring.
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11.5-§. Tartiblangan algebralar

Tartiblangan yarim gruppalar.

11.5.1-ta’rif. @,+,>~  algebraik sistema uchun go’yidagi shartlar
bajarilgan bo ’Isin:

1. @+ -sistema yarimgruppa.

2. @, ~ -tartiblangan to plam.

3. YArimgruppadagi amallarga nisbatan > binar munosabat monoton,
ya'ni Ya,b,ce A uchun a~b=a+c>~b+cac+a~c+b. U holda @+, >
tartiblangan yarimgruppa deyiladi.

11.5.2-ta’rif. Agar @,+, - _tartiblangan yarimgruppa bo lib, @+ -algebra
gruppa bo ’Isa, u holda @+, - _sistema tartiblangan gruppa deyiladi.

> -tartib munosabat mos ravishda > - chizigli tartib munosabat bo’lsa,
@+, _ chizigli tartiblangan gruppa, agar qo’shish amali o’rnida ko’paytirish
amali bo’lsa, u holda tartiblangan yarimgruppa — tartiblangan multiplikativ gruppa
deyiladi.

11.5.3-misol. @ ,+,,1 natural sonlar sistemasida Va,beN uchun
Shunday q natural son topilib, a=b-q tenglik o’rinli bo’lsa, a natural son b

natural songa bo 'linadi deymiz va a:borgali belgilaymiz.

Bu munosabat natural sonlar to’plamida antisimmetrik, refleksiv, tranzitiv
munosabat bo’lib, ko’paytirishga nisbatan monotondir. Demak (\I,-,E: noqat’iy
tartiblangan yarim gruppa bo’ladi.

11.5.4-misol. Agar Va,be N natural sonlar uchun Shunday q natural son

topilib, a=b + g tenglik bajarilsa, a natural son b natural sondan katta deymiz

va a>borqali belgilaymiz.
€>b ) €@=bbo’lsa, a>b deb hisoblaymiz. @ ,+,> algebraik sistema

noqat’iy chizigli tartiblangan yarimgruppa; @,+,> qat’iy chizigli tartiblangan

yarimgruppadir.
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Tartiblangan yarimgruppaning xossalari.
1°. @ +,> ~ tartiblangan yarimgruppa bo’lsin, Va,b,a’,b’e A uchun
a>bnra'>b'=a+a' >b+b'.

2°. @.,+,> tartiblangan yarimgruppa n natural son bo’lsa, Va,be A uchun

a>b=n-a>n-b [n-c=c+...+c}
n
3°. Agar @,+,> : qat’iy chizigli tartiblangan yarimgruppa bo’lsa

™~

1.Va,b,ce Auchun €+c=b+c x> €=b x> €+a=c+b .

—

~

2. Va,b,ce Auchun @+c>b+c > €@>b x> €+a>c+b .
Demak, har ganday qat’iy chizigli tartiblangan yarimgruppa qgisqartirishga
ega bo’lgan yarimgruppa bo’lar ekan.

4°, Agar @.+,> qat’iy chizigli tartiblangan yarimgruppa bo’lsa, u holda

/

1. Va,xeA @+x=x =>€@+a=a > €+ra=x_.

\

/

2. Va,xe A @+x>x = €+a>a = €+a>Xx .

\

/

3. Va,xeA €@>a+x =>€@>a+a = €>x+a.

Bu xossalarning isboti bevosita ta’rifdan kelib chigadi. Misol sifatida bir
nechta xossaning isbotini ko’rib chigamiz.

1°. xossaning isboti:

@ +,> tartiblangan yarimgruppa bo’lib, a>bva a’>b’ bo’lsin, u holda
ta’rifga asosan a+a'>a'+b va a' +b>b'+b. Bundan > munosabatning
tranzitivlik xossasiga ko’ra a'+a>b"+b .

2°. xossaning isboti:
a > b tengsizlikni o’zini-o’ziga n marta qo’shsak n-a>n-b bo’ladi.

€@.+,> tartiblangan yarimgruppaning a+a>a shartni ganoatlantiradigan
a elementi musbat element deyiladi. Agar a>a-+a shart bajarilsa, a
yarimgruppaning manfiy elementi deyiladi.

@ +,> qat’iy chizigli tartiblangan yarimgruppa bo’lsin. Agar a+a=0
shart bajarilsa, buni gruppaning a,2a,3a,...,n-a,... gatorning bir xil hadlari

mavjud emas. a=2a bo’lsa, a=a+ a Shartga zid. Demak a = 2a.
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Tartiblangan yarimhalga

11.5.5-ta’rif. @;+,,> algebra uchun:

1. @;+, yarimhalga.

2. @;+,> tartiblangan yarimgruppa.

3. @+> tartiblangan yarimgruppaning musbat elementlari to plamida

kamida bitta element maijud.

4. Ya,beA va @;+>  yarimgruppaning s musbat elementi uchun
a>b=ac>bcaca>ch shartlar bajarilsa, @;+.> algebraik sistema
tartiblangan yarimhalga; €;+,>_ yarimgruppa musbat elementi @;+,,>_
yarimhalganing musbat elementi deyiladi.

Tartiblangan  yarimhalga, tartiblangan yarimmaydon tushunchalari
keltirilgan ta’rif yordamida kiritiladi. Masalan, @;+,0.;> algebraik sistema
tartiblangan yarimmaydon bo’lishi uchun 1- shartni €;+,,0,1 algebra maydon
bo’lsin deb o’zgartirib, qolgan shartlarni o’z holicha goldirish etarli.

Agar @;+,> vyarimhalgada Vabe A elementlar uchun n-a>b shart
bajariladigan n natural son mavjud bo’lsa, bunday yarimhalga arximedcha
tartiblangan yarimhalga deyiladi.

¢;+,0.,> natural sonlar yarimhalgasida Va,b e N uchun k e N topilib,
a=b+k shart bajarilsa, a katta b deymiz, u holda @;+,01> algebraik
sistema gat’iy tartiblangan yatimhalga bo’ladi. Bu yarimhalga natural sonlar
tartiblangan yarimhalqgasi deyiladi.

11.5.6-teorema. Agar @+, > tartiblangan yarimhalga bo Isa,

Va,b,a’,b’ € A" elementlar uchun a>b va a’>b’ shartlardan a-a’'>b-b" kelib
chigadi.

Isbot. Agar a>b bo’lsa, a € A" bo’lgani uchun a-a'>b-b". U holda a’' > b’

va b’e A"bo’lgani uchun a-a’>b-b’. > munosabat tranzitiv bo’lganligidan
a-a’'>b-b’ bo’ladi.
@+, > tartiblangan yarimhalga, €,®,® esa @;+, yarimhalgaga
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izomorf bo’lgan yarimhalga bo’lsin. ¢: A— B izomorf akslantirish bo’lsin. U
holda Vvb,,b, € B uchun a, € A bning a, € A b, ning proobrazi bo’lsin. Agar
a, > a,bo’lsa, b, element b, element bilan p munosabatda deymiz.

I1.5.7-teorema. Agar @;+,,> _tartiblangan yarimhalga bo Isa, €,®,,p_
ham tartiblangan yarimhalga bo’ladi. SHuning bilan birga > munosabatning
barcha xossalari p uchun ham o rinli bo ladi.

Isbot. Faraz gilaylik > A to’plamda refleksiv binar munosabat bo’lsin.
VbeB wuchun Shunday aeA mavjud bo’lib, a>a bo’ladi. Demak,
f€ pf€ yoki bpb bo’ladi. Demak, binar munosabat V to’plamda
refleksivdir. > binar munosabat A to’plamda chizigli tartib munosabat bo’lsin, u
holda p ham V to’plamda chizigli tartib munosabat bo’ladi. Hagigatdan ham
Vhb,,b, e B elementlar uchun f € =b, va f €, =b, bo’lsin. U holda a, =a,
bo’lsa, f-biektiv bo’lgani b, =b, bo’ladi. Agar a, >a, bo’lsa, f €, pf €, yoki
b, pb,bo’ladi. Agar a,>a, bo’lsa f€, pf€ yoki b, pb bo’ladi. Xuddi
Shunday > munosabatning boshga xossalari ham B to’plamda bajarilishini

tekshirib chigish mumkin.

Chizigli tartiblangan halqgalar.

11.5.8-ta’rif. Agar @;+,0,> chizigli tartiblangan gruppa @;+,0,-
algebra halga bo Isa, u holda @;+,0,,> algebraik sistema chizigli
tartiblangan halga deyiladi.

11.5.9-misol. Butun sonlar halgasi, butun sonlar halgasida aniglangan tabiiy

tartib munosabatga nisbatan chizigli tartiblangan yarimhalgadir.

Butun sonlar halgasida a —b >0bo’lsa, a>b deymiz. Bu munosabat butun
sonlar halgasida chizigli tartib munosabatdir.

Chizigli tartiblangan halgada > tartib munosabat aniglangan bo’lsa,

Va,be A uchun @>b = €@ ~b A @=b _ qat’iy tartib munosabatdir. Agar <
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qat’iy tartib munosabat bo’lsa, €>b x> € >b } € =b _ munosabat noqat’iy
tartib munosabat bo’ladi.

11.5.10-teorema. Chizigli tartiblangan €;+,0,,> halgada qo vidagilar
o rinli:

10 66A+:<:>Q>O:.

2° acA uchun €>0 €@=0 €a>0.

3° 6,beA+:uchun a-beA*.

4° VabeA uchun €-b=0 = €=0 YV ¢>0_

5° Yae Ana=0 uchun a®>0.

6° Va,,a,,a,,..,a, €A uchun

€ +a’ +a’+..+3° =0 > € =0ra,=0nA...na,=0_

Isbot. 1° -xossaning isboti. a e A* bo’lsa, ta’rifga ko’ra a+a>0, u holda
¢+a r€a >a+¢€a »>a+€@+€a _>0=>a+0>0=>a>0.  Aksincha,
a>0bo’lsa,a+a>0+a=a+a>a.

4° * xossaning ishoti. a-b=0 bo’lsin a=#0 va b=0bo’lsin, u holda
qo’yidagi holatlar yuz berishi mumkin:

1) €>0A¢>0_ 2) €a>0 A6>0_ 3)€a>0 A€¢b>0

4) @>0 A €b>0 .

Agar a>0 va b>0 bo’lsa, ab>0;

Agar —a>0Ab>0 bo’lsa, —ab>0 yo ab<0;

Agar €a>0 A €b>0 bo’lsa, ab>0;

Agar € >0 A €b>0 bo’lsa, ab<0 bo’lib, tasdiq Shartga zid.

Qolgan xossalarning isboti mustaqil ishlash uchun goldiriladi.

Chizigli tartiblangan jismlar.
11.5.11-ta’rif. Agar €;+,,0,> algebraik sistema chizigli tartiblangan halga,

¢;+,0.1 algebra jism boIsa, u holda €;+,0;> algebrik sistema chizigli
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tartiblangan jism deyiladi.

¢;+-0,e,> jism uchun qo’yidagi belgilashlarni kiritamiz: a = Oelement

_ . € ~ 1 e
uchun a* elementni —; €a,beT A =0 _elementlar uchun ab® o’miga a-—
a

va b™a o’rniga €.a deb yozamiz. Agar ecT bo’lsa, e+..+e=ne deb
b —

belgilaymiz.

11.5.12-teorema. €;+,,0,e,> chizigli tartiblangan jism bo’lsin. U holda
qo’yidagi tasdiglar o’rinli:
1° e>0.

2° Va,beT, a>0/\b>0:>(a-g>0)/\(g-a>0).
3’ Va,beT,a>b>0= (a> Q+b:2£>0j/\(a>2iﬁ+b:>0).
e e

4° YaeT A VneN,n>1, 6>O::>a>a-i>0/\a>i-a>0.
n-e n-e

Isbot.
1% -xossaning isboti. T chizigli tartiblangan jism bo’lganligi uchun e=0. U

holda fagat e > 0 yoki fagat -e>0.

-e>0 bo’lsin, u holda -e>0 bo’lgani uchun €e > >0 yoki e >0. Demak

-e>0 bo’lishi mumkin emas. U holda e >0.
2° -xossaning isboti. a>0 bo’lsa, a* >0. Hagigatdan ham, a>a™ bo’lsin.

U holda a-0>aa™=0>e ziddiyat hosil bo’ladi. Demak a™>0 yoki

€50. a>0ni o’ngdan % ga ko’paytirib, a-§>0 ni hosil gilamiz.
a

E -a> 0 ni isboti Shunga o’xshash.

3°- xossaning isboti. a>0, b>0 dan a+a>a+b>0 yoki

Qe; a>a'+b >0 kelib chigadi. Bu tengsizlikning uchchala gismini erl
ga chapdan ko’paytirsak, a > zi; €+b>0,€+b € e >0 hosil bo’ladi.
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a> @+ bj2£ >0 tengsizlikni isboti Yuqoridagidek bajariladi.
e

4° -xossaning isboti. a>0, a+a>a. Hosil bo’lgan tengsizlikka n—1 marta

a>0 tengsizlikni hadma-had qo’shib, na>a yoki €-e a>a tengsizlikni hosil

gilamiz. Natijada, tengsizlikni ikkala gismini (1-ejl ga chapdan ko’paytirib,

e L
a>——:a>0 ni hosil gilamiz.
‘e

4° -xossaning ikkinchi gismi €-e a=a-a_dan kelib chigadi.
11.5.13-teorema. Agar @;+-0,e,> arxemedcha chizigli tartiblangan jism

bo’lsa, u holda VabeT wuchun Shunday n,meN mavjud bolib,

6>b20::(a>ﬁ>b).
m-e

Isbot. a>b>0dan a—b>0va demak €@—b " >0 yoki ﬁ>0 hosil

bo’ladi. Arxemed aksiomasiga asosan Shunday ne N topilib, me>Lb. U

holda, ((me)-(a—b)>e)=(a>a—-b>(me)".

Arxemed aksiomasiga asosan Shunday keN topilib k- - ejl >a.
Albatta, k=1 bo’lishi ayon. U holda €@+1:€-e '>a. shartni
ganoatlantiradigan eng kichik natural son n ni tanlab olsak, n-a>n- €- ejl.

Demak. @+1 . €-e_ >a>n- e .

11.5.14-ta’rif. @+,0,> chizigli tartiblangan halga bo’lsin.Va e A uchun
a,—a elementlarning kattasini a elementning absolyut giymati deb ataladi.

(A,+,-,O,>: - chizigli tartiblangan halgada Yae A uchun absolyut giymat
qo’yidagi xossalarga ega:

. |a|=0<=a=0.

2’.Ja>0<a=0.

3’|-a=[al.
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4° a<la|r-a<|al

va,b e A uchun

5°. [a+b|<|al+|b].

6°.]a|<b<-b<ax<h.

7. Ja-bj=lal .

8°.vabkle Ad<askal<bs<k =la-b/<k-l.

Isbot. Hossalarning isboti bevosita ta’rifdan kelib chigadi. Masalan,1°- ning
isbotini ko’rib chigamiz. [a|=0bo’lsa, ta’rifga asosan a va —a ning kattasi
nolga teng. Demak, a=0.

Aksincha, a=0 bo’lsa, a=0,—a=0bo’lib, |a] =0 bo’ladi.

Halgani tartiblash.

« +,0 halga berilgan bo’lsin. M to’plam K to’plamning to’plamostisi
bo’lib, qo’yidagi

1. VacR uchun €M —a=#0A-agM,

2. VaeK uchun az0=>aeMv-aeM.
3. VabeM uchun €+b =M va-beMshartlar bajarilsin, u holda M

to’plam K to plamning musbat elementlari to ‘plami deyiladi. K halganing musbat
elementlar to’plamini K™ orqali belgilaymiz.

Faraz gilaylik, K" #& bo’lsin. U holda Va,be K uchun a-beK™ shart
bajarilsa, a>Db deymiz. “>” munosabat K to’plamda qat’iy chizigli tartib

munosabat bulishini isbot gilamiz. Hagigatdan:

1. VaeK uchun a—a=0¢K"*. Demak VaeK uchun |€>a. YA’ni, >
- antirefleksiv munosabatdir.

2. a>b bo’lsin, u holda a—beK™. KT"ning ta’rifiga ko’ra — € — b:e K*
yoki b—a¢K*. Demak, 1€ >a . Shunday gilib, > -antisimmetrik munosabatdir.

3. Va,b,ce K uchun @>bAb>c =a>c.Hagigatdan ham,
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a-beK" A b-ceK" bo’lishidan Q—b} ()—C}a—Ce K", ya’ni, a>c
kelib chigadi.

Va=b uchun a-b=0. Demak, K"ning ta’rifiga ko'ra a—beK" yoki
—~€@-b =K, uholda a>b yoki a<b bo’ladi.

Yugoridagilardan > munosabat K halgada qat’iy chizigli tartib munosabat
bo’ladi deb xulosa chigarsak bo’ladi.

VabeK wuchun a>b=a+c>b+cac+a>c+b. Hagigatdan ham,

a>b=a-beK"= €@+c +@+c K" .Demak, a+c>b+c.

VabeK va ce K" bo’lsin, u holda a>b=a-c>b-c. Hagigatdan ham,
¢>b > €-be K+::>a-c—b-c:e—b20e K*=a-c>b-c.
Shunday qilib, aniglangan munosabat K ni qgat’iy chizigli tartib munosabati

bo’lib, K ni tartiblangan halgaga aylantirishi mumkin ekan.

Faraz gilaylik & +;0,> qat’iy chizigli tartiblangan halga bo’lsin, u holda
a>0 shartni ganoatlantiradigan barcha elementlar to’plamini K™ orgali
belgilaymiz. Bu to’plam K halganing musbat elementlari to’plamidan iborat
bo’ladi. (isbot gilib ko’ring) va K™ # .

Xulosa gilib aytadigan bo’lsak, qo’yidagi teorema isbot qgilindi:

11.5.15-teorema. & +,0,> -halgani gat’iy chizigli tartiblangan halgaga
aylantirish uchun K™ = @& bo ’lishi zarur va etarli.

11.5.16-teorema. @+,,0,> . @+,,0,> chizigli tartiblangan halgalar bo lib,
@+,0 halga @+,0 halganing gism halqasi bo Isin. A* A ning, B* Vning
musbat elementlar to plami bo’lsin. >, tatib > tartibning davomi bo ’lishi uchun
A" < B" shart bajarilishi zarur va etarli.

Ishot. A" = B* bo’lsin. Va,be A uchun a>b=a-beA". Demak,
¢-be B+::> ¢>.b.

Endi a> b bo’lsin , u holda a=#b. Demak, a-beA" yoki

—(a-b)e A". Agar a—be A" bo’lsa, a>b.
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Agar —(a—b)e A" bo’lsa, —(a—-b)eB".Buesa a>, b Shartga zid.

Takrorlash uchun savellar

Tartib munosabati deb nimaga aytiladi?

Tartib munosabatining turlari.

CHizigli tartiblangan to’plam deb nimaga aytiladi?
Tartiblangan yarimgruppa deb nimaga aytiladi?
Tartiblangan gruppa deb nimaga aytiladi?
Tartiblangan yarimhalga deb nimaga aytiladi?

Tartiblangan halga va tartiblangan maydon nima?

© N o g &~ w -

CHiziqgli tartiblangan algebralar deb nimaga aytiladi?

Mashqlar

1. Butun sonlar multiplikativ gruppasini chizigli tartiblash mumkin
emasligini isbotlang.

2. Qisgartirish  bajariladigan kommutativ ~ yarimgruppa  musbat
elementlarining yig’indisi musbat bo’lishini isbotlang.

3. Qat’iy chizigli tartiblangan yarimgruppa musbhat elementlarining
yig’indisi musbat bo’lishini isbotlang.

4. Yarimgruppa chizigli tartiblangan bo’lishi uchun uning ixtiyoriy chekli
bo’sh bo’lmagan to’plamostisi fagat bitta eng katta elementga ega bo’lishi zarur
va etarli ekanligini isbotlang.

5. Tartiblangan kommutativ, qisgartirish bajariladigan yarimgruppada
musbat elementdan katta bo’lgan element musbat bo’lmasligi mumkinligini

isbotlang.
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11.6- §. Normalangan maydonlar

@+,01 maydonva €;+,,01> chizigli tartiblangan maydon berilgan
bo’lsin.
: A— P akslantirish uchun qo’yidagi shartlar bajarilsin:

Vae A uchun A(a)>0.
Ala)=0<a=0.

w NP

Va,be A A(a-b)<A(a)- A(b).

4. VabeA A(a+b)<i(a)+ A(b).

U holda A4 akslantirish A maydonda P chizigli tartiblangan maydon orgali
aniglangan norma deyiladi. @,P,A_uchlik esa normalangan maydon deyiladi. A

maydon esa P chizigli tartiblangan maydon orgali 2 norma bilan normalangan
maydon deyiladi.

Adabiyotlarda 4(a) ni o’rniga ba’zan |a yozuv ishlatiladi.

11.6.1-misol. R tartiblangan hagigiy sonlar maydonida 1:a—|a|
akslantirish norma bo’ladi.

11.6.2-misol. A ixtiyoriy maydon R hagigiy sonlar maydoni bo’lsin. Vae A
1,agar a #0;

uchun 1€ =
> {0, agar a=0.

U holda x norma bo’lishini tekshirish giyin emas. €@,R,z uchlik

tartiblangan maydon bo’lib, u trivial norma deyiladi.

11.6.3-misol. P chizigli tartiblangan maydon bo’lsin, u holda a—»[a|
akslantirish P da norma bo’ladi.
11.6.4-misol. Q ratsional sonlar maydoni bo’lsin, P tub son, # esa Q1

intervalga tegishli birorta ratsional son bo’lsin, ya’ni 0 <8 <1 bo’lsin.

Ixtiyoriy ¢ ratsional sonni o= p" -%, ¢.a =1, @b =1, neZ shartlarni

ganoatlantiradigan gilib yozib olish mumkin. Masalan, p=1, « =% bo’lsin
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a=1° % Agar a= % bo’lsa, o = 3_3% ko’rinishda yozish mumkin.

u, €@ =0" akslantirish ratsional sonlar maydonida norma bo’lishini

tekshirib chigaylik:
1. Aax)=60">0, A(0)=p"-0=0..

2. Agar a=p”%,ﬂ=pm%, €a =603 =¢b =¢b =1 bolsa,

a-fB= p% ¢©.a,a, =@,b,b, =1 bo’ladi. U holda
172

Ma-B)=0""=0"-0" = Aa) AB).

3. a= p”%,ﬁ= pm% bo’Isin aniglik uchun n>m deylik, u holda

1 2

n m a2 m n-m m a2 m " b2 + blaz
ot = pt i pt = p(pr g pr ) = pr BB )

b, " b, b, bb,
(p, pn_malbz +b1a-2) 211 e;b]_bz ::l Demak,

MNa-B)=0"<0"+6"=A(a)+A(F). Bu norma p-adik norma deyiladi. Bu
normani A orqali belgilab olamiz.

11.6.5-teorema. A normalangan maydon, ||al| esa ae A element normasi
bo’lsin, U holda quyidagi xossalar o rinli:

. -1

2. [-4=1

3. a=0=[a’|=]a]".

2. el - o] <Ja b

Ishot.

Lo =le-y = = =1

2 =1 = Y =1 g =1

3. =la-a”|=la]-a*]=[a*]=[a]".
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I1.6.6-natija. A normalangan maydon bo’lsin, u xolda quyidagi xossalar
o rinli:

L. |-a]=[a].

2 Ja-b| el Jo| "

3.l >[lb] - b - a};

Isbot. 1°. |-a|=|-1-a|=|-1-|a|=1-|a|=||a| qolgan tasdiglarni isboti

Shunga o’xshash Yuqorida isbot gilingan teoremadan kelib chigadi.

Normalangan maydonda ketma-ketliklar.

Bizga A maydon R chizikli tartiblangan maydon , 1- A dagi R maydon
orgali aniglangan norma berilgan bo’lsin.

11.6.7-ta’rif. A maydonda aniglangan {a } ", ketma - Ketlik uchun Shunday
ceP" topilib , Yne Nuchun 1€, <c shart bajarilsa, {a }", ketma — ketlik
chegaralangan ketma — ketlik deyiladi.

11.6.8-teorema. {a } , ketma — ketlik chegaralangan ketma — ketlik bo ’lishi
uchun Shunday ¢ e P* mavjud bo’lib, Yne N uchun A€, Xc shart bajarilishi
zarur va etarli.

Ishot. & chegaralangan ketma-ketlik bo’lsin, u xolda ¥ne N uchun

dceP’ Aen:écbo’ladi. Natijada 1€, <c+1 Aksincha vneN uchun

dceP , 1€, <c=> 1€, <c.

o0

n=1

11.6.9-ta’rif. A normalangan maydondagi {a, ketma — Kketlik uchun
VeeP', @n,eN A €nkeN) n>n, A k>n , 1€ -a <€ shart
bajarilsa, {a }~, ketma — ketlik 2 normaga nisbatan fundamental ketma-ketlik
deyiladi.

11.6.10-teorema. A normalangan maydondagi {a }’, ketma — Ketlik

fundamental ketma-ketlik bo’lishi uchun qoyidagi shartlar bajarilishi zarur va
etarli:
VeeP',3n,eN, vnleN, n>n, uchun 1€, -a <& ¢
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Isbot.  {a,},, fundamental  ketma-ketlik  bo’lsin, u  holda

VeeP, dn,eN, ¥nkeN, n>n,, k>n, uchun

1€, —a, <&, nxn, bo’lsa, n+1>n,. Demak, 1€, —a <& YAni (*)

n+l

shart bajariladi. Aksincha (*) shart bajarilsa, n>n, , k>n,, aniglik uchun
k>n deb faraz gilsak 1€, —a, > 1€, ¢,~—a, <. Demak, {a}.,
fundamental ketma-ketlik ekan.

11.6.11-teorema. {a } , fundamental ketma-ketlik bo’lishi uchun
YeeP*, 3n,eN,VneN, n>n, 1€ -a, <e shart bajarilishi zarur va
etarli.

Isbot. Yuqoridagi teorema isbotiga o’xshash bajariladi.

11.6.11-ta’rif. A normalangan maydondagi {a }~, ketma — ketlik berilgan
bo’lsin. Agar VeeP®uchun 3n,eN, JaeA, n>n, dan 1€, -a <¢

shart bajarilsa, {a } ", ketma-ketlik a elementga yaqginlashadi deyiladi.
Agar {a } , ketma-ketlik a elementga yaginlashsa, a element {a }

ketma-ketlikning cheki yoki limiti deyiladi va {a }~, —a deb yoki lim a, =a deb

Nn—o0

yoziladi. Agar lim a, =0 bo’lsa, {a } , ketma-ketlik norma bo yicha nol ketma-

N—o0

ketlik deyiladi.
11.6.12-ta’rif. {a } , va {b } , ketma-ketliklar uchun lim (a, —b,) =0 shart

N—o0

bajarilsa, {a_}", va {b }", ketma-ketliklar teng kuchli deyiladi va {a }", ~{b .} ,

ko 'rinishida belgilanadi.

11.6.13-teorema. ~ munosabat ekvivalentlik munosabatidir, ya ni

1. ~ —refleksiv.
2.~ —simmetrik.
3. ~ —tranzitivlik munosabatidir.

11.6.14-teorema. (A, P, 1) normalangan maydon berilgan bo’Isin. U holda

A maydondagi 4 norma bo yicha yaginlashuvchi ketma-ketlik fundamental
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ketma-ketlik bo ’ladi.

Isbot. Faraz gilaylik lim a, =a bo’lsin, u holda ¥neN, n>n, uchun

nN—o0

/”L(an—c)<%g bo’lsa, Vn,keN, n>n, A k>k, =

Al@d, —a)=A(a,—a+a—-a )< A(a, —a)+1(a—an)<%g+%g:g.

Demak, A(a, —a,)<e.
11.6.15-teorema. (A, P, ) normalangan maydon berilgan bo’lsin. Agar
1. {a,}.,, {b,}7, A maydonda fundamental ketma-ketlik bo’lsa, u holda,

{a, +b } , va{a, —b } , ketma-ketliklar ham fundamental ketma-ketlikdir.

o]

2. Agar {a,}*, —>a va {b } , >b bo’lsa, u holda {a, +b,},., >a+b va
{a, —b } , —>a—b bo’ladi.

3. Agar {a .}, >0 va {b } , >0 chegaralangan ketma-ketlik bo’lsa, u
holda {a, -b,}— 0.

4. Agar {a,} ~{b,} va {c } , chegaralangan ketma-ketlik bo’lsa, u holda
{a, -c,} ~{b, -c,} bo’ladi.

5. Agar {a,} ~{b,} bo’lsa, uholda {a, +c .} ~{b, +c } bo’ladi.

6. Agar {a,} ~{b,} bo’lsa, ihtiyoriy birining fundamental ketma-ketlik

bo’lishidan ikkinchisining ham fundamental ketma-ketlik bo’lishi kelib chigadi.
Bu ketma-ketliklardan ihtiyoriy birining yaginlashuvchi bo’lishidan ikkinchisining
ham yaginlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.

7. Agar {a,} va {b,} ketma-ketliklar fundamental ketma-ketliklar bo’lsa u

holda, {a, -b,} ketma-ketliklar ham fundamental ketma-ketlik bo’ladi. Agar {b,}

ketma-ketlik nol ketma-ketlik bo’lmasa va YneN uchun b, #0 bo’lsa {%}
n=1

n

ham fundamental ketma-ketlik bo’ladi.

8. Agar {a }" ., {b .}, ketma-ketliklar yaginlashuvchi, {a,} -0 va

n=1?
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{b,}—>b bo’lsa, {a -b }—>abbo’ladi; agar b=0 va ¥neN uchun b, #0

bo’lsa, u holda {%} —)% bo’ladi.

n

Takrorlash uchun savoellar
Normalangan maydon ta’rifini ayting.
Norma xossalarini ayting.
Stasionar ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?
Normalangan maydonda chegaralangan ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?
Normalangan maydonda chegaralangan ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?
Normalangan maydonda fundamental ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

Normalangan maydonda yaginlashuvchi ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

© N o O k~ W N PE

Ekvivalent ketma-ketliklar ta’rifini ayting.

Mashqlar
1. Ratsional sonlar maydonini quyidagicha normalaymiz: ¢ 0<c<1 shartni

ganoatlantiriuvchi hagigiy son bo’lsin. U holda ixtiyoriy ratsional sonning normasi
sifatida |a°ni olamiz. Ratsional sonlar maydoni Kiritilgan normaga ko’ra

normalangan maydon bo’lishini isbotlang.

2. Normalangan maydonda har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik
fundamental ketma-ketlik bo’lishini isbotlang.

3. Normalangan maydonda fundamental ketma-ketliklar yig’indisi yana
fundamental ketma-ketlik bo’lishini isbotlang.

4. Normalangan maydonda ekvivalent ketma-ketliklardan biri fundamental
ketma-ketlik bo’lsa, ikkinchisi ham fundamental ketma-ketlik bo’lishini isbotlang.

5. Normalangan maydonda  ekvivalent  ketma-ketliklardan biri
yaqginlashuvchi ketma-ketlik bo’lsa, ikkinchisi ham yaginlashuvchi ketma-ketlik
bo’lishini isbotlang.

6. Normalangan maydonda ketma-ketliklarning ekvivalentlik munosabati

refleksiv, simmetrik, tranzitiv binar munosabat ekanligini isbotlang.
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111 BOB. AKSIOMATIK NAZARIYALAR

111.1-§. Matematik nazariyalar hagida tushuncha

Aksiomatik nazariyalarni yaratishda qo’llaniladigan aksiomatik metod shu
matematik nazariya ob’cktlari orasidagi eng sodda xossalarni ifoda gilishga
asoslanganligi uchun matematik fanlarni aniq ifoda qilish imkonini beradi. Bu
sodda xossalar aksiomalar deb atalib, ularga asoslanib teoremalar isbotlanadi.

Matematikada biror tushunchani ta’riflaganimizda boshga soddaroq
tushunchalardan foydalaniladi. Lekin o’sha sodda tushunchalarni ifodalash uchun
yana boshga bir tushunchalar ishlatilishi tabiiy va h.k. SHu nugtai nazardan
garasak, biz ba’zi bir tushunchalarni ta’rifsiz gabul gilishga majbur bo’lamiz. Bu
tushunchalarni aksiomatik nazariyaning asosiy tushunchalari deb ataymiz.

Xuddi Shunday, birorta matematik tasdigni isbot gilganimizda boshga isbot
gilingan tasdiglardan foydalanamiz, isbot gilingan tasdiglar ham o’z navbatida
boshga tasdiglarga asoslanib isbotlanadi va h.k. Shuning uchun ba’zi to’g’riligi
shubha tug’dirmaydigan tasdiglarni isbotsiz gabul qilishga majburmiz. Bu
tasdiglarni aksiomalar deb ataymiz. Aksiomalarga asoslanib teoremalar isbot
gilinadi. Bu esa aksiomatik nazariyaning mazmunini tashkil etadi.

Aksiomatik nazariyalar formal va mazmunli (noformal) aksiomatik
nazariyalar deb ataladigan ikki turga bo’linadi.

Mazmunli aksiomatik nazariyada keltirib chigarish goidalari aniq belgilab
qo’yilmagan bo’lib, u ko’proq intuisiyaga asoslangan nazariyadir. Ya’ni, bu
nazariyada teoremalar intuisiyaga asoslangan goidalardan foydalanib isbotlanadi.

Mazmunli aksiomatik nazariyaga gruppalar nazariyasi, halgalar nazariyasi
misol bo’la oladi.

Formal aksiomatik nazariya esa quyidagi sxema asosida quriladi :

Nazariya tili beriladi.

Formula tushunchasi aniglanadi.

Aksiomalar deb ataladigan asosiy formulalar ro’yxati beriladi.
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Keltirib chigarish goidalari sanab chigiladi.

Biz asosan birinchi tartibli matematik nazariyalar deb ataladigan nazariyalar
bilan shug’ullanamiz. Bu nazariya bizga ma’lum bo’lgan asosiy matematik
nazariyalarni qurish uchun etarlidir. Bunday nazariyalar ba’zan elementar
nazariyalar deb ham ataladi. Birinchi tartibli tilda predikatning argumenti,
predikat yoki funksiya bo’lgan predikatlar, kvantor bilan bog’langan predikat yoki

funksiyalar garalmaydi.

Takrorlash uchun savellar

Aksiomatik metod hagida tushuncha bering.
Aksioma bilan teoremaning fargini ayting.
Aksiomatik nazariyani qurish sxemasini Keltiring.

Mazmunli aksiomatik nazariya hagida tushuncha bering va misol keltiring.

AR A

Formal aksiomatik nazariya hagida tushuncha bering va misol keltiring.

111.2-§. Birinchi tartibli til

Ixtiyoriy tabiatli simvollarning chekli to’plami - W berilgan bo’lsin. Bu
to’plamni birinchi tartibli tilning alifbosi deb ataymiz. W alifbodagi simvollarning
chekli ketma — ketligini birinchi tartibli tilning so zlari deymiz. Ikkita ay, ..., a,
va by, ..., b, so’zlarning mos harflari teng, ya’ni a;=by, ..., a, =b, bo’lsa, bu
so zlar teng deyiladi.

Faraz qilaylik, biror bir aksiomatik nazariya garalayotgan bo’lsin. W — shu
nazariyaning alifbosi, U — esa shu nazariyadagi so’zlar to’plami bo’lsin. U holda,
(W, U) juftlik garalayotgan nazariyaning tili deyiladi.

Birinchi tartibli til orgali birinchi tartibli nazariyalar ifodalanadi. Birinchi
tartibli nazariyalar, umuman olganda, Yuqorida aytganimizdek predikatlar
hisobini gamrab oladi. Ya’ni, predikatlar hisobining simvollari, aksiomalari,

formulalari, keltirib chiqgariluvchi formulalari birinchi tartibli nazariyaga kiradi.
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Undan tashqari, birinchi tartibli nazariyada f?q"( I, f € N) - n orinli

funksiyaning simvollari gatnashishi mumkin. SHu munosabat bilan birinchi
tartibli tilda formula tushunchasi biroz kengaytiriladi.

Birinchi tartibli nazariyalarda ikki xil ifodalar ishlatiladi. Bular term va
formulalardir.

I1.2.1-ta’rif. 1.0 zgaruvchi predmetlar, doimiy predmetlar, ya’ni
konstantalar termdir.

2. Agar ty, ..., t,—lartermlar, A—n o rinli algebraik amal bo’Isa, u holda
A(ty, ..., t,) —termdir.

3.Boshga termlar yo’q.

Ta’rifdan ko’rinadiki, algebraik amal bog’lovchilari vositasida termlarni
bog’lab ham o’zgaruvchi predmetlar, konstantalardan farqli termlarni hosil
gilishimiz mumkin ekan.

111.2.2—ta’rif. (Birinchi tartibli nazariyada formula tushunchasi).

A —n o'rinli predikat, ty, . . ., t, — termlar bo ’Isin, u holda
A(ty, ..., t,)—formuladir.

Agar 3 va R lar formulalar bo’lsa,uholda 3 A R, I vR, I =R,
/'3 - lar ham formulalardir.

Agar 3 formula, u — erkin o ’zgaruvchi bo’lsa , u holda V'u3 va 7u3
ifodalar ham formulalardir.

1, 2, 3 punktlarda aniglangan formulalardan tashqgari boshga formulalar
yo'q.

Predikatlar hisobining barcha aksiomalari birinchi tartibli til uchun ham
o’rinli bo’lib, bu aksiomalar birinchi tartibli tilning mantiqiy aksiomalari deyiladi.
Bundan tashqari birinchi tartibli til bilan ifoda gilinayotgan har bir nazariyaning
o’ziga hos aksiomalari ham bo’ladi. Bu aksiomalar nazariyadan nazariyaga
o’tganda o’zgarib turadi. SHuning uchun ularni maxsus aksiomalar deb ataymiz.

Birinchi tartibli til bilan ifoda gilinadigan deyarli barcha nazariyalarga tenglik

aksiomalari Kiritiladi. Ular quyidagilardan iborat:

87



Il x=x.

Hl, x=y=> (A(x)=>A(Y)).

Birinchi tartibli tilda predikatlar hisobining keltirib chigarish goidalarining
ba’zilariga o’zgartirishlar Kiritiladi.

111.2.3. ( O’zgaruvchi predmetlarni almashtirish qoidasi ).

Agar 3 keltirib chigariluvchi formula bo’lsa, u holda  Jdagi
o zgaruvchi predmetni 3da bog’langan o ’zgaruvchi predmetlar gatnashmagan
term bilan almashtirsak, hosil bo’lgan ifoda yana keltirib chigariluvchi formula
bo’ladi.

111.2.4. ( O’zgaruvchi predikatni almashtirish qoidasi ).

3 Keltirib chigariluvchi formuladagi n orinli F (ty, ..., t) -
predikatni kolliziya holati yuz bermaydigan qilib R ( &, ..., 6,) — formula
bilan almashtirsak, hosil bo’lgan ifoda yana Keltirib chigariluvchi formula
bo’ladi. Bu erda t;, ..., t,; 6, ..., 6 lar birinchi tartibli nazariyadagi
termlardir.

Boshqa keltirib chigarish goidalari o’zgarishsiz qoladi.

Birinchi tartibli til uchun gipotezalardan keltirib chigariluvchi formulalar
tushunchasi, deduksiya teoremasi predikatlar hisobidagidan shaklan farg gilmaydi.
Lekin mazmunan keltirib chiqgariluvchi formulalar hagida gapirganimizda

Yugqorida keltirilgan keltirib chigarish goidalarini e’tiborga olishimiz zarur.

111.2.5. Nazariya tilining interpretasiyasi.

Nazariya tilining interpretasiyasi tushunchasi bilan tanishib chigamiz.

Faraz gilaylik, W — to’plam nazariyaning alifbosi bo’lsin. W' — esa boshga
birorta aksiomatik yoki intuitiv nazariyaning simvollari to’plami (alifbosi) bo’Isin.
W to’plamning har bir elementiga W'’ ning aniq bitta elementini Shunday mos
qo’yamiz — ki natijada, W dagi konstantaga @~ W' dagi konstanta, W da
o’zgaruvchi predmetga W' dagi o’zgaruvchi predmet yoki konstanta mos kelsin,

W da aniglangan har bir predikatga W' da aniglangan Yagona predikat, W da
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aniglangan har bir funksional simvolga W' da aniglangan aniq bitta funksional
simvol mos kelsin. U holda birinchi nazariyada aniglangan har bir ifodaga
ikkinchi nazariyada aniglangan aniq ifoda mos keladi. Anigroq qilib aytadigan
bo’lsak, birinchi nazariyadagi har bir termga ikkinchi nazariyadan aniq bitta term,
birinchi nazariyadagi har bir formulaga ikkinchi nazariyadagi aniq bitta formula
mos keladi. U holda ikkinchi nazariya birinchi nazariyaning ifodasi yoki
interpretasiyasi deyiladi.

Agar bir nazariyaning har Dbir Keltirib chigariluvchi  formulasi shu
nazariyaning interpretasiyasida aynan rost formula yoki keltirib chigariluvchi
formula bo’lsa u holda bunday interpretasiya berilgan nazariyaning modeli
deyiladi.

I11.2.6-ta’rif. Berilgan nazariyaning ikkita W, , W, — to’plamlarida
aniglangan ikkita interpretasiyasi berilgan bo’lsin. Wy , W, to plamlar orasida
Shunday o ’zaro bir giymatli moslik, ya’ni biektiv moslik o’rnatilgan bo’lsin.
Natijada, birinchi interpretasiyadagi har bir o ’zgaruvchi predmetga ikkinchi
interpretasiyadagi o zgaruvchi predmet, birinchi interpretasiyadagi konstantaga
ikkinchi interpretasiyadagi konstanta, birinchi interpretasiyadagi har birn (n >0
) o’rinli funksional simvolga ikkinchi interpretasiyadagi n o’rinli funksional
simvol, birinchi interpretasiyadagi har bir n (n >0 ) o rinli predikat simvoliga
ikkinchi interpretasiyadagi n ( n =0 ) o’rinli predikat simvoli mos qo yilgan
bo’lib, natijada birinchi interpretasiyadagi har bir keltirib chigariluvchi (aynan
rost) formulaga ikkinchi interpretasiyaning keltirib chigariluvchi (aynan rost)
formulasi mos kelsa, u holda bunday ikkita interpretasiya izomorf deyiladi.

I11.2.7-ta’rif. Agar matematik nazariyaning har ganday ikkita modeli
izomorf bo 'Isa, bunday matematik nazariya gat iy nazariya deyiladi.

Evklid geometriyasi, natural sonlar nazariyasi, butun sonlar nazariyasi,
ratsional Sonlar nazariyasi, haqiqiy sonlar nazariyasi, kompleks sonlar nazariyasi
qat’iy matematik nazariyalarga misol bo’la oladi.

Gruppalar nazariyasi esa nogat’iy aksiomatik nazariyaga misol bo’la oladi.
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Takrorlash uchun savellar

Matematik nazariya tili nima ?

Birinchi tartibli til hagida tushuncha bering.

Birinchi tartibli nazariyada formula tushunchasi ta’rifini ayting.
Birinchi tartibli tilning mantigiy aksiomalarini keltiring.
Birinchi tartibli tilning keltirib chigarish goidalarini ayting.
Interpretasiya hagida tushuncha bering.

Matematik nazariyaning modeli nima?

O N o g B~ w0 DR

Gruppalar aksiomatik nazariyasi modeliga misollar keltiring.

111.3-§. Matematik nazariyalarning zidsizlik, to’liglik,

yechilish muammolari

Zidsizlik muammosi.

111.3.1-ta’rif. Agar matematik nazariyada 3 va /3 formulalar keltirib
chigariluvchi  bo’lsa, bunday matematik nazariyalar ziddiyatli matematik
nazariyalar deyiladi.

Ziddiyatli nazariyani qurishning ma’nosi yo’q, Chunki bunday nazariyada har

ganday formula keltirib chigariluvchi formula bo’ladi.

Hagigatdan ham, - 3 va ~ | 3 bo’lsa, uholda - 3 A 1 3 bo’ladi.
Bundan, ixtiyoriy R formulauchun — 3 A | 3 = R ekanligi kelib chigadi. Bu

formulaga ( MR ) goidani qo’llasak, + R bo’ladi.

111.3.2—ta’rif. Matematik nazariyada 3 va /3 formulalardan kamida
bittasi keltirib chigarilmaydigan formula bo ’Isa, bunday nazariya zidsiz nazariya
deyiladi.

Matematik nazariyaning zidsizligini ko’rsatish uchun, shu nazariyaning

kamida bitta zidsizligi ma’lum bo’lgan modelini ko’rsatish etarli.
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Haqgigatdan ham, berilgan nazariya ziddiyatli nazariya bo’lsa, u holda
shunday 3 formula topilib, - 3 va — | 3 bo’lar edi. U holda 3 formulaga

modelda mos kelgan 3’, 13 ga modelda mos keladigan | 3’ formulalar ham
keltirib chigariluvchi formulalar bo’lib, model ziddiyatli bo’lar edi.

111.3.3-misol. Gruppalar nazariyasi zidsiz nazariyadir. Hagigatdan ham,
masalan, G = { -1, 1 } ikki elementli multiplikativ gruppa gruppalar nazariyasi

uchun zidsiz model bo’ladi.

Matematik nazariyaning keng ma’noda to’ligligi.

111.3.4-ta’rif. Agar matematik nazariyadagi ixtiyoriy 3 formula uchun S
yoki / 3 formulalardan kamida bittasi keltirib chigariluvchi formula bo’Isa,
bunday aksiomatik nazariya keng ma 'noda fo 'lig nazariya deyiladi.

Agar matematik nazariya keng ma’noda to’liq bo’lsa, bu nazariyaning
ixtiyorty 3 formulasi yoki bu formulaning inkori ixtiyoriy modelda keltirib

chiqgariluvchi formula bo’ladi.

Matematik nazariyaning tor ma’noda to’ligligi.

11.3.5-ta’rif. Agar matematik nazariya aksiomalari sistemasiga shu
nazariyaga isbot gilinmaydigan formulani aksioma sifatida qo ’shib, Keltirib
chigarish qoidalarini o’zgarishsiz qoldirsak, natijada hosil bo’lgan nazariya
ziddiyatli nazariya bo’lsa, u holda matematik nazariya tor ma’noda to’lig

deyiladi.
Takrorlash uchun savollar
1. Matematik nazariyalarda zidsizlik muammosi.

2. Matematik nazariyalarning to’ligligi deganda nimani tushunasiz?

3. Matematik nazariyalarda echilish muammosi hagida nimalarni bilasiz?
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111.4-§. Matematik nazariyalarga namunalar

111.4.1. Qisman tartiblanish nazariyasi.
Bu nazariyada ikki o’rinli R predikat gatnashib R(x)y) — « x <y »
munosabatni bildiradi.
Bu nazariyaning maxsus aksiomalari :
. Vx | ( x < x ) — antirefleksivlik munosabati.
I1.Vx1 VX, VX3 (( X1 < X2) A (X< X3) = ( X1 < X3)) — tranzitivlik munosabati.

Bu nazariyaning ixtiyoriy modeli gisman tartiblangan struktura deyiladi.

111.4.2. Gruppalar nazariyasi.
Gruppalar nazariyasini ifodalash uchun bitta predikat simvoli A va bitta
funksional simvol f va bitta a; — konstanta etarli.
A(t,s),t=s predikatni;
f(t,s), t+s -amalni;
a; — 0 ni bildirsin.
Gruppalar nazariyasining maxsus aksiomalari quyidagilardan iborat:
Vx1 VXy VX3 ( X1+ (X + X3 ) = ( X1 + Xp ) + X3 ) — assosiativlik.
Vxy (0 + x;=%x3=%;+0) -0 ning xossasi.
Vxq 33X, (x1+X=X+x,=0) — qarama-garshi elementning mavjudligi.
Bu nazariyaning har ganday modeli gruppa deyiladi. Masalan, ( Z; +, 0 ) —

butun sonlar gruppasidir.

I11.4.3. Natural sonlar nazariyasi.

Natural sonlar nazariyasini ifoda gilish uchun konstanta 0 ; funksional
simvollar: +, -, ' (birni qo’shish); « = » predikat simvoli etarli.

Bu nazariyaning maxsus aksiomalari quyidagilardan iborat:

X1 = Xo.

X1=Xo= Xo=Xj.
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X1=Xp= (X1 =X3= Xp=X3).
0=#x/.
X1 =X = X1=Xo.
X1+ 0 = X;.
X1+ X' = (X +Xp) ",
X;-0=0.
X1 - X' =X+ Xo+ Xy
A(0)=(YX(A(Xx)=A(X))=VXA(X)),
bunda A ( x ) — natural sonlar nazariyasining ixtiyoriy formulasidir.
10—-aksioma o’zida cheksiz ko’p aksiomalarni mujassamlagan sxemadir. Uni

odatda matematik induksiya prinsipi deb ataydilar.

111.4.4. To’ligsizlik hagida Gyodel teoremasi.

1931- yil K. Gyodel formal arifmetikaning to’liq emasligini ko’rsatib berdi.
YA’ni hech bo’lmaganda formal arifmetikani gamrab olgan har ganday formal
nazariyada Shunday yopiq 3 formula topilib, 3 ni ham | 3 ni ham bu
nazariyada isbot qilib bo’Imasligini ko’rsatib berdi. Bundan tashqari ba’zi shartlar
bajarilganda 3 formula sifatida shu nazariya zidsiz degan tasdig olinishi

mumkinligini isbot qilib berdi.
Takrorlash uchun savollar
1. Matematik nazariyalarga misollar keltiring.
2. Gyodel teoremasini tushuntiring.

3. Matematik nazariyalarning mantigiy va maxsus aksiomalari orasidagi

farglarni ayting.
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IV BOB. SONLI SISTEMALAR

IV.1-§. Natural sonlar mazmunli aksiomatik nazariyasi

Boshlang’ich tushunchalar va belgilar

Natural sonlar to’plami, birlik element natural sonlar aksiomatik
nazariyasining asosiy tushunchalari bo’lib, ular ta’rifsiz gabul gilinadi.

Natural sonlar to’plamini — N, birlik elementni — 1 simvollar ko’rinishida

belgilab olamiz, undan tashgari +, - simvollari orgali mos ravishda N

to’plamdagi qo’shish va ko’paytirish amallari belgilanadi.

Bu belgilardan tashgari 3J'ce A — A ga tegishli Yagona ¢ element

mavjudligini ifodalasin; a+b orgali a va b elementlar yig’indisini; A+ B orqali

esa d+b|Vae AAVbeB to’plam belgilanadi.
IV.1.1- misol. {1,3}+{7,8}={8,9,10,11}.
Natural sonlar nazariyasining aksiomalari.

1°. le NAVa,beN uchun a+b=1 ya’ni, 1 natural son bo’lib, bir hech

ganday natural sonlar yig’indisiga teng emas.

2°. YaeN uchun 3'a'e N a'=a+1, ya’ni har ganday a natural son uchun,

bevosta a dan keyin keluvchi Yagona a' natural son mavjud.
3°. Va,be N uchun a+1=b+1 bo’lsa, a=b bo’ladi.

4°. Va,beN uchun a+b aniglangan bo’lsa, (a+b)+1=a+(b+1). Bu
aksioma + amali assosiativligining engillashtirilgan ko’rinishi deyiladi.

5°. Vae N uchun a-1=a.

6°. Va,beN wuchun ab+a va a(b+1) ifodalar aniglangan bo’lsa,
ab+a=a(b+1) bo’ladi. Bu aksioma ko’paytirish amalini qo’shish amaliga
nisbatan distributivligining engillashtirilgan ko’rinishi deyiladi.

7°. Agar M natural sonlar to’plamining to’plamostisi bo’lib, 1e M va
VaeM bo’lishidan a+1eM kelib chigsa, u holda M =N bo’ladi. Bu aksioma

induksiya aksiomasi deyiladi.
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Takrorlash uchun savellar

1. Natural sonlar asiomalar sistemasidagi asosiy tushunchalar va
belgilashlarni ayting.

2. Natural sonlar aksiomatik nazariyasi aksiomalarini ayting.

3. Induksiya aksiomasini tushuntiring.

4. Matematik induksiya metodining ganday turlarini bilasiz?

5. Matematik induksiya metodi bilan induksiya aksiomasining farqini
tushuntiring.

6. Elementar matematikadan matematik induksiya metodi bilan

isbotlanadigan tasdiglarga misollar keltiring.
Mashqlar

1. Agar M ixtiyoriy to’plam bo’lib, (M fagat natural sonlardan iborat
bo’lmasligi ham mumkin) quyidagi shartlar bajarilsin:

leM;
VaeNnrnaeM=a+leM.
U holda natural sonlar to’plami M to’plamning gism to’plami bo’lishini

isbotlang.
2. Isbotlang:
21.(4"+15n-1):9.

2.2, (Xp+.. X ) 22X 2 L AX 22X X X 1 X )

23, 134234 4p3= (D"
4
1 1 1 n+2
A4, -)1-9)...(1- = .
24. (1 4)( 9) ( (n—l)z) 2n+2
1 1 4

+i+...+ = :
1.5 5.9 (4n-3)(4n+1) 4n+1

2.5.
2.6. 1- 11+ 22! +...4n-n! = (n+1)! - 1.
2.7. (6°"+3""2+3") 11,
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n+l
X —

28. 1+x+x2+.. . +x"= 1l(x¢1).

n I
29, 4+ @t
n+1 (nh)
2.10. l+E+...+ n =1- 1 )
2 3 N+~ (n+1)
211, -+ .t 1.1 (n >1).
n+l n+2 2n 24
n n+1
212, 1, 2 2 12 (x=1)
1+Xx 1+X 1+x> x-1 1-x?
213, 1.t ot g
n n+1 3n-2
n(n+1)

214, 1-22+3% -4+ .. . +(-)"'n’= ()"

2 2 2
2.15. l—+ 2 +..+ n = n(n+1) )
1.3 3.5 2n-D(2n+1) 2(2n+1)

1 1 1 n

2.16. + +.o+ = .
1-4 4.7 Bn-2)(3n+1) 3n+1

IVV.2-§. Natural sonlar to’plamida qo’shish amali va uning xossalari

IV.2.1-teorema. (qo’shish amalini aniglash). Va,be N uchun Shunday
Yagona ce N mavjud bo’lib, a+b=c bo’ladi.

Isbot. Matematik induksiya aksiomasidan foydalanib isbotlaymiz.
Isbot tushunarli bo’lishi uchun, avval, isbotni a =1 bo’lgan hol uchun ko’rib
chigamiz. 1 va b natural sonlar uchun Yagona ¢ natural son mavjud bo’lib,

1+b=c tenglik o’rinli bo’ladigan barcha b lar to’plamini M, orqali belgilab
olamiz. U holda 1e M,. Hagigatdan ham, 2°- aksiomaga asosan 1'=1+1.

beM, bo’lsa, b+1eM; bo’lishini isbotlaymiz. 4°-aksiomaga asosan
1+(b+1)=@+b)+1, u holda 2°-aksiomaga asosan bevosita (L+b) dan keyin
keluvchi Yagona element mavjud. (1+Db) +1=(1+Db)'. Demak, b+1eM,. U holda

induksiya aksiomaga asosan. M, = N, ya’ni 1 va ixtiyoriy b natural sonlar uchun
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ularning yig’indisi bo’lgan Yagona 1+b natural son mavjud.

Isbotni ixtiyoriy a natural son uchun takrorlaymiz. M_ orqali a va b
natural sonlar uchun ularning yig’indisi bo’lgan Yagona a +b natural son mavjud
bo’ladigan barcha b natural sonlar to’plamini belgilaylik, ya’ni,
M, ={b|3lce N a+b=c}. U holda,

1) N, aksiomaga J'a'eN a+1=a'. Demak, 1eM, .

2) beM, bo’lsin b+1=b'eM_ bo’lishini ko’rsatamiz.

beM, bo’lsa JlceN a+b=c. Bunda a+(b+1)=(a+b)+1=c+1=c"

Induksiya faraziga ko’ra Yagona ¢ mavjud. 2°-aksiomaga asosan esa Yagona c'

mavjud. Demak, c+1eM,. U holda, induksiya aksiomasiga asosan M, =N .

Shunday qilib Va,beN uchun 3'ce N a+b=c.

Induksiya aksiomasidan matematik induksiya metodi deb ataladigan
qo’yidagi tasdiq bevosita kelib chigadi:

IV.2.2-teorema. x — natural songa boglig bo’lgan P(X) predikat berilgan
bo’lsin. Agar P(1) - rost bo’lib, ixtiyoriy ke N uchun P(k) rostligidan P(k +1)
rostligi kelib chigadi. Y4'ni, VkeN uchun P(k)=1->P(k+1)=1 bo’lsa, u
holda ¥neN uchun P(k) rost mulohazadir.

Shunday qilib, P(x) predikatning har ganday xeN uchun rostligini isbot
qgilish uchun:

1) P(1) rost bo’lishi isbot gilinadi. Bu gadamni biz induksiya bazisi deb
ataymiz.

2) k natural son uchun P(k) rost deb faraz gilinadi. Bu gadam induksiya
farazi deb ataladi.

3) P(k) rost bo’lishidan P(k+1) rost bo’lishi isbot qgilinadi. Bu gadam
induksiya isboti deyiladi.

IV.2.3-teorema. Natural sonlar to’plamida qo’shish amali assosiativ
amaldir, ya’ni, Va,b,ceN (a+b)+c=a+(b+c).

Isbotni matematik induksiya metodi bilan bajaramiz.
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1. Induksiya bazisi. Agar c=1 bo’lsa, (a+b)+l1=a+(b+1) tenglik
to’g’riligi 4°-aksioma tasdig’idan iborat.

2. Induksiya farazi. ¢ natural son uchun (a+b)+c=a+(b+c) tenglik
to’g’ri deb faraz qgilaylik.

3. Ishot. 4°-aksiomaga asosan (a+b)+(c+1)= €a+b)+c 1. Induksiya
faraziga asosan €a-+b)+c +1=«qa+(b+c) *+1, ya’ni, 4°-aksiomani hisobga
olsak @+ (b+c) +1=a+ o+c)+1 =a+(b+(c+1) tenglikka ega bo’lamiz, u
holda (a+b)+(c+1) =a+(b+(c+1)).

Shunday qilib, VceN va fiksirlangan a,b natural sonlar uchun
(a+b)+c=a+(b+c).

a,b natural sonlar o’rniga boshga natural sonlar qo’yib, isbotni so’zma-so’z
takrorlash mumkin. Demak, Va,b,ceN uchun (a+b)+c=(a+b)+c.

IVV.2.4-teorema. VaeN uchun a+1=1+a.

Isbot. 1. Induksiya bazisi. a=1bo’lsa, 1+1=1+1.
2. Induksiya farazi. a+1=1+a bo’lsin.
3. Induksiya faraziga va assosiativlik qonuniga asosan
(@+)+1=(Q1+a)+1=1+(a+1).
IV.2.5-teorema. Ixtiyoriy a,b natural sonlar uchun a+b=b+a, ya'ni,
natural sonlar to plamida qo ’shish amali amali kommutativ amaldir.
IV.2.6-teorema. Va,b,ceN wuchun a+c=b+c tenglikda a=b kelib
chigadi.

Ushbu teoremalarning isboti o’quvchilarga havola gilinadi.

Takrorlash uchun savoellar
Binar algebraik amal ta’rifini ayting.
Kommutativ binar algebraik amal deb nimaga aytiladi?

Assosiativ binar algebraik amal ta’rifini ayting.

A W o

Nol o’rinli algebraik amalni tushuntiring.
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Mashqlar

1. Natural sonlar to’plamida ixtiyoriy natural son uchun ularning yig’indisi
yana Yagona natural sondan iborat bo’lishini isbotlang.

2. Har ganday a,b natural sonlar uchun (a+b)+1=a+(b+1) ekanligini
asoslang.

3. Natural sonlar to’plamida qo’shish amali assosiativ amali ekanligini
isbotlang

4. Ixtiyoriy a natural son uchun a + 1=1 + a ekanligini isbotlang.

4.1. Natural sonlar to’plamida qo’shish amali kommutativligini isbotlang.

4.2. VabeN uchun a+2=>b+2 ekanligini isbotlang.
4.3. Va,beN uchun a+b'=b+b=a=b ekanligini isbotlang.

44. Va,b,ceN uchun a+c=b+c=a=b ekanligini isbotlang.

I1VV.3-§. Natural sonlarni ke’paytirish va uning hossalari

IVV.3.1-teorema. Har ganday a,b natural sonlar uchun Shunday Yagona c

natural son mavjud bo ’lib, a-b =c tenglik o rinli bo’ladi.
Isbot. Matematik induksiya metodi orgali isbot gilamiz.
1. Induksiya bazisi.b =1 bo’lsin, u holda 5°-aksiomaga asosan a-1=a.

2. Induksiya farazi. b natural son uchun Shunday Yagona p natural son
mavjud bo’lib, a-b = p bo’lsin.

3. Isbot. 6°-aksiomaga asosan a-(b+1)=a-b+a, induksiya faraziga asosan
Shunday Yagona p natural son mavjud bo’lib, a-b+a= p-+a. Ikkita natural son

uchun ularning yig’indisi bo’lgan Yagona natural son mavjud. Isbotni yakunlash
uchun ixtiyoriy ikkita natural son uchun ularning yig’indisi bo’lgan Yagona
natural son mavjudligini eslash etarli.

IV.3.2-teorema. Va,b,ceN wuchun (a+b)-c=ac+bc, ya’ni, natural

sonlarni ko ‘paytirish amali natural sonlarni go shish amaliga nisbatan chap
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tomondan distributiv.

Isbot. 1. Induksiya bazisi. c=1 bo’lsin, u holda 5°-aksiomaga asosan
Va,beN uchun (a+b)-1=a+b=a-1+b-1.

2. Induksiya farazi .(a+b)-c=a-c+b-c bo’lsin.

3. Isbot. (a+b)-(c+1)=a(c+1)+b(c+1) tenglik o’rinli bo’lishini
ko’rsatamiz.

Hagigatdan ham, 6°-aksiomaga asosan (a+b)-(c+1)=(a+b)-c+(a+b),
lekin  induksiya  faraziga ko’ra (a+b)-c+(a+b)=(ac+bc)+(a+b).
Qo’shishning xossalariga asosan (ac+bc)+(a+b)=(ac+a)+(bc+b). Oxrigi
ifodaga 6°-aksiomani qo’llaymiz, (ac+a)-+(bc+b)=a(c+1)+b(c+1). Shunday
qilib, (a+b)-(c+1) =a(c+1)+b(c+1). Demak, Va,b,ceN uchun
(a+b)-c=ac+bc.

IV.3.3-teorema. Yae N uchun a-1=1-a=a.
Isbot. 1. Induksiya bazisi. a =1 bo’lsin, u holda 1-1=1-1=1.
2. Induksiya farazi . a-1=1-a=a bo’lsin deb faraz gilamiz.

3. Isbot. (a+1)-1=1-(a+1)=a+1 bo’lishini ko’rsatamiz. Hagigatdan ham,
5°-aksiomaga asosan (a+1)-l=a+1=a-1+1. Induksiya faraziga va 6°-
aksiomaga asosan a-1+1=1-a+1=1-(a+1). Demak, (a+1)-1=1-(a+1)=a+1.
Shunday qilib,vae N uchunl.-a=a-1=a.

IV.3.4-teorema. Va,beN wuchun a-b=b-a ya’ni, natural sonlarni
ko ‘paytirish Kommutativ.

Isbot. 1. b =1 bo’lsin, u holda Yuqorida isbot gilganimizga ko’ra a-1=1-a.

2. b natural son uchun a-b=Db-a bo’lsin.

3. a(b+1)=(b+1)-a bo’lishini isbot gilamiz. 6°-aksioma, Yuqorida isbot
gilingan teorema va farazga ko’ra a(b+1l)=ab+a=ba+a=ba+la=(b+21a.
Demak, a(b+1) =(b+1)a.

IVV.3.5-teorema. Vv a,b,ce N uchun c(a+b)=ca+ch.

Isbot. Yugorida isbot gilingan teoremalarga asosan
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c(a+b)=(a+b)c=ac+bc=ca+cb
IV.3.6-teorema. V a,b,ce N uchun (a-b)-c=a-(b-c).
Isbot. 1. (a-b)-1=ab=a(b-1)
2. (a-b)-c=a-(b-c) bo’lsin.
3. (a-b)(c+1) =abc+ab=a(bc+b)=a(b(c+1)).

Shunday qilib, natural sonlar to’plami qo’shish va ko’paytirish amallariga
nisbat kommutativ yarimhalga bo’lishi isbot gilindi. Bundan so’ng (N+,) —
algebrani natural sonlar yarimhalgasi deb ataymiz.

Endi quyidagi belgilashlarni gabul gilishimiz mumkin:
1={0},2=3. % 3=93,. F. § jvahk L={T{2{D,. {T%}..}}} bo’lsin.

Agar ixtiyoriy ne N uchun n+1sifatida {<&-n} to’plamni qabul gilsak,
hosil bo’lgan to’plam uchun Peano aksiomalarini bajarilishini tekshirib chigish
qiyin emas.

Agar hosil bo’lgan belgilashlarga ko’ra 1+1={J,{}} = 2. Xuddi Shunday,
2+1={0 2} ={H{H{}}} =3, Shunga o’xshash, 3+1=4 va h.k. bo’lishini isbot
qgilish giyin emas.

Endi Yuqoridagilarga asoslanib 2-2 =4 bo’lishini ko’rsatamiz:

2:2=2-(1+1)=2-1+2-1=2+2=2+(1+)=(2+1) +1=3+1=4.

SHu usulda 2-3=6, ..., 9-9=81 tengliklarni ham isbot gilish mumkin.

Takrorlash uchun savellar
1. Natural sonlar to’plamida ko’paytirish amali ganday aniqlanadi?
2. Ko’paytirish amalining ganday xossalarini bilasiz?
3. Ko’paytirish amalining qo’shish amaliga nisbatan o’ng va chap

distributivligi gonunlarini tushuntiring.

Mashqlar
1. Quyidagilarni isbotlang:
1) 2.5=10;  2)9-7=63; 3)12-3=36.
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IVV.4-§. Natural sonlar to’plamida tartib munosabati

IV.4.1-ta’rif. Agar a va b natural sonlar uchun Shunday k natural son topilib
a=b+k tenglik o’rinli bo’lsa a natural son b natural sondan katta deymiz va
a> Db deb belgilaymiz.

1'=1+1 bo’lgani uchun 1'>1 deb yozishimiz mumkin. Ya’ni < binar
munosabat bo’sh bo’Imagan to’plam.

IV.4.2-teorema. Natural sonlar to plamida aniglangan "<" binar munosabat
tartib munosabatdir, ya 'ni "<" — antisimmetrik va tarnzitiv munosabat.

Isbot. Agar a>b bo’lsa, u holda b > a bo’la olmasligini ko’rsatamiz. a >b
bo’lsa, ta’rifga ko’ra 3k e N, a=b+k(1).

Faraz gilaylik, b >a bo’lsin. U holda Shunday | e N topilib, b=a+1(2)
bo’ladi. (1) va (2) dan a=a+ (I +k) hosil bo’ladi, buning esa bo’lishi mumkin
emas.

Hagigatdan ham, 1. a=1 bo’lsa, 1=1+ (k +b). Bu esa 2°-aksiomaga zid.

2. aza+(k+1) bo’lsin.

3. a+l#(a+1)+(k+1) bo’lishini ko’rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz.

a+l=a+1+(k+1) bo’lsin, u holda a+1=(a+(k+1))+1. Endi 3°- aksiomani
qo’llasak, a=a+(k+1) hosil bo’ladi, bu esa induksiya faraziga zid. Shunday

gilib "<' munosabat antisimmetrik munosabat bo’lishini isbotladik. Endi "<"
munosabat tranzitiv. munosabat bo’lishini isbot qilamiz. Faraz qilaylik,

(a<b)A(b<c) bo’lsin, u holda Shunday k va I natural sonlar mavjud bo’lib

a=b+k, b=c+lI tengliklar o’rinli bo’ladi. U holda,

a=b+k=(+l)+k=c+(+k).Yani a=c+(l +k). Demak, a>c.
IV.4.3-teorema. Har ganday a,b natural sonlar uchun quyidagi

tasdiglardan fagat birigina o rinli
1. a=b; 2. a>b; 3.b>a.

Bu teoremani isbot gilish uchun oldin quyidagi lemmani isbot gilib olamiz.
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IV.4.4-lemma. Yae N natural son uchun a#1 bo’lsa, u holda Ik e N
bo’lib a=1+k tenglik o rinli bo ladi.
Isbot. Agar a=1 bo’lsa, teorema sharti bajarilmaydi. Demak, xulosa ham
bajaralishi mumkin emas.
Faraz qilaylik, a uchun teorema to’g’ri bo’lsin. U holda
a+l=(Q1+k)+1l=a+1=1+(k+1). Ya’ni teorema to’g’ri.
Teorema isboti 1. b=1 bo’lsin. U holda a=1 bo’lsa, a=b. Agar a=1
bo’lsa, lemmaga asosan a=1+k. U holda a > 1.
2. b uchun teorema to’g’ri bo’lsin, ya’ni, b=a, b>a, yoki a>b
shartlarning fagat biri bajarilsin.
3. b+1 uchun ham teorema o’rinli bo’lishini isbotlaymiz.
Agar b=a bo’lsa, b+1=a+1 bo’lib b+1>a. Agar b >a bo’lsa, Shunday
k topilib b=a+k yoki b+1=a(k +1) ekanligidan b+1>a bo’ladi. Agar a>b
bo’lsa, Shunday | topilib a=b+I. Bu holda, agar 1 =1 bo’lsa b+1=Kk, agar
l#1  bo’lsa,  Shunday k topilib I =1+k bo’ladi.  Bundan
a=b+Q+k)=(b+1)+k, ya’ni, a>b+1 bo’lishi ravshan. Demak b+1 uchun
ham teorema to’g’ri ekan.
Bundan keyin a>b bo’lsa, bsoni a sonidan kichik deb tushunishimiz va
b <a yozuvni ishlatishimiz mumkin.
(a<b)v(a=b) o’miga a<b; (a>b)v(a=b) o’rmiga a>b yozuv
ishlatiladi. YA’ni ta’rifga ko’ra
a<b=(a<b)v(a=h);
a>b=(a>b)v(a=Dhb).
Shuningdek,
a<bab<c=a<b<c;
a>banb>c=a>b>c.
IV.4.5-teorema. Natural sonlar to plamida "<' munosabati yana quyidagi
xossalarga ega:

1°.Va,be N uchun azb=>a>bvb>a.
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.VaeN uchun la>a).

.Va,be N uchun a>b=>|(b>a).

.Va,b,ceN uchun a>baAb>a

.Vae N uchun a+a> a, ya’ni har gqanday natural son musbat.

.Va,b,ceN uchun a>b=>a-c>b-c, ya’ni > munosabat ko’paytirish

amaliga nisbatan monoton.

o a0k~ w0 DB

7.

amalga
1
2
3.
4
3)

6.

Takrorlash uchun savollar
Tartib munosabat ta’rifini ayting.
Qat’1y tartib munosabati deb nimaga aytiladi?
Nogat’iy tartib munosabati deb nimaga aytiladi?
CHizigli tartib munosabati deb nimaga aytiladi?
Qanday to’plam to’liq tartiblangan to’plam deyiladi?
Natural sonlar to’plamiga tartib munosabati ganday kiritiladi?
Binar munosabatga nisbatan monoton binar amal deb qanday binar
aytiladi?

Mashqlar

. Har ganday a,b,c € N uchun a+c>b+c < a>b ekanligini isbotlang.

. Har ganday a,b,c e N uchun a-c=b-c < a=Db ekanligini isbotlang.

Har ganday a,b,c € N uchun a-c>b-c < a>b ekanligini isbotlang.

. Har ganday a e N uchun 1< a ekanligini isbotlang.

. Har ganday a,b e N uchun a < ab ekanligini isbotlang.

Har ganday a,beN va Shunday ceN uchun b-c>a ekanligini

isbotlang.

7.

Har ganday a,beN uchun a+l>bab>a=b=a+1 ekanligini

isbotlang.

8.
9.
10

Har ganday a,b € N uchun a+1>b Ab>a = b=a ekanligini isbotlang.
Har ganday a,b € N uchun 2a = 2b +1 ekanligini isbotlang.

.Har ganday a,b e N uchun a* # 2b?* ekanligini isbotlang
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IVV.5-§. Natural sonlar aksiomatik nazariyasi xossalari

Aksiomalar sistemasining erkinligi.

Aksiomatik nazariyaning (A) aksiomasi golgan aksiomalardan Kkeltirib
chigarmasligini isbot gilinsa (A) golganlaridan erkli deb ataladi. Agar aksiomatik
nazariyaning har bir aksiomasi qolganlaridan erkli bo’lsa bunday aksiomatik
nazariya erkli deyiladi.

Aksiomatik nazariyaning biror (A) aksiomasini qolganlaridan kelib
chigmasligini keltirish uchun (A)- aksioma bajarilmay qolgan barcha aksiomalar
bajariladigan interpretasiya qurish etarli.

Induksiya aksiomasining boshga aksiomalardan kelib  chigmasligini
ko’rsataylik. Z, = é.‘i‘ - 2 modul bo’yicha chegirmalar halgasi berilgan bo’lsin.
N'=NxZ, to’plamda

Cx®€y=€+bxry

Cx®6y=€bxy_
tengliklar orgali N’ to’plamda @ - qo’shish, ® - ko’paytirish amallari aniglangan
bo’lsin. Hosil bo’lgan Q',®,® -algebra natural sonlar aksiomatik nazariyasi

uchun interpretasiya bo’lib, bu interpretasiyada induksiya aksiomasi bajarilmaydi,
golgan aksiomalar esa bajariladi.

Hagigatdan ham,

1. (1,1) element birlik element bo’lib, €. x + €.y = €+b,x+y = (L)
bo’lsa, u holda a+b=1 bunday bo’lishi mumkin emas.

2. a,x+ €1 = €@+1X+1 Yagona element bo’lishi ravshan.

3. Gx (L =6y (L berilgan bo’lsin, u holda
€+1Lx+1=0+Ly+1  bo’llib, a+l=b+1 X+1=y+1  bo’lganda
a=b, X =y kelib chigadi. YA'ni €,x =€,y _bo’ladi.

4. €% €,y €1 _-&x + 6y (L.

5. €x €1 =€ -1,X-1 =€ X bo’lishi ravshan.
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6. €. . €,y +1 =€,X -0,V + €x_bo’lishi ravshan.

7. Induksiya aksiomasi bajarilmasligi ravshan.

Hagigatdan ham, M = €a0JaeN ¥ €a-11JaeN to’plam uchun
(1 =M,€1 M bo’lishidan €, X + €1 = €+1LX+1 M. Lekin, (L0)eM .

Natural sonlar aksiomatik nazariyasining qat’iyligi.

IV.5.1-ta’rif. Agar aksiomatik nazariyalariniig ixtiyoriy 2ta modeli izomorf
bo’lsa, bunday aksiomatik nazariya gat iy aksiomatik nazariya deyiladi.

IV.5.2-teorema. Natural sonlar aksiomatik nazariyasi gat’iy aksiomatik
nazariyadir.

Isbot. N; va N, natural sonlar aksiomatik nazariyasi uchun 2ta

interpretasiya bo’lsin, u holda €, =1,, @@, =n, bo’lsa, 0@, +1 =n, +1
orqali @@, >N akslantirish  teorema shartlarini  ganoatlantiruvchi

akslantirishdir.
@- biektiv akslantirish bo’lib, Vm,neN uchun p€@+m =p€ o€ ,
p€@-m =¢p€ - p€ shartlar bajariladi.

Takrorlash uchun savellar

1. Aksiomatik nazariya gachon erkin deyiladi?
2. Natural sonlar aksiomatik nazariyasining erkinligini tushuntiring.

3. Natural sonlar aksiomatik nazariyasining gat’iyligini tushuntiring
IVV.6-§. Butun sonlar halqasi

IV.6.1-ta’rif. Natural sonlar yarimhalgasining minimal kengaytmasi bo lgan
halga butun sonlar halgasi deyiladi.
Bizga natural sonlar yarimhalgasi berilgan bo’lsin. Butun sonlar halgasini

qurish sxemasini ko’rib chigamiz.
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N x N —dekart ko’paytmada V(a,b),(c,d) e N xN uchun
(a,b)~ (c,d) 3>(a+b=Db+c) binar munosabat ekvivalentlik munosabatidir.
Hagigatdan ham, V(a,b)eN xN uchun (a,b)~(a,b) Chunki, a+b=b+a
bo’lib, ~ munosabat refleksiv munosabatdir. V(a,b), (c,d) eN x N juftliklar
uchun (a,b) ~(c,d) = (c,d) =(a,b). Hagigatdan ham,
a+d=b+c=c+b=d+a. Demak, (c,d)~(a,b), nihoyat (a,b)~(c,d) va
(c,d)~ (e, ) bo’lsa, a+d=b+c va c+f=d+c bo’lishidan
a+d+c+f=b+c+d+e yoki a+f=b+e kelib chigadi, bundan
(a,b) ~ (e, ). Demak, ~ tranzitiv munosabatdir.

Shunday qilib, N xN/~ faktor to’plam haqgida gapirish mumkin. Bu
to’plamni Z, orqgali belgilab olamiz. N da aniglangan “+” amalidan foydalangan
holda Z, to’plamda @ amalini quyidagi tenglik orgali aniglash mumkin:

V(a,b), (c,d) € Z, uchun (a,b)® (c,d)=(a+c, b+d). Bu tenglik (a,b) va
(c,d) sinflardan olingan vakillarga bog’liq emas. Hagigatdan, (a,y)e<(a,b)
(z,t)e(c,d) bo’lsin, u holda x+b=a+y va z+d=c+t. Bundan,

x+2)®@(Mb+d)=(b+d)D(y+1) kelib chigadi. Demak,

(x+z, y+t)=(a+c, b+d).

Shunga o’xshash, V(a,b), (c,d) e Z, uchun

(a,b) ® (c,d) =(ac+bd, ad + bc) (1)

v(a,b)e Z, uchun © (a,b)=(b,a)  (2)

0=(L), 1=(2) 3)
tengliklar mos ravishda sinflarni ko’paytirish, sinfga garama-qarshi sinfni topish,
nol element, birlik elementni aniglaydi.

(Z,:®,0, ©, 0,1) — algebra natural sonlar yarimhalgasiga izomorf bo’lgan

yarim halganing minimal kengaytmasi bo’lgan halgadir. Bu algebra halga bo’lishi
bevosita tekshiriladi.
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N, = (N x{1})/~ )\ {0} to’plam esa natural sonlar yarimhalgasiga izomorf
bo’lgan yarimhalgadir. Demak, N =N, bo’lib, Z;, halga N;ning minimal
kengaytmasi bo’lgan halga, u xolda algebraik kengaytma hagidagi (Il Q)

teoremadan natural sonlar yarimhalgasining minimal kengaytmasi bo’lgan halga

mavjudligi kelib chigadi.
Takrorlash uchun savollar

Y Arimhalgaga ta’rif bering.
Y Arimhalga kengaytmasi nima?
Halgaga ta’rif bering.

Faktor-to’plam ta’rifini eslang.

o ~ W Dp e

Butun sonlar halgasi deb nimaga aytiladi?
6. Natural sonlar yarimhalgasi minimal kengaytmasining mavjudligini

isbotlang

Mashqlar

1. Butun sonlar to’plami halga tashkil etishini isbotlang.

2. me N bo’lsin. m ga karrali butun sonlar to’plami Z_ halqga tashkil

etishini isbotlang.

3. Har ganday meZ,m>0 son uchun chegirmalar sinflari to’plami Z/

halga tashkil etishini isbotlang.

4. K halga ustida olingan ko’phadlar to’plami K[x] uchun quyidagilarni
isbotlang:

1) K[x] - halga;

2) K birlik elementga ega bo’lsa, K[x] ham birlik elementga ega;

3) K kommutativ halga bo’lsa, K[x] ham kommutativ halga bo’ladji;

4) K butunlik sohasi bo’lsa, K[x] ham butunlik sohasi bo’ladi.
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IVV.7-§. Butun sonlar sistemasining aksiomatik nazariyasi

Boshlang’ich tushunchalar.
1. Z —butun sonlar to’plami.
2.“@” “Q” - Z dagi ko’paytirish va qo’shish amallari.

3. 0 — Z ning natural elementi.

4. N - natural sonlar to’plami.

5. 4+, - — N dagi qo’shish va ko’paytirish amallari.

IV.7.1. (Z,®,0, 0, 0,N, +,-) algebraik sistema uchun quyidagi aksiomalar
o rinli bo’Isa, uni butun sonlar sistemasi deyiladi:

1. Va,beZ uchun FiceZ a®b=c.

2. Va,b,ceZ uchun a® (b®c)=(a®b)®c-qo’shishning assosiativligi
X0SSasi.

3. Va,beZ uchun a®b=b® a — go’shishning kommutativligi aksiomasi.

4. Y zeZ uchun z® 0=z nols elementning xossasini ifodalovchi aksioma.

5. YaeZ uchun Ja'eZ a+a'=0 garama-garshi element mavjudligini
kafolatlaydigan aksioma.

6. VabeZ uchun FpeZa-b=p ko'paytirish amalining bajarilishi
aksiomasi.

7. VabcezZ wuchun (a-b)-c=a-(b-c) - ko’paytirish amalining
assositivligi.

8. Va,b,ceZ uchun (a+b)-c=ac+bcac-(a+b)=c-a+c-b.

9. (N +, -) —natural sonlar yarimhalgasi.

10. NcZ.

11. Va,be N uchun a®@b=a+b.

12. Va,be N uchun a®b=a-b.

13. Agar biror M to plam uchun
1. McZ.
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2). Va,beM va b' element b+b'=0 shartni ganoatlantirsin, u holda
a+beM.

3. NcM
shartlar bajarilsa M =Z bo’ladi. Bu aksioma minimallik aksiomasi deb ataladi.

Keyinchalik, tushunmovchilik yuzaga kelmaydigan hollarda yozuvni
ixchamlashtirish uchun @ o’rniga “+”, O o’rniga esa “ - ” belgilar ishlatiladi.

(Z;+,0) butun sonlarning additiv grappasi (Z;) algebra esa butun sonlarning

multiplikativ yarimgruppasi deb ataladi.

Butun sonlar aksiomatik nazariyasining zidsizligi.
Yugqorida ko’rilgan (Z,;®, O, ©, 0,1) algebra butun sonlar aksiomatik

nazariyasidagi barcha 13 ta aksiomani ganoatlantiradi. Ya’ni, butun sonlar
aksiomatik nazariyasi uchun models vazifasini bajaradi. Demak, butun sonlar

aksiomatik nazariyasi zidsizdir.

Butun sonlar halgasining ba’zi xossalari

(Z;+,-,0,N) butun sonlar sistemasi bo’lsin.

5-aksimaga asosan VaeZ uchun shunda a' mavjud bo’lib, a+a'=0.

Bundan keyin Vab € Z uchun a+b' ni a—b ko’rinishda yozib olamiz va a va b

natural sonlarning ayirmasi deb ataymiz.
IVV.7.2-teorema. Har ganday butun son, ikkita natural son ayirmasiga teng.
Isbot. M orgali ikkita natural sonlar ayirmasi sifatida ifoda qilinadigan

barcha butun sonlar to’plamini belgilaymiz. U holda, ¥ne N uchun n=(n+1)-1
bo’lganidan NcM. Bundan tashqari Ya,be M bo’lsa,
am,n,k,leN a=m-n,b=k-lvaa-b=(Mm-n)+(k-D)"'=m-n)+(-k)=
=(Mm+1)—(n+k). Demak a—beM. Uholda M =Z.

IV.7.3-teorema. (Z;+,-)— algebra birlik elementga ega bo lgan kommutativ

halgadir.
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Isbot. Halga bo’lishi Yuqoridagi aksiomalardan kelib chigadi. Va e Z uchun
dm,neN a=m-n, a=m+n’, a*1=(m+n")-1=m-1+n"l=m+n' =a.

Va,beZ uchun dm,nk,leZ a=m-n, b=k —1.
(m-n)-(k=1)=(k=1)(m—-n) tenglik bevosita tekshiriladi.

Butun sonlar aksiomatik nazariyasidagi aksiomalardan N cZ, Vhe N
uchun n'=—neZ, 0eZ bo’lishi kelib chigadi.

Agar aeZ uchun 3m,ne N bo’lib a=m-n=m+n’,

agar m=n bo’lsa, a=0;

agar m>n bo’lsa, a natural son;

agar n>m bo’lsa, n+ m'— natural son bo’lib, a=(n+m')’, ya’ni n+m'—

natural songa garama-garshi bo’lgan sondir.

Butun sonlar halgasida tartib munesabat.

Agar Va,beZ,a—beN bo’lsa a>b deymiz. > munosabat gat’iy tartib
munosabatdir. Bu munosabat antirefleksiv munosabatdir. VaeZ,a—a=0¢N.

Bu munosabat antisimmetrik munosabatdir. Ya,beZ uchun a>b ya’ni,
a—beN bo’lsa b—a=-(a—b) ¢ N. > munosabat tranzitiv munosabatdir.

Hagigatdan ham, a—-beN, b—ceN bo’lsa, (a—b)+(b—-c)eN ya’ni,
a—ce N bo’ladi.

Va,beZ agar a#1 bo’lsa, a>b yoki b>a. Hagigatdan ham, a—b yoki

natural son yoki O yoki natural songa garama-garshi sondir. Shunday qilib, har
ganday butun son yoki natural son yoki O yoki natural songa garama-garshi

bo’lgan son ekan.
Butun sonlar aksiometrik nazariyasining qat’iyligi.

Ma’lumki, aksiometrik nazariyaning ixtiyoriy ikkita modeli izomorf bo’lsa,

bunday aksiomatik nazariya qat’iy aksiomatik nazariya deyiladi.
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IVV.7.4-teorema. Butun sonlar aksiomatik nazariyasi gat’iy aksiomatik
nazariyadir.
Isbot. (Z,,+,-0,,N)); (Z,,©®,0,0,, N,)  butun sonlar  aksiomatik

nazariyasining ixtiyoriy ikkita modeli bo’lsin. Natural sonlar aksiomatik

nazariyasi qat’iy aksiomatik nazariya bo’lganligi uchun, N, va N, orasida
izomorfizm o’rnatadigan akslantirish mavjud. Biz yozuvni ixchamlashtirish
maqgsadida N,dagi qo’shish, ko’paytirish amallarini +,- orqgali, ya’ni, Z dagi
amallar simvollari bilan; N, dagi qo’shish, ko’paytirish amallarini esa ®,0O
orgali, ya’ni Z,dagi qo’shish va ko’paytirish belgilangan simvollar bilan belgilab
olamiz. ¢@:N;—> N, izomorf akslantirish bo’lsin, demak-ki ¢@-biektiv va
Vay, b e Ny uchun o(a; +b) = p(a) ® p(by); o(a,-by) = p(a) O p(by).

Vz, € Z, uchun Shunday m;,n, € N, topilib z, =m;, —n, bo’lishi Yuqorida
isbotlangan edi. Shunga asoslanib Vz, € Z, uchun ®(z,) =¢(m,)® ¢(n,) tenglik
orgali Z, ni Z, ga akslantiramiz.

Bu akslantirish bir qiymatli akslantirishdir. Hagigatdan ham, agar
z,=m —n =k -1 bo’lsa p(m)® @(n,) =) O ¢(). Chunki m, +1, =k, +n,
bo’lgani uchun @(m, +1,) = p(k, +ny) => p(m,) @ (1) = p(k,) ® p(n,) => p(Mm,) O
p(n) =pk) © ¢(l,). - biektiv akslantirishdir.

Va,,b eZ, a #b uchun 3Im;,n, k,l,eN a =m —n; b =k —I bo’lsin.
b, #a, bo’lgani uchun m, +1;, =k, +n;, demak @(m)® o(l,) = p(k)®p(n). U
holda @(m,)®@(n,) = p(k,) Oe(l,). YA’ ni ®(a)= D(b). Agar Va, € Z bo’lsa,
im,,n, e N, bo’lib, a,=m,0n,. U holda ¢@— biektiv bo’lgani uchun
dm,n e N, o(m)=m,, p(n)=n,.

Demak,®(m, —n,) =p(m) ®p(n))=m, On,=a, YA’ni, & -syur’ektiv
akslantirishdir.

@ akslantirish + va - amallarini saglaydi. ®araz gilaylik Va, b, € Z uchun

am;,n,k;,l; €N bo’lsa &, =m; —n,, b =k, -1, bo’Isin.
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U holda @(a, +a,) = ®((m, — n,) + (k, — 1)) = d((m, +k,) — (n, +1,)) =

= p(my +k)) O (N, +1,) = o(M,) + (k) © (p(n) + (1) = (p(m;) Op(k,) ©
o(n) © (L) = (p(m) Op(n) + (p(k) O (1)) = (a) + D(by) . Shunday dilib,
Va,,b, € Z, uchun ®(a, +b,) =d(a,) @ D(a,).

Va, b eZ, uchun @(a0bh)=®(a)Od(b) tenglikni isbot gilishni

o’quvchilarga mustaqil vazifa sifatida qoldiramiz.

Butun sonlar halgasining butunlik sohasi bo’lishi

IVV.7.5-teorema: ¥m,ne N uchun quyidagi xossalar o rinli:

1°.m-0=0.

2°. m(-=n)=—mn.

3% (=m)-n=—mn.

4°. (—m)-(-n)=mn.

Isbot: 1°. m-0=m(0+0)=m-0+m-0 bundan m-0=0 kelib chigadi.

2°. m-0=m(n—n)=mn+m(-n)=0.

Demak, m(-n)=-mn .

3°-, 4°- tasdiglar Shunga o’xshash isbot gilindi.

IVV.7.6-teorema: Va,beZ uchun (a-b=0)=(a=0)v (b=0).

Isbot: Teskarisini faraz gilamiz. a=0Ab=0 bo’lsin, u holda a va b lar
ikkalasi ham natural sonlar yoki ikkalasi ham natural sonlarga garama-garshi
sonlar yoki biri natural, ikkinchisi natural songa garama-garshi son bo’ladi.

Bundan Yugqorida isbot gilingan teoremaga asosan a-b=0 kelib chigadi. Bu

teorema shartiga zid.

Takrorlash uchun savollar

1. Butun sonlar aksiomatik nazariyasining boshlang’ich tushunchalarini

ayting.
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2. Butun sonlar aksiomatik nazariyasining aksiomalarini sharhlang.

3. Har ganday butun son natural sonlar ayirmasi ko’rinishida ifodalanishini
isbotlang.

4. Butun sonlar to’plamida tartib munosabatini aniglang.

5. Butun sonlar aksiomatik nazariyasining qat’iyligini isbotlang.

Mashqglar

1. Butun sonlar halgasida 2x=1 tenglama echimga ega emasligini isbotlang.

2. Butun sonlar halgasida x* =2y?* tenglama fagat (0,0) echimga ega

ekanligini isbotlang.

3. Butun sonlar multiplikativ yarimgruppasini qat’iy va chizigli tartiblab
bo’lmasligini isbotlang.

4. Quyidagilarni isbotlang:

4.1. (Z;+,,01)- butun sonlar halgasida «>»- chizigli tartib munosabati
quyidagi shartlar orgali aniglanadi:

1) Va,beZ uchuna>b=a=b;

2) Va,b,ceZ uchuna>bab>c=a>c;

3) Va,beZ uchuna>b=a+1>b+1;

4) Va,beZ uchuna>b=a-1>b-1;

5 1>0.
4.2. Yuqorida Keltirilgan shartlarning hech biri  qolganlari orqali

ifodalanmaydi.
IVV.8-§. Ratsional sonlar maydoni

IVV.8.1-ta’rif. Butun sonlar halgasining minimal kengaytmasi bo’lgan

maydon ratsional sonlar maydoni deyiladi.

Ratsional sonlar maydonini qurish sxemasini beramiz. Z* =Z \{0} bo’lsin.

ZxZ " to’plamni R orqgali belgilab olamiz. R to’plamda “~” — ekvivalentlik
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munosabatini quyidagicha aniglaymiz:

(a,b) ~(c,d) <=>(ad =bc). Bu munosabat hagigatdan ham ekvivalentlik
munosabatidir:

1. V(a,b) € P uchun ((a,b) ~ (a,b) <=> (a-b=b-a)

2. V(a,b) e P, (c,d) € P uchun (a,b) ~ (c,d)=>(a-d =bc) =>

=> (bc=ad) =>((c,d) ~ (a,b)).

3. V(a,b) e P, (c,d) e P, (mn)eP, (a,b) ~(c,d)a(c,d) ~(m, n)=>ad =

=bcAcn=dm=>adcn=bcdm=>an=bm=>(a,b) ~ (m,n).

Demak, ~ munosabat R to’plamda reflektiv, simmetrik, tranzitiv munosabat,
ya’'ni, ~ -ekvivalentlik munosabati ekan.

P/~ faktor to’plamni Q, orqali belgilaymiz. V(a,b) e P uchun ?@ orqali
P/~ faktor-to’plamdagi (a,b) element yaratgan ekvivalentlik sinfini belgilaymiz.

Q, da ®, © amallari quyidagicha aniglanadi:

V(a,b),(c,d) € Q, uchun (a,b) @ (c,d) =(ad + bc,bd) (a,b) O(c,d) =

=(a-c,b-d). Bu yozuvlardagi +,- amallari Z to’plamdagi qo’shish va
ko’paytirish amallaridir.

IV.8.2-teorema. Q to plamda

1°. @, O ko’paytirish amallari sinflardan olingan vakillarga bog 'lig emas,
ya 'ni bir giymatli aniglangan.

2° @, © amallari Q, to’plamda kommutativ, assosiativ bo’lib, © amali &
amaliga nisbatan distributivdir.

3° (L,1) sinf @ amaliga nisbatan neytral element, ya 'ni birlik elementdir.

4°.(0,1) sinf ® amaliga nisbatan neytral ya ni nols elementdir.

5° .¥(a,b) e Q, sinf uchun (—a,b) sinf @ ga nisbatan garama-garshi
element bo ladi, ya’ni (a,b)+(—a,b) = (0,1).

6°V(a,b)eQ A(a=0), ya'ni, (a,b)=(0,1) sinf uchun (b,a) sinf O

amaliga nisbatan teskari element bo ’ladi.
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7°. (L) #(0,2).
Isbot. Teoremadagi tasdiglar bevosita tekshrib chigiladi. Masalan, 4°:

(0,1) +(a,b) =(0-b+1-a,1-b) = (a,b).

6°- (ab) = (0,1) bo’lsa, u holda (ba) € Q, bo’lib,

(a,b)-(b,a) = (ab,a,b) = (1.).

Qolgan tasdiglarni tekshirib chigishni o’quvchilarga havola gilamiz.

Shunday gilib, (Q,,®,0,(L1)(0,1)) algebra, gisgacha (Q,,®, ®)-algebra
maydon bo’lar ekan. Bu maydon butun sonlar halgasiga izomorf bo’lgan

halgaostiga ega. Anigrog’i Z x{l}/ ~ faktor-to’plam @, © amallariga nisbatan
yopiq bo’lib, halga hosil giladi. Bu halga butun sonlar halgasiga izomorf bo’lgan
halgadir. Faraz gilaylik, Q' maydon uchun Z x{l}—halga, halgaosti bo’lsin, u
holda V(0,) e Zx{1},(b,) e Z x{1} b=0 elementlar uchun
(@d)-(bD)*=(ald) -@Lb)=(a,b)eQ" bo’ladi. Demak, Q,cQ'. YA’ni, Q
maydon Z x{}— halganing minimal kengaytmasi bo’lgan maydondir. U holda

algebrik kengaytma hagidagi teoremaga asosan Z butun sonlar halgasining
minimal kengaytmasi bo’lgan maydon mavjud. Bu maydon ratsional sonlar

maydoni deb yuritiladi.
Takrorlash uchun savellar
1. Halganing kengaytmasi deb nimaga aytiladi.
2. Maydon ta’rifini ayting.
3. Ratsional sonlar maydonini quring.

Mashqglar

1. Berilgan (P;+,-0) maydonning har ganday a,b,a',b'e PAb=0,b'#0

elementlari uchun quyidagilarni isbotlang:
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a a ab+ba
1) —+—= ;
b b bb'
2) g_gzab—ba;
b b bb'

g 2.2_2a
b b bb'
a
4) a'¢0:>£,:ﬂ;
a b-a
bl
5) 2_2 o ap=ab.
b b

2. Ratsional sonlar juftliklaridan iborat bo’lgan P to’plamda qo’shish va
ko’paytirish amallari quyidagicha aniglangan:
(a,b)ye®(@',b")=(a+a',b+b");
(a,b)®(a',b") = (aa'+2bb',ab'+a'b).
(P;®,®) maydon tashkil etishini isbotlang.

3. Kompleks sonlar maydoni ustida qurilgan ikkinchi tartibli kvadrat
matrisalar to’plami matrisalarni qo’shish va ko’paytirish amallariga nisbatan
kommutativ bo’lmagan, nolning bo’luvchilariga ega halga tashkil etishini
isbotlang.

4. Agar ¢ son x®=2 tenglamaning ixtiyoriy kompleks ildizi va
Q(e)={a, +a,6+a,e’|a,,a,,a, €Q} bo’lsa, u holda kompleks sonlarni
qo’shish va ko’paytirish amallariga nisbatan Q(&) to’plam maydon tashkil etishini

isbotlang.

IVV.9-§. Ratsional sonlarning aksiomatik nazariyasi

Boshlang’ich tushunchalar

1. Q - ratsional sonlar maydoni.
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2. @,- mos ravishda ratsional sonlar maydonidagi qo’shish va ko’paytirish
amallari.

3. +, - amallari mos ravishda Z- butun sonlar halgasidagi qo’shish va
ko’paytirish amallari.

Aksiomalar:

1. Va,b e Q uchun 3 C €Q bo’lib, a®b =c bo’ladi.

2. Va,b,ceQ uchun (a®@b)®c=a®(b®c) yani, Q da + amali

assosiativ.

3. Va,b e Q uchun a®@b =b®a qo’shish amali kommutativ.
0eQvaVaeQ uchun 0®@a=a.

Va e Q uchun Shunday Ja'eQ bo’lib a® a'=0.
Va,beQ uchun IFpeQ bo’lib a®Ob=p.

Va,b,ceQ uchun a®©bOc)=(aOhb)Oc.

Va,beQ uchun a®b=b0Oa.

Va,b,ceQ uchun aO((b®c)=aObdabc.

© © N o g B

10. Va,b e Q uchunesa a=#0 bo’lsa 3xeQ aOx=h.

11. (Z+,) - butun sonlar halgasi.

12. Z Q.

13. Va,be Z uchun a®©b=a-b.

14. Va,be Z uchun a®b=a+Db.

15. Minimallik aksiomasi. Ixtiyoriy M to’plam uchun

1. M cQ;

2. ZcM;

3. Va,b, b=0 uchun agar bx=a ekanligidan xeM shartlar bajarilsa, u
holda M =Q .

Ratsional sonlarning xossalari

Yozuvni ixchamlashtirish magsadida, tushunmovchilik yuzaga kelmaydigan
hollarda @, © simvollari o’rniga mos ravishda +, - simvollarini ishlatamiz.
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10-aksiomaga asosan Va,beQ a=0 ratsional sonlar uchun ax=Db
tenglama echimga ega. Xususan a=b bo’lgan holda VaeQ, a=0 uchun

a-Xx=x-a<a. U holda, ta’rifga ko’ra x ko’paytirishga nisbatan neytral element
bo’ladi deb belgilaymiz. Demak 10-aksiomaga nisbatan x ratsional sondir.

IV.9.1-teorema. Q fo plamda - amaliga nisbatan neytral element Yagona.

Isbot. Faraz qilaylik ikkita neytral element mavjud bo’lsin, ya’ni

VaeQ a=#0 uchun ax;, =x,-a=a va ax, = X,a=a bo’lsin. U holda xususan,
birinchi tenglikdagi a ni x, bilan, ikkinchi tenglikdagi a ni x, bilan almashtirsak
Xp - X =X "X =X, VA XX, =X,% =X, tengliklar hosil bo’ladi. U holda
X =X Xy =X, 0 X = Xy,

Bundan keyin x; = x, ni e orgali belgilaymiz.

IV.9.2-teorema. YaeQ uchun a-0=0.

Isboti ravshan.

Xususan, e-0=0-e=0.

10-aksiomaga asosan Va=0, a<Q uchun ay=e tenglama echimga ega.
YA’ni, a-y=y-a=e tenglikni ganoatlantiradigan ratsional son mavjud. x ni a
ga teskari ratsional son deb ataymiz.

IV.9.3-teorema. VaeQ, a=0 ratsional son uchun Yagona teskari ratsional
Son mavjud.

Isbot. Faraz qilaylik, ay,=ya=e va ay,=Yy,a=e bo’lsin. U holda

Vi=Yi-e=y-@,)=(y-a) Yy, =€y, =Y,.
Kelgusida a = 0 ratsional songa teskari sonni a™ yoki i orqgali belgilaymiz.

IV.9.4-teorema. Va=0, acQ va VbeQ elementlar uchun ax=b

tenglama Yagona echimga ega.

Isbot. Va,beQ a=#0 ratsional sonlar uchun ax=b tenglama echimi

mavjudligi 10-aksiomada kafolatlangan. Echim Yagonalagini isbotlaymiz.

ax, =b, ax, =b bo’lsin, u holda ax, —ax, =0=> (a(x, —X,) =0) A (a = 0) =>
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. _ a ..
Va,beQ,b=0 ratsional sonlar uchun a-b™ sonni o ko’rinishda

belgilaymiz hamda uni ava b ratsional sonlarning nisbati deymiz.
IV.9.5-teorema. Har bir ratsional son ikkita butun son nisbatiga teng. YA 'ni

YaeQ uchun 3m,neZ, n=0 bo’lib, a=—.
n

Agar dl,keZ, k=0 bo’lib, a=|E bo’lsa, m-k=k-n.

Isbot. Ikkita butun son nisbati ko’rinishida ifodalash mumkin bo’lgan barcha

belgilaymiz. VYzeZ uchun

ratsional sonlar to’plamini M  orqali

z:z-1=z.1-1=§e|v| . Demak, M Q.

m.(E)‘lzm-l:—m'leM.UhoIdaM:Q.

n | n k -k

Endi m:E bo’lsin, u holda m-n:K-n:>m:Q:>mI=@oI=>
n | n I I

=>ml = kn.

v e Q uchun m-ne N bo’lsa, bu ratsional son musbat deyiladi. Barcha

mushbat ratsional sonlar to’plamini Q™ orqgali belgilab olamiz.

Va,beQ uchun a-beQ" bo’lsa, a>b deymiz. Bu munosabat Q da

gat’iy chizigli tartib munosabat deyiladi.
Hagigatdan ham, Va € Q uchun a—a=0¢ Q" demak, |(a>a).

Va,beQ wuchun a-beQ" bo’lsa, shundan m,nk,leZ topilib,
a—%,b:$ aa- :%bo’lib,(m-I—n-k)-nIeN.UhoIda

n-k—mI’ (nk—ml)-nl ¢ N. YA’ni, > munosabat antisimmetrik
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munosabatdir. > munosabat tranzitiv bo’lishi ham bevosita tekshiriladi.

_ml-n-k mk —ml

a-b uchun (ml—n-k)-nle N bo’lsa, b—a= I uchun
n-

(n-k—mhnl=—(ml-n-k)-n-1 ¢ N.

Demak a=b bo’lsa a-beQ" yoki b—aeQ”. YA’ni, a>b yoki b>a
bo’ladi.

Bu tartib munosabat Q ratsional sonlar maydonini arximedcha tartiblaydi va
butun sonlar halgasidagi tartib munosabatning davomi bo’ladi.

Shunday qilib quyidagi teorema o’rinli.

IV.9.6-teorema. (Q;+,-0,1;>) algebraik sistema gat iy chizigli, arximedcha
tartiblangan maydon bo’lib, > tartib munosabat butun sonlar halgasidagi tartib
munosabatini davom ettiradigan tartib munosabatdir.

IV.9.7-ta’rif. (a>b)<=>(a>b)v(a=Db);

agar a>b bo’lsa b <a deymiz;

(b<a)<=>((b<a)v(=a).

> < tartib munosabatlar Q da nogat iy tartib munosabatdir.

Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasining zidsizligi

IVV.9.8-teorema. Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasi zidsiz aksiomatik
nazariyadir.

Yugorida butun sonlar halgasining minimal kengaytmasi bo’lgan maydon
qurish usulini ko’rib chiqgan edik. Xosil bo’lgan maydonda ratsional sonlar
aksiomatik nazariyasining barcha aksiomalari o’rinli bo’ladi. YA’ni, maydon

ratsional sonlar aksiomatik nazariyasining modeli bo’ladi.

Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasining qat’iyligi
IVV.9.9-teorema. Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasi gat’iy aksiomatik
nazariyadir.

Isbot. (Q,;+,-)(Q;®, ©) maydonlar ratsional sonlar aksiomatik nazariyasi
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uchun ikkita turli modellar bo’lsin.

Faraz gilaylik,Z,,Z, lar butun sonlar aksiomatik nazariyasining ikkita har xil

modellari bo’lib, Z, cQ va Z, cQ, bo’lsin. ¢:Z;, - Z, izomorfizm bo’lsin.
VreQ, uchun dp,qeZ,q=0,r= P po'lsa d(r) = CD(E) = % akslantirish
q qa ¢

(Q,;+,-) ni (Q,;+,-) gaizomorf akslantiradi.
1) F — biektiv akslantirish bo’lishi ¢ ning biektiv akslantirish bo’lishidan
bevosita kelib chigadi.

2) Vr,r, € Q uchunim,n,l,k e Z, n=0, rl:m, r, :IE bo’lsin.
n

mk+nl) p(mk+nl) _ p(mk)+¢p(n-1) _
¢(nk) p(n)g(k)

~ o) +<D(ﬁ).

U holda cp(— —) @(

_oMo(k) +one() _ (M) ()
p(Mo(k) p(n)  o(k)

d(r, -r,) = D(ry) - D(r,) bo’lishi ham Yugqoridagidek isbot gilinadi.
Takrorlash uchun savollar

1. Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasining boshlang’ich tushunchalarini
ayting.

2. Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasining aksiomalarini sharhlang.

3. Ratsional sonlar to’plamining asosiy xossalarini bayon giling.

4. Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasiningzidsizligini isbotlang.

5

. Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasiningqat’iyligini isbotlang.
Mashqglar

1.Ratsional sonlar maydonida x* =2 tenglama

2.Har ganday «a €Q son uchun Yagona a<Z son mavjudki, a<a<a+1
ekanligini isbotlang.
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3.Quyidagilarni isbotlang:

1) ratsional sonlar maydonida «>»-tartib munosabati quyidagi shartlar orgali
aniglanadi:

Va,beQ uchun a>b=a=#b;

Va,b,ceQ uchuna>bAab>c=a>c;

Va,b,ceQ uchun a>b=a+c>b+gc;

Va,beQ uchun azb=a>bvb>a;

1>0.
2) Yugqorida keltirilgan shartlarning hech biri qolganlari orgali ifodalanmaydi.

IVV.10-§. Haqiqiy sonlar maydoni.

I1V.10.1-ta’rif. Har ganday fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi
boladigan tartiblangan maydon to ’lig maydon deyiladi.

I1V.10.2-ta’rif. Arximedchasiga tartiblangan zo 'lig maydon haqiqiy sonlar
maydoni deyiladi.

Haqiqiy sonlar maydonini ratsional sonlar maydonidan foydalanib qurish
sxemasini beramiz. Q- ratsional sonlar maydoni, N-natural sonlar sistemasi
bo’lsin. QM to’plam hadlari ratsional sonlardan iborat bo’lgan {a,}%,
ko’rinishdagi barcha ketma-ketliklardan hosil gilingan to’plamdir.

QN to’plamdagi Vi{a, )=, (b, 37, elementlar uchun
Via i1 @b,z = {a, + b, )7,

{a, 3721 @b, 3, = {a, b=
Hayii=: = {—a, 1=

{1} ={e 37, Vk € Nuchun e, =1 tenglik orgali mos ravishda ketma-

ketliklarni qo’shish, ko’paytirish, garma-garshisini olish, birlik elementini ajratish

amallari aniglanadi.
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R orgali Q" to’plamdagi barcha fundamental ketma-ketliklar to’plamini
belgilaymiz. Q —maydonda norma sifatida sonning absolyut giymati olinadi.
(R,®,®,0,1)-algebra kommutativ halga bo’lishi bevosita tekshiriladi. R
to’plamdan @, 3B = @ -b, 3>0 ekvivalentlik munosabati orgali

P/N faktor-to’plam hosil gilamiz.

Bu to’plamni R, orqali belgilaymiz. Vh 3_1’_& 3_1_6 Ry elementlari
uchun k"?llj—k‘al_: k+bn 31_ H?il_k\ 31_: an 31-
-k 3, =HKa 2, 1= orqali +, -, -, birlik elementni ajratish
amallarini aniglaymiz. @ ;+,,—,1 algebra maydon bo’ladi (ishot giling).

] R
Agar H L1 1 k\ nt1 S Ri elementlar uchun Shunday Mo € N va Shunday

musbat ¢ ratsional son topilib, barcha k>n,,keN natural sonlar uchun
& —be>& shart bajarilsa {b.},<{a},. Agar {b}. <{a}, bo’lsa,

k2 <K= - . .
okl _ at1. deb hisoblaymiz. < munosabat R;da tartib munosabat bo’lib,

(R;;+,,—1;<) algebraik sistema arximedcha tartiblangan to’liq maydon bo’ladi.

Takrorlash uchun savellar

Fundamental ketma-ketlik ta’rifini ayting.
Y Aqginlashuvchi ketma-ketlik nima?
Maydon ta’rifini ayting.

To’lig maydon deb nimaga aytiladi.

o & W e

Haqgiqiy sonlar maydonini quring.

Mashqlar

1. Haqiqiy sonlar juftliklaridan iborat bo’lgan P to’plamda qo’shish va

ko’paytirish amallari quyidagicha aniglangan:
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(a,b)® (a',b')=(a+a',b+Db");
(a,b)® (a',b') = (aa'-bb',ab'+a'b).
(P;®,®) maydon tashkil etishini isbotlang.

2. Dedekind usulida haqiqiy sonlar maydonini quring.
3. Haqgiqiy sonlar maydonida tartib munosabatini aniglang.
4. Har ganday hagiqgiy son ratsional sonlar ketma-ketligining limiti ekanligini

isbotlang.
5. Har ganday fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlik

bo’lishini isbotlang.
6. YAginlashuvchi bo’lmagan fundamental ketma-ketlikka misol keltiring.

IVV.11-§. Haqiqiy sonlar aksiomatik nazariyasi.

Asosiy tushunchalar, belgilashlar

R —haqiqiy sonlar to’plami.
+,- —R to’plamdagi binar algebraik amallar.

0,1 - R to’plamdagi ajratilgan elementlar.
< - R dagi binar munosabat.

Haqiqgiy sonlar nazariyasining aksiomalari:

1. Va,feR uchun 3 yeR a+ =y, ya’ni R da qo’shish amali bir
giymatli aniglangan.

2. Va,B,7y€R uchun €+ B 7 =a+ € +y -qo’shish amali assosiativ.

3. Va,B eR uchun a+ =+ «a- qo’shish amali kommutativ.

4. 0e R, Va € R uchun a +0=0- nolni aniglash.

5. Va e R uchun 3’ € R bo’lib,  + &' = 0 bo’ladi, ya’ni ixtiyoriy haqigiy

son uchun unga garama-qarshi bo’lgan haqgiqiy son mavjud.
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6. Va,feR uchun FyeR «a-f =y ko’paytirish amalini bir giymatli
aniqlash.

7. Va,B,7eR uchun € -p-y=a-€-y ko’paytirish amalining
assosativligi.

8. Va,f e R uchun «- f = f-«-ko’paytirish amali kommutativ.

9. Va,B,y€R uchun a-@+y =a-B+a-y- ko’paytirish amalining
qo’shish amaliga nisbatan distributivligi.

10. 1€ R A 10 hagiqgiy sonlar maydonida kamida ikkita har xil

element mavjud.

11. @ € R uchun « -1= «a-birning xossasi.

12. aeR Aa#0 uchun da’'eR «a'-a=1 noldan fargli har ganday
xagiqy songa teskari bo’lgan hagigiy son mavjud.

13. Vea,peR uchun  a#pf=a<pfvpf<a— <- munosabatning
chiziqliligi.

14. Vo e R uchun € <a = < ning antirefleksivligi.

15. Va,B,yeR uchun €&<pB A€ <y = a<y-< munosabatning

tranzativligi.

16. Va,B,y€eR uchun a<pf=a+y<pf+y —<- munosabatning
qo’shish amaliga nisbatan monotonligi.

17. Va,B,yeR uchun a<pBAQO<y Dbo’lsa, a-y<p-y -—<-
munosabatning ko’paytirish amaliga nisbatan monotonligi .

18. Va,f,y € R, 0<a AQ<y uchun 3n e N bo’lib, a < nb.

19. Elementlari hagigiy sonlardan iborat bo’lgan har ganday &, 73,

fundamental ketma-ketlik R da yaginlashuvchi ketma-ketlik bo’ladi. YA’ni,

JaeR bo’lib, lima, =a.

N—o0
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Haqiqiy sonlar aksiomatik nazariyasining zidsizligi.

Ratsional sonlar maydoni orgali haqiqiy sonlar maydonini qurish sxemasini
oldingi paragraflarda ko’rib chiggan edik. Natijada hosil gilingan (R;;+,-—1;<)
algebraik sistema haqiqiy sonlar nazariyasi uchun model vazifasini bajaradi.

Demak, hagigiy sonlar aksiomatik nazariyasi zidsiz aksiomatik nazariyadir.

Haqiqgiy sonlarning xossalari.

Har ganday haqigiy sonlar sistemasi ratsional sonlar maydoniga izomorf
bo’lgan maydonostiga ega ekanligi ma’lum. Bu maydonostida ratsional sonlar
maydonining barcha aksiomalari bajariladi. Demak, haqigiy sonlar maydonini
ratsional sonlar maydonining har ganday fundamental ketma-ketligi limitga ega
bo’ladigan kengaytmasi sifatida garashimiz mumkin.

IV.11.1-teorema. Har ganday haqiqiy son hadlari ratsional sonlardan iborat

ketma-ketlik limitidan iboratdir.
Isbot. WreR uchun # 73,,¥neN uchun r, =r stasionar ketma-ketlikni

mos go’yamiz. U holda, hadlari ratsional sonlardan iborat Shunday &}, ketma-
ketlik ~ mavjud  bo’lib, lim o, —r, 3.=0 bo’ladi. Demak,
r!'_r)rlodn ?ler!i_r)rlo'% ?ler'

IV.11.2-teorema. VaeR,YneN wuchun agar o >0 bo’lsa, Shunday
£>0, B R hagigiy son mavjud bo 'lib, B" = o bo’ladi.

Isbot. « -hagiqgiy son uchun hadlari hagigiy sonlardan iborat bo’lgan Shunday

d, 3, fundamental ketma-ketlik mavjud. lim f‘a 3, u holda lim o, %/

bo’lsa, 8" = « bo’ladi.

IV.11.3-teorema. Hagiqiy sonlar maydonini faqgat bitta usulda gat iy chizigli
tartiblash mumkin.

Matematik analiz kursida isbotlangan quyidagi teoremani

keltiramiz:
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IV.11.4-teorema. (kesim haqgidagi teorema). Hagiqly sonlar to’plami
quyidagi shartlarni ganoatlantiradigan ikkita A va B ekvivalentlik sinflariga
ajralgan bo Isin:

1. A=0AB=;

2. AUB=R,;

3. AnB=0;

4YaeA va VBeB uchun a< . U holda yoki A sinfida eng katta

element » mavjud yoki V sinfida eng kichik element mavjud.

Haqiqiy aksiomatik nazariyasining qat’iyligi

IVV.11.5-teorema. Hagiqiy sonlar aksiomatik nazariyasi gat iy nazariyadir.

Isbot. @+-0,> Q®®,0,> haqgigiy sonlar aksiomatik nazariyasi uchun
ikkita model bo’lsin. Q va Qq lar mos ravishda bu sistemalardagi ratsional sonlar
maydoni bo’lsin.  Ratsional sonlar aksiomatik nazariyasi qat’iy aksiomatik
nazariya bo’lgani uchun Q=qQ,.

¢ :Q — Q,akslantirish ular orasidagi izomorfizm bo’lsin. U holda, agar
&, 1, ketma-ketlik Q da fundamental ketma-ketlik bo’lsa, uning obrazi bo’lgan

K, f;_l ketma-ketlik ham fundamental ketma-ketlik bo’lib, uning limiti mavjud.

&, 3,ning limitiga K, 73, ning limitini mos qo’ygan R va R; modellar orasida
izomorfizm o’rnatgan bo’lamiz. Bu akslantirish hagigatdan biektiv akslantirish

bo’lib, hamma amallarni va < munosabatni saqlaydi (tekshirib ko’ring).
Takrorlash uchun savoellar
Haqgiqiy sonlar aksiomatik nazariyasining asosiy tushunchalarini ayting.

Hagigiy sonlar aksiomatik nazariyasining aksiomalarini bayon giling.

Hagigiy sonlarning xossalarini ayting.

A W o

Hagigiy sonlar aksiomatik nazariyasining xossalarini bayon giling.
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Mashqlar

1.Har ganday «,f,r,qAa>0,4>0 haqgiqgiy sonlar uchun quyidagilarni
isbotlang:
1) a" >0;
2) a" -at =a"",
3) (") =a™;
4) (@p) =a' - p'.
2.1Kki, to’rt, sakkiz, to’qqiz elementli maydonga misollar keltiring.
3.Ixtiyoriy r tub son uchun elementlari soni r ga teng maydon mavjudligini
isbotlang.
4. r tub va n natural son uchun elementlari soni p"ga teng bo’lgan maydon
mavjudligini isbotlang.

5. & BeR,a>0,>0sonlarva reQ,r>0 sonuchun a>pg < a’ > .

Isbotlang.

.4€R a>1Ar,qeQ sonlar r>q< ' >a" bo’lishini ishotlang.
7_a,b,c,deR/\a>O,b>0,neN sonlar uchun O<c<a"<d wva

O<c<b" <d bo’lsa, u holda quyidagilarni isbotlang:

n-1

1) a" —b" <(a—bynd " :

a"-b"
n-1 '

nc"

2) a—-b<

IV.12-§. Cistematik sonlar

Butun sistematik sonlar
Birdan katta g natural sonlar uchun 0,1,2,3,4,....,0-1 natural sonlarni g asosli
sanoq sistemasining ragamlari deb ataymiz. Agar a  natural son va

ay,8,,8,,..,8, € 41,23,..,0-1 ragamlar uchun
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a=a,0" +a,g"" +....+a,,9 +a, tenglik o’rinli bo’lsa, a natural son g asosli

sanog sistemasida yozilgan deymiz va a = @,, al,...,am; ko’rinishda belgilaymiz.

Masalan, a= €21, =3-10°+2-10+1 - 10 asosli sanoq sistemada
yozilgan. b= €011, =1-2°+0-2*+1-2+1=8+2+1= (1, son 2 lik sanoq
sistemasida yozilgan.

IV.12.1-teorema. Agar 0,1,2,34,...,0-1 butun sonlar g asosli sanoq

sistemasining ragamlari bo’lsa, har ganday natural son
a=a,0" +a,g" " +...4+a,,0 +a, ko rinishda bir giymatli ifodalanadi.

Isbot. Matematik induksiya bilan isbotlaymiz.

Agar a<g bo’lsa, a g asosli sanoq sistemasining ragami bo’lib, bu ifoda bir
giymatli aniglanadi. Faraz gilaylik, barcha a dan kichik sonlar uchun teorema
o’rinli bo’lsin, u holda qoldigli bo’lish hagidagi teoremaga asosan Shunday
Yagona bir juft b va r manfiymas butun sonlar mavjud bo’lib,
a=g-b+r, 0<r<g shart bajariladi. Induksiya faraziga ko’ra, Shunday
a,,a,,....a, , ragamlar topilib, b=a,9™ " +a,9™* +....+a,_,g +a,, bo’ladi. U
holda a=ag"+ag™ +...+a_ ,9+a, +r,r<g bo’lgani uchun r ragam.
Demak, r ni a, orqgali belgilasak, a=a,g™ +a,g™" +...+4a,,9 +a, .Bu ifoda
bir qgiymatli aniglanganligi induksiya farazi va qoldigli bo’lish hagidagi
teoremadan kelib chigadi.

Agar 211 ketma-ketlik haqigiy sonlar maydoni elementlari bo’lsa,
S, = Zn:ax orqali a,+a, +..+a, yig'indi belgilanadi. 2ax ifoda esa qator

x=0 x=

deyiladi. Agar &, 11 ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lib, limS, =« bo’lsa,

n—oo

soni gatorning yig 'indisi deyiladi va Z a, =« deb yoziladi.
x=0

IV.12.2-teorema. Agar g birdan katta butun son bo Isa,
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IV.12.3-teorema. Agar g-birdan katta butun son bo’lib, hadlari butun
sondan iborat bo’lgan & 7§, ketma-ketlik uchun O<a, shart bajarilsa,

qo yidagi tasdiglar o rinli:

[ee]

1. > a,g™" gator yaginlashuvchi qator bo ‘ladi.

x=0

2. Agar a Yugorida aytilgan qatorning yig ‘indisi bo’lsa, a, <0< a, +1.

3. a=ay,+1 bo’lishi uchun a,=g9g-1 n=0.123....tenglik o rinli
bolishi zarur va etarli.
Isbot.
iang’”:ao+i+ bt <a0+g—_1+g_21+...+g:]1+.. =
x=0 g 9 g g g 9
9-1
=a, + glza0+1.
1- =
9

Demak, Zang‘” gator yaginlashuvchi gatordir. Agar « bu gator yig’indisi
x=0

bo’lsa, a, < a < a, +1 bo’lishi ayon.

IV.12.4-teorema. Agar g birdan katta butun son bo’lsa, har gqanday «
musbat haqiqgiy son « = g”iaX -9~ ko rinishda Yagona usulda ifoda gilinadi.
x=0

Isbot. Oldin isbot gilingan teoremaga asosan

a, <> a9’ <a,+1.
x=0

Faraz gilaylik o = g”iaxg‘X bo’lsin. U holda g" < a < g"**. Agar o
x=0
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haqiqiy son berilgan bo’lsa bu tengsizlik orgali n bir giymatli aniglanadi, demak

a, ham bir giymatli aniglangan.

Agar g"(g "o - iaxg‘x) = iaxg‘X+m tenglik to’g’riligini e’tiborga olsak
x=0 X=m

m-1
a,<g"(g"a-Y ag)<a,+1

x=0

kelib chigadi. Bundan esa a,,...,a,, aniglangan deb faraz qilsak a, ham bir
giymatli aniglanishi kelib chigadi. Faraz gilaylik n,a,,a,,... Ssonlar aniglangan

bo’lIsin. U holda
m-1
a,g""<(¢-9g">ag)<a,+1.
x=0

Demak,

IV.12.5-natija. Agar o —manfiy son bo’lsa, a = —g”iaxg‘x ,agar « =0
x=0

bo’lsa, n=0vaa,=a =a,=...=0.
Agar a=#0,n va a, lar butun sonlardan iborat bo’lib, a,>0 va
vxe{0,1,2,...} uchun 0<a <g-1. Undan tashgari, Shunday n, natural son

topilib, har ganday x> n, uchun a, =g —1 bo’ladi.
Takrorlash uchun savellar

1. g asosli sistematik son deb nimaga aytiladi?
2. g asosli sistematik sonni ifodalashda ganday ragamlar gatnashadi?
3. Har ganday natural son g asosli sistematik son sifatida bir giymatli

ifodalanishini isbotlang.
4. Qatorning yig’indisi deb nimaga aytiladi?
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Mashqlar

1.Yettilik sanoq sistemasida qo’shish va ko’paytirish amallarining jadvalini
tuzing.

2. 5378 sonni 6 asosli sanoq sistemasida yozing.

3.a natural sonni n asosdan m va k asosga o’tkazing:

3.1.a=124352 ; n=6; m=7; k=12.

3.2a=675438; n=9; m=5; k=11.

3.3.a=8709546; n=11; m=3; k=13.

34.a=6738(10)4; n=12; m=2; k=14.

1VV.13-§. p-adik sonlar sistemasi

p-adik sonlar maydoni
Ixtiyoriy birdan katta natural n son uchun barcha birdan chigarilgan n—
darajali kompleks ildizlar to’plami multiplikativ gruppa bo’lishi algebra kursidan

ma’lum. Agar birorta tub son r uchun birdan chigarilgan p" darajali ildizlar

to’plami, yaratuvchi elementi an:cosz—f+isin2—7: dan iborat siklik gruppa
P p

bo’ladi. Biz siklik gruppani <a, > orgali belgilasak U <a, > yig’indi ham
n=

mulstplikativ gruppa bo’lib, bu gruppa p~tipda deyiladi. a, —sonlar sistemasi bu

gruppaning  vyaratuvchi  elementlari  sistemasi  bo’ladi. U  holda

1 2 n
a” =1 a) =1..a) =1 va demak
A 2r . . 27\, 2r-p . . 2w P 2r . . 27
as, =(cos——+isin—)° =cos—— +isin——=cos— +isin—=a,,
p p P P P

ya’ni anp+1 = a, (1)

Bu gruppani G. orgali belgilab olamiz.
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G. gruppaning barcha endomorfizmlari to’plamini topamiz. Agar

p:G.—>G, endomorfimz bo’lsa, bu endomorfizm yaratuvchi elementlar

obrazlari orgali to’liq aniglanadi. Hagigatdan ham, ¢(a*) = ke(a, )(2)
a, -yaratuvchi elementning tartibi p" bo’lganidan ¢(a,) ning tartibi ham

p" —dan oshmasligi kelib chigadi. Lekin tartibi p" dan oshmaydigan elementlar
<a, > ga tegishli, u holda, Shunday k, butun son mavjud bo’lib
p(a)=a", n=12.,0<k, <p" (3)

@—endomorfizm bo’lgani uchun (1) tenglikdan ¢(a, ;)" =@(a, )(4)
kelib chigadi. U holda (a;)? =a'* =a*. Bundan esa (k,,; —k,):p" kelib
chigadi.  YA’ni k.., =k, mod(p") (5).

Shunday qilib, har bir endomorfizm wuchun (3) va (5) shartni
ganoatlantiruvchi manfiy bo’lmagan (ky, K, ...,k,,...) (6)
ketma-ketlikni mos qo’yish mumkin. Bu moslik biektiv moslikdir (isbot qgilib
ko’ring).

(3) va (5) shartlarni ganoatlantiruvchi bunday ketma-ketliklar to’plami
ketma-ketliklarni mos elementlarini hadma-had qo’shish va hadma-had
ko’paytirish amallariga nisbatan xalga hosil giladi.

Hagigatdan ham, shu toifadagi ikkita (k,k,,....k,,...) (m,...,m,,...) ketma-
ketliklar berilgan bo’lsin. (k, + m, k, +m,,....k, +m_,...) ketma-ketlik ham (3) va
(5) shartlarni ganoatlantirishini ko’rsatamiz.

0=k, +m, <p“*™: k =k (modp") va m_,=m (modp"), u holda,
K,y+m. =k, +m (mod p").

Shunga  o’xshash  (k,-m k,-m,,...k, -m_,...)  Ketma-ketlik  uchun
Koy M., =k,-m (mod p") o’rinli.

(1, 1, ...) ketma-ketlik xalganing birlik elementi, (0, O, ...) ketma-ketlik esa
xalganing noli bo’ladi. Bu xalga assosiativ, kommutativ, birlik elementga ega,

nolning bo’luvchilari yo’q bo’lgan xalgadir.
134



p-adik sonlarni o’zimizga qulay bo’lgan boshga ko’rinishda yozib olishimiz

mumkin.

Agar a, =kj,a, :k'”i)—;k”, n=12,..(8)
deb olsak, barcha a, lar p— modul bo’yicha musbat chegirmalardan iborat, ya’ni

0<a,<p,n=01..(9)
(8) ga asosan
k,=a,+a,p+a,p’+..+a,,p",n=12,...(9)

U holda ixtiyoriy « p-adik songa (8), (9) shartlarni ganoatlantiradigan
a,+a,p+a,p’+..+a,p” +... cheksiz gatorni mos qo’yishimiz mumkin. Bu
moslik biektiv moslik bo’lib, bunday qatorlar ustida + va - amallari quyidagicha
aniglanishi mumkin.

Agar B=b, +bp+bp*+.+8p" +.. bo’lsa, u holda
a+pB=c,+cp+c,p’+..+C p" +... bo’lsa,

Co =8y +by — Y,

c,=a,+b,+9,,—-pg,, n=12,...

a-f=d,+d,p+d,p*+...+d p" +...
do =aghy — psy, d,= > ab +s,,—ps,n=12,..

KeTmn
p-adik sonlarning bunday ifodalanishida a-f=0=a=0v =0 Kkelib
chigadi.

Ya’ni p-adik sonlar xalgasida nolning bo’luvchilari yo’q. Demak, p-adik
sonlar xalgasi butunlik sohasi bo’lib, uning nisbatlar maydonini tuzish mumkin.
Bu maydon p-adik sonlar maydoni deyiladi.

Bu maydonni qurish sxemasini keltiramiz
ap‘+a,p“+..+ap"+..,kezZ a,eZp. (10)
ko’rinishdagi barcha gatorlarni garaylik, bu gatorda chekli sondagi manfiy darajali

ildizlar bo’lishi mumkin. Agar (10) dagi hamma koeffisientlar nolga teng bo’lsa,
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bu elementni maydonning noli deb hisoblaymiz aks holda a, #0 deb
hisoblaymiz.

(10) ko’rinishdagi gatorlar ustida Yuqoridagidek + , - amallarini aniglaymiz.
Natijada hosil bo’lgan gatorlar to’plami + , - amallariga nisbatan maydon hosil
giladi. Bu maydon p-adik sonlar maydoni deyiladi.

ap“+a,p“+..+ap"+.. elementga b, p*+b,  p*+..+bp"
element teskari bo’lsa

ab, —p-s =1,

ab_y g +a b+ = PS_y, =0,

ab +a b +..+a ,b +s  —ps, =0

k+1 n+2k -k n

tengliklardan topiladi. r tub son bo’lgani uchun bu tenglamalar echimga ega.
k >0 bo’lgan (10) ko’rinishdagi gatorlar to’plami p-adik sonlar maydonining

p-adik sonlar xalgasiga izomorf bo’Igan xalgaosti bo’ladi.

Takrorlash uchun savollar

Gruppaning yaratuvchi elementi deb nimaga aytiladi?
Siklik gruppa ta’rifini ayting.

p” tipdagi gruppa ganday gruppa?

p” tipdagi gruppaning yaratuvchi elementlarini ko’rsating.
p” tipdagi gruppaning endomorfizmi ganday aniglanadi?

p-adik sonlar ganday hosil gilinadi?

N o o B~ W D PE

p-adik sonlar maydonini qurish sxemasini bayon eting.

Mashqlar
1.Birdan chigarilgan barcha kompleks ildizlar to’plami gruppa tashkil etishini
isbotlang.
2.Amallarni bajaring:
2.1.((3516 - 146 - 1153¢: 315 - 1506) : 205¢ ) : 25¢ ;
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2.2.((215 + 5323) - 163 - (110315 - 5275) : 32) : 147755 ;
2.3.(3333, +2222,)- 12, - (231020, +3333333,): 23,;
2.4.3215, - 24, - 11461 : 25; + 1532; - 115044, ;
251201115 : 1025 + (2015 125 - 112205) - 201105
2.6.2320115 : 1045 + 12345 - 3225 - 122334s :
2.6.11111101, : 10111, + 1100101, - 1011, - 1010101, ;
2.7.11410435 : 235 + 234115 - 325 - 342315 ;
2.8.51(10)3406y; : 5481, + 98(10)121; - 1232;; - 234219y, ;

IVV.14-§. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasi

Boshlang’ich terminlar
1. Q,R,Q, — mos ravishda ratsional, haqiqgiy, p-adik sonlar to’plami.
2.+ va - binar algebraik amallar.

3. > binar munosabat.

4. 0,e p*e—Q ning elementlari, p—tub son.

5. v,6 mos ravishda Q va Q, to’plamlarni R ga akslantirishlar.

Aksiomalar

1. (R+,-,0,1) — hagiqiy sonlar sistemasi.

2. (Q,+,-,0,e) — ratsional sonlar maydoni p *e—Q ning tub elementi.

3. (Q,R,v)— normalangan maydon bo’lib, v— p-adik norma, {p" *e} —
ketma-ketlik v norma bo’yicha nol ketma-ketlikdir.

4. (Q,,+,-)— maydon.

5. (Q,,R,0)— normalangan maydon.

6. Q, maydon Q ning kengaytmasi.

7. 6 norma v normaning davomi, ya’ni Va e Q uchun v(a) =6(a).

8. Q ning v norma bo’yicha fundamental bo’lgan har ganday ketma-ketligi
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& norma bo’yicha Q, ning elementiga yaginlashadi.

9. Minimallik aksiomasi.

Agar M cQ, bo’lib, v norma bo’yicha Q da fundamental bo’lgan har
ganday ketma-ketlik & norma bo’yicha Q, ning elementiga yaqinlashsa, u holda
M =Q,bo’ladi.

IV.14.1-teorema. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasi zidsiz aksiomatik
nazariyadir.

Isboti. Oldingi paragrafda p-adik sonlar maydonini qurish sxemasi
ko’rsatildi. Demak, p-adik sonlar aksiomatik nazariyasi zidsiz nazariya ekan.

IV.14.2-teorema. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasi qat’iy aksiomatik

nazariyadir.
Takrorlash uchun savollar
1. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasining boshlang’ich terminlarini ayting.
2. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasining aksiomalarini ayting.
3. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasining minimallik aksiomasini bayon
4. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasining ganday xossalarini bilasiz?
Mashqglar
1. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasining zidsizligini isbotlang.

2. p-adik sonlar aksiomatik nazariyasining gat’iyligini isbotlang.

3. p-adik sonlarni qo’shish, ko’paytirish amallarini tushuntiring.

138



IVV.15-§. Kompleks sonlar sistemasi

1. Kompleks sonlar maydonini qurish
Hagigiy sonlar maydonining x+1=0 tenglama echimga ega bo’ladigan
minimal kengaytmasi kompleks sonlar maydoni deb tushuniladi.
R hagigiy sonlar maydoni bo’lsin, u holda R?=R-R to’plamda + va-
amallarini quyidagicha aniglaymiz:
V(a,b), (c,d) ¢ R? uchun (a,b)+(c,d) =(a+c,b+d),
(a,b)-(c,d)=(a-c—Db-d, ad +bc)

bu amallarga nisbatan R? to’plam maydon hosil giladi. Bu maydon kompleks
sonlar maydoni.

(1, 0) kompleks sonlar maydonining birlik elementi, (0,1)> = (-1,0). R#(0)
to’plam R-R maydonning maydonostisi bo’lib, R— hagiqiy sonlar maydoniga
izomorfdir. Har ganday (a,b) € R-R uchun (a,b) =a-(1,0)+b(0,1).

Agar (1,0) ni 1 bilan (0,1) ni i bilan belgilasak (a,b)=a-1+bi=a+bi
bo’ladi.

Takrorlash uchun savollar

1. Kompleks son deb nimaga aytiladi?

2. Maydon ta’rifini eslang.

3. Kompleks sonlar maydonini haqgigiy sonlar maydonining kengaytmasi
sifatida quring.

4. Kompleks sonlar maydonida hagiqiy sonlar maydoniga izomorf maydon

mavjudligini isbotlang.

Mashqglar
1. Tenglamani eching:
11.z =5-z.
12. z=-3z —1+2i.
13.27+2=1.

1.4.7°-277-3 =3i.
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2. Quyidagi tengsizliklarni eching va echimlar to’plamini Dekart
koordinatalar tekisligida ifodalang:

21.1z+2|2]|z].

22. |z-1+i|<|z+1].

2.3.|z-5+1|<4.

24. |z+1-i|<|z-2].

3. Hisoblang:

3.1. J5+12i.

3.2. \/5-17i.

3.3. V4 +11i.

3.4. J-22-15i.

4. Ildizlarni hisoblang :

4.1. 8/(‘5:753_

42. UY-1-2i.
1-i
4.3. )
\ - \/§+ i

4.4, zu\/%((ﬁ +1)+ (V3 -1)i) .
45. a5,

1V.16-§. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasi

Boshlang’ich terminlar

1. C — kompleks sonlar to’plami.

2. @, O, C dagi binar algebraik amallar.
3. 0,4ieC.

4. +, - R - dagi algebraik amallar.
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Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining aksiomalari

1. Va,beC wuchun FceC bo’lib a®b=c, ya’ni kompleks sonlar
maydonida @ amali bajariladi.

2. Va,b,ceC uchun a®@(b®c)=(a®hb)®c -kompleks sonlarni qo’shish
amali assosiativ amaldir.

3. Va,beC uchun a®b=b® a — kompleks sonlarni qo’shish kommutativ.

4, 0e€C bo’lib, ihtiyoriy aeC uchun a+0=0 - qo’shishga nisbatan
neytral elementning hossasi.

5. YVaeC uchun Ja'eC bo’lib, a+a'=0, ya’'ni ixtiyoriy kompleks son
uchun garama-garshi kompleks son mavjud.

6. Va,beC uchun Shunday JlceC bo’lib, a®Ob=p, ya’ni kompleks
sonlar to’plamida kompleks sonlarni ko’paytirish amali aniglangan.

7. Vab,ceC uchun aO(bOs)=(a®b)Oc - ko’paytirishning
assosiativligi.

8. Va,b e C uchun a-b=b-a —ko’paytirishning kommutativligi.

9. Va,b,ceC uchun a®O(b®s)=(a®b)+(aOc) — ko’paytirish amalining
@ amaliga nisbatan distributivligi.

10. 1eCAl#0 va VaeC a-1=a ko’paytirish amaliga nisbatan 1 neytral
elementdir.

11. (R +, -, 0,1) — haqiqiy sonlar maydoni.

12. Va,be R uchun a®b=a+b — S dagi qo’shish amali R dagi qo’shish
amalining davomi.

13. Va,beR uchun a Ob=a-b — C dagi ko’paytirish amali R dagi
ko’paytirish amalining davomi.

14.ieCvai®=-1.

15. (minimallik aksiomasi). Agar M < C uchun

1) RcM; 2) ieM; 3) abeM uchun a+beM va a-beM kelib
chigsa, M =C.
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Kompleks sonlarning xossalari

Har doimgidek, tushunmovchilik yuzaga kelmaydigan hollarda C to’plamda
ham qo’shish va ko’paytirish amallarini +, - simvollari orgali belgilaymiz.

IVV.16.1-teorema. Har ganday z kompleks son uchun Fa,be R, z=a+bi
bo’ladi, z uchun bu ifoda Yagona.

Isbot. Minimallik aksiomasidan foydalanamiz. M —a+bi ko’rinishda ifoda
gilinishi mumkin bo’lgan barcha kompleks sonlar to’plami bo’lsin. U holda
I=0+1-1 bo’lgani uchun Rc M.

Vz,,z, € M bo’lsin, u holda Ja,b,c,d eR bo’lib, z, =a+bi, z,=c+di
bo’ladi, u holda z, + z, e M, z,-z, € M bo’lishini ko’rsatish qiyin emas.

Demak, M =C.

z=a+bi=c+di bo’lsin u holda, (a—-c)+(b-d)i=0 yoki
a—-c=0Ab-d=0yokia=cvab=d.

Oliy algebra kursida quyidagi teorema isbot gilingan:

IVV.16.2-teorema. Kompleks sonlar maydonida n- darajali ko phad roppa-
rosa n ta kompleks ildizga ega.

Bu tasdigda n e N, ya’ni kompleks sonlar maydoni algebraik maydondir.

IVV.16.3-teorema. Kompleks sonlar maydonini chizigli tartiblash mumkin

emas.

Ishoti. Kompleks sonlar maydonida i* > 0 bajarilmaydi.

IV.16.4-teorema. Kompleks sonlar maydonining additiv gruppasini gat iy,
chizigli tartiblash mumkin.

Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining zidsizligi

IVV.16.5-teorema. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasi zidsiz nazariyadir.

Isbot. Oldin ko’rganimizdek, kompleks sonlar maydonini qurish mumkin. Bu
maydonda kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining barcha aksiomalari
bajariladi. Demak, kompleks sonlar maydoni kompleks sonlar aksiomatik
nazariyasining modelidir.

Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasi uchun yana bitta model ko’rsatamiz.
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: - : ab
Elementlari hagigiy sonlardan iborat bo’lgan barcha ( b J ko’rinishdagi
-b a
matrisalar to’plamini K orqali belgilaymiz.

K to’plamda matrisalarni qo’shish, matrisaga garama-garshi matrisa topish

va ko’paytirish amallari aniglangan:

ab N c d) (a+c b+d
~ba) (-dc) (-(b+d) a+c)’
ab c d ac—bd, ad-+bc
~ba)l{-dc) \—(ad+bc),ac—bd)’

a b (—a -b
_(—ba _(—(—m—a)

Matrisalarni  qo’shish, ko’paytirish amallari assosiativ, matrisalarni

ko’paytirish amali esa matrisalarni qo’shish amaliga nisbatan distributiv. Undan

tashqari
~ 00 10 ab cd cd ab
0= eK, E= eK, : = :
-00 -01 -ba)l-dc —dc)l{-ba
ab ab s 2 5 LD e e .
Agar # 0 bo’lsa, u holda =a“+b°#0; a“+b° yig’indini A
-b a -b a
L, (& -b
libelgitasak, [ > 2| =|A A |ck
orgali belgilasak, pa) /b a eK .
A A

Shunday qilib, K to’plam +, - amallariga nisbatan maydon hosil giladi. Bu

maydonda P ={aE| Va e R} to’plam hagiqgiy sonlar maydoniga izomorf bo’lgan

maydonostidir.
10 10 ab 10 01
Agar E= : J= bo’lsa, =a +b :
01 -01 -b a 01 -10
) 10 -1 0
Jo=- = :
(O 1) ( 0 —1]
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Hosil bo’lgan maydon kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining yana bitta

modeli bo’ladi.

Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining qat’iyligi

IV.16.6-teorema. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasi gat’iy aksiomatik
nazariyadir.

Isbot. (K +,-,R) (P;®,0,e, R") kompleks sonlar aksiomatik
nazariyasining ikkita modeli,R va R' lar esa haqigiy sonlar aksiomatik
nazariyasining modellari bo’Isin. U holda R ni R' ga akslantiradigan ¢-izomorf
akslantirish mavjud.

Va,beR uchun ¢(a+b)=¢p@)®eb), ¢(@-b)=e(@)0Oeb) bo’lsin. U
holda Va+bieR uchun f(a+bi)=¢(a)® e(b)i tanglik bilan aniglangan
akslantirish R ni P ga izomorf akslantiradi. Hagigatdan ham, ¢ - bietiv
akslantirish bo’lib Va+bi; c+dieK uchun

p€a+bi)+(c+di) =pq€a+c)+(0+d)i =p@@a+c)®ipb+d)=

~

= ©(a) @ p(c) ® @(b) @ p(d) I= €(a) + p(b)i =+ €(c) +(c)i =
= p(a+Dbi) ® p(c + di).
Shunga o’xshash ¢ qa+bi)-(c + di)} p(a+bi) O p(c+di) tenglik o’rinli

bo’lishi ko’rsatiladi.

Takrorlash uchun savellar

1. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining boshlang’ich terminlarini
ayting.

2. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining aksiomalarini izohlang.

3. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasidan kompleks sonlar to’plami
maydon tashkil gilishi kelib chigishini asoslang.

4. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasidan haqiqgiy sonlar maydoni
kompleks sonlar maydonining kengaytmasi bo’lishi kelib chigadimi?

5. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining xossalarini ayting.
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Mashqlar

1. Har ganday z kompleks sonning a,beR sonlar orgali z=a+bi
ko’rinishda Yagona usulda ifodalanishini isbotlang.

2. Kompleks sonlar maydoni algebraik yopiqgligini isbot gilish sxemasini
keltiring.

3. Kompleks sonlar maydonini chizigli tartiblash mumkin emasligini
isbotlang.

4. Kompleks sonlar maydonining additiv gruppasini qat’iy chizigli tartiblash
mumkinligini isbotlang.

5. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining zidsizligini isbotlang.

6. Kompleks sonlar aksiomatik nazariyasining qat’iyligini isbotlang.

IVV.17-§. Chekli rangli algebralar

IV.17.1-ta’rif. F maydon ustida berilgan V vektor fazo uchun quyidagi
shartlar bajarilsin:

1. V da vektorlarni ko paytirish amali aniglangan, ya'ni Va,b eV uchun
a-beVv.

2. Va,b,c eV elementlar uchun a-(b+c)=a-b+a-ca(b+c)-a=ba+ca.

3. VAeF vaVa,beV uchun A(a-b)=(1a)-b=a-(1b).
U holda V chizigli algebra deyiladi.

V' chiziqgli fazoning bazisi chizigli algebraning ham bazisi deyiladi. CHizigli
fazoning o’lchovi esa chizigli algebraning rangi deyiladi.

IV.17.2-misol. C ={a+bi|Va,be R} kompleks sonlar maydoni R maydon
ustida aniglangan, rangi 2 ga teng chizigli algebra bo’ladi.

IV.17.3-misol. F™ — elementlari F maydonga tegishli barcha kvadrat

matrisalar to’plami chizigli algebra bo’ladi, bu algebra matrisali zo 'lig algebra
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deyiladi. Bu algebraning rangi n® ga teng.

IV.17.4-misol. Faraz qilaylik, y,7°>=2 shartni ganoatlantiruvchi birorta
kompleks son bo’lsin. U holda, Q(y)={a, +ay+a,y’|Va,,a,a, €Q} to’plam
rangi 3 ga teng bo’lgan chizigli algebradir.

IV.17.5-misol. ¥z = a+bi kompleks son uchun z orqali bu kompleks songa

qo’shma bo’lgan a—Dbi kompleks sonni belgilaymiz, u holda z;,z, kompleks

sonlar uchun z,+2,=2+12,, z,-2,=2,-2, hossalarning bajarilishini tekshirib
chigish giyin emas.

i 4 Z .. . i ..
K orgali barcha q:( Z_l Z—Zj ko’rinishdagi matrisalar to’plamini
—I 4

belgilaymiz. K to’plam rangi 4 ga teng bo’lgan algebradir. K ga izomorf bo’lgan

har ganday algebra kvaternionlar algebrasi deyiladi. Bundan keyin qlarni

. . 10y . (1O . (01 0 i
kvaternionlar deb ataymiz. Agar e = , 1= )= , k=],
01 0 —i -10 i 0

belgilarni Kiritsak
e,1, ],k elementlar chizigli erkli bo’lib, q = a,e + i + a, j + a;k tenglik bajariladi.
Demak, {e,i, J,k} vektorlar sistemasi bu algebraning bazisi bo’ladi. Bazis

elementlaridan i, j,k larni ko’paytirish

sxema asosida bajarilishi o’rinli bo’lishini tekshirish giyin emas. YA’ni, i j =Kk,
jk=i, ki=j, ik=—j, ki=—i, ji=—k, i* = j* =k® = —e bo’lishini tekshirish
giyin emas, undan tashqgari e ni ko’paytirishga nisbatan birlik element bo’lishini
¢’tiborga olsak,

g =a,+al+a,j+ak, q,=b, +bi+b,j+bk
kvaternionlar uchun kvaternionlarni ko’paytirishni distributivlik xossasidan

foydalanib hadma-had bajarish mumkin:
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q,-q,=(ab, +abi+ab,j+abk)+(ab,i+abi’+ahb,ij+abik)+(ab,j+
+a,b ji+ab,j? +a,b, jk) + (a,b,k + a,b ki + a,bkj + a,b,k?) =
=(a,b, —ab, —ab, —ab,)+(ab, +ab, +a,b, —ab,)i+(ab, —ab,+ab +
+ab)j+(ab, +ab, —ab +ab,)k.

0, =a,e—ai—a,j—ask kvaternion g, kvaternionga qo’shma kvaternion
deyiladi.

Q-0 =a, +a  +a, +a,> son g, kvaternionning normasi deyiladi.

Agar e birlik elementga ega bo’lgan algebrada Va =0 element uchun
Shunday a' element topilib a-a'=a"a =e shart bajarilsa, bunday algebra bo lish
amali bajariladigan algebra deyiladi. 1-,3-,4- misollardagi algebralar bo’lish
amali bajariladigan algebralardir.

Kelgusida fagat bo’lish amali bajariladigan assosiativ algebralar garaladi.

Agar A algebra P maydon ustida, bo’linish amali bajariladigan assosiativ
algebra bo’lsa, P-maydon A ning algebraosti yoki A ning P ga izomorf
algebraosti mavjud bo’ladi.

IV.17.6-teorema. Agar A rangi n ga teng bo’lgan P maydon ustidagi
algebra bo’lsa, Va € P uchun 1 a,....a"",a" chizigli bog lig bo’lib, o — element

koeffisientlari P dan olingan birorta n - darajali ko ‘phad ildizidan iborat.

Takrorlash uchun savollar
Maydon ta’rifini ayting.
CHizigli fazo deb nimaga aytiladi?
CHizigli algebraga ta’rif Bering.
CHizigli fazoning bazisi nima?

CHizigli fazoning o’Ichovi nima?

o 0k~ wbdE

CHizigli algebraning rangi ta’rifini ayting.

Mashqlar
1. Haqiqgiy sonlar to’plami rangi 1 ga teng chizigli algebra bo’lishini

isbotlang.
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2. Kompleks sonlar maydoni rangi 2 ga teng chizigli algebra bo’lishini
isbotlang.

3. F maydon ustida olingan 2-tartibli kvadrat matrisalar to’plami rangi 4 ga
teng chiziqli algebra bo’lishini isbotlang.

4. Kvaternionlar algebrasini quring.
IVV.18-§. Frobenius teoremasi

IV.18.1-teorema. (A;+,,R) haqgiqiy sonlar maydoni ustida bo’lish amali

bajariladigan rangi n ga teng assosiativ algebra bo ’Isin. Agar

n=1 bo’lsa, u holda A=R bo’ladi;

n=2 bo’lsa, u holda A=C bo’ladi;

n#3;

n=4 bo’lsa, U holda A=K bo’ladi;

n<4.

Bu erda R — hagiqiy sonlar maydoni, S — kompleks sonlar maydoni, K —
kvaternionlar algebrasi.

Isbot. 1. n=1 bo’lib, {u} A ning bazisi bo’lsin. U holda A=u-R. Demak,
A=R (isbot giling).

2. n=2 bo’lib, {L,u} vektorlar sistemasi Aning bazisi bo’lsin. U holda har

ganday « € A uchun a=a,+auna,,acRAugR, aks holda A- bir o’Ichovli
bo’lib goladi. Bundan 1,u,u® vektorlar sistemasi chizigli bog’ligligidan Shunday
a,,a,,a, € R haqgiqiy sonlar mavjud va
a, +au+au’=0 (1)

tenglik o’rinli, ya’ni u - koeffisientlari hagigiy sonlardan iborat
f(x)=a,+ax+a,x* kvadrat uchhad ildizi bo’ladi. u¢ R bo’lganligi uchun
ueC. U holda u ham (1) tenglamaning ildizi bo’ladi. Faraz gilaylik, u=a + bi
bo’lsin, u holda u=a-bi. Bundan
a, +au+au’=a,(x—(a+bi))(x—(a—hi))=a,((x—a)* +b*). Demak, u vektor
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R maydonda keltirilmaydigan (x—a)* +b* kvadrat uchhadning ildizi ekan. U
holda har ganday « € A uchun Shunday a,,a, € R mavjud bo’lib,

a=a,+au.Agar u=a-+Dbi bo’lsa, u holda

a, +a(a+bi)=a,+aa+abi=(a, +aa)+(ab)i. Har ganday
a=a,+aueA uchun z=(a, +aa)+(ab)i kompleks soni mos qo’ysak, u
holda bu akslantirish Ani kompleks sonlar maydoniga izomorf akslantiradi. Bu
akslantirishni Q orgali belgilasak, p:A—>C va
p(a, +au)=(a, +aa)+ (ab)i,u=a+bi. Bu akslantirish biektiv akslantirishdir.
Hagigatdan ham, agar «a=a,+au#a,+au=«a bo’lsa, u holda
(a, +a,a) + (ab)i = (a, +a,a) + (ab)i. Aks holda

a +aa=a +aa a —a)+a(a —a)=0 a =a .
o 0T o (@ —a,) (1, ) =7 "=Sa=a ziddiyat
ab=ab a =a, a=a

1 1

kelib chigadi.
Har ganday c+dieC uchun ¢(x+yu)=c+di bo’lsin. U holda

- : : _ [x+ya=c_|*=C7 7
X+y(@+bi)=c+di=(x+ya)+ybi=c+di= Joi = di q
y:E-
Har ganday «=a,+au va a'=a,+au lar  uchun

pla+a')=p((a, +a,)+(a +a)u)=(a, +a, +(a, +a)a)+(a +a)bi=

= ((a, + &) +abi) + ((a, +a,bi) = p(a) + ().

Shunga o’xshash ¢(« - ') = p(a) - p(a') tenglik o’rinli ekanligi isbotlanadi.

A algebraning bazisi La bo’lsa, ¢ akslantirishni Shunday tanlab olish
mumkin-ki, natijada u? =—1 tenglik o’rinli bo’ladi. Hagigatdan ham,
u=a+bi=u®=-1bo’lsa, u=i bo’lishi kelib chigadi.

3. Faraz gilaylik A rangi uchga teng bo’lgan algebra bo’lib, 1,u,v vektorlar

sistemasi bu algebraning bazisi bo’lsin. U holda u?=-1 deb hisoblashimiz

mumkin. Agar 1,u,v sistema chiziqgli erkli bo’lsa, 1,u,v,uv sistema ham chizigli
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erkli bo’lishini ko’rsatamiz.

a, +au+av+auv=0 (2)

bo’lsin. Tenglamaning ikkala tomonini ham u ga o’ng tomondan
ko’paytirsak,

au—a+av-av=0=>-a +au+(a,-a)=0=>a =0,a,=0,a, =a,.

U holda (2)=ayv+auv=0=a,(v+uv)=0. Bundan A bo’linish amali
bajariladigan algebra bo’lgani uchun a,=0vuv=-v=u=-1 kelib chigadi,
lekin, u¢ R, demak, a, =0.

Shunday qilib, a,+au+a,yv+auv=0=a,=a =a,=a,=0. Demak,
bo’linish amali bajariladigan hagigiy sonlar maydoni ustida aniglangan assosiativ
algebra rangi > 4 ekan.

4. A-haqiqiy sonlar maydoni ustida bo’linishga ega bo’lgan rangi n(n>4)ga
teng algebra bo’lsin. Yuqorida ko’rganimizdek, bu algebrada kamida 4 ta chiziqli
erkli vektorlar bor. 1,u,v,uv-chizigli erkli elementlar bo’lsin. 1,u elementlar
yaratgan algebra kompleks sonlar maydoniga izomorf bo’lishi ham isbotlangan
edi. Huddi Shunday, 1,v elementlar yaratgan chizigli algebra ham kompleks
sonlar maydoniga izomorf bo’lishini ko’rsatish mumkin. U holda u,v

elementlarni Shunday tanlab olish mumkin-ki, natijada u?=v?>=-1 bo’ladi.
Demak, u va v elementlar hagigiy sonlar maydoniga tegishli emas. U holda
u+vau-v elementlar ham haqigiy sonlar maydoniga tegishli emas. Demak, bu
elementlar haqigiy sonlar maydonida keltirilmaydigan, koeffisientlari haqiqiy
sonlardan iborat bo’lgan kvadrat tenglamaning ildizlari bo’ladi. Bundan ularning
kvadratlari mos ravishda shu elementlar va 1 ning chizigli kombinasiyasidan
iborat:

(U+v)’=a,+a(u+v)a,a eR;

(u—-v)*=b, +b (u-v),b,,b eR;
yoki

—2+uv+w)=a, +a,Uu+v);

, j 3)
—2—(uv+wu)=b, +b,(u-v),
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Hosil bo’lgan tengliklarni hadma-had qo’shsak,

—4=(a,+b,)+(a +b)u+(a —b)v ga ega bo’lamiz. 1u,v lar chizigli erkli
bo’lganligi uchun a, +b =a —b =0Aa,+b,=-4. U holda (3) dan uv+wu
element hagigiy son bo’lishi kelib chigada. Uni 2r orqali belgilasak,

uw+w=2r=a,+2=—(b, +2) (4)

tenglikka ega bo’lamiz. u+v Au—Vv elementlar mos ravishda ildiz bo’ladigan
ikkita kvadrat uchhadlar haqgigiy sonlar maydonida keltirilmaydigan ko’phadlar
bo’lganligi uchun a,=b, =0 dan a, <0 Ab, <0 bo’lishi kelib chigadi. U holda

(4) tenglikka asosan —1<r <1. Demak,
1
= (5)
N

son noldan fargli haqiqiy son bo’ladi. Agar j=r-p-u+ p-v belgilashni kiritsak,

p=0 dan 1,u,j elementlar chizigli erkli bo’lib (4), (5) dan
j? =—1Auv+ ju=0bo’lishi kelib chigadi.

Agar uni iorgali, ij=—jini k orgali belgilasak, i*=j*=k*=-1 bo’lib,
1,1, j,k lar chizigli erkli sistema hosil giladi. Hagigatdan ham, agar c,,c,,c, €R
sonlar mavjud bo’lib, k=c,+cji+cC,] deb faraz gilsak, tenglikning ikkala
tomonini o’ng tomondan [ ga ko’paytirib
j=cji—c —-ck=cji-c —c,(c,+cji+c,j) tenglikka ega bo’lamiz. Bu
tenglikdagi j element koeffisientlarini tenglashtirsak —c? =1 kelib chigadi. Bu
esa ¢, € R Shartga zid.

Shunday qilib, 1,i, j,k lar chizigli erkli.

Hosil bo’lgan chizigli erkli elementlar yaratgan algebra kvaternionlar
algebrasiga izomorf bo’lishi ravshan.

5. n>5 bo’lsin deb faraz qgilsak, 1,i, j,k,I chizigli erkli vektorlar sistemasi
bo’lsa, i®=j?=k?=-1 deb Yugqoridagi usulda il +1i, jl+1j, kl+Ik ifodalar

haqiqiy sonlar maydoniga tegishli bo’lishini ko’rsatish mumkin. Bu ifodalarni mos
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ravishda a,b,ceR hagiqgiy sonlarga teng bo’lsin. YA'ni, il +li=a, jl+lj=b,
kl + 1k =d bo’lsin. U holda
ai+bj+ck=(aj—bi+c)k=(aj—bi+kl +1k)k =(aj—bi+ijl +1k)k =
=(aj—i(b- jDIKk =(aj—ilj +Ik)(-k)=((a—il)j+1k)k =
= (lij + Ik)k = (Ik + Ik)k =-2I.

Buesa 11, j,k,l vektorlar chizigli erkli degan farazimizga zid.

Takrorlash uchun savollar

1. Bo’linish amali bajariladigan algebra ta’rifini ayting.

2. Assosiativ algebra ta’rifini ayting.

3. Hagiqgiy sonlar maydoni ustida bo’lish amali bajariladigan chekli rangli
assosiativ algebraning rangi 1 ga teng bo’lsa, u haqgiqgiy sonlar chizigli algebrasiga
izomorf bo’ladimi?

4. Haqiqiy sonlar maydoni ustida bo’lish amali bajariladigan chekli rangli
assosiativ algebraning rangi 2 ga teng bo’lsa, u kompleks sonlar chiziqgli
algebrasiga izomorf bo’ladimi?

5. Haqiqiy sonlar maydoni ustida bo’lish amali bajariladigan chekli rangli
assosiativ algebraning rangi 4 ga teng bo’lsa, u kvaternionlar chizigli algebrasiga

izomorf bo’ladimi?

Mashqglar

1. Rangi 1,2,4ga teng chizigli algebralarga misollar keltiring.

2. Haqiqgiy sonlar, kompleks sonlar maydoni, kvaternionlar algebrasi
bo’linish amali bajariladigan hagigiy sonlar maydoni ustida chekli rangli
assosiativ algebra bo’lishini isbotlang.

3. Hagqiqgiy sonlar maydoni ustida bo’lish amali bajariladigan chekli rangli
assosiativ algebra rangi 3 ga teng bo’lmasligini isbotlang.

4. Hagigiy sonlar maydoni ustida bo’lish amali bajariladigan chekli rangli
assosiativ algebra rangi 4dan katta bo’Imasligini isbotlang.

5. Rangi 3 ga teng bo’lgan chiziqli algebraga misol keltiring.
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