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SO'Z BOSHI

Ushbu metodik qo'llanma matematikaning "Aniqgmas va aniq integrallar" bo'limiga
oid bo'lib, u texnika Oliy ta'lim muassasalarining barcha  bakalavriyat ta'lim

yo'nalishlarining talabalari uchun tayyorlangan.

Ushbu metodik qo'llanma TTYeSI "Oliy matematika" kafedrasi o'quv rejasining
"Anigmas va aniq integrallar" bo'limiga mos yozilgan bo'lib unda ta'rif va teoremalar,
integrallar haqida tushuncha va ularni hisoblash usullari, aniq integralning geometriyaga

tadbiqi va xosmas intagrallar haqida ma'lumeotlar berilgan.

Talabalarning olgan bilimlarini mustahkamlash uchun misollar javoblari bilan berilgan.



ANIQMAS INTEGRAL

Harakat qonuniga ko'ra harakatdagi jismning tezligini topish masalasi hosila
tushunchasiga olib keladi.

Harakatdagi jismning tezligiga ko'ra harakat qonunini topish masalasi esa yuqorida

aytilgan masalaga nisbatan teskari masala bo’lib, u funksiyaning anigmas integrali tushunchasiga
olib keladi.

1-§. Boshlang ich funksiya va aniqgmas integral

f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib, F(x) esa shu (a,b) berilgan va
differensiallanuvchi (ya’ni F(x) hosilaga ega), x € (a, b) bo'lsin.

Ta’rif. Agar F(x) funksiyaning hosilasi F'(x) berilgan f(x) funksiyaga teng
F'(x) = f(x) yoki dF (x) = f'(x)dx bo'lsa, F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi deyiladi.

Masalan,
flx) =x%, (x € (—o0; +0))

funksiyaning boshlang’ich funksiyasi

bo'ladi, chunki

bo'ladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib, u shu oraliqda ikkita F(x) va ¢@(x)
boshlang ich funksiyalarga ega bo’lsin. Ta'rifga binoan

F'(x) = f(x), @' (x) = f(x)  (x€(a.b))
Keyingi tengliklardan
F'(x) = 2'(x)
bo'lish kelib chigadi. Unda F{x) va g(x) funksiyalar bir-biridan o'zgarmas songa farq qiladi;
®(x)=F(x)+C, C=const

Demak, berilgan f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyalari cheksiz ko'p bo'lib, ular
bir-biridan o'zgarmas songa farq qiladi.

Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, unda f({x)
funksiyaning istalgan boshlang ich funksiyasi

F(x)+C, C = const



ko rinishida boladi.
Ta'rif. Ushbu
F(x)+C

ifoda f(x) funksiyaning anigmas integral deyiladi va | f(x)dx kabi belgilanadi:
f F()dx = F(x) + C

bunda [  integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral ostidagi ifoda

deyiladi.
Masalan,
fxzdx =_x34+C,
chunki
( 3+c?)f—1 3x% = x*
X =3 X°=x
boladi.

Odatda funksiyaning anigmas integralini topish amaliga shu funksiyani integrallash
amali deyiladi.

Teorema. (a,b) da uzluksiz bo’lgan har qanday funksiya boshlang’ich funksiyaga,
demak anigmas integralga ega bo ladi.

2-§. Aniqmas integralning xossalari
Anigmas integral bir nechta xossalarga ega. Biz ularni keltiramiz:

1°. f(x) funksiya aniqmas integral [ f(x)dx ning differensiali f(x)dx ga teng:

[ | ] = fwax,

2°. Funksiya differensialining aniqmas integarali shu funksiya bilan o'zgarmas son
yig'ndisiga teng:

j d F(x) = F(x) +C.
3°. Ushbu munosabat o 'rinli:
[k-f(x)dx =k - [ £(x)dx (k = const, k # 0)
4°. Ushbu formula o rinli:
e tomtar= [ seaxt [gwar
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Bu xossalarning isboti bevosita aniqgmas integral ta’rifidan kelib chiqadi. Biz ulardan
birini, masalan, 2°-xossaning isbotini keltiramiz.

F(x) funksiya f(x) funksiyaning biror boshlang ich funksiyasi bo'lsin. Ta’rifga ko'ra
F'(x) = f(x)
bo’ladi,
| fedx =@+
bo'ladi. Unda
| reax= | Fear= [ dFe
bo’ladi. Keying tengliklardan

de(xj =F(x)+C

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa 2°-xossani isbotlaydi.

3-§. Asosiy integrallar jadvali.
1°. Sodda funksiyalarning aniqmas integrallari.

Avval sodda funksiyalarning aniqmas integrallarini topamiz. Bunda boshlang’ich
funksiya ta'rifidan hamda hosilalar jadvalidan foydalanamiz.

1) £(x) = x* bo'Isin. (x = 0, a —haqiqiy son, & = —1)
Unda

xﬂ:+1
C
o+ 1+

Jf[x]deJx“rixZ

bo'ladi, chunki

xrx+1+c"_( +1j .'IE B .
a+1 — M a+1

1) flx) = % bo'lsin (x = 0), unda

1
f—dx =In|x|+C
x

boladi.
2) f(x) =a* bo'lsin (a > 0, a #1). U holda

jf[x]d.x=jaxdx =£+ C
Ina

bo'ladi, chunki



Xususiy, f(x) = e* bo'lsa,
ff(x]dx=fex-dx=e:‘+£'

boladi.
3) f(x) = sin x bo’ladi, unda
Jf(x]dx = f sinx dx=—cosx +C

boladi, chunki.
(—cosx +C)' =—(—sinx) = sinx.
4) f(x) =cosx bo'lsin, u holda
[ feodx= [cosxdr=smx+c
boladi, chunki.
(sinx + C)' = cosx.

1

5) flx) =

bo’Isin, unda

Jf(ﬁf]fiﬂf:J ! dx=tgx+C

costx

GGSZ':{'

bo'ladi, chunki

1

cosTx

(tgx +C)' =

131 bo’lIsin, u holda

Fin

6) flx) =

jf(x]dx=f L dx=—ctgx+C

sinfx

bo'ladi, chunki

[—ctgx+£‘]'=—(— ! )= !

sin‘x sin-x

1

7) flx) = e bo'lsin, u holda

1
jf(x]dx=f n —dx = arctgx +C
e

bo'ladi, chunki

(arctgx+ C) =

-

1 +x-
7



8) f(x) = == bo'lsin, unda

y

ﬂr:ix= arcsinx + C

bo'ladi, chunki

(arcsinx + C")' =

V1—x?

2°. Integrallar jadvali. Yuqorida keltirilgan formulalarni jamlab ushbu integrallar
jadvalini hosil qilamiz:

x—1

ljjx“r:ix:x +C (az-1)

e+ 1
1
2) j;dx =Inlx|+C (x#0)

X

a
3 Fdy =—+C 0,a=x1
) @ Ina (a “ )

4) je:‘dx=ex—|—£?,
5) [sinxdx=—cosx+C,
6) [cosx dx =sinx +C,
1
7) j ——dx = —ctgx + C,
sm‘

8) [

=tgx+C,

coc I

1
9) j —dx = arcsinx + C,
V’l_x;

1
10) J 1T xidx = arctgx + C.
Bevosita integrallashga doir misollar

1. J(3—x2)3dx 1. 27x - 9x° +%x5 —%x7 +C

). j"” 2.§x&+2&+c

s [l 3 A7 - 2 A4

(1-x) 3 ( 3 3 1 j
4, | —F—dx 4, - —l1l+=x-=x"+=-x" |+ C
_[ xi/; 3\/; 2x 5x 8x



N

o

7.

e

10

11

12.

13

14.

15.

1

17.

18.

19

20

o

IJz_—@z

X

x’dx
I 1+x?

X

Jx2+1—Jx2—1d
'[ \/x4—1 )

I(l + sin x + cos x )dx

I ctg * xdx

. Itgzxdx

24+33x% +5x
j dx

Jx*

x> +2
JA1+xz

Is— 5+x°

5+x

.j(2£x+

2

1+x

Jas

5. 2x—£\/6 72x° +%3\/9x2 +C

5

6. x —arctgx + C

x+4/x? =1
x+4/x? +1

8. x—cosx+sinx+C

7. In +C

9. —x—ctgx + C

10. —x+1gx+ C

1. -2+ 188x + 5lnf + C

Jx

12. —l —arktgx + C
X

13. gx9 —§x6 -x+C
9 6

14 x— 2 —2mlq+C
X

2

15. = +2x+C
2
1

16. —— —In|x|+ C
X

2
17 21l 12424 C
3 376

18. x + arctgx + C

+C

5 X >
19. —arctg——ln‘x+\/5 + X
s T

20. 20" + arctgx + C



21.]( 12 + _12 jdx 21. tgx — ctgx + C
COS X Sin X

2. J' sin 2x

dx 22. —2cosx+C

COS X

)
23. jwdx 23. x> —ctgx +C

sin? x

2 . 2
24. Icos al s1n;cc0s x+1dx 24. sin x + cos x + tgx + C
cos” x
2
25, ng i 25. 0% —x+C
x
1+cos? x 1
26, | ———— 26. —(tex + x)+ C
J.l+c0s2x 2(g )
27. (67 + 07 ix 27. —(z-x +%£-2xj
3 2
4
28. dex 28 Lo 3 varsc
b 3 2
29. J.2(3x—1)2 dx 29. 6x* —6x* +2x+ C
30. Ix3(1 + 5x)dx 30. %x“ +x°+C

4-§.Integrallash usullari.

1°. Bevosita integrallash usuli. Bu usulda integral ostidagi funksiyani (yoki ifodani)
ayniy almashtirishlar yo'li bilan, yoki bevosita integralning xossalarini tatbiq etish yo'li bilan
jadval integraliga keltirib hisoblanadi.

Ko'p hollarda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

du = d(u+ a), @-o0'zgarmas son,

1
du =—d(au), a+0
o

1
udu = Ed(uzj,
cosu du = d(sinu)
sinu du = —d(cosu),
1
—du = d (Inu),
u

10



1

—du = d(tgu),
COSLL
umuman
Ffru)du = d[f[u])
Masalan,
dx d(x+ 2)
= =1 2 c,
fx+2 f xrz
sinx d(cosx)
tgx dx = dx = — = —Inlcosx|+ C
CO5X COs5 X
2°. O'zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli
Ushbu

| reax

integralni hisoblash talab etilsin. Ba'zan x o'zgaruvchini boshqa o'zgaruvchiga almashtirilish
natijasida berilgan integral soddaroq, hisoblash uchun qulayiroq integralga keladi.

Aytaylik.
Jf[x]dx=F[x)+C (1)
bo’lsin. Bu integralda
x = (1)
almashtirish bajaramiz. (f(x), ¢ (t) va ¢'(t)-uzluksiz funksiyalar).

Unda
| £le®) - o' @dt =Flo(d) +c  (2)

bo’ladi. Shuni isbotlaymiz.

Ma’lumki,

F'(x) = f(x).
Unda
[Fle(0) + ] = (F(e(®)) = F'(2(®) ¢'(®) = F(2(®)) ¢ (£)
bo'ladi. Bu esa (2) munosabatning to"g riligini bildiradi. (1) va (2) tengliklardan topamiz:
| e = [ £lo®) o' e
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Masalan

J[E + 3x)%dx

integralni hisoblashda
2+3x=t

Almashtirish bajarilsa, unda

t—2

x = T, dx = —dt
bo’lib,
J.(2+3x]5dx =J.t5-1dt =1-f+c =i(2+3xj6+£?

3 3 6 18

bo’ladi.
O’'rniga qo’yish usuli bilan integrallash.

Misollar: Javoblar:
1. I \/I)Cd% 1. —m +C

[\S)

) Ix23\/1+x3dx2. i(l+x3): +C

s [ segms-ad]ec
4jaf%%; 4—EH%;§+C
5.]4?24 s.im@g%;+cr
ajjzg egjzmk::j§+mj
7. [0 ax 7.-%£‘* +C

J‘ 0 dx

T 8. In(2+¢7)+C

12



0. I dx 0. 2arctg\/; +C

(1+x)\/;
10. [(2x=3)"ax 10, 2—12(2x ~3)'+C

4

1L [31=3xax 11 —%(1—3x)3 +C

2
12. 12. - 2\2-5x+C
J.«/2 S5x 5
13.j 13. —
5x-2 S5x-2
dx 1++vVx% +1
14. j 14, —In|—~ "1+ C
xvx? +1 X
2
1
15. jln X dx 15 ~In*x+C
X 3
, 1.
16. J.SIHSXCOS)Cdx 16. gSll’léx—FC
sin x 2
17. 17. e
J-\ICOS X A/ COSX
18. j sinx+cosx , 18. 241 sin2x + C
s1nx COS X 2
4
19. IL 19. —~4lctg’x + C
sin® x4/ ctgx 3
20. jﬂ 20. 2(=2+InxWi+Inx+C
xA/l+1Inx 3
3. arct 4
21. I TEE ix 21. E(arctgx)3 +C
1+x? 4
tgx
22. j dx 22. 0" +C
COS X
23 j e d 23, frinT 4 O

13



24. | dx 24. x—In(¢* +1)+C

0" +1
25. [ (x* +1) 2xax 25, (’CZ—ZIXJr C

cos xdx
26 | ——— 26. 24/3+sinx +C
J.x/3+sinx

sin\/;
I

' J~ x’dx

\Vx® =2
29, [x'\2x' =3dx 29, é\/(bc“ ) ¥

217. dx 27. —2cosvx +C

28 28. lln
3

x3+\/x6—2‘+C

30. +C

cos® x COSX

i 1
30. I sin xdx
3". Bo'laklab integrallash usuli.

Aytaylik, u = u(x) va v = v(x) funksiyalar biror oraliqda aniqlangan uzluksiz hamda
uzluksiz u' (x) va v'(x) hosilalarga ega bo’lsin. Ma’lumki.

d(u - v) = udv + vdu.

Jd(u-pj=fudv+_[vdu.

Jd(u-v]=u-v

Bu tenglikni integrallab topamiz:
Ravshanki,

Unda

u-y=fudw+fw du

Judv=u-v—J(vdu (3)

Odatda (3) bo’laklab integrallash formulasi deyiladi.

bo’lib, quyidagi formula

hosil bo'ladi.
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(3) formula [ udw integralni [ wdu ni hisoblashga keltiradi.

Jxexdx

u=x dvr=e*dx

Masalan, ushbu

integralda

deyiladi, unda
du = dx,

jdv=fexdx, *L:'=Je"fr::lT.Jt::eJE
Jxexdx=xex—fexdx

[xe* di=xe* —e* + C=e"(x—1)+C

bo’lib, (3) formulaga ko'ra

bo’ladi va berilgan integral

ga tengligi topiladi.
Endi bo’laklab integrallash usuli yordamida ushbu

Jo = (n=1,23,......J @-0'zgarmas)

(xZ4a?)m
integralni (bu integraldan keyinchalik ko'p foydalaniladi) hisoblaymiz.

Berilgan integralda

1

=————, dv=dx
u (xa_l_aa]i"i v

deb olamiz. Unda

¥

du = (ﬁ) cdx = [(x*+a®)™] -dx =

=—ﬂ(x2 + azj 1. dxdx = _—.j;r;::“}“ - dx,
dv = dx
bo’lishidan esa,
v=x

bo’lishini topamiz.
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Bo'laklab integrallash formulasiga ko'ra
_J dx _ 1 J ( 2nx )dx _
Jrn - (xz +ﬂ_2)n =X Ex2_|_a2jn_ x _Ex2+a2jn+1 -

-

X

x 2
=___ 12 —_—dx
(x2 + a2)" t ”J (x? + a2t

bo’ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi

[ s
(xﬂ+aijn+1

integralni quyidagicha yozib olamiz:

x2 2 +a* —a? dx
2 2n+ldx= 2 2n+ldx= 2 Iwm
(x*+ a*) (x*+ a*) (x*+ a*)

y 1 y
—ﬂ‘jmfﬁ =J.—a a1
demak,

I —t+2n-J, —2na’ - J,aq

B x
(x% + a?)

Keyingi tenglikdan [, ., ni topamiz:

2na® - J ., = +2n-J,— ], = st (@En—1)- ],

X
(x*+a%)
x 2n—1
Jus1 = + PRl U C )

2na’ (x* +a?)®  2na’

x
(x*+a*)"

Bu rekurrent formuladan foydalanib, J; ni bilgan holda birin-ketin J;, J5,... larni toppish
mumkin.

Ravshanki, n = 1 bo'lganda

X
dx 10 d(y) 1

x
I1=J > ﬂ=—f—=—a:rctg—+C
x*+a* a vz oa a
1+ ()

bo'ladi.
Masalan, (4) formuladan foydalanib,

dx

fa = (x*+a?)?

integral quyidagicha hisoblanadi:
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Jri _Jzag

Misollar:

1. Ixcosxdx

[\S}

. _[xz sin 2xdx

(98]

) _[ x0 ™ dx

I

) I In xzdx

N

. _[ arctgxdx

(o)

) _[ arcsin xdx

~

. I xarctgxdx

>

dx

J« arcsin x

X

xdxz
9.
'[ cos® x

10. _[xz In xdx
11. j—dx
12. J‘\/Elnxdx

13. Ix3xdx

14. J‘ arcsin X

N

15. Iln(xz +1)er

x 1 x 1

(x4 a?) +2a2

Javoblar:

1. xsinx+cosx+C

5 _2x2—l

cos2x+§sin2x+C
3.—(x+1)+C
4. x(Inx-1)+C

1
5.xarctgx — 5 ln(l +x° )+ C

6.xarcsinx ++1—x* +C

2

1
7. —§+ X arctgx + C
arcsin x 1+jl—x2
8. — —In +C
X X

9. xtgx+ 1n|c0s x| +C

3 3

10 mx-24+C
3 9

ln|x|+1
-—— 4 C
X

12 %\/XT(IHM —%j e

X

13.

- 3(xln3—1)+C

14. 2x+larcsinx+4+1-x +C

15. xln(x2 + 1)— 2x + 2arctgx + C

17



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

J-xzf’xdx
_[xcosz xdx

I xtg’ xdx

I arctg\/;dx

J- xarctgx

VI+x?

J-arcsm\/_ d
Vv1—x

_[ 07 sin xdx
_[ x cos 3xdx

I x2 " dx

J-(x2 —2x+ 5)€’xdx

_[ xarcsin xdx

Inx
I \/;dx

J‘3x cos xda 28'3”(sinx+cosxln3)+c
1+ (In3)°
2
J-(x2 +5x+6)cos2xdx 29.%% +140x+11sin 2y 4 2XH3
jxﬁfidx 30, =30 (¥ +9x% +54x +162)+ C

16.C— 07 (2+ 2x + x?)

2
17. x—+lxsin2x+lcos2x+C
4 4 8

2
18. xtgx — % + 1n|cos x| +C

19. xarctg\/; —Jx+ arctg\/; +C

20. \/1+)czarctg)c—ln(x+«/l+x2 )+ C

21. (\/_ —marcsin\/;)+ C

. ¢*(sin x — cos x)

+C
2
”3. xsin 3x N cos3x L C
3 9
B xIn2+1
2*In’*2

25. — 07 (x> +5)+ C

2

26. %arcsinx—iarcsinx+§\/1—x2 +C

27. 2JxInx—4Jx + C

18
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5-§. Sodda kasrlar va ularning integrallari.

Ushbu
Bx+ C Bx+C
(m=1)

A
' (x —a)™" x*+px+q (xP+pxtq)™

x—da
Ko'rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Bunda A, B,C, a,p, g-0'zgarmas haqiqiy

sonlar, m-natural son, x* 4 px + g -kvadrati uch had hagiqiy ildizlarga ega emas.

1. % sodda kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi.
A dx d(x—a)
dx = 4 =A|—=A-In|lx—al+C
x—da x—da

dx (m > 1) sodda kasrning aniqgmas integrali.

x—da

A
2=

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

J(x_fajmdx:’qf%=Aﬁx_“j_md[x_aj:

_ 4 (x_aj—m+1 - 4 ic
B —m+1 _[x—aj’”-[l—m) '

0, _I"xff ;:;q dx sodda kasrning anigmas integrali.
Avvalo sodda kasr maxrajidagi x* + px + g kvadrat uchhadni quyidagicha yozib olamiz

2 — o2 P B, 2 _ PNz _ P2
Atprtg=xi+2-txt O +q- G =(r+D) +
+q—%=[x—|—§]2+a2, a2=q—p?
U holda
BEx+C B c
X +px+q [x—l-%]z—l-g:

bo'ladi. Keying integralda o'zgaruvchini almashtiramiz:
x+ ? =t

Pavshanki,

b3 |

Natijada
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dy =

J Bx+C J Bx+C dx:fﬂ(f—g]JrC

x*+px+q [x—l—%]z—kaﬁ t* + a’

Bt-I-C—%B tedt D dt
=f?dr=8fﬂ A(C——BJJH - =
t= + a- t= 4+ a“ 2 t= +a-

P

1+ (G)

B . . Bp\ 1 t
= —In(t* 4+ a*) —|—[C——)-—afrctg—+£? =
2 2/ a e}

2] t2+al 2) a

=Efd(t2 +a2]+(c_8_p).lf d{g)

=T in( 4 px+ ) +(C - ) = arct it I
_2 nix P+ q —? l—l—pzﬂ?“rﬁ‘gl—l—p: .
,qu—j wlq_T

bo ladi.

4° I% dx  (m = 1) sodda kasrning integrali.

Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

;—dx =

P2 p‘m
[(x+5)2+q-E

Bx+C _J’ Bx + C
(x%px+ q)™

JE-(t—gj—l-C

dt—EJ- tdt L (c Bpj dt _
(t2 +a®)™ (t2 + a®)™ (€=3) (t2+ a?)m

B [d(t*+a” B dt
SE G f"j+(c?——pjf—ﬂ i
2] (t2+ a®)™ 2 (t2+a?)™

B 1 Bp dt
N Sy S
2 (1—-m)(t* +a*)m? 2 (t? + a®)™

Bu integraldagi [ anigmas integral.

(e*+a®)™

yugqorida keltirilgan rekurrent formula yordamida hisoblanadi.
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6-§. Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ushbu
P(x)=ay +ax +ax* + ... +a,x"”

-butun ratsional funksiyaning integrali oson hisoblanadi:

J P (x)dx = J-[ac, taxta”+o ot a,x"]de =
x2 Jo: LS
=an+a:1?+aE§+---+ann+1+C.
Kasr ratsional funksiya
B(x)  agtaxtax’+-...t+ax®
Q,.(x) by+bx+hbx*+-....+bhx™

ni integrallash birmuncha murakkab bo'ladi.

Agar gLE notog'ri kasr (r = m) bo'lsa, uning butun qismi ajratilib, butun ratsional
funksiya va to'g'ri kasr yig'indisi ko rinishida yoziladi:
P (x) R, (x)
2 dx = R, (x) + 2.
N RN
U holda
P R,
).y — [ p, e+ [ D
@ () Y
bo’ladi.

To g'ri kasrni integrallash uchun, avvalo bu kasrni sodda kasrlar yig'indisi sifatida yozib
olinadi so'ng ularning integrallari topiladi.

Quyida ikkita integralning hisoblanishini ko rsatamiz.

Ushbu

J xdx
G- D(x-2)°
integral hisoblansin.

=2 Bu integralni topish uchun integral ostidagi to'g'ri kasrni sodda kasrlar yig indisi
shakilida yozib olamiz:

x _ A ] C D
(x—1](x—2]3_x—1+x—2+(x—2]2+ (x—2)3

Bu tenglikni qanoatlantiruvchi 4, B, C, D larni toppish uchun tenglikning ikki tomonini
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(x— 1) (x—2)°
ga ko paytiramiz:
x=Ax—2P+B-(x—1)(x—2)*+C(x—1) (x— 2) + D(x— 1)
Undan ushbu
x=A(x%—6x*—12x—8)+ B(x*—5x? +8x —4) +
+C(x*—3x+2)+D(x—1)
tenglamaga ega bo lamiz.

Endi x ning bir xil darajalari oldindagi koeffisientlarini tenglashtirsak, unda ushbu
sistema hosil bo'ladi:

A+E =0
C—64— 58 =0,
12ZA+86—-3C+D =1,
20—-D—-—8A—4B5=0.

Bu sistemani yechib

bo’lishini topamiz. Demak,

x _ —1 " 1 _ 1 + 2
(x—1)(x—2) x—1 x—2 (x—2)F (x—2)°

e L =N S P

! ! +C
—_ . k=
-2 (x—2)%

Natijada

= —Inlx — 1|+ In|lx — 2| +
x

bo ladi.
Ushbu

dx
(2% + 1)(x*+ 4)

integral hisoblansin.
=1 Integral ostidagi ratsional funksiya (kasr) sodda kasrlarga quyidagicha yoyiladi.

dx _ﬁlx+B+Dx+E
(x2+1)(x2+4) =x*+1 x2+4
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Bundan
(Ax+B)(x*+ )+ (Dx+E)(x* +1) =1
bo’lishi kelib chiqadi. Demak,
(A+B)x*+(B+E)x*+ (4A+ D)x+ (4B+E)=1

Bu tenglikdagi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlarni tenglashtirib

A+D=010,
44+ D =0,
BE+E=0,
4B+ E=1

sistemani hosil qilamiz. Bu sistemani yechib topamiz:

1 1
A=0, D=0, B=-, E==—=—
3 3
Shunday qilib,
1 _1
1 __ 3 3
El El - El + El
(x2+1)(x2+4) 2241 x4+ 4
bo’lib,
J dx B 1-[ dx 1J‘ dx
(x241)(x2+4) 3)x241 3) x2+4
= L t - t 'x-i-(.'
—Errrr: g% Ec:r:rc HE
boladi.
Misol Javob

5x2 z_ —

x®—4x
2 s
2. f%dx 2.2 m|x|+ 2 Injx— 2|+ i m|x+ 3| +c
X* +X° —BX & 2 3
x* +x* -8 %2 x2
3, dex 3.5+ +4x+2Injx| + 5lnjx— 2| - 3In|x+ 2|+ c
K —3X
I 3xt2_ . 4x+3 21n L|_|_ C
®(x+1)2 2(x+1)2 x+1
z4
f—x - .—1—4+21nx+4|—|—c
(x+2)2 (x+4)2 X+2  x+d W+2
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dx
6 "r ¥® (x—1)2

f X —2%+2
(x— 1]2{x2+1:]

8. j2x2—3x+1dx

x2+1
dx
. f (x2+2)(x—1)2

x°+3
10. "r Ge+1)(x2+1)2

2x+3
ll.jmdx

12 f xdx
T )G+ 2) (x4 3)

13_,- xdx

T x-1)2(xF42x+2)
xdx

14'j{x—1j(x+1jz

dx
15\ ——
j xF —2x2 +x

16}-21’ +x _4‘x+TdX'

Tix-2 ’

17 er —3x+3

x2 — 2x2+x
3x*—3x+3
18. [ ——————dx;

x? +5x2 +9x+5

9. [ ——

x2 —=1-x+3

o1 [ gy

xEF —x2

1 2 L
9.;In(x"+2) gﬁarctgﬁ

1
T 2(x—-1)

-|-%1n[x2 + 1) +§arctgx+ c

2 2x-+1
8. 2In|x + 1|——Earctg x% +c
W f

4

3(x—-1)

x+2
N xE41)

10. %lnlx + 1] —ilnlx2 + 1|+ 2arctgx+

1.In|x—2|+In|x+5|+c

1 {x+2)*
12.-In|\—————
2 le+1)(x+3)3
i {x—137 2
13.- Six— 1} + _lnx='-+2x+" —Earctg(x + 1j te
1 -1
14. — +—1n|x—|+c
2(x+1) 4 x+1

15. In|x| — In|x— 1] ~ 2 4
x—1
16*. x> —x + 2In|x — 1| —In|x + 2|+ c;
1753l x] = 2Injx — 1| - = +¢;
—

18*-In|x + 1 H2In| x% + 4x + 5| —

—Tarctg(x+ 2) + c;
19% 3In|x — 3| —In|x — 1|+ ¢;

; (In|x — 1| - ilnljc2 +x+1|+ v@arct‘gj—q (x + i))+c;

1 1
21*.51’2 +x+2In|lx —1|—In|x|+=-+¢;
&

24
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17x—16x+60
22. _,r _— dl’;
x*—-16

22*%In|x* + 4|+ 31In|x — 2| — 51In|x + 2| +§a?’ct‘g§+ c;

2x? —2x% +7x+3
23.%f dx;  23*

(% +4)(x—1)"

LMx—H——%+§mM2+M—$me§+m
o

7-§. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash.

Biz yuqorida ratsional funksiyalarning integrallari har doim hisoblanishini ko’rdik.
Irratsional funksiyalarning integrallarini hisoblashda vaziyat boshqacha, ya’ni irratsional
funksiyalarning integrallari o'zgaruvchilarini almashtirish yordamida ratsional funksiyaga
keltirilib hisoblanadi.

Quyida ba’zi irratsional funksiyalarning integrallanishini keltirish bilan kifoyalanamiz.

1-misol. Ushbu

integral hisoblansin

=2 Bu integralda
VX =t yanix = t’
almashtirish bajaramiz. Unda
dx = 2tdt

bo'lib,

Vi t t?
[Ny SV S
1—|—-.-'x 1+t 1+t

bo’ladi. Natijada irratsional funksiyani integrallash ratsional funksiyani integrallanishiga keladi.

Ravshanki,
: =t 1-|-—1
1+t t+1
bo'ladi.
Unda
e dt—j(t 1+ — )r:ix—t: t+In(t+1)+C
14+t t+1 2 t
bo'ladi,

25



t? .
;=2[§—r+1n(r+ D+ Cc=t“-2t+2In(t+ 1)+ C=

=x—2yJx+2ln(yx+1)+C
bo’ladi. =

2-misol. Ushbu

r—
V2x—3+1

integral hisoblansin.

=3 Bu integralda
V2x—3 =t ya'ni 2x — 3 =¢*
almashtirish bajaramiz. U holda
2x—t3 =3, x=>S(t3+3),
3,
dx =—=t-dt
2

bo'ladi. Demak,

3 4 -
dx stdt 3 ¢idt 3 1
V2xr—3+4+1 t+1 2/ t+1 2 t+1

3 3
tdt —— | dt + —t? ——t4+In|t+ 1|4+ Cc=
f f ft—|—1 gl Tpitimlerl
3 2 3 1 g —
=z(2x—3j3 E(Zx—3]3+ln|"u"2x—3+ 1|+c¢
Misol Javob
=
1. [va? —x%dx 1.%arcsin£+§1!a2—x2+c
ia
2. fv-ﬂl—xzdx 2.2arcsin£2—|-§‘\,"-‘-l-—xz—|-£’
1 .
3. 41 —x%dx 3.5a?'csmx—|—;fﬂfl—x2+c
dx 2.2
4 [—=— 4. I e
Yalix? a
dx
Z
5. fwm 5.In(x +V1+x2) +c
dx
6. | — 6.ln(x+1!x2—a2)+r:
*-,-'x —a
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7.24x—2In(vVx+ 1)+ ¢

7 Jr*vx+1
8. fix_ 8.v2 —5111(1J2x—|—5)+c
YV2x+5
AR !
9. -wa,1+x2 9.(x-t),1n—x +c
- 6
10. [—Z—dx 10. 2yx + 65/x + 3in : +i
x—5x? x
L2 ax 1Lx—2vx+2In(Vi+1)+e
+*-.I.'X-'
i 12.63/x — 6arctgyx + ¢

12.f YT

3.2V —x+ 2% - 2V + 4 — —4Im(Yx +1) + ¢

1—
% = t2 almashtrish bajariladi

1 1—x
o -
14.f{1_x]2 —_dx 4.
I l+x tx .
4 1-x
Vilt+x Vi+a— 1
. dx |
15— 15. 20T+ x+ Inf——

16. _,r ,: 16.x = = almashtrish bajariladi
xy 2xT —5x+3 £

1 . 4x—3
J:—=arcsin il +c
4 2 =
ax 1 .. ..
17. _,r aa—— 17. X = — almashtirish bajariladi
XV TxT+2x+5 £
1 . 2
Ji——arcsin x +c
Y 3 Tax
dac .
8. (x = asint) almashtrish bajariladi

8. (%% +16)/9—x2
+c

J — arct g —
J—x

19, j;id 19. 22 [Bx+ 1)+ ¢
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8-§. Tirgonometrik funksiyalarni integrallash

Ma’lumki, integrallar jadvalida

Yy =s5inx, Yy =CcC05X,

funksiyalarning integrallari ham oson hisoblanadi:

Masalan,
COS X dsir x) .
ctg x dx = —dx = | ———= = In|sinx| + C.
sin x sinx
Shuningdek
¥ =s5nadx, y=cosax, y=tgax, vy = ctgax
hamda

v =sin(x +a), y=cos(x +a), v=tglx +a),
funksiyalarning integrallari ham oson hisoblanadi.

Masalan,

. _1r _
Jsm[zx +1)dx = EJ sin(2x +1)d(2x+1) =

= —%cos(zx +1)+C.

Ko'p hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda

x
tg — =t
932
(ba’zan sinx=1t, cosx =t, tgx=1t) almashtirish natijasida qaralayotgan aniqmas
integral ratsional funksiyalarni integrallashga keladi. Bunda

2
x=2arctgt, dx= — dt,
1+t
x X x
2sinscos5 2tg 5 Tt
sinx = 2 2_— 2_—

z X 2 X 2
cos™ 5 —sin” 5 1—tg 5 1-1t?
cosx = = =
z
2

sin? %—F cos?
bo'lishini e’tiborga olish kerak bo’ladi.
Masalan,

_f dx
r= 1+ sinx+ cosx
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integralni hisoblashda

t - t
g 2
almashtirish bajarib hisoblanadi:
Ravshanki,
2
dx = — dt,
1+t
. 2t
sinx = -,
1+t
1—t?
cCos5xX =
14 t-
Unda
2
J dx _ J T e _
1+ sinx +cosx 2t 1 —t?
S W

2 1+¢? dt
= — - - —dt = | ——=lnlLl+t|+c=
1462 14+624+2t41 —¢2 1+t
=in|i+tg3]+cC
2

bo'ladi. =

Ayrim trigonometrik funksiyalarni integrallashda trigonometriyada ma’lum bo'lgan
ushbu

[cos(a — ) —cos(a+ F)]

sina -sinf =

[cos(a = ) + cos(x + B)]

cosa rcosfi =

Bl e NI

[sin(a — f) + sin(a + £)].

sina -sinff =

1
cinacosa = Esinza,

o, 1—cos2a

EmTae =—-
2

- 1 +cos2a

Cos~a :T

formulalardan foydalanish magsadga muofiq bo’ladi.
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Masalan,

J sin3x -sin4x dx

Integral quyidagicha hisoblanadi:

1
J sin3x -sin4x dx = EJ [cos(3 — 4)x —cos(3 + 4)x]dx =

1 1 1 1
=—|ecosxdx—— | cos7 xdx=—sinx ——sin7 x+ C.
2 2 2 14

Trigonometrik funktsiyalarni integrallash.

Misollar: Javoblar:
4 + .3 1 5 1 7
1. Icos xsin” xdx 1. ——cos’ x+—cos' x+C
5 7
s ., 1.5 2 . 1.,
2.Icos xsin” xdx 2. =sinx——=sin’ x+—sin’ x+C
3 5 7

sin” x

3. j—zdx 3. cosx —2arctg(cos x)+ C
l+cos” x

3 .
4. j(.:os24xdx 4. —lsinx+i 2S%H—XI+C
4sin” x -1 4 16 |2sinx+1
dx 1 2tgx
5. 5. arct +C
I3c0s2 x4sin? x 2./3 & J3
1 . |
6. Icos4xcos7xdx 6. —sin3x+—sinllx+C
6 22
) 1 1
7. Ism 3xcos 10xdx 7. —cos 7x ——cos 13x+ C
14 26
8. J.sinfcosfdx 8. —6cosi—écosE+C
3 4 12 7 12
9, jsmfsmfdx 9. 3sin X — S sin X 4 ¢
3 2 6 5 6

IO.Isinzxcos4xdx 10'i+sm2x_sm4x_s1n6x+c
16 64 64 192

x sin2x

ll.J.coszxdx 11.2+ J +C
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12. Isin4 xdx
13. J.cos4 xdx
14. Isin4xcosz dx
15.Icos6xdx

16. J~ sm X
CcoS X — 3

17 J' _odax
' 5+ 4sin x

18._[ .dx —4cos x
3sin 4x

wj‘“

sin x

dx

COS X

20. |

21. J.cos5 xdx

22. Isin ® xdx

.3
23jmlxw

cos* x

COS X

Mj dx

Sll’l X

d.
> Ismxx

dx
26. '[cos x

12. gx—lsin2x+isin4x+c
8 4 32

3 sin 2x  sin 4x

13. = x + + +C
8 4 32

14'i_sm2x_sm4x+sm6x+c

10 64 64 192

15. ix+lsin 2x—isin3 2x+isin 4x+C
16 4 48 64

2
16. COS X

+3cosx+81n|cosx—3| +C

) Stg > +4
17. —arctg; +C
3 3

E
18 tm—2 2, ¢
5 X
1g=+—-
22
19mg§+c

+C

X T
20. Inl|te| —+—
4@ 4)

21. sinx—gsin3x+%sin5x+C

22. ix—lsin 2x+isin 4x+isin3 2x+C
16 4 64 48

1 1

23. - +C
3cos’x cosx
3
24. —Ecosx— CO_S zx —ilntgz +C
2 2sin“ x 2 2
25, - <X Ll Xy e
2sin“x 2 2
26. Smf +llntg(£+£j+c
2cos” x 2 4
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tgzx

27. [1g’xdx 27. 5=+ In|cos x| + C
3 ctgzx .
28. Ictg xdx 28. - —1n|s1nx| +C
3 5
29. J.sin5 xcos” xdx 29. — cos 2x ;&8 2 _cos” 2x +C
64 96 320
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ANIQ INTEGRAL

1-§. Aniq integral tushunchasi

Aniq integral matematikaning muhim tushunchalaridan hisoblanadi. Bu tushunchani

bayon etishdan avval, unga olib keladigan masalalardan birini keltiramiz.
1". O'tilgan yo'l haqidagi masala

Moddiy nuqta to'g'ri chiziq bo'ylab, " = V(t) tezlik bilan harakat qilsin. Uning t,

momentdan T" momentgacha ketgan vaqtda bosib o"tgan yo'Ini topish talab etilsin.
Ma’lumki, tezlik ¥ o'zgarmas bo'lganda, o'tilgan yo®
S=V-(T—ty)
bo’ladi.

Tezlik o'zgaruvchan bo'lganda, ya’ni u vaqtning funksiyasi (¥ = V(t)) bo'lganda,
ravshanki, bu formula bilan moddiy nuqgtaning [t,, T] vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo'lini aniq

hisoblab bo'Imaydi. Otilgan yo'lni aniq hisoblash maqsadida [t,, T] vaqt oralig"ini.

tﬁ,ti,tz,...,t [tﬁ{ti{tf A i 5 =T]

T [y

nuqtalar yordamida = ta bo'lakka bo'lamiz. Natijada [, T] ushbu

[to, 1], [tptal e [tg b0 ] = [t g, T1
bo’laklarda ajraladi. Har bir
[tk-'tk-l‘i] [k=ﬂ,1,2,......,ﬂ— 1:]

da &, nugta olib, so'ng shu [t,, t,.,] da nuqtaning tezligi o zgarmas V (£, bo'lsin deb, o tilgan

yo'Ini
V(&) (tesy — 1) =V (8,) - Aty

(At, = t,.q — t.) bo'lishini topamiz. Bu ifoda albatta [t,, t,.,] vaqt oralig'ida o'tilgan yo'Ini

taqriban ifodalaydi. Unda [t,, T] vaqt oralig’ida o'tilgan yo'l
5~ V(fnj Aty + V(fj_j CAty + -t V(fkj “At +
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n—1
+od V(E,my) - AL,y = Z V(&) - Aty
k=0
bo’ladi.
Endi [t,, t,4;] (k= 0,12, ..,n = 1) segmentlar uzunliklari
Aty =trsg — Iy
ning eng kattasini

A (A= mf,x{&tl}, Aty, .., At, 1)

deylik.
Unda 4 nolga intilganda (4 — 0)

n—1
Y v(soas,
k=0

yig'indining limiti moddiy nuqtaning [t,, T] vaqt oralig'ida bosib o'tilgan yo'Ini ifodalaydi.

Demak, o'tilgan 5 yo'l A =+ 0 da

g

Vv (fkj - Aty

&
1]
(=]

yig'indining limiti bo’ladi.

Umuman, ko'p masalalarning yechimi yuqoridagi kabi yig'indining limitini topish bilan

hal etiladi. Bu aniq integral tushunchasiga olib keladi.
2°. Funksiyaning integral yig'indisi.
Aytaylik, f(x) funksiya [, b] segmentda berilgan bo'lIsin. [a,b] segmentni

Xgr Xq,Xg, wnX, (@=Xxp<x,<x,<--<x,=21h)

T T

nuqtalar yordamida = ta bo lakka bo'lamiz:
[xgx1 ] [xp20] e, [ g x] (% = @ x,, = b)
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Har bir [x,, x24] (k=0,12,..,n=1)
bo’lakchada ixtiyoriy
S (0 =6 = Xpeyy)

nuqtani olamiz. So'ng funksiyaning shu nuqtada qiymati f(&.) ni Ax, = x,,.,— x, ga
ko paytirib quyidagi yig indini tuzamiz:

n—1

Zf [fk]-ﬂ.xk :f(‘fﬁ) : ﬂxu"’f(fﬂ -Ax; + +f(fnj “Axg o
k=0

+f(fn—i] ) ﬂxn—i

Bu yig'indi f(x) funksiyaning [a, b] segment bo'yicha integral yig'indisi deyiladi va u &
orqali belgilanadi:

Masalan, f(x) = x® funksiyaning [a,b] segmentdagi integral yig'indisi (yuqoridagi

bo’linishga nisbatan)

n—1 n—1
a=§f(fkj-axk=265 A,
= =0

bo'ladi.
3%, Aniq integral ta’rifi.
f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo'lsin.

Bu funksiyaning integral yig'indisi
n=1
o= F(5)-ox,
k=0

ni qaraymiz.
Ta’rif. Agar A — 0 da (yoki n — @0 da) f(x) funksiyaning integral yig indisi
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chekli limitga ega bolsa, bu limit f(x) funksiyaning aniq integrali deyiladi va

b
| Ferex
kabi belgilanadi. Demak,

Jf(x]dx— hm o= lim Zf({k] Ax,,

A=0
|n—:~-\:u::| (mn—oe) k=

Bu holda f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi deyiladi, a — integralning quyi
chegarasi, b integralning yuqori chegarasi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral
ostidagi ifoda deyiladi.

Endi aniq integralning mavjudligini ifodalaydigan teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar v = f(x) funksiya [a, b] segmentida uzluksiz bolsa, u holda.

h
| Ferex

aniq integral mavjud bo ladi.

Eslatma. Funksiyaning uzluksiz bo lishi sharti uning integrallanuvchi bo lishining etarli

sharti bo'ladi. Agar funksiya [a,b)] segmentda chegaralangan bo'lib, u shu segmentning chekli

sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha nugqtalarida uzluksiz bo’lsa, u

integrallanuvchi, ya’ni uning aniq integrali mavjud bo ladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda integrallanuvchi bo lsa,

ff(x]dx =—ff(x]dx, ff(xjdx =0

deb qaraladi.

Misol. Ushbu
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aniq integral ta’rifga ko'ra topilsin.

=2 Integral ostidagi f(x) = x funksiya [0,1] segmentda uzluksiz. Demak, qaralayotgan

integral mavjud. Ta’rifga ko'ra

1

j x dx =lim nz_if(fk] Ax,,  (fG) =7)
k=0

o
bo’ladi. Integral yig'indini quyidagicha tuzamiz

1) [0, 1]segmentni

nuqtalar yordamida = ta teng bo"lakka bo'lamiz

1 i 2 k k+1 n—1 =
']r N R Y yoreny T
n non n n n n

Bu holda
k+1 kK 1
:.'Ck = _—=
T TL T
boladi.
2) Har bir [E’ E] (k=10,1,2,..,n— 1) kesmadagi ¢, nuqta sifatida —— ni

n

olamiz;:

ke+1
f=——, (k=012..,n—-1)
T

Berilgan f(x) = x funksiyaning bu nuqtadagi qiymati

k+1
f(&) =— (k=012.,n-1)

bo'ladi. Unda f(x) = x funksiyaning integral yig'indisi
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Zf(fkj Ax, = k+1 1 1) =

——(1+2+3+ +n) =—

1 n[n;lj %(1+1)

bo'lib,
bo'ladi. Demak,

2-§. Aniq integralning xossalari.

Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo'lib, uning aniq integrali

h
| £ ax

mavjud bo’lsin.
Funksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega. Ularni keltiramiz.

1°. Ushbu
b b
ch[x]dx=cjf[x]dx (¢ — const)

munosabat o’rinli bo’ladi

= f(x) funksiya [a, b] segmentda integrallanuvchi. Unda ta’rifga binoan
b n—1
| fe ax=1m Y 150 o,
a k=0

bo'ladi. Ravshanki, ¢ - f(x) funksiyaning integral yig'indisi.
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n—1

Zc'f(fkj'ﬂxk

k=0

bo'lib,
n=1 n=1
ZC'f(fkj'ﬂxk=c'2f(fkj'ﬁxk
k=0 k=0

bo'ladi. Bu tenglikda 4 — 0 da limitga o'tib topamiz:

fc-f(x]dx=c-ff(x]dx. -

2°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da integrallanuvchi bo’lsa u holda
f(x) £ g(x) funksiya ham [a, b] da integrallanuvchi va

f[f(x] t g(x)] dx = ff(x]dx + f g(x)dx

bo ladi.

Ma’lumki,

b -
| £G) dc=tim Zif(fkj Az,

=0

b

n—1
J g(x) dx =£i_%z g(&,) - Axy
=0

il

Ravshanki, f(x) + g(x) funksiyaning integral yig'indisi

1

[F (&) £o(E)] Ax,

o

n

k

bo'lib,

E[f(x] t g(x)] Ax, = Ef@k:} “Ax, iigitﬂ{j - Ax,
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bo'ladi. Bu tenglikda 4 — 0 da limitga o'tib topamiz:

f[f(x]ig[ﬂ]rix=ff(x]dx T fg(x]dx- =

Aniq integralning keyingi xossalarini isbotsiz keltiramiz.

3% Agar f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo'lib, ixtiyoriy a < ¢ < b bo'lsa, u
holda

_ff(x] dx=ff(x] rix+ff(x] dx

bo'ladi.

4° Agar f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo'lib, ixtiyoriy x € [a, b] da
F(x) = 0bo'lsa, u holda

ff(x)dxzﬂ

bo ladi.

5°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da integrallanuvchi bo'lib, ixtiyoriy x € [a, b]
da

flx) = g(x)

bo’lsa, u holda

b

ff(x) ax< [ geas

Jard

bo'ladi.
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3-§. Aniq integrallarni hisoblash usullari.
1°. Nyuton-Leybnis formulasi va uning yordamida aniq integrallarni hisoblash.

Aytaylik, v = f(x) funksiya [a, b] segmentda uzliksiz bo'lib, F(x)esa uning
boshlang'ich funksiyasi (F'(x) = f(x)) bo'lsin. U holda ushbu

B
f £(x) dx = F(b) — F(a)

formula o'rinli bo'ladi. Shuni isbotlaymiz.
= [a,b] segmentni
0= XgXq,Xg e, X, = b (2 <2, << x,)

n

nuqtalar yordamida n ta

g2y LIxg. 2], [,y 2, ]
bo’laklarga ajratamiz.
So'ng quyidagi tenglikni qaraymiz:
F(b) — F(a) = F(x,) — F(xy) =
=[F(x,) = Flrpg)] + [Flay) = Fanp)] -+
+[F(xy) = Flx )]+ [Fxy) — F(xp)]

Mazkur kitobda Lagranj formulasi deb ataluvchi ushbu

f(B) = fla) = f'(c) (b —a)

formulani keltirgan edik. Shu formuladan foydalanib yuqoridagi tenglikning o'ng

tomonidagi ayirmalarni quyidagicha yozamiz:
F(b) — F(a) = F'I(fkj : (xn _xn—lj +F' (E;rn—lj . (xn—l _xn—zj +

+ot FI(E) - (3 — xq) + F'(E) (3, — xp) =
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n

=ZF"[:‘5{)- Ax, = f(fkj'ﬂx;lc
k=1

k=1

Demak,
F(b) - F(a) = ) F()- b,

f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo'lgani uchun u [a, b] da integrallanuvchi.

Bunobarin 4 =+ 0 da
n h
lim Y F6)- A, = [ FG)dx
=1 o
bo’ladi. Keyingi tenglamadan
b
F(b)~ F(a) = [ £ (1)

bo’lishi kelib chiqadi.
Odatda (1) Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

Aniq integrallarni sodda, ayni paytda qulay bo'lgan hisoblash yo'llaridan biri ularni
Nyuton-Leybnis formulasi yordamida hisoblashdir.

Agar quyidagi
F(b) — F(a) = F(x)2

belgilash kiritilsa, unda Nyuton-Leybnis formulasi ushbu
b
| e =F

korinishga keladi.

Nyuton-Leybnis formulasi yordamida
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ff(x)dx

aniq integral quyidagicha hisoblanadi:

Avvalo f(x) funksiyaning aniqmas integrali

Jfx)dx

topiladi. Aytaylik, bu integral topilib, u @ (x) ga teng bo'lsin:
| frax= o)+

So'ng bu funksiyaning @ va b nuqtalardagi qiymatlari hisoblanib.
2(b) — ¢(a)

ayirma topiladi. Bu qiymat Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra

b
[ Feyax
integralning qiymati bo'ladi.
Masalan,
T T
J sinx dx = —cosx j =—(cosm—cos0) =2
o 0
bo ladi.

2°. O'zgaruvchilarni amashtirish usuli.

Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] da berilgan va uzliksiz bo'lib, uning aniq integrali

b
[ Feyax
ni hisoblash talab etilsin. Bu integralda
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x= (1)
almashtirish bajaramiz. Bunda ¢(t) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) @(t) funksiya [a, f] segmentda uzluksiz;
2) pla) =a, @)=

3) @(t) funksiya [a, ] segmentda uzluksiz ¢'(z) hosilaga ega. U holda

b g
[ r@a=] e ¢a @)

bo'ladi.

<2 Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin. Unda Nyuton-Leybnis

formulasiga ko'ra
b
| ferax=re) - (@

bo'ladi. Ma’lumki,
(F(o(9))' = F'(0(2))- ¢'(8) = F(0()) - &' (2).

Demak, F(g(t)) funksiya f(@(t)) - @' (t) funksiyaning boshlangich funksiyasi boladi.

Unda Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra

J fle(t)) - ¢'(t) dx = (F(e() 15= F((B)) — F(e(x)) =

— F(b) — F(a) =[ftxjdx

bo'ladi. Bu (2) munosabatni isbotlaydi. =

Misol. Ushbu
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Integral hisoblansin.

=1 Bu integralda x o’zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

x = 2sint.

Bunda
dx = (2sint) -dt = 2costdt

=2 bo'lganda, t= ; bo'ladi. Unda (2) formuladan

bo'lish, x =10 bo'lganda t=0,x

foydalanib topamiz.

=3 P . 2 T
xyY4—x"dx = | 4sin" t-y4— 4s5in"t-2cost dt

—, [MTE]

ﬂ‘-_____!

Keyingi integralni hisoblaymiz:

5 5 9 ,
4sin“t-y4—4sin“t-2cost dt = 16 | sin” tcos tdt =

DL__“'!M“:‘
G‘-__“'sr-.q;q

, 1
sin“2t dt = 4 2 (1L—cos4t)dt=

G“_—‘"sr-:q;q

Il
=
a3
 —— )
= | =

o o

=2[:: —tsin2t |;] =2(%-0) =m.

Demak,
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3%. Bo'laklab integrallash usuli.

Aytaylik, u =u(x) va v =w(x) funksiya [a, b] segmentda aniqlangan, uzuksiz

u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo Isin.
Ravshanki,
[u(x) - v(x)]" = u'(x) - v(x) +u(x) - v'(x)
Demak, u(x)+ v(x) funksiya
u' (x) - v(x) +ulx) v (x)
funksiyaning boshlang ich funksiyasi bo ladi.

Nyuton-Leybhis fopmulasiga ko'ra
b
[ @ v+ u@) -+ (] dx = )=
bo'ladi. Agar

J[u'{x] v (x) +u(x) - v'(x)] dx= J w(x) - u'(x)dx +

+fu(x;-w*(x)dx =fvtx1-du(x3 +futx]-dv(x]

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda

J v(x) -du(x) + Ju[x] cdv(x) = [u(x) - v(x) ]2
bo’lib, bundan esa
b b
[ o) = ) v [ 00 -du) @)

bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglik aniq integralning bo'laklab integrallash formulasi deyiladi.
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U u(x)dv(x) ni integrallashni v(x)du(x) ni integrallashga olib keladi.

Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun integral ostidagi ifodani u(x) va
dv(x) lar ko'paytmasi ko'rinishida yozib olinadi, bunda, albatta v(x)du ifodalarning

integralini oson hisoblana olinishi lozimligini e’tiborda tutish kerak.

Misol. Ushbu

EI!!.

Jxlnxrix

Integral hisoblaymiz.
=2 Bu integralda
u=Inx dr=xdx

deyiladi. Unda

-
=

1 x
du = — dx, EJ:JIEiIZ—
x 2

bo’ladi. Bo'laklab integrallash formulasi (3) dan foydalanib topamiz:

. & e 1 . -
=—(Ze4—e‘ _E—I_?) =E[3&‘ —1)e”. &

4-§. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash.

Biz yuqorida integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich funksiyasi ma’lum bo’lsa
integralni Nyuton-Leybhis fopmulasi yordamida hisoblash mymkinligini ko'rdik. Ammo
boshlang'ich funksiyani topish masalasi doim osngina hal bo'lavermaydi. Agar integral ostidagi
funksiya murakkab bo’lsa, tegishli aniq integralni hisoblashni taqribiy usullarini qo llash lozim

bo ladi.
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1°. To g'ri to rtburchaklar formulasi

fF(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan va uzluksiz bo'lsin. Bu funksiyaning aniq

integrali.
b
| reyas

ni tagribiy ifodalovchi formulani keltiramiz, [a, b] segmentni
a=x,<x;<x,<--<x,_,<x,=b
nuqtalar yordamida n ta teng bo'lakka bo'lamiz.

Bu holda

bo'ladi.

Berilgan f(x) funksiyaning x, huqtadagi qiymati f(x, )ni hisoblab, f({x) funksiyaning

[xy, %,24] segment bo'yicha aniq integralini quyidagicha

Flepa b
) —
| Fean® ) pe=F 0=
taqribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir
[y, %peql (k=0,1,2,.... ,m — 1) segmentga nisbatan yozib, so'ng ularni hadlab

qoshib topamiz:

Ia_ b_
Jﬂﬂﬂﬁf&J a

n

Iz b_
fﬂ@ﬁwfwg- ‘

T
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Tf(xjdx N Fx)

b -
J fle)dx % f(x,y)- mn a’

1

)Tf(x)dx+ Tf(x)cix+ Tf(x)dx+-"+ ff(xjdﬁ

5 b% [flxg) + Flxy)+ flaey) + o4 fx,-4)]
Demak,

b—a

n

B
f FGOdx ¥ 22 [F(xg) + Fley) + Flxa) + -+ Fxan)],

_ff(x)dx wb—jnjf(m (4)

Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formula to'g'ri to rtburchaklar formulasi deyiladi.

2°. Trapetsiyalar formulasi.

f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan va uzluksiz bo'lsin [a, b] segmentni
yuqoridagidek 1 ta teng bo'lakka bo'lib, f(x) funksiyaning [x,, x,.4] segment bo'yicha

olingan aniq integralini quyidagicha

[ R R S ALY SR

taqribiy ifodalaymiz. Bunday taqribiy formulani har bir [x,, x,.,] (k=0,1,2,.....,.n—1)

segmentga nisbatan yozib, so ng ularni hadlab qo’shib topamiz:
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Tf(xjdx-F Tf(:fs)rix-F Tf(x)dx-F'"-F f f(x)dx~

P
i~

b_
[0 x) + FGx) + (F ) + Fa) + () + £ (x) +

ot (Flg) +F()] =

b—a
= ?[ftxuj +2f(xy) + 2f () + -+ 2f (xp_q) + fx,)]

Demak,

b—al|f(x, x,

fﬂﬂﬁ*

Bu aniq integralni taqribiy hisoblovchi formulaga trapetsiyalar formulasi deyiladi.
3°. Parabolalar (Simnson) Formulasi

§F(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan va uzluksiz bo'lsin. [a, b] segmentni
(i =I|}{xi{x2 e {I:n_z = I:n_i '{x:n =b
nuqtalar yordamida 2n ta teng bo'lakka bo'lamiz.

f(x) funksiyaning [x,,, %.;42] segment bo'yicha aniq integralini quyidagicha

Lo+

bh—
J flx)dx ~ Tﬂ [frp) + 4f (xap01) + F(x2042)]

taqribiy ifodalaymiz. Bu taqribiy formulani har bir

[t50,%ps2] (K=0,1,2,.....,n—1)

segmentga nisbatan yozib, so 'ng ularni hadlab qo shib topamiz:

Jf(x]dx—i— J fx)dx + J flx)dx+ -+ J flx)dx ~
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b—a

&n

e
o]

[[f(xnj + 4f(i’51] + f(xzj) + [:f(xzj + 4f(xaj + f[:&]] +

+[f[x4] +4f(xz) ‘|‘f(xe])‘|' w (f(xgnon) +4f(xg,_4) + fxy,))] =

b—a
=?[(ftxuj+ [l )) +4(f () + fxg) + flxg) +---+ f(xzn—lj) +

+2(f(xzj + f(x4:] + f(xsjj +--+ f(x:n—zjj]

Demak,

h
| reaxs

P
i~

b—a
&n [(fCxg) + flxgp) +4[f[x1] + f(x3) +'"+f(x2n—1j) +

+2[f[x2] +fleg) +- + f(xzn—zj)] (6)
Bu (6) formula parabolalar (Simnson) formulasi deyiladi.

Misol. Ushbu

1
Je_xzdx
o

aniq integral to'g'ri to'rtburchaklar, trapetsiyalar va Simpson formulalari yordamida taqribiy

hisoblansin.

<1 [0,1] segmentni 5 ta teng bo'lakka bo'lamiz:
0= x4 xq= 0,2, x, = 04, x3 = 0,6, x, = 0,8 ;=1
Bu nuqtalarda f(x) = e * funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo’ladi:
fix,) = 1,00000,

f(x,) = 0,96079,

f(x,) = 085214,
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flx3) = 0,69768,
flxy) = 052729,
f(x.) = 0,36788.

Har bir bo'lakning o’rtasini ifodalovchi nuqtalar quyidagicha

bo'lib, bu nuqtalardagi qiymatlari esa quyidagicha bo'ladi:

=
E

f (JXZl) = 0,99005,

a) To g'ri tortburchaklar formulasi (4) bo yicha.

1
J‘e'rdx &
o

[a.Y
ot

(0,99005 + 0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) =

ol

1
= < -3,74027 ~ 0,74805

b). Trapetsiyalar formulasi (5) bo yicha

1
J _xzdx 1 1,000000+ 0,36738
=

g < ( > +0,96079 + 0,85214 +

o

1
+0,69768 + 0,52729) = < (0,68394 4+ 3,03790) =

1
= E -3,72184 ~ 0,74437
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v) Simpson formulasi (6) bo'yicha
1

z 1
je‘x dx % —[(1,00000+036788) +

o

+4(0,99005+ 0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) +

+2(0,96079 + 0,85214 + 0,69768 + 0,52729)] =

1
3o (1,36788 + 4:3,74027+ 2+ 3,03790) =

1
To (1,36788 + 6,07580 + 14,96108) & 0,74682

Tagqribiy formulalar yordamida hisoblab topilgan

integralning qiymatini, uning

1

J e~ dx = 0,74685 ...

o

qiymati bilan tagqoslab, Simpson formulasi yordamida topilgan integralning taqribiy qiymati

aniqroq ekanini ko ramiz.
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ANIQ INTEGRALNING BA’ZI BIR TADBIQLARI
1-§. Tekis shaklning yuzini hisoblash

F(x) funksiya [a, b] segmentda aniqlangan, uzliksiz hamda ixtiyoriy x € [a, b] da
F(x) = 0 bo'lsin. Yuqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x = a, x = b vertikal
chiziqlar hamda pastdan ©@X —abssissa 0'qi bilan chegaralangan shakIni qaraylik.

Odatda, bunday tekis shakl egri chiziqli trapetsiya deyiladi. Uni aABb deylik.
Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda o'zgarmas, ya’ni
f(x) =C = const
bo’lsa, u holda aAEb shakl to g 'ri to rtburchak bo'lib, uning yuzi
§=cC-(b—a)
bo'ladi.

Agar f(x) funksiya ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo'lsa, unda aAE b shaklning yuzi
quyidagicha topiladi:

[a, b] segmentni
a = xg, Xy E R S x,=b
(xg Cxy <2, < - <x)
nuqtalar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz va har bir
[0, Xpaq] (k=0,1,2,.... ,n—1)
segmentda ixtiyoriy
& (&x € [x Xpsa])

nuqta olamiz.

So'ng har bir [x,, x,:,] segmentda f(x) funksiyani o'zgarmas va uni f(&,) ga teng
qilib olsak, u holda x, A, B, x, ., egri chizigli trapetsiyaning yuzini

Fl&) - (s —x)
deb olish mumkin bo'lib, aABb shaklning yuzini esa
S& f(&) (xg —x0) + (&) - (g —x ) + -+
TG (s =2 o+ f(Samg) " (3 = Xpmq)

deyish mumkin. Demak,
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5~ Z f(fkj Axy, (1)

bunda Ax, = x,.4 — x,.
aABb egri chiziqli trapetsiyaning yuzini ifodalovchi formula taqribiy formuladir.

Endi [a, b] segmentning bo'laklari sonini shunday orttira boraylikki, bunda har bir
[%,. x+4.] sSegmentning uzunligi Ax, nolga intila borsin. U holda

n=1
Z (&) - Ax,
k=0

yig'indining miqdori ham o’zgara boradi.

Ma’lumki, bu holda
n—1 b
lim " (50 ax, = [ @)
=0 :

bo ladi.

Demak, egri chiziqli trapetsiyaning yuzi
b
5= | FGex

aniq integral orqali topiladi.

Eslatma. Agar egri chiziqli trapetsiya OX o'qidan pastda joylashgan bo’lsa,
(f(x) =0, x€ [a, b])unda bu shaklning yuzi ushbu

s=—ffuﬁx

formula yordamida topiladi.

Masalan, yuqoridan f{x) = x* parabola, yon tomonlardan x = 1, x = 3 vertikal tog'ri
chiziglar va pastdan 0.X o'qi bilan chegaralangan shaklning yuzi yuqorida keltirilgan formulaga
ko'ra

38 1 26

- T=g9g__="__"_=gZ-

3 3 3

bo ladi.

Agar tekislikdagi shakil quyidagi
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y = fi(x), v = f(x), x=a x=5b

(fi(x), fi(x) funksiyalar [a, b] da uzluksiz va fj(x) =0, f5(x) >0, fi(x)=fi(x)
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi

0 =j[ﬂ(x)—;@(x11 dx

formula bilan topiladi.

Demak, manfiy bo'lmagan wuzluksiz funksiyaning aniq integral egri chizigli
trapetsiyaning yuziga teng. Bu aniq integralning geometrik ma’nosini ifodalaydi.

2-§. Yoy uzunligi.

f(x) funksiya [a, b] segmentda aniglangan va uzliksiz bo'lsin. Uning grafigi tekislikning
(a, f(a)) va (b f(b))
nuqtalari orasidagi egri chizig-yoyni ifodalasin.

Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda o'zgarmas, f(x)=c, ¢ =const bo'lsa, bu
funksiyaning grafigi tekislikda (a, b), (b,c) nugtalarni birlashtiruvchi to'g'ri chiziq kesmasi
bo’lib, uning uzunligi

li=b—a
bo ladi.

Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda chizigli funksiya, ya’ni f(x)=kx+b
(k,b—o0’zgarmas sonlar) bo'lsa, bu funksiyaning grafigi (a,f(a)). (b, f(b)) nuqtalarni
birlashtiruvchi to®g'ri chiziq kesmasi bo’lib, uning uzunligi

—

L=+v(b—a)+ (f(b) —fa))* = (b—a) /1 +k?
bo ladi.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] oraligda aniglangan va uluksiz bo'lsin. Bu funksiyaning
grafigi —chizmada tasvirlangan egri chziq yoyini bo Isin.

Uni AB deb belgilaymiz. [a, b] segmentda ixtiyoriy
a = xg, XXy e, X, = b (g <y < x5 << xy)
nuqtalar olib, uni bu nuqtalar yordamida n ta bo'lakchalarga ajratamiz.
ESVE 20 A ESTE 2 PRSP E SWE AP PR E SPPE
[a, b] segmentni bo'luvchi nuqtalar

Tor X1r Xgr e s Kgoa g g0 voe s X 10 Xy
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orqali OY o°qiga parallel to'g'ri chiziglar o'tkazamiz. Bu to'g'ri chiziglarning AB yoy bilan
kesishgan nuqtalari

A fx))  (k=0,1,2,..m)

Ay =A, A_= B bo'ladi. AB yoyidagi bu nugqtalarni bir-biri bilan to'g'ri chiziq kesmalari
yordamida birlashtirib, L _siniq chiziqni hosil qilamiz. L _ siniq chiziq, AB yoyga chizilgan siniq
chiziq deyiladi. Bu siniq chiziq perimetri

n—1

l,= Z *v"f(xk+1 — . 0%+ [flopss) — Fx) P

k=0

bo'ladi.

Ravshanki, ,, perimetr [a, b] oraligning bo'linishiga, ya’ni Ax, = x,.,, — x, ga bog'liq
bo ladi.

Avvaldagidek, Ax, = x,., — x, larning eng kattasini 4 bilan belgilaymiz.

Ta’rif. Agar A — 0da

n=1

"v'lf(xk+1 —x, )5+ [fls) — Fc)]

P{I/J

n
k=0

perimetr chekli limitga ega bolsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi va

liml, =1
A=0

limit AB yoyining uzunligi deyiladi.

f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan, uzluksiz va uzluksiz f*(x) hosilaga ega
bo'lIsin. Bu funksiyaning [a, b] oraliqdagi grafigi AB yoyni tasvirlasin.
Ma’lumki, AF yoyga chizilgan siniq chiziqning perimetri

n=1

o= Z *v'lll(xk+1 — 2. )7+ [fxrpss) — Fx )P

k=0

bo’ladi.
Har bir [x,,%,.4] da f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo'llaymiz. U holda shunday
G (6 € [pxpaa])
nuqta topiladiki,
fls) — Fl) = F1(&) - (e — x5
bo ladi.
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Demak,

n—1
I, = Z ‘\,||| (Xrsq — xka + ffz () - (xper — xka =
k=0
n—1 n—1
= Z&I‘J 1 +frz (fk:) : (-xk+1 - xkj = Z;ﬁqlll + frz(‘f_kj - Ax,,

Bu tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi
| z
\ 1+ " (x)

funksiyaning integral yig'indisini eslatadi.

Uning integral yig'indidan farqi shuki, integral yig'indidagi &, nuqta ixtiyoriy bo'lgan
holda, yuqoridagi yig'indida esa &, nuqta [x,,x,.,] oraligdagi tayin nugtadir. Ammo

| z
JIEF@

funksiya integrallanuvchi bo'lganligi (chunki shartga ko’ra, f'(x) uzluksiz) sababli buning
ahamiyati yo'q. Demak,

n—1 b

| : | z
lgln =l ). 147 dm, = | 1477 s
k=0 ]

Bu esa AB yoyga chizilgan perimetri A — 0 da chekli limitga ega bo lishini va u limit

b

f«.‘.fl—kf:(x]dx

integralga teng ekanini bildiradi.

Demak AB yoy uzunlikka ega va bu yoy uzunligi

]

-
1=J-N|'1 + F7(x) dx

formula yordamida (ya’ni aniq integral yordamida) hisoblanadi.
Misol. Ushbu
(0=x=<4)
funksiya tasvirlagan egri chiziqning uzunligi topilsin.
=1 Avvalo berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:
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3 3 3
X 2 ——xZ = =X
f@)= @ =sx2" =

Undan
z 9 9
14 ) =14+-x [1+F(x)= |1+-x
477 N NI 4
bo'lib,
: 9
.E=J ||1+Exdx
o N

bo’ladi. Bu integralda

1+ > =t
Vi 9
almashtirish bajaramiz. Natijada

= 10
| 4 1 3 10 _
1+— xr:ix 2dt=—t"| =
| 9 27
p N 1

il (Viooo-1) = il (10V10— 1)
27 27

bo’ladi. Demak, yoy uzunli

8 —
I=—(10V10—1
57 (10 )

ga teng. &=
3-§. O'zgaruvchi kuchning bajargan ishi
Aytaylik, biror jism OX o'qi bo'ylab F kich ta’sirida harakat gilayotgan bo'lsin. Bunda
F kich jismning 0X o’qidagi xolatiga bog'liq, ya’ni
F = F(x)va uning yo nalishi harakat yo'nalishi bilan ustma-ust tushsin. Bu kuch
ta’sirida jismni @ nuqtadan & nuqtaga o'tkazish uchun bajarilgan ishni topish masalasi yozaga
keladi.
Ma’lumki, F = F(x)kuch [a, b] oraligda

F(x) =, ¢ — const

bo’lsa, jismni a nuqtadan b nuqtaga o tkazish uchun bajarilgan ish

A=c-(b—a)

formula bilan ifodalanadi.
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F = F(x) kuch [a,b] da xo'zgaruvchining ixtiyoriy uzluksiz funksiyasi bo'lsin. U
holda [a, b] oraligni ushbu nuqtalar yordamida

Q= Xg XX e, Xy =B (X <y <ay << x,)
rta
[, 24 ], Brgn x5 ], oo, [, e ga ], oo, [0, %]
bo'laklarga ajratib, har bir bo'lakchada ixtiyoriy &, (k=10,1,2,..... ,n—1)
& € [ %psq]
nuqta olamiz.

Agar har bir [x,,%,:4] (k=0,12,.... , . — 1) oraligda jismga ta’sir etayotgan F(x)
kuchni o'zgarmas va F(&,) ga teng deb olinsa, u holda [x,,x,.,] oraliqda bajarilgan ish
taxminan

FI&) - (21 — )

formula bilan, [a, b] oraligda bajarilgan ish esa taxminan

n—1 n—1
AR ;F(fkj (X — 2] = Z& F(&,) - Ax

formula bilan ifodalanadi.

Agar A — 0 da

n=1
Z F(&) - Ax,
k=0

yig'indi chekli songa intilsa bu sonni F(x)kuchning [a,b] oraliqdagi bajargan ishi deyilishi
mumkin. Demak

n—1
A= limz F -hx
lim ) F(8,) b,

k=0

Ravshanki, garalayotgan yig'indi F = F(x) funksiyaning [a, b] oraliq bo'yicha integral
yig'indisi bo'ladi. F = F(x) funksiya esa shartga ko'ra [a, b] da uzluksiz. Demak, yig'indining
limiti mavjud va u

b

f F(x) dx

il

ga teng bo’ladi:
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n—1 b
tim» () A%, = [ £G) ds
k=0 p

Shunday qilib, 0'zgaruvchi F(x) kuchning [a, b] oraliqdagi bajargan ishi

b

A=fp(xjdx

bo'ladi.

Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi uchiga esa F = F(x)
kuch ta’sir etib, prujina gisilgan. Agar prujinaning gisilishi unga ta’sir etayotgan F({x)kuchga
proportsional bo'lIsa, prujinani a birlik gisish uchun F(x) kuchning bajargan ishi topilsin.

=2 Agar F(x) kuch ta’sirida prujinaning qisilishi miqdorini x orqali belgilasak, u holda
Flx)=k-x

bo'ladi, bunda k — proportsionallik koeffisienti (gisilish koeffisienti). Yuqoridagi formuladan
foydalanib bajarilgan ishni topamiz:

I. Tekis egri chiziq yoyining uzunligi.

[ =]

1.¥*=X% ¢gri chziqning

4
X=-
3 to’g’ri chziq bilan
Kesilgan qismining uzunligi. 27
2. Xty =a ogy
chizigning butun uzunligi. 6a;

3. V3= (x+ 1) egrichizigning
x=4 to’g’ri chziq bilan kesilgan

qismining uzunligi. 27
4. X = alt - sint), v =a(l —cost)
Sikloidaning bir davrining uzunligi. 8a;

[ t*
x=—,  y=2-—
5. 6 B 4 egri chiziqning
koordinata o’qlari bilan kesishgan ;=%
nuqtalari orasidagi qisming
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uzunligi.
. kS
v=Inxning x =-
4
12
dan~ 5 gacha bo’lgan

qismining uzunligi.
- a2
7.V =3 (2 'L) ning

A = —1 to’g’ri chiziq bilan

kesilgan qismining uzunligi.

1
8.V =1In(1-x% ping S
1
dan = 2 gacha qismining
uzunligi.
1ﬂ=2pxnmgx=3
9.~ ' T2

to’g’ri chiziq bilan
kesilgan qismining uzunligi.

Y 1
S-[ e Tedi =4

EN

1; S
S= [ dx;
. X
28
2ln3-1;

P[V2 +In(1 ++2)] ~ 229p .

Chiziqglar bilan chegaralangan sohaning yuzini hisoblash.

Misollar

1.V =x%, C+v=2;

2.V =2x—Xx7, X+y=o,
= 27, Vo=

3.

4.V =1llgx], v =0, ¢
99-8.1lge ~6.38

5.V =2-X% y? = x?

0.1,
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Javoblar



W
13.

v
14.

T_a et

L

15.

L)

L)
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XOSMAS INTEGRALLAR.
1-§. Chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo yicha) xosmas integrallar.

f(x) funksiya [a, +o) oraligda berilgan va uzluksiz bo'lsin. Bu oraligning istalgan
chekli [a,t] (a <t < +00) qismi bo'yicha

ff[x]dx

integralni qaraylik. Ravshanki, bu integral ¢t ga bog'liq bo’ladi:

F(t) = ff(ﬂrix

Shunday qilib, berilgan f(x) funksiya yordamida F(t) funksiya yuzaga keldi.

Ta’rif. Agar t — 40 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo'lsa, bu limit f(x)
Sfunksiyaning [a, +2) oraliq bo yicha xosmas integrali deyiladi va

+oo
| feax
kabi belgilanadi:
+oo t
J flx)dx= lim F(t) = lim J(f(:c]d:x
t—+too t—+oo
Odatda

+o
| feax

integral chegarasi cheksiz (yoki cheksiz oraliq bo'yicha) xosmas integral deb ham yuritiladi.

Agart —+ +m da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa,
+oo
| rea

xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t — +o0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz (yoki limit mavjud bo'lmasa) bo'lsa,
+oo
| r
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xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (—w0,a] yoki (—o0,+00) oraliqda berilgan va uzluksiz bolsin.

Bu funksiyaning (—c0,a] va (—co,+o) oraliglar bo'yicha xosmas integrallari ham
yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

[ e = im [reoax  (w<i<a),
J Flx)de = lim Jf[x]dx (—o<t<v < 4m)
1,—}+-:n:
Masalan,

J. e dx

o

integral uchun

+ee 4 t
, 5 —1 ,
J e ¥ dx=lim | e ¥¥dx=lim —|e “d(-2x)=
t—+oa t=+om 2
0 0 o
=—=lime ¥ If===lim(e*-e")=—=(0—-1) ==
t——oo t—+—oo

bo ladi.

Demak, qaralayotgan xosmas integral yaqinlashuvchi va

+oo
4 1
g = fdy =—
2

Misol. Ushbu
I=J— (e = 0,a =0)

integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

=2 Aytayilk, @ = 1 bo'lsin. Bu holda

dx x—rx+1
J —=lim | —= lim ( ) =
t—++oo x"x t—+oe \—o + 1
1 —1
lim (tt= =gl ™") = a'™®
t=toe 1 — @ 11—



bo'ladi. Demak, @ > 1 bo’lganda

xosmas integral yaqinlashuvchi.

Aytaylik, @ <=1 bo'lsin. Bu holda

P t—=+4oo 1— e

1
J — = lim | x %dx = lim (t172 — gl =) = 4.

uzogqlashuvchi.

Aytaylik, @ =1 bo'lsin. Bu holda

r:ix
J —=Ilim | —= lim (Int —Ina) =+

t—too x t—=too

bo'ladi. Demak, @ = 1 bo’lganda

integral uzoqlashuvchi.

Shunday qilish

J— (¢ =0a>=0)

xosmas integral @ = 1 bo’lganda yaqinlashuvchi @ = 1 bo’lganda uzoqlashuvchi boladi.
2. Yaqinlashuvchi xosmas integralning xossalari.

Xosmas integrallar ham aniq integrallarga o'xshash xossalarga ega. Biz ularni isbotsiz
keltiramiz.

1) Agar f(x) funksiyaning

f Fx)d
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xosmas integrali yaqinlashuvi bo'lsa, bu funksiyaning

+eoo

J flx)dx (a<b=< +w)
b
xosmas integrali ham yaqinlashuvchi bo'ladi va aksincha. Bunda

4o h Lo
| fedx = [ fdax+ [ feax

bo’ladi.
2). Agar

+ oo
| r@a
integral yaqinlashuvchi va k o’zgarmas son bo'lsa, u holda

+0
f Rf () dx

integral ham yaqinlashuvchi boladi va

+eoo

f kf(x)dx = k T f(x)dx.

il

3). Agar
+oo

Tﬂﬂﬁvafﬂﬂ&

il

integrallar yaqinlashuvch bo'lsa, u holda

+eoo

fﬁ@iﬂﬂﬁ

il

integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi va

-0

JU@iﬂmﬁ=Tﬂﬂﬁirﬂﬂﬁ

il

4). Agar
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+ oo
| r@a
integral yaqinlashuvchi bo'lib, ixtiyoriy x € [a, +00) da

flx)=0
bo’lsa, u holda

T Fx)dx 20

bo’ladi.
5) Agar ixtiyoriy x € [a, +o2) da
flx) = g(x)
bo'lib,
$oo

Tf(x)dx v [ gGoax

il

integrallar yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

S

_Tf(x]rixi | g@ax

bo ladi.

Tasdiq. f(x) va g(x) funksiyalar [a, +) oraligda berilgan va uzluksiz bo lib, ixtiyoriy
x € [a, +90) da

fx)z0, gx)=0  f(x)=g(x)

boIsin. U holda

+eoo

| s@ax

il

integral yaqinlashuvchi bolsa,

+oo

[ ras
integral ham yaqinlashuvchi bo ladi.
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Misol. Ushbu

oo

-
jexdx
o

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

= Ma’lumki x = 1 da

bo'ladi. Ravshanki,

xosmas integral yaqinlashuvchi. Unda yuqorida keltirilgan tasdiqqa ko'ra

+ 00

J 2% dy

1
xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo ladi.

Avvaldan bilamizki,

mavjud. Unda 1)-xossadan foydalanib

+ma

1 4o
J e % dx = J e dx —I—j e % dx
0 0 1

quyidagi

+ oo

J= J- e~* dx

o

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo'lishini topamiz.
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2-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali.

F(x) funksiya [a,b) yarim intervalda berilgan va uzluksiz bo'lib, (t, b) intervalda
(a < t < b) chegaralanmagan bo'lsin. Bu funksiyaning [a,b) ning istalgan [a,t] qismidagi
(a<t=<b)

| ras
t ga bog'liq bo'ladi:
ﬁﬂ=fﬂﬂﬁ

Ta’rif. Agar t = b—0 (yani t—=b; t=<D>b)da ®(t) funksiyaning limiti mavjud
bo'lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a, b) oraliq bo'vicha xosmas integrali
deyiladi va

b
| reex
kabi belgilanadi.

| ferax= him o0 =tm () = tm_ [ feoax

t<h

Agart—=b—0 da

r
&(t) = J- flx)dx,
ning limiti mavjud va chekli bo’lsa,
b
| rea,

xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agart —= b —0 da ®(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo'Imasa,

h
| rea

xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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Chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a,b] (yoki (a, b)) oraliq bo'yicha

integrali ham yuqoridagidek ta’riflanadi:

f FO)dx = lim_ f f(x)dx, (a<t<b),

b "
Jf[x]dxnl_i}tglﬁjf[x]dx (a<v<=n<bh)

v—+atl

Misol. Ushbu

1
j dx
v1i—x
0
integral yaqinlashuvchilikka tekishirilsin.
< x = 1 nuqta atrofida
1
x =
FO) = =

funksiya chegaralanmagan.

Xosmas

Demak, berilgan integral chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali. Ta’rifga ko'ra

t

1
1 1
J—dx= lim dx
0

Vi—x e>1-0) 1 —x
o

bo'ladi. Agar

1 1 _£+
1 L (1—x) 2
j dx=—J[1—x]2d(1—x]=—1—
0 @ _j'l'l

Vv1i—x

1 1
=—2[(1—tj"3—(1 —l:lji] =2-2Vl-t

bo’lishini e’tiborga olsak, unda

lim ——= lim (2—-2V1—t)=2
t=1-0 ) 1 —x t=1-0

bo'lib,

t
II}



ekanligini topamiz. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvi va u 2 ga teng.&=

Misol. Ushbu

G‘«-_____!H
= &

integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

<2 Ravshanki, x = 0 nugta f(x) =i funksiyaning maxsus nuqtasi. Xosmas integral
ta’rifiga ko'ra
:L

rix

= lim | —= lim [Inx]; =
x t—+0+0 x t—=0+0

0 t

= lim [Inl —Int] =
t=0+0

bo'ladi. Demak berilgan xosmas integral uzoqlashuvchi. =

Misol. Ushbu

b

zjixijﬂ’ = [gom @0

integrallar yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

=1 Aytaylik, @ = 1 bo’lsin. Bu holda

b
g [ e g -

J[x—a]“_r—rna]?mf[x—a]ﬂ_r—iﬂuj(x_aj (x—a) =

i) t r

b

. [:x _ a:)—rx-kl
= 111]’1 e —

t=a+d —g+1

[(b—a) ™ = (t—a)""]

t=a+0]l — o

bo’lib, bu limit & << 1 bo'lganda chekli, @ > 1 bo'lganda esa cheksiz bo’ladi.

Aytaylik, @ = 1 bo'lsin. Bu holda

h
. . d(x—a)
lim = lim — =

]
Jx—a t—a+ 0 X —4a =z +0 X —a
I} t 13

= lim [In(t —a)]? = w

t—+z+0

bo'ladi. Demak,
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; dx
A=J—(x_ajﬂ (@ = 0)

xosmas integral & = 1 bo'lganda yaqinlashuvchi, & = 1 bo'lganda uzoqlashuvchi bo’ladi.

Xuddi shunga o xshash
; dx
B:J—[b_x]rx [:x::ﬂ]

xosmas integral @ <01 bo'lganda yaqinlashuvchi, @ = 1 bo'lganda uzoqlashuvchi bo'lishi
ko rsatiladi.

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari ham bayon etilgan chegaralari
cheksiz xosmas integralning xossalari kabi xossalarga ega bo ladi.

Xosmas integrallar.

Agar V = F O funktsiya @ £X <+ da uzluksiz bo’lib,

b
x)dx = [(B
j;r f@ /) bo’lsa, bunda/®) biror uzluksiz funktsiya , ushbu

i ? Ydx
bﬂ:Lﬂ'” "

)

limit yuqori chegarasi cheksiz bo’lgan xosmas integral

L +=: foodx

deyiladi va (2) kabi belgilanadi.

Demak, ta’rifga ko’ra;

Troody = lim [ foodx
L foodx = i]_1:1_-;:Lﬁ;}:,] X

Agar (1) limit mavjud bo’lsa (2) xosmas integral yaqinlashuvchi, agar (1)limit
mavjud bo’lmasa, yoki cheksizlikka intilsa,(2) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Misollar Javoblar
j': dk T
1.4 1 +x7 2
1dx
2. & VX 2

uzoqlashuvshi
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idx
6. Lix
j‘i dx
7. % J1 - xs
sinxdx

xe* dy

xsinxdx

74

T

V5
uzoqlashuvshi
T
2
uzoqlashuvshi
uzoqlashuvshi

.;IT:
8

uzoqlashuvshi

uzoqlashuvshi

uzoqlashuvshi
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