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Kirish

Nazariy fizikaning birinchi galdagi vazifasi hodisalarning o’zaro
bog’lanishlari va ularning qonuniyatlarni ochib berish yoki aniqlash bo’lsa,
uning navbatdagi o’ziga xoS tomoni-ana shunday bog’lanish va
gonuniyatlarni matematika tilida bayon gilishdir. Matematika nazariyotchi
uchun tayyor ish qurollari to’plami vazifasini bajaradi. Jumladan, vektorlar
hisobi ham shunday qurollardan biri sanalib, u asosan fiziklar tomonidan
tatbig etilgan va rivojlantirilgan. Vektor hisobi bevosita ko’rgazmali
mazmunga ega bo’lib, fizikaning bir gator qonunlari fagat vektorlar tilida
o’zining aniq ifodasini topa olgan.

Ushbu ma’ruzalar matni 5440100 fizika-bakalavr ta’lim yo’nalishi
bo’yicha tahsil olayotgan talabalarga mo’ljallangan bo’lib, unda vektorlar
nazariyasining fizikaga bevosita yoki bilvosita alogador bo’limlarini
imkoniyat darajasida bayon qgilishga harakat gilingan.

Maruzalar matnida vektor tushunchasi, vektorlarni qo’shish va ayrish,
turli xildagi ko’paytirishlar, ularni dufferensiallash va integrallash, skalyar
argumentli vektor, vektor argumentli skalyar va vektor argumentli vektor
funksiyalar kabi mavzular ko’rib o’tilgan. Qo’llanma so’ngida shuningdek
mustaqil yechish uchun test savollari keltitirgan.

Maruzalar matnidan nafaqat talabalar, balki fizika faniga giziquvchi
barcha kitobxonlar ham foydalanishlsri mumkin. Ma’ruzalar matni va uning
kamchiliklari haqida o’z fikr-mulohazalarini bildiruvchilarga mualliflar

avvaldan minnatdorchilik izhor giladilar.



1. Vektorlar va ular ustida amallar
Reja:
1. Vektor hagida tushincha.
2. Vektorlarni qo’shish va ayrish.
3. Vektorni skalyarga ko’paytirish.

Ko’p hollarda, biz fagat son giymati bilan aniglanuvchi kattaliklar-
skalyar miqdorlar bilan ish ko’ramiz. Skalyar musbat yoki manfiy
qiymatlarga ega bo’la oladi. Skalyar kattaliklarga temperatura, massa, elektr
zaryadi kabilarni misol qilib ko’rsatish mumkin.

Fizikada skalyarlar bilan bir gatorda shunday Kkattaliklar ham
uchraydiki, ularni birgina son giymati orgali to’la aniglash mumkin emas.
Ular ichida eng muhimi uzunligi va yo’nalishi bilan aniglanadigan
kattaliklardir. Masalan, jismning biror nuqtaga nisbatan ko’chishi (uning
tezligi, tezlanishi va shunga o’xshash bir gancha kattaliklar) uzunligi va
yo’nalishi bilan aniglanadi.

Jismning ko’chishi tushunchasi to’g’risida batafsilroq to’xtalamiz.
Jismning boshlang’ich vaziyati bilan keyingi vaziyatini tutashtiruvchi
yo’nalgan to’g’ri chiziq kesmasi uning ko’chishi deyiladi. Jismning ko’chishi
ta’rifiga muvofiq, Dbirin-ketin bo’layotgan ikkita ko’chishlar qo’shilib
natijaviy uchinchi ko’chishni hosil qilishi va bu uchinchi ko’chish
qo’shiluvchi ko’chishlarning yig’indisi sifatida garalishi mumkin.

Faraz gilaylik, jism biror trayektoriya bo’yicha harakatlangan bo’lsin.
Shu trayektoriyada yotuvchi va bir-biridan ma’lum masofada joylashgan
uchta nugtani belgilab olamiz. Birinchi nugtadan ikkinchi nuqgtagacha
bo’lgan ko’chishni & bilan, ikkinchidan uchinchi nuqtagacha bo’lgan
ko’chishni b bilan, birinchidan uchinchi nuqgtagacha bo’lgan ko’chishni ¢

bilan belgilaymiz. Ko’chishning ta’rifiga muvofiq, a va b ko’chishlarning
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yig’indisi ¢ ko’chishga teng ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Yuqorida
aytilganlarni  chizmada (1-rasm) tasvirlasak, a ko’chishni oxiriga
b ko’chishning boshi qo’yilgan bo’lib, hosil bo’lgan siniq chizigning
yopuvchisi ¢ ko’chish bo’lib qoladi. Ko’chishlarni qo’shishning bunday usuli
uchburchak qoidasi deyiladi.

7
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1-rasm

Agar bko’chishni o’ziga paralel ravishda ko’chirib, uning boshini
ako’chishning boshi qo’yilgan nuqtaga ko’ysak, & va b ko’chishlardan
yasalgan paralellogramning shu nugtasidan chiggan diogonali ¢ko’chish
ekanligi yaqgol ko’zga tashlanadi. Ko’chishlarni qo’shishning bunday usuli
paralellogram qoidasi deyiladi. Endi trayektoriyadagi uchinchi nuqtadan
keyin joylashgan, undan ma’lum uzoqlikdagi to’rtinchi nuqtani ham belgilab
olamiz. Uchinchi nuqtadan to’rtinchigacha bo’lgan ko’chishni ¢ bilan,
birinchi nuqtadan to’rtinchigacha bo’lgan ko’chishni dbilan belgilaymiz.
Rasmdan ko’rinib turganidek, ketma-ket joylashgan a, b va ¢
ko’chishlarning yopuvchisi, boshgacha qilib aytganda ularning yig’indisi d
ko’chishga teng. Ko’chishlarni qo’shishning bunday usuli ko’pburchak
goidasi deyiladi. Shu narsa muhimki, ko’chishlarni qo’shishning qaysi
usulidan foydalansak ham bir xil natijaga ega bo’lamiz. Shuningdek, bu
natija qo’shiluvchi ko’chishlarning tartibiga ham bog’liq emas. Ma’lum
o’Ichov birligida olingan son qiymati va yo’nalishi bilan aniglanib,
paralellogram goidasiga muvofiq go’shiluvchi miqdorlar vektorlar deyiladi.
Chizmada vektorlarni yo’naltirilgan to’g’ri chiziq kesmasi ko’rinishida
tasvirlash mumkin, bunda kesmaning uzunligi vektorning son giymatiga teng

gilib olinadi. Vektorning moduli deb uning uzunligiga aytiladi. Odatda,
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vektor kattalikni belgilovchi harf ustiga strelka qo’yiladi yoki tim qora harf
yoziladi.

Uzunliklari (modullari) teng va yo’nalishlari bir xil bo’lgan ikki vektor
bir-biriga teng deyiladi, ya’ni a=b ko’rinishda yoziladi. Uzunliklari teng va
yo’nalishlari garama-qarshi bo’lgan ikki vektor garama-garshi vektorlar
deyiladi, ya’ni a=-b ko’rinishda yoziladi. Boshi bilan oxiri bir nugtada
bo’lgan vektor nol - vektor deyiladi.

Uzunligi va yo’nalishini o’zgartirmasdan bir nuqtadan boshga nugtaga
ko’chirish mumkin bo’lgan vektorlar erkin vektorlar deyiladi. Bundan keyin
fagat erkin vektorlar to’g’risida gap yuritiladi.

Parallel to’g’ri chiziglarda yotuvchi vektorlar kollenear vektorlar
deyiladi. Biror tekkislikka paralel bo’lgan vektorlar komplanar vektorlar
deyiladi. Har ganday vektor o’zi 0’ziga kollenear va komplanar bo’ladi.

Bizga a va b vektorlar berilgan bo’lsin, ularni 0’z-0’ziga parallel holda
ko’chirib har ikkala vektorlarning boshlarini bir nuqtaga keltiramiz va
paralellogram quramiz (2-rasm). Hosil bo’lgan paralellogramning shu
nugtadan chiggan diogonali & va b vektorlarning yig’indisiga teng, uni ¢
orqali belgilab, quyidagi munosabatni yozish mumkin:

c=a+b. (1.1)

Odatda, a va b vektorlarni ¢ vektorning tashkil etuvchilari deyiladi.
Yugoridagi rasmdan yana shu narsa yagqol ko’rinib turibdiki, unga muvofiq
vektorlarni qo’shishning quyidagi xossasini yoza olamiz:

a+b=b+a.
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Ikki a va bvektorlarning ayirmasi shunday dvektorga tengki, u a
vektor bilan b vektorga garama-garshi bo’lgan —b vektorning qo’shilganiga
teng (3-rasm), ya’ni:

d=a+(-b)=a-b. (1.2)

D)

Yugoridagi vektorlarning yig’indisi va ayirmasi tasvirlangan rasmlarni
solishtirib, paralellogramning b vektor boshidan chiqgan diogonali a va b
vektorlaning yig’indisiga, b Vvektor oxiridan chiggan diogonali ularning
ayirmasiga teng ekanligini ko’ramiz. Umumiy yig’indisi b vektorni hosil
gilgan b, b,, b,, ..., b, vektorlar b vektorning tashkil etuvchilari deb ataladi.
Umumiy yig’indi quyidagi ko’rinishda yozilishi mumkin:

b =3

Ma’lumki, a vektorning o skalyarga ko’paytmasi deb shunday b
vektorga aytiladiki, uning uzunligi |a||a| ga teng bo’lib, yo’nalishi oo musbat
bo’lsa a vektor yo’nalishi bilan bir xil , o manfiy bo’lsa a vektor
yo’nalishiga garama-garshi bo’ladi va b=aa ko’rinishida yoziladi. Agar o
natural son bo’lsa, bu ko’paytma a-ta bir xil a vektorlarning yig’indisiga
teng.

Vektorlarni qo’shish va skalyarga ko’paytirish amallarining xossalarini
quyidagicha ifodalash mumkin:

a+b=b+a, a+b+c=(a +b)+c=a+(b+¢c);
o(fa)=(ap)a, (a+ B)a=aa+Pa, a(a+b)=aa+ab ;
la=a,-1la=—a,0a=0, a—a,=0, a+0=a.
Uzunligi birga teng vektor birlik vektor yoki ort deyiladi. Odatda, birlik
vektor biror vektorning yo’nalishini ko’rsatish uchun ishlatiladi. Masalan, har
ganday & vektorni a=aa, ko’rinishda yozish mumkin. Bu yerda &, birlik

vektor & vektorning yo’nalishini, a esa uning modulini ko’rsatadi.
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Komplanar bo’lgan uchta vektorning har birini qolgan ikki vektor
bo’yicha ajratish mumkin. Bu ikki vektor kollenear bo’lmasligi kerak.
Shuningdek, har ganday d vektorni komplanar bo’lmagan uchta a, b, ¢
vektorlar bo’yicha yagona usul bilan ajratish mumkin, ya’ni quyidagi
ko’rinishda yozish mumkin:

d=ma+nb+s¢.
Bu yerda m, n, ¢ sonlar d vektorning a, b, ¢ vektorlar bo’yicha
komponentalari deyiladi.

Agar ixtiyoriy a vektorni dekart koordinata o’qlarining yo’nalishini
ko’rsatuvchi 1,7,k birlik vektorlar bo’yicha ajratsak, quyidagi ifodani
yozishimiz mumkin:

d=ia,+]ja, +ka,, (1.3)
bu yerda a

a,, a,-lar avektorning dekart koordinata o’qlaridagi

o Ay,
proyeksiyalari. Shuningdek, koordinatalar boshidan fazoning ixtiyoriy biror
nugtasigacha bo’lgan ko’chish shu nuqtaning 7 -radius-vektori deb ataladi.
Biror nuqgtaning radius-vektori uning koordinatalari orgali quyidagicha
aniglanadi:

F=ix+jy+kz, (1.4)
bu yerda x, y va z berilgan nuqgtaning dekart koordinatlari.

Ixtiyoriy a vektorning biror ¢-o’qdagi proyeksiyasi vektor uzunligi
bilan vektor va shu o’q orasidagi burchak kosinusining ko’paytmasiga teng,
ya’ni quyidagi ko’rinishda yozilishi mumkKin:
a,=aC0Sa,

bu yerda «- avektor bilan ¢-o’qning musbat yo’nalishlari orasidagi
burchak(m>a).
Nazorat uchun savol va misollar

1. Vektor deb nimaga aytiladi?



2. Vektorlarni qo’shishning ganday usullari mavjud?
3. Agar a=2i+3j-k, b=2k-J+2i bo’lsa,

a+b=?, a-b=?; 2a+3b=?; 3a-2b=?; a=?; b=?
4. Agar a=3i+j-2k, b=k+]-2i bo’lsa,

a+b=?: a-b=?; 2a+b=?; a-3b=?; a=?; b=?

2. Vektorlarning skalyar va vektor ko’paytmasi
Reja:
1. Vektorlarning skalyar ko’paytmasi.
2. Dekart ortlari.

3. Vektorlarning vektor ko’paytmasi.

IKki a va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi deb ularning modullari
bilan shu vektorlar yo’nalishlari orasidagi burchak kosinusining
ko’paytmasiga aytiladi. Skalyar ko’paytmani S bilan belgilab, uni quyidagi
ko’rinishda yozamiz:

S=(a-b)=abcosa, (2.1)

bu yerda «- a va b vektorlarning yo’nalishlari orasidagi burchak. Odatda,
iIkki vektor yo’nalishlari orasidagi burchak uchun m > a shart bajarilishi
kerak. Skalyar ko’paytmada ko’paytuvchilarning o’rinlarini almashtirilsa,
natija o’zgarmaydi.

Shuningdek, skalyar ko’paytma quyidagi ko’rinishda ham yozilishi
mumkin:

(a-b)=a,b=ah,,

ya’ni vektorlardan birining moduli bilan ikkinchisining birinchi vektor

yo’nalishidagi proyeksiyasi ko’paytmasiga teng.



Ikki vektorning skalyar ko’paytmasi ta’rifiga muvofiq dekart
koordinatalar sistemasining ortlari uchun quyidagi munosabatlarni
yozishimiz mumkin:

(i-i)=1 (i-j7)=0 (i-k)=0
(i-1)=0 (i-7)=1 (i-k)=0 (22
(k-71)=0 (k-7)=0 (k-k)=1
IKki a va b vektorlar komponentalari orqali berilgan bo’lsin, ya’ni:
d=ia,+ja,+ka,, b=ib +]b, +kb,. (2.3)
Ikki a va bvektorlarning skalyar ko’paytmasini (2.2) va (2.3) lardan
foydalanib, quyidagi ko’rinishda yozishimiz mumkin:
(a-b)=ab,+ab,+ab,. (2.4)
Agar a va b vektorlar 0’z aro teng bo’lsa, u xolda (2.4) dan foydalanib, a-
vektorning moduli uchun quyidagi munosabatni hosil gilamiz:
a’=a; +a, +a;.
(2.1) va (2.4) ifodalarning o’ng tomonlarini  tenglashtirib, quyidagi
munosabatni hosil gilamiz:
abCOSa=ab, +ab, +a,b,, (2.5)
bu ifodadan foydalanib, ikki vektor orasidagi burchak kosinusining son
giymatini hisoblashimiz mumkin.

Vektorlar ustida bajariladigan amallar ichida skalyar ko’paytmadan
ahamiyati kam bo’lmagan, ya’ni ikki vektordan yana vektor kattalik hosil
giluvchi amal ularning vektor ko’paytmasidir. Ikki a va b vektorlarning
vektor ko’paytmasi shunday V vektorga tengki, uning moduli ko’paytuvchi
vektorlardan yasalgan paralellogram yuzining son qiymatiga teng, yo’nalishi
paralellogram yuziga tik yo’nalgan bo’lib, uning uchidan garalganda a

vektorni b vektorga tomon a-burchakka burilish yo’nalishi soat strelkasining



aylanish yo’nalishiga teskari bo’ladi (m>a). Vektor ko’paytma quyidagi
ko’rinishda yoziladi:

V=[axb]=rabsinea, (2.6)
bu yerda « ko’paytuvchi vektorlar yo’nalishlari orasidagi burchak,
i-birlik vektor orqgali vektor ko’paytmaning yo’nalishi ko’rsatilgan.
Ko’paytuvchilarining o’rinlari  almashtirilsa  vektor ko’paytma o0’z
yo’nalishini qarama-qarshisiga o’zgartiradi, ya’ni quyidagi tenglik o’rinli
bo’ladi:

[axb]=-[bxa].

Agar ikki a va b vektorlarning vektor ko’paytmasi V berilgan bo’lsa, u
vektorlardan yasalgan paralellogramning quyidagi parametrlari bizga ma’lum
bo’ladi: 1) paralellogramning yuzi V ning moduliga teng; 2) paralellogram
tekisligiga v perpendikulyar yo’nalgan; 3) paralellogram yuzi konturining
yo’nalishi V ning uchidan qaralganda soat strelkasining aylanishi
yo’nalishiga teskari bo’ladi. Paralellogramning shakli esa noma’lumligicha
goladi, ya’ni uning yasovchilari yoki burchaklarini v dan aniglab bo’Imaydi.
Shuning uchun ma’lum yo’nalishidagi kontur bilan chegaralangan har ganday
tekis yuza vektor sifatida garalishi mumkin. Odatda, paralellogram yuzi
konturining yo’nalishi uchun birinchi ko’paytuvchi & vektorning yo’nalishi
gabul gilinadi.

O’zida yotgan konturni aylanib chiqish yo’nalishi tayin bo’lgan tekislik
orientatsiyali tekislik deyiladi. Oretatsiyali yuzni tasvirlovchi yo’naltirilgan
kesmaning uzunligi yuzning son (giymatiga teng, yo’nalishi esa yuz
normalining yo’nalishi bilan bir xil qilib olinadi. Yo’naltirilgan bu kesma
vektordir.

Faraz qgilaylik, biror yopiq ko’p yoqli tomonlarining tashqi yuzalariga
mos keluvchi s, S,, S,,.., S,vektorlar berilgan bo’lsin. Quyida shu
vektorlarning yig’indisi nolga teng ekanligini ko’rsatamiz. Komplanar
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bo’lmagan uchta a, b, ¢ vektor olaylik. Ularning boshi bir nugtaga
keltirilgan bo’lsin. Shu vektorlar bilan aniglangan to’rt yoqli yopiq sirt -
tetraedr yoqlarining orientatsiyali yuzlarini tasvirlovchi vektorlar yig’indisini
hisoblaylik. Faraz qgilaylik, a, b, ¢ vektorlarning boshi 0 nugtaga, oxirlari
esa mos ravishda A, B va C nuqtalarga qo’yilgan bo’lsin. Tetraedr yoqlari
bo’lgan OAB, OBC, OCA, BCA uchburchaklarning yuzlarini mos ravishda

S,, S,, S,, S, vektorlar bilan belgilaymiz. Bu vektorlarning har Dbiri

tetraedrning mos yoqlariga o’tkazilgan tashqi normal bilan bir xil yo’nalgan.

Ularning har birini a, b, ¢ vektorlar orqali quyidagi ko’rinishda yozilishi

mumkin:
S,=t[axb], s,=1[bxc], S;=4[cxa],
S,=%[(a-b)x(c-b)]

Ohirgi tenglikning o’ng tomonidagi gavslarni ochib, quyidagi munosabatni
hosil gilamiz:

S, =

NI
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1
NI
—
o
X
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1
NI
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QD)
X

(=]
e
wn,
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+
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w
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o

Tetraedr yoglarining orientatsiyali yuzlarini tasvirlovchi vektorlar
yig’indisi nolga teng. Har ganday ko’p yoqli jismni cheksiz ko’p va cheksiz
Kichik tetraedrlardan tashkil topgan deb garashimiz mumkin. U xolda
tetraedrlarning bir-biriga tegib turgan tomonlari yuzlari garama-garshi
vektorlar hosil gilganligi uchun ularning yig’indisi nolga teng bo’ladi.
Bundan jismni chegaralab turgan tetraedrlarning tashgariga garagan
tomonlari yuzalari vektorlarining yig’indisi nolga tengligi kelib chigadi.
Boshgacha qgilib aytganda ixtiyoriy yopiq ko’p yoqli tomonlarining yuzlariga
mos keluvchi va tashqarisiga yo’nalgan S,, S,, S,,..., S, Vvektorlar yig’indisi
nolga teng, ya’ni:

3§, =0.(2.7)
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Ikki vektorning vektor ko’paytmasi ta’rifiga muvofiq dekart
koordinatalar sistemasining ortlari uchun quyidagi munosabatlarni
yozishimiz mumkin:

[ xi]=0 [(xj]=k [ixk]=1]

[ixi]=—k [ixj]=0 [ixk]=i  (2.8)

[kxi]=] [kxj]=—i [kxk]=0
Yana a va b vektorlar komponentalari orgali berilgan bo’lsa, u xolda
ularning vektor ko’paytmasini (2.8) munosabatlardan foydalanib, quyidagi
ko’rinishda yozish mumkin:

[axb]=i(a,b, —a,b,)+](a,b, —ab,)+k(ab, —a,b,).

Bu ifoda determinant ko’rinishda quyidagicha yozilishi mumkin:

| 77 k|

(2.9

[axb]= | a, a, a,

| b, b, b,|.
Nazorat uchun savol va misollar

1. Tkki vektorni necha hil usulda ko’paytirish mumkin?

2. Skalyar va vektor ko’paytmalarda ganday farqlar bor?

3. Agar a=i+2j-k, b=2k-3j+2i bo’lsa,

a=?; b=? (a,b)=?; [a,b]=?; cosp=?;

4. Agar a=2i+3j-2k, b=2k+j-2i bo’lsa,

a=?; b=? (a,b)=?; [a,b]=?; cosp=?;
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3. Vektorlarning murakkab ko’paytmalari
Reja:
1. Vektorni ikki vektor skalyar ko’paytmasiga ko’paytirish.
2. Vektorni ikki vektor vektor ko’paytmasiga skalyar ko’paytirish.
3. Vektorni ikki vektor vektor ko’paytmasiga vektor ko’paytirish.

Vektorlarning murakkab ko’paytmalari deb uchta vektorlarning turli
ko’paytmalariga aytiladi. Bunda uchta hol bo’lishi mumkin: vektorni ikkita
vektor skalyar ko’paytmasiga ko’paytirish, vektorni ikkita vektor vektor
ko’paytmasiga skalyar ko’paytirish, vektorni ikkita vektor vektor
ko’paytmasiga vektor ko’paytirish.

Vektorni ikkita vektor skalyar ko’paytmasiga ko’paytirish vektorni
skalyarga ko’paytirishga keladi:

c=c(a,b)=ck,
bu yerda k=(a,b)

IKki a va b vektorlarning vektor ko’paytmasini ¢ vektorga skalyar
ko’paytirib, quyidagi ifodani yozishimiz mumkin:

(¢-[axb])=c,(a,b, —a,b,)+c,(a,b, —ab,)+c,(ab, —ab,) (3.1)

Bu aralash ko’paytmaning son giymati yasovchilari a, b, ¢ vektorlar
bo’lgan paralellopiped hajmiga teng. Shuningdek, (3.1) ifodaning o’ng

tomonini determinant ko’rinishda yozishimiz mumkin:

|CCC

X y Z

(c-[axb])= | a, a, a,

| b, b, b

y z

Agar determinant xossalaridan foydalansak,

|CX ¢, C, |ax a, a,

(c-[axb])=| a, a, a,|=] b, b, b,

=(a-[b xc]),
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|CCC

| b, b, b L c o,

y z

ya’ni, determinantning bir-biriga qo’shni qatorlari o’rnini almashtirsak, uning
Ishorasi teskarisiga o’zgaradi, agar ikkinchi marta almashtirsak, uning
ishorasi avvalgi xolatiga gaytadi.

Xuddi shunga o’xshash, determinant xossalaridan foydalanib, a,b,¢
vektorlarning aralash ko’paytmalari uchun  quyidagi munosSabatlarni
yozishimiz mumkin:

(a-[bxc])=(b-[exa])=(c-[axb])=
=-(a-[exb])=-(b - [axc])=-(c-[b xa]).

Ikki vektorning vektor ko’paytmasi uchinchi vektorga vektor
ko’paytirilsa, natijada yana vektor hosil bo’ladi. Bunday ko’paytma ikki
karrali vektor ko’paytma deyiladi. Uning X-o’qidagi proyeksiyasi
ko’paytuvchi vektorlarning proyeksiyasi orqali quyidagi ko’rinishda yoziladi:

[ax[bxc]]l,=a,[bxc],-a,[bxc],=
=a, (b, c,-b, c,)-a,(b, c,-b,c,).
Tenglikning 0’ng tomonidagi gavslarni ochgandan keyin, unga a, b c, hadni
qo’shib ham ayirib, quyidagi ifodani hosil gilamiz:
[ax[bxc]l,=b,(a,c,+a,c,+a,c,)-c(ab, +a, b+ a,b,).
Qavslar ichidagi ifodalarni skalyar ko’paytma ekanligini hisobga olib, ikki
karrali vektor ko’paytmaning X-o’qidagi proyeksiyasi uchun quyidagi
munosabatni yozishimiz mumkin:
[ax[bxc]],=b,(a-¢c)-c,(a-b).

Huddi shunday ifodalarni ikki karrali vektor ko’paytmaning y- va z-

o’qlaridagi proyeksiyalari uchun ham yozishimiz mumkin:
[ax[bxc]],=b,(a-c)-c,(a-b),

[ax[bxc]],=b,(a-¢)-c,(a-b).
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Oxirgi uchta tengliklarning har birini mos ravishda i,j,k ortlarga
ko’paytirib va hosil bo’lgan tengliklarning mos tomonlarini qo’shib, ikki
karrali vektor ko’paytma uchun quyidagi ayniyatni hosil gilamiz:

[ax[bxc]]=b(a-c)-c(a-b). (3.2)

Demak, yuqoridagi a, b va ¢ vektorlardan tuzilgan ikki karrali vektor
ko’paytma b va ¢ vektorlarga komplanar bo’lar ekan. Muhim bir xol ustida
to’xtab o’taylik. (3.2) formulada ¢=a hisoblab, undan b vektorni aniglaylik:

b=a(a-b)a?-[ax[axb]]a™. (3.3)

Tenglikning o’ng tomonidagi vektorning birinchisi a vektorga paralel,
ikkinchisi a vektorga perpendikulyardir. Demak, har ganday b vektorni
berilgan a vektorga parallel va perpendikulyar bo’lgan ikki vektorga ajratish
mumkin. Ikki a va b vektorlarning skalyar ko’paytmasini S va vektor
ko’paytmasini V orgali belgilanishini hisobga olib, (3.3) o’rniga quyidagi
munosabatni yozishimiz mumkin:

b=aSa?-[axV]a®. (3.4)

Nazorat uchun savol va misollar

1. Agar a=2i+2j-k, b=k-2j+i, c=i+3k-2j bo’lsa,
a=?; b=? c=?; c(a,b)=?; a(c,b)=?; (c[ab])=?; (a[b,c])=7?; [c,[a,b]]=?;
[0.[a,c])=?;
2. Agar a=2i+3j-2k, b=2k+]-2i, c=2i+3k-2j bo’lsa,
a=?; b=? c=?;c(a,b)=?; a(c,b)=?; (c[ab])=?; (a[b,c])=?; [c,[a,b]]=?;
[b.[a.c])=7;
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4. Gradient tushunchasi
Reja:
1. Vektor funksiya
2. Fazoviy hosilalar
3. Gradient

Skalyar argumentning skalyar funksiyasini matematik analiz kursida
batafsil o’rganiladi. Skalyar argumentning vektor funksiyasini, vektor
argumentning skalyar va vektor funksiyalarini tekshirish masalalari bilan
vektorlar analizi shug’ullanadi. Yuqorida eslatib o’tilgan funksiyalarning
ta’riflarini aytib o’tirmasdan, ishni birdaniga ular ustida bajariladigan
matematik amallarni o’rganishdan boshlaymiz.

Agar t skalyar argumentning har bir giymatiga aniq bir 7 vektor migdor
mos kelsa, bu vektor migdor t skalyar argumentning vektor funksiyasi
deyiladi va 7 =7(r) shaklida yoziladi. Moduli cheksiz kichik bo’lgan vektor
cheksiz kichik vektor deyiladi. Agar t argument ixtiyoriy ravishda to
giymatga intilganda 7 o’zgaruvchi vektor bilan @ o’zgarmas vektorning 7 -a
ayirmasi cheksiz kichik vektor bo’lsa, a o’zgarmas vektor 7 o’zgaruvchi
vektorning t —t, dagi limiti deyiladi va ¢im

7(t)y=a ko’rinishda yoziladi.

t—>t,

Agar vim, , #(t)=7#(t,) Shart bajarilsa, 7 (t) vektor funksiya t, nugtada uzluksiz

deyiladi.
Quyida biz skalyar argumentli vektor funksiyani differensiallash amali
bilan tanishamiz. Xolbuki, bu narsalar bizga elementar fizika kursidan ham
ma’lum edi. Masalan, moddiy nuqta o’rnini aniglovchi r -radius vektorning
vaqt bo’yicha olingan birinchi hosilasi & -tezlik vektoriga, ikkinchi hosilasi
a-tezlanish vektoriga teng ekanligini bilamiz. Ko’rinib turibdiki, vektor
funksiyadan skalyar argument bo’yicha olingan hosilalar yana vektor

kattalikligicha  goladi.  Skalyar  argumentli  vektor  funksiyalarni
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differensiallash va integrallash amallari xuddi skalyar funksiyalardagidek
ko’rinsa ham, ularning vektor kattalik ekanligini doim esda tutishimiz kerak.
Chunki vektorlarni qo’shish va ayirish amallari skalyarni qo’shish va ayirish
amallaridan tubdan farq giladi. Maslan, vektorning moduli va yo’nalishining
o’zgarishlari orasidagi bog’lanishni ko’rib chiqaylik. Ma’lumki, vektor
modulining kvadrati uning 0’z-0’ziga skalyar ko’paytmasi orgali aniglanadi:
a’=(a-a). Tenglikning har ikkala tomonini differensiallab ada=(a-da) ni
hosil gilamiz. Bu yerda da=|da] ekanligini hisobga olsak, yugoridagi
fikrimizning to’g’ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Faraz qgilaylik, moddiy nugtaning 7 -radius-vektori t-vagtning uzliksiz
funksiyasi bo’lIsin:

F=F(). (4.1)
Vagtning At-ortdirmasiga radius-vektorning A7 -ortdirmasi mos kelsin,
ya’'ni:
Ar =7+ At)—r(1).

Skalyar funksiyalardagi singari radius-vektorning vaqt bo’yicha hosilasi deb

i—j nishatning At nolga intilgandagi limitiga aytiladi, ya’ni:

T yimy A (4.2)

At—0 At

Ma’lumki, fizikada moddiy nuqta radius-vektoridan vaqt bo’yicha

olingan hosila & -tezlik vektoriga teng bo’ladi:

=T, (43)

Shuningdek, tezlik vektorining vaqt bo’yicha hosilasi a-tezlanish vektoriga

teng bo’lib, u radius-vektordan olingan ikkichi hosilaga teng bo’ladi:

_dv dF
T T ar (4.4)
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Ikki a va b vektorlarning skalayar ko’paytmalaridan hosila olish

goidalari ham skalyar funksiyalarnikiga o’xshash bo’ladi, ya’ni:

d@-b)_ di g o db
o= by @) (4.5)
Fagat vektor ko’paytmadan hosila olinganda ko’paytuvchilar tartibi
saglanishi lozim, aks holda vektor ko’paytmaning ishorasi garama-garshisiga

o’zgaradi:

—d[ﬁxl;]_ d_&x~ de—g = d—axﬁ - d—l;xa
dt _[dt bl+la dt] [dt ] [dt al. (4.6)

Agar vektor kattalik moduli o’zgarmas bo’lsa, ya’ni quyidagi:
(F-F)=r’ = const (4.7)
tenglik bajarilsa, uning har ikki tomonidan vaqt bo’yicha hosila olib quyidagi

natijaga kelamiz:

Lodr . dr
(F-E)—O—) rl Z (48)

Moduli o’zgarmas vektorning hosilasi uning o’ziga perpendikulyar
yo’nalishga ega bo’lar ekan.
Vektorning 0’z-0’ziga skalyar ko’paytmasi vektor modulining
kvadratiga teng:
(F-Fy=r.
Bu ifodaning har ikki tomonini differensiallab quyidagi munosabatni hosil
gilamiz:
(F-diy=rdr. (4.9)
Skalyar ko’paytmaning ta’rifiga muvofiq (4.9) ifodadan:
dr =|dr|-cos(7 dr), (4.10)
ya’ni vektor modulining differensiali vektor differensialining shu vektor
yo’nalishidagi proyeksiyasiga teng.
Ixtiyoriy nuqgtaning 7 radius-vektorni quyidagi ko’rinishda yozish
mumkin:
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F=r
bu yerda 7 -birlik vektor 7radius-vektorning yo’nalishini ko’rsatadi.
Tenglikning har ikki tomonidan vaqt bo’yicha hosila olsak, quyidagi ifoda
hosil bo’ladi:

dr_dri P (411)
dt dt dt

Tenglikning o’ng tomonidagi 7 birlik vektorning hosilasini hisoblash
uchun quyidagicha mulohaza yuritamiz. Cheksiz kichik vaqt o’tishi bilan
birlik vektor fagat yo’nalishini o’zgartirishi, ya’ni cheksiz kichik d¢
burchakka burilishi mumkin. Cheksiz kichik burchakka burilish yo’nalishi
parma dastasining aylanishiga mos kelsa, parmaning ilgarilama harakat

yo’nalishi cheksiz kichik burilish burchagi vektori-dg yo’nalishiga mos
keladi. Ya’ni, d4@-vektorining moduli de ga teng, yo’nalishi esa burilish
burchagi tekkisligiga tik yo’nalgan bo’ladi.

Yaqgol bo’lishi uchun dg-vektor va 7, birlik vektorlarni qog’oz betiga
paralel, 47 -vektorni ularga tik yo’nalgan qilib olamiz. Rasmdan foydalanib,
quyidagilarni yozishimiz mumkin:

|d7,|= NM -dp, NM =|i|sin(dp 7).
Yugoridagilarga va vektor ko’paytma ta’rifi asosan:
(@7, | = dof|sin(d 7,) —> dF, =[dgx7,].  (4.12)
Tenglikning har ikki tomonini dt ga bo’lib, 7 birlik vektorning vaqt bo’yicha

hosilasi uchun quyidagi ifodalarni yozamiz:

d: —[d_gox*], —[ax7], (4.13)
bu yerda & -burchak tezlik wvektori bo’lib, u quyidagi formula bilan
aniqlanadi:
5-99  (4.14)

dt
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Yuqgoridagi 7 birlik vektorning vaqt bo’yicha hosilasi uchun olingan
(4.14) ifoda universal harakterga ega bo’lib, ixtiyoriy birlik vektorning vaqt
bo’yicha hosilasi uchun ham o’rinlidir. Agar 7 =7 ekanligini hisobga olsak
(4.12) tenglikning 0’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini

dr.

r—==rl@xr,]=[@xr]

dt
ko’rinishga keltiramiz. Nihoyat, r-radius vektorning vaqt bo’yicha olingan
birinchi hosilasi uchun quyidagi ifodani yozamiz:

dr dr . .
E—EVO'F[ZUXF] (4.13)

(4.11) ifoda singari (4.13) ifoda ham ixtiyoriy vektorning vaqt bo’yicha
olingan hosilasi uchun o’rinlidir. Agar r-radius-vektorning moduli vaqt
o’tishi bilan o’zgarmasa, (4.13) ifodadan quyidagi natijalarni olamiz:

oo T _1ax7.

Radius —vektordan vaqt bo’yicha hosilasini tezlik vektoriga tengligini
hisobga olib, (masalan, tekkis aylanma harakat uchun) quyidagini yozishimiz
mumkin:

o=[axr]. (4.14)
Bu ifoda kinematikada Eyler formulasi deb ataladi.

Vektor funksiya uchun noaniq va aniq integrallar tushunchasini kiritish
mumkin. Biror a(t) vektorning skalyar argument bo’yicha hosilasi b (t)
bo’Isin. Hosilalari b (t) vektorga teng bo’lgan barcha a(t) vektorlar to’plami
b (t) vektorning noaniq integrali deyiladi, ya’ni:

a(t)=[arb()+c, (4.15)

bu yerda c-ixtiyorly o’zgarmas vektor. Argumentning O dan t gacha
o’zgarish intervalida olingan b (t) vektorning aniq integralini noaniq integral

ortdirmasi sifatida ta’riflash mumkin:

20



[arb (®)=a()- a(0).  (4.16)

Ta’rifga muvofiq, vektorlar yig’indisining integrali vektorlar integrallarining
yig’indisiga teng:
Jar(a®)+ b ()=[ara(t) + [arb(t) (4.17)

Bo’laklab integrallash formulasi va skalyar funksiyaning integrali uchun
o’rinli bo’lgan boshga qoidalar skalyar argumentli vektor funksiyaning
integraliga ham deyarli o’zgarishsiz tatbiq etiladi.

Berilgan nugtani qurshab olgan yopiq sirt bo’yicha ¢-skalyar
funksiyadan olingan integralning shu sirt bilan chegaralangan V-hajmga
nisbatining shu hajm nolga intilgandagi limiti skalyar funksiyaning shu

nugtadagi gradiyenti deb ataladi va grade orgali blgilanadi:
gradgo:ﬁim\,%o\%@s ig, (&s=nds). (5.1)

Bu yerda elementar yuza vektori-ds =nids. Xuddi shunga o’xshash a vektor
funksiya uchun ham ikki xil fazoviy hosila tushunchalarini kiritish mumkin.

Ularning birinchisi diva bilan, ikkinchisi rota bilan belgilanadi:

diVézﬁimvﬁo\%tfds(ﬁ-é), (5.2)

rotézfimvﬁo\%@s [ixa]. (5.3)

Faraz qgilaylik, vektor argumentli skalyar funksiya ¢(7) berilgan bo’lsin.
Argument orttirmasini A7 =A¢-7, ko’rinishda yozamiz, u holda 7, -birlik

vektor uchun quyidagi munosabat o’rinli bo’ladi:

’, =£—fﬂ+]ﬂ+l’€%. (5.4)
dl dl dl dl

Argument ortdirmasi a7 ga mos keluvchi skalyar funksiyaning A¢-ortdirmasi
quyidagiga teng:

Ap=oF +Al-1,)—p(F) .
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Skalyar funksiyaning 7, birlik vektor yo’nalishi bo’yicha hosilasi deb AA_;f
nisbatining A¢ nolga intilgandagi limitiga aytiladi:

0 . A
5_;0 = lim,, ,, A_g; (55)

Ikkichi tomondan murakkab funksiyaning hosilasi ta’rifiga muvofiq:

dp_dpdr dpdy Spd: (50
ol oxdl oydtl ozdl

Tenglikning o’ng tomonidagi ifoda 7, birlik vektor bilan (hozircha bizga
mohiyati nom’alum bo’lgan) quyidagi vektor kattalikning

fa—¢+]a—¢+E6—¢

Ox oy oz

skalyar ko’paytmasidan iborat, ya’ni:

op ~0p -=0p 0@, -
9 _i%2 4%, 5% 0. (5.7
o o rig gty B7)

Berilgan nuqtadan cheksiz ko’p yo’nalishlar o’tadi, demak
funksiyaning yo’nlish bo’yicha hosilalari ham bu nuqtada turlicha bo’lishi
mumkin. Ammo funksiyaning biror nuqtada ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha
olingan hosilasi funksiyaning shu nuqtadagi gradiyenti bilan bog’langan.

Skalyar funksiyaning gradiyenti ta’rifiga muvofiq:
gradp = fimvﬁo\%@s ig, (is=rds). (5.8)

Skalyar funksiya gradiyentining 7, birlik vektor yo’nalishidagi
proyeksiyasini hisoblaymiz. Buning uchun (5.8) tenglikning har ikki

tomonini 7, birlik vektorga skalyar ko’paytiramiz:
grad,p =(grade - 1,)="rim, _, \%§ds (n-2,)p. (5.9)

Skalyar funksiya gradiyentini aniglashda berilgan nugtani qurshab
olgan yopiq sirt shaklining qandayligi ahamiyatsiz bo’lganligidan uni silindr
shaklida olamiz. Silindr asosining yuzi As, balandligi As, hajmi V=AsAv,

ostki va ustki asoslari markazlarining radius-vektorlri mos ravishda 7 va
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7+Ar- ¢, bo’lsin. Silindr yon sirti bo’yicha olingan integral nolga teng, chunki
il 7,. Yopiq sirt bo’yicha olingan integral silindrning ostki va ustki asoslari
bo’yicha olingan integralga teng bo’ladi:

fas(i-7,)p=(p(F +AL-1,)As- 1, —p(F)As-1,)-1,) = Ap-As.

Bu ifodani (5.9) ga qo’ysak:

Ap _ 8(/)

(grade - 0,)=1rim,_, = :fds(n 0,)o="tim,, o

yoki
grad,p =(gradp -1, )=2—(5 (5.10)

Bu ifodani (5.9) bilan solishtirsak skalyar funksiya gradiyenti uchun quyidagi

formulani hosil gilamiz:

gradp =122+ 792 (5.11)
ox oy oz

Bu ifodadagi skalyar funksiya radius-vektor moduligagina bog’liq bo’lsa,

uning xususiy hosilalarini quyidagicha almashtirib:

9 _0Op or Op_0p or Op _0d¢ or
ox orox oy or oy oz oOr oz

so’ngra bularni 0’z joyiga qo’ysak:

grade = —(l @ @ /E_) —)grad(p—a—(p gradr
Ox ay or

hosil bo’ladi.
Radius-vektor modulining gradiyenti birlik vektorga teng bo’ladi:

_F
grad r==
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5. Ogim tushunchasi. Vektor maydon divergensiyasi
Reja:

1. Ogim tushunchasi

2. Divergensiya

3. Ostrogradskiy-Gauss teoremasi

Vektor funksiya divergensiyasining ta’rifiga muvofiq:
diVé:ﬂmvﬁo\%@s(ﬁ-é), (ds=rds). (5.12)

Vektor funksiyaning biror nugtadagi divergensiyasini hisoblashda shu
nugtani qurshab olgan yopig sirt shaklining gandayligi ahamiyatsiz
bo’lganligidan uni qgirralari kordinata o’qlariga paralel bo’lgan parallelepiped
shaklida olamiz. Parallelepiped yasovchilari dx, dy, dz va hajmi- V= dxdydz
bo’lsin.

Yopigq sirt bo’yicha olingan integralni paralellogramning har bir tomoni
yuzalari bo’yicha olingan integrallarga ajratib quyidagi ko’rinishda yozamiz:

fas(i-a)=[ [das—[as](T-a)+[ [ds—[ds](T-a)+[ [ds—[ds](k-a).

y+dy ¥
Qarama-garshi yotgan va x-o’qiga perpendikulyar tomonlar yuzalari bo’yicha

olingan integral quyidagicha hisoblanadi:
[Ids—[ds](r-é)Z(ax+%dx—ax)dyd22%dxdydz. (5.13)
S ox ox

Xuddi shu usul bilan y va z-o’qlariga perpendikulyar tomonlar yuzalari

bo’yicha olingan integrallarni hisoblab, yopiq sirt bo’yicha olingan integral

uchun quyidagi natijani olamiz:

§ds (- a):(a“x Lo, e, Ydxdydz.  (5.14)
ox oy oz

Bu ifodani (d) ga qo’yib va V= dxdydz ekanligini hisobga olib vektor

divergensiyasi uchun quyidagi ifodani yozishimiz mumkin:
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o oa
divi="% & %4 (5 15)
ox oy 0Oz

Shuning uchun radius-vektorning divergensiyasi 3 ga teng bo’ladi:
divr =3

6. Stoks teoremasi. Vektor maydon uyurmasi
Reja:
1. Stoks teoremasi
2. Vektor maydon uyurmasi

3. Nabla simvolik vektori

Vektor uyurmasining ta’rifiga muvofiq:
rotézﬁimvﬁo\%@s[ﬁxa], (ds=rds). (5.16)
Vektor funksiya uyurmasining biror yo’nalishidagi proyeksiyasini

hisoblaymiz. Buning uchun vektor uyurmasini k -birlik vektorga skalyar

ko’paytiramiz:
(roté-E):fimvﬂo\%@s([ﬁxa]-ﬁ) (5.17)

Vektorlar aralash ko’paytmasining xossalariga muvofiq quyidagi ifodani

yozamiz:
([ixa]-k)=([k xr]-a).
Buni (5.17) ifodaning 0’ng tomoniga qo’yib, quyidagini hosil gilamiz:
(roté-E)zﬁimvﬁo\%@s([Exﬁ]-é). (5.18)
Vektor funksiya uyurmasini aniglashda berilgan nugtani qurshab olgan yopigq

sirt shaklining gandayligi ahamiyatsiz bo’lganligidan uni silindr shaklida
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olamiz(-rasm). Silindr asosining yuzi S, balandligi h, hajmi V=Sh bo’lsin.
Yopigq sirt bo’yicha olingan integralni ikkiga ajratib yozamiz:

fas([kxn]-a)=[ds ([Exﬁ]-a)+jds ([k xii]-a)

Bulardan birinchisi silindrning ostki va ustki asoslari bo’yicha olingan
integral bo’lib, u nolga teng, ya’ni k va i birlik vektorlar silindr asoslariga
tik yo’nalgan:

[k xi]=0— [ds ([k xfi]-a)=0.

Shuning uchun yopiq sirt bo’yicha olingan integral silindr yon sirti bo’yicha
olingan integralga teng bo’ladi. Rasmda ko’rinib turganidek, silindr yon
sirtidagi elementar yuza vektori ds=rds =ihd¢. Yana quyidagi
[k xA]=7, V=hS, di=7ds

munosabatlarni hisobga olib, silindr yon sirt bo’yicha olingan integralni
uning asosini o’rab turgan yopiq kontur bo’yicha olingan integralga
keltiramiz:

[ds ([kxi]-a)=[ds (z-a)=h{ar(z-a)=hf(ar a).

Bu ifodani (5.18) tenglikning 0’ng tomoniga qo’yib, uni quyidagi ko’rinishga

keltiramiz:
rotca= (rota-k )="/im,_, é:f(d? -a).  (5.19)

Bu yerda shu narsa muhimki, ¢ yopig kontur bilan chegaralangan S
yuzaga kbirlik vektor tik yo’nalgan. Vektor uyurmasining Dekart
komponentlarini aniglashga o’taylik. Masalan, vektor uyurmasining z-
komponentini hisoblash uchun (5.19) ifodadagi k birlik vektor S yuzaga tik
yo’nalgan bo’lib, z-o’qiga paralel bo’lishi kerak. U xolda (5.19) ifoda
quyidagi ko’rinishga keladi:

rot;a= (rota-k )="rim,_,, % §(d2 -a). (5.20)
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O’ng tomondagi ifodani hisoblashda S yuzani chegaralovchi kontur
shaklining gandayligi ahamiyatsiz bo’lganligidan uni to’g’ri to’rt burchak
shaklida olamiz. Uning tomonlari Ax va Ay uzunlikka ega bo’lib, ular mos
ravishda x va y o’qlariga koleniear bo’lsin (-rasm). Yopiq kontur bo’yicha

olingan integral to’g’ri to’rt burchak tomonlari bo’yicha olingan integrallar
yg’indisiga teng:
§(dz~a)=j(d2~a)+j(d?-a)+j(d2-a)+ j(d?-a). (5.21)
AB BC CM

Yugori tartibli cheksiz kichik migdorlarni hisobga olmasak, o’ng tomondagi
integrallar har biri quyidagilarga teng bo’ladi:

[l -dy=a,(x,y,2)Ax,

MA
[(i-dy=a,(x+Ax,y,2)Ay,
AB
[l -d)=-a,(x.y+An,2)Ax,
BC

[@i-dy=-a,(x,y,2)n.

Bularni (5.21) ifodaning o’ng tomoniga qo’yib, uni quyidagi ko’rinishga
keltiramiz:
f(di-a)=(a,(x+Ax,,2)-a,(x,,2)) Ay
—(a, (x,y+Ay,z)-a, (x,y,2)) Ax. (5.22)

To’g’ri to’rtburchak shaklidagi kontur bilan chegaralangan yuza
S=Ax Ay bo’lganligi sababli, (z) ifodaga (s) ni qo’yib, xususiy hosilalar
ta’rifiga ko’ra:

rotza=rim,, (é (a,(x+Ax,y,2)-a,(x,y,2)))-

oa » oa .

o oy

_ 1
- lim,, (A—y (a,(x,y+Ap,2)-a,(x,1,2))) =
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Vektor funksiya uyurmasining qolgan komponentalarini aniglashda

yugoridagidek mulohazalardan foydalanib, quyidagi natijani olamiz:

0 oa, da, 0
rotya= 2% % rotya=2 _ % rot,a= - a"f . (5.23)
v

oy 0z oz Ox X
Demak, vektor funksiya uyurmasi uchun (5.23) dagi tengliklarni har ikKki
tomonlarini mos ravishda i,7],kortlarga ko’paytirib va hosil bo’lgan
tengliklarni qo’shib, quyidagi ifodani olamiz:
Oa o

: - oa —~
I+ G (S - )k
82) J(GZ Gx) (

8ay Gax
p» _E)' (5.24)

rota=r (%%« —
oy

Shuning uchun radius-vektorning uyurmasi nolga teng bo’ladi.

Nabla-simvolik vektor
Skalyar funksiya gradiyenti, vektor divergensiyasi va vektor uyurmasi

ta’riflariga binoan quyidagi:

gl’ad(pzﬁimvﬁo\%@s i@ (5.25)
diVézfimvﬁo\%@s(ﬁ-a’ (5.26)

. 1 L
rota=vim, Vfds [ixa] (5.26)

tengliklardan ko’rinib turibdiki, ularning har uchalasini bir simvolik vektor
yordamida quyidagicha yozish mumkin:
grado=v o, diva=(v-a), rota=[vxa]. (5.27)

Bu yerda %zzimv%\%dsﬁ va ds=nds; v-simvolik vektorning dekart

koordinatalaridagi ko’rinishi

64%@%&% (5.28)

bo’lishini hisobga olsak yugoridagi har uchchala matematik amal ganchalik
soddalashganiga ishonch hosil gilamiz.

Diiferensial operatorlarni Nabla simvolik vektori orgali yozamiz:
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gradU=vU,
divA=(V, A)
rotA=[V, A]

7. Ikkincnchi tartibli differensial operatorlar
Reja:
1. Ikkinchi tartibli gradientlar.
2. Ikkinchi tartibli divergensiyalar.

3. Ikkinchi tartibli uyurmalar.

Ikkincji tartibli gradientlar quyidagi ko’rinishlarda bo’lishi mumkin:
gradgradU
graddivA
gradrotA

Ma’lumki, gradient ostida doim skalyar funksiya turadi, natija esa doim
vektor bo’ladi. Shuning uchun yuqoridagi uchta ikkinchi tartibli differensial
operatorlardan birinchi va uchinchilari ma’noga ega emas, chunki, birinchi
operatordagi gradient va uchinchi operatordagi rotordan vektor hosil bo’ladi.
Shunday qilib, faqat bitta ikkinchi tartibli gradient bo’lishi mumkin:
graddivA=V(V, A)

Ikkincji tartibli divergansiyalar quyidagi ko’rinishlarda bo’lishi
mumkin:
divgradU
divdivA
divrotA

Ma’lumki, divergansiya ostida doim vektor funksiya turadi, natija esa
doim skalyar bo’ladi. Shuning uchun yuqoridagi uchta ikkinchi tartibli
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differensial operatorlardan birinchi va uchinchilari ma’noga ega, ikkinchisi
ma’noga ega emas. Chunki, birinchi operatordagi gradient va uchinchi
operatordagi rotordan vector, ikkinchi operatordagi divergensiyadan skalyar
hosil bo’ladi. Shunday qilib, faqgat ikkita ikkinchi tartibli divergensiya
bo’lishi mumkin:
divgradU
divrotA

Ularni hisoblaymiz:
divgradU=(V,VU)= (V,V)U=AU=5°U/ox?+8°U/oy*+6°U/0z°
divrotA=(V,[V, A]= (A,[V,V])=0
Demak ikkita ikkinchi tartibli divergensiya mavjud bo’lib, ulardan biri nolga,
ikkinchisi Laplas operatoriga teng.

Ikkincji tartibli uyurmalar quyidagi ko’rinishlarda bo’lishi mumkin:
rotgradU
rotdivA
rotrotA

Ma’lumki, uyurma ostida doim vektor funksiya turadi, natija esa doim
vektor bo’ladi. Shuning uchun yuqoridagi uchta ikkinchi tartibli differensial
operatorlardan birinchi va uchinchilari ma’noga ega, ikkinchisi ma’noga ega
emas. Chunki, birinchi operatordagi gradient va uchinchi operatordagi
rotordan vector, ikkinchi operatordagi divergensiyadan skalyar hosil bo’ladi.
Shunday qilib, fagat ikkita ikkinchi tartibli uyurma bo’lishi mumkin:
rotgradU
rotrotA

Ularni hisoblaymiz:
rotgradU=[V,VU]=[V,V]U=0
rotrotA=[V,[V, A]l]=V(V, A) - AA
Demak ikkita ikkinchi tartibli rotor mavjud bo’lib, ulardan biri nolga teng.
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Shunday qilib, beshta ikkinchi tartibli differensial operatotlar mavjud
bo’lib, ulardan ikkitasi nolga teng (divrotA=0, rotgradU=0), uchtasining
ifodasi yuqorida keltirildi.

8. Egri chizigli ortogonal koordinatalar
Reja:
1. Egri chizigli koordinatalar
2. Lame koffisientlari
3. Silindrik koordinatalar
4. Sferik koordinatalar

Ma’lumki, fizikada asosan to’g’ri burchakli Dekart koordinatalar
sistemasi (X, y, z) bilan ish ko’riladi. Lekin ba’zi masalarni yechishda Dekart
koordinatalari sistemasi o’rniga boshqa egri chiziqli koordinatalardan
foydalanish qulayroq bo’ladi. Masalan, sharsimon sirtlarda harakatlanayotgan
moddiy nuqta harakatini Dekart koordinatalari o’rniga sferik koordinatalarda
o’rganish, trubasimon sirtlarda harakatlanayotgan moddiy nuqta harakatini
silindrik koordinatalar sistemasida o’rganish ancha qulay bo’ladi.

Egri chizigli koordinatalar umumiy holda g1, g2, gz bilan, bu
koordinatalardagi birlik vektorlar (ortlar) e:, ez, ez bilan belgilanadi va
ortogonal koordinatalar deyiladi. Bu koordinatalarning har biri Dekart
koordinatalariga bog’liq:
1= da(X, Y, 2),
02= (X, Y, 2),

Gs= G3(X, Y, 2).
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Ortogonal koordinatalardan Dekart koordinatalariga va aksincha o’tish uchun

Lame koffisiyentlaridan foydalaniladi:

[ Dy
s J(aql) )

0z )2

— OX |, oy \2
H: \/(6q2) +(6q2) +(8q2

_ |, 0X ., oy |, oz .,
Ha=
’ J(aqs) "G )

Ortogonal egri chizigli koordinatalarda uzunlik elementlari
dli=H.dq:, dl-=H.dg>, dlz=Hzdgs,

yuza elementlari

dS:=H>Hsdq2dgs, dS,=HiH3dg:dgs, dSs=H:H.dq:dgy,
xajm elementi

dV=H1H2Hsdq:d0.dqgs,

radius vektor elementi

dr= H:dqg:ie:1+ H2dg2e2+ Hzdgses

lar orgali ifodalanadi.

Masalan, silindrik koordinatalar Dekart koordinatalari bilan
X=pCOSO,

y=psing,

z=2

ifodalar orgali bog’langan. Demak qi1=p, (2=¢, (3=2.

Silindrik koordinatalar uchun Lame koeffisiyentlarini aniglaymiz:

le\/(ﬁ)z +(ﬂ)2 +(@)2 = Jcos? g +sin? g =1
op op op

Ho= (g)2 +(ﬂ)2 + (g)2 =\p?sin? p+p?cos® p = p
op op op
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Ho= |27+« &y =1,
U xolda silindrik koordinatalarda uzunlik, yuza, xajm hamda radius vektor
elementlari quyidagi ko’rinishlarga ega bo’ladi:
dli=dp, dl2=pde, dls=dz;
dS:=pdedz, dS,=dpdz, dSs=pdpdo;
dV=pdpdedz;
dr=dpeyt pdope,yt+ dze..
Sferik koordinatalar Dekart koordinatalari bilan
X=rsinbcoseo,
y=rsinosineo,
Z=rcos0
ifodalar orgali bog’langan. Demak qi1=r, 02=6, (3=¢.

Sferik koordinatalar uchun Lame koeffisiyentlarini aniglaymiz:

— % 2 g 2 Q 2 = 2 in? ., —
Hl_\/(ar) +(ar) +(6r) \/cos p+sin®ep=1

OX oy 0z :
H:\/—2+—2+—2= r2sin?gp+r?cos’p=r
2= G+ )+ ()t =i sin® g v

= %2 Y y2 ﬂ
Hs \/(aq)) +(39) +(6(p

=2 )2 =rsiné.
op

U xolda sferik koordinatalarda uzunlik, yuza, xajm hamda radius vektor
elementlari quyidagi ko’rinishlarga ega bo’ladi:

dli=dr, dl>=rd6, dls=rsin6de;

dSi=r2ded0, dS,=rsinddrde, dSs=rdrd®;

dV=rsin0drdepdo;

dr= dres+ rdOeo+ rsinfdoe,.
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9. Differensial operatorlarning egri chzigli koordinatalardagi ifodasi
Reja:
1. Differensial operatorlarning silindrik koordinatalarda yozilishi

2. Differensial operatorlarning sferik koordinatalarda yozilishi

Ortogonal egri chizigli koordinatalarda asosiy differensial operatorlar

quyidagi ko’rinishlarga ega bo’ladi:

gradU= v € + oV g, + v &,
H,0oq, H,0q, H.oq,
oA oA oA

diVA: 1 + 2 + Us1 ,
H2H3aql H1H36q2 H1H26q3

)€, + (
HH,H, | H,a0, H.aa, ' ‘H,oq, Hoq, Héql Haqz

_ 1 o H,H, oA, o ,H,H, 0A, o H,H, A,
U= { (—— A )+ —( Aq) ( %, )}
H1H2H3 aql Hl aC‘l aqz HZ q q3 HS aqs

Bu operatorlarning silindrik koordinatalardagi ko’rinishlari:

gradU:@ép U g, + P,
op POP oz

. A OA
dIVA:a v+ ‘/’+8AZ,
pop  Op  poz
oA OA oA oA oA OA
rotA=11( e - Doy (Do Pyg (o Toyg
p | pPop oz oz op op  pog

oA oA A
plop  Op op p O0p 01 0z
Sferik koordinatalarda esa bu operatorlar

gradU——e S B
or

€,
00 °  rsin@e *

. oA, A oA
divA=—— + 6 04 _ ¢
resin@r rsin @60 rop

; - ¢)§9+(

oA OA oA oA oA, OA
rotA= )&+ (— 9 _—1)E
r’sin@ | rod rsin o rsin ¢ or or
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. A i A OA
AU= 21_ i(rzsmea r)+i(sm 6?6—9)+i(_i 4
resin@ |or or 00 00" Op sinf op

ko’rinishlarga ega bo’ladi.

10. VEKTORNING ANALITIK TA’RIFI
Reja:
1. Birlik ortlar almashinishi
2. Koordinatalarning almashinishi

3. Vektorning ta’rifi

Boshlari bir nugtada joylashgan ikki Dekart sistemasi S, S' berilgan bo’lib,
ularning ortlari e1 ez, es va e’1, e'2 e's bo’lsin.
Fazodagi biror nugtaning koordinatalar boshiga nisbatan radius-vektori r ni
o’sha nugtaning S sistemadagi X1 X2, X3 koordinatalari orgali va S' sistemadagi
X'1, X'2, X'3 koordinatalari orqgali ifodalaymiz:
I = X1€1+X2€2+X3€3,
r=x’1e’1+x’2e’>+x’3e’3

yoki qisqartirilgan shaklda bunday bo’ladi:
r = 2Xi€j

r=xx’ie%

So’nggi tenglikning ikki tomonini ye'x ortga skalyar ko paytiraylik:

(re’y) = ZX’ie’ €°k)=X’k

Endi (1) ning ikki tomonini yana o’sha ye'x ortga skalyar ko’paytiraylik:

(re’k) = 2X’i€’i €°k)= ZowiXi
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X’k = ZokiXi

bo’ladi.

Bu formula dastlabki koordinatalardan yangi koordinatalarga o’tishni
ifodalaydi.

YAngi koordinatalardan dastlabki koordinatalarga o’tish formulasini topish
giyin emas. Buning uchun (1) bilan (2) formulalarning chap va o’ng tomonlarini
yex ortga skalyar ko’paytiramiz:

Xk = ZoLikXj

Bu formula esa yangi koordinatalardan dastlabki koordinatalarga

o’tishni ifodalaydi. YUqoridagi (3) va (4) formulalar koordinatalarning
ortogonal almashtirilishlarini ko’rsatadi. Bu formulalarni bazis vektorlarni
almashtirish formulalari (2) va (16) bilan solishtirsak, almashtirishlarning
umumiy gonunga buysunishini ko’ramiz: bazis vektorlar ganday
almashtirilsa, koordinatalar ham xuddi shunday almashtiriladi. Har ganday
a vektor uchun:

a = Xai€j

a=22a’e’j

bu yerda a;, a’j sonlar a vektorning eski va yangi Dekart sistemasida olingan
mos komponentlaridir. Bu komponentlarning almashtirish  gonunini
aniglamogchimiz. So’nggi ikki formuladan foydalanib bunday yozamiz:

(ae') = Zai(eie’k) =Zowiai

demak:

a’k = Xokidi

SHuning kabi usul bilan tubandagi formulani ham chigarish mumkin:
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ak = Zajkd’j

So’nggi ikki formuladan ko’ramizki, bazis vektorlar ganday almashtirilsa,
vektorning komponentlari xam xuddi shunday almashtiriladi. Ularni
almashtirish konuni bir xildir. Ana shu almashtirish konuniga asoslanib,
vektorga yangi ta’rif berish mumkin.

Vektorlar algebrasida vektorga berilgan geometrik ta’rifni eslaylik: son
qiymatlari bilan yo’nalishlari anik va parallelogramm goidasiga muvofiq
qo’shiluvchi migdorlar vektorlar deb ataladi. Vektorni komplanar bo’Imagan
vektorlar bo’yicha ajratish formulasi shu parallelogramm goidasiga
asoslangan edi. Vektor komponentlarini almashtirish formulalari (7) va (8) esa
vektor bilan ortlarni ajratish formulalaridan kelib chiggan natijadir. Demak,
vektorga yaqqollik nuqtai nazaridan berilgan geometrik ta’rif o’rniga o’nga
ekvivalent analitik ta’rif berish mumkin.

Dekart sistemasi S da uchta skalyar miqdor a1, a2, az va boshga Dekart
sistemasi S' da uchta skalyar mmdor ai, az, as berilgan bo’lsin. Bazis
vektorlarni  yoki koordinatalarni almashtirish qonuniga bo’ysungan
yugoridagi uchta skalyar mikdor to’plami a vektorni aniglaydi. Vektorni
bunday anglashni vektorning analitik ta’rifi deyishimiz mumkin. SHunday
qilib, (7) yoki (8) formulalar vektorning analitik ta’rifini ifodalaydi.

Tenzorlar tushunchasini kiritishda shu muloxazalar asosiy rol uynaydi.

a vektorning ai, az, as komponentlari skalyar miqgdorlardir. Vektorning
komponentlari, nugtaning koordinatalari kabi, turli sistemalarda turlicha
bo’ladi.

Jismning massasi, temperaturasi, energiyasi yoki vektorning moduli skalyar
miadorlardir, ammo ular koordinata sistemalariga bog’liq emas, hamma
sistemada bir xildir. Umuman, son giymati koordinata sistemalarining
tanlanishiga bog’liq bo’lmagan, ya’ni koordinatalarning har qanday
sistemasida son giymati bir xil bo’lgan miqgdor invariant deyiladi. Demak,

37



ta’rifga muvofik invariant— bu koordinatalarni almashtirishda, ya’ni
koordinatalar sistemalarining biridan ikkinchisiga o’tilganda son qiymati
o’zgarmasdan goluvchi migdordir. Jismning massasi, energiyasi, temperaturasi,
vektor moduli — bularning hammasi invariantga misollardir. Koordinata
sistemalarining biridan ikkinchisiga o’tganda yozilish shakli o’zgarmasdan
goluvchi matematik ifodalar invariant ifodalar (yoki kovariant ifodalar)
deyiladi.

Masalan, koordinatalar kvadratlarining yig’indisini tekshirib kuraylik.  (3)
ga muvofig bunday yozamiz:

X=X X =2 (Z0iX) (Zoiki) =2 (Zoijou) XiXk=ZXj

ya’ni

X P=2X

SHunday qilib, koordinatalar kvadratlarining yig’indisi ortogonal
almashtirishga nisbatan invariant ifodadir.

Ikki a, b vektorning skalyar ko’paytmasi hamma sistemada bir xildir,
chunki ta’rifga muvofiq, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi ko’paytiriluvchi
vektorlar modullarining shu vektorlar orasidagi burchak kosinusiga bo’lgan
ko’paytmasiga tengdir.

Ikki a, b vektorni olaylik:

a=Xaig
b = Zbjg;

Bu vektorlarning skalyar ko’paytmasi bunday bo’ladi:
(ab) = (Zaiej Zhjej)= Zaibi

Demak, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi shu vektorlarning moye
komponentlari ko’paytmalarining Yyig’indisidir. Vektor komponentlarini
almashtirish formulasi (8) ga' binoan:

ai = ZaLijb’j
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bo’ladi. U vaktda:
Yaibi =Xa’jb’j
kelib chigadi.

Demak, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi ortogonal almashtirishlarga
nisbatan invariantlik xususiyatiga egadir, ya’ni hamma Dekart sistemalarida
bar xil matematik shaklda ifodalanadi.

a= bo’lsa, a,-=6/, a'j"b'j bo’ladi, (10) formulaga binoan:
a’-==2 a;a; = E al »

i=1

(11)
yoki, baribir:
3 3
=AGTRAT (1)
ya’'ni vektor komponentlari kvadratlarining yig’indisi invariantdir. Masalan,

biror nugtaning ikkinchi nugtaga nisbatan radius-vektori:

3
Ar =2 Ax; e;

i=1

bo’lsa, nuqtalar orasidagi s masofa kvadrati uchun bunday yozishimiz

mumKin:

_E Ax;Ax; = Z Ax;Ax;

=1 . (13)
yoki, baribir:

s’-——Z Ax? = i Ax}
AR (19

SHunday qilib, ikka nuqgta orasidagi masofa kvadrati ifodasi ortogonal
almashtirishlarga nisbatan invariantlik xususiyatiga ega. Aksincha, masofa
kvadrati ifodasining invariantligidan ortogonallik shartini keltirib chitsarish

mumkin. Xagikatan, (7) ga muvofiq, vektor komponentlarini almashtirish

3
. Ax} == 2 aj-k AXk
formulasi: k=t
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dan  foydalanib,  masofa  kvadrati  uchun  bunday yozamiz:

3 3 3
v ( ajkAAXk )(:ﬂ aji AXQ)::
J=1 J=1 ‘k=1l =1

3 3 3
==E§ :S (25 ajk Qﬂ) AXk AX&.

1iml =i

3
§? =) AX;AX) =]

Ammo, shu bilan birga, masofa kvadratining invariant bo’lganligidan:

3
§?2 = 2 Ax; Ax;

i=1

bo’ladi. Demak:

3
jz-l ajk aﬁ) Axk Ax,-.

12: Ax;Ax;= 23] é(

k=1i=1

Bu yerdan:

3

a a--:a -
El jk %ji Ris 4

ya’ni ilgaridan ma’lum bo’lgan ortogonallik sharti (15) kelib chigadi.

11. TENZOR TUSHUNCHASI
Reja:

1. Tenzor tushunchasi

2. Tenzorni ifodalovchi asosiy tushunchalar
3. Kroneker belgisi

4. Tenzorga misollar

Avvalgi paragraflarda yig’indi olish amali bilan bog’langan (2), (3), (4)
formulalar yoki ( 9) ni keltirib chigarishlagi formulalarga diggat giladigan
bo’lsak, shunday narsa ko’zga tashlanadi: yig’indi olinayotgan indeks ikki
marta uchraydi va uni xohlagan harf bilan ishoralash mumkin. Tenzorlar
nazariyasida yig’indi olish amalini yozishda mana bunday usul qabul
gilingan: biror indeks bo’yicha yig’indi olinganda bu indeks ikki marta
yozilib, yig’indi belgisi yozilmaydi. SHu aytilganlar nazarda tutilsa, (2), (16),
(3), (4), (7), (8), (14), (15) formulalar xipcha shaklda yozilishi mumkin:
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%ip %p =85
i oy =% (8)

Yig’ish indeksi (1) da k bilan, (2) da n bilan yoki (8) da i bilan
ko’rsatilgan. Yig’ish indeksi gaysi harf bilan ko’rsatilmasin, tekshirilayotgan
matematik ifodaning ma’nosi o’zgarmasdan qolaveradi. Masalan, (5) ni
yozishda yig’ish indeksi k o’rniga m,n,l,s,p yoki yana bosha xil harflarni
ishlatishimiz mumkin:

@) =ay ay, b)=jm by, €=y Cn.

@, 0),¢, = ay Um App @ bm Cpe

a, b= oy @, a by

@)= pap = 00 = A = UsAs = G,

YUgqoridagi misollarimizdan shunisi ham ravshanki, yig’indi olish
amaliga daxlsiz bo’lgan indeks yoki indekslar tenglikning ikkala tomonida
o’zgarmasdan saqlanadi. Formulalarda ishtirok qiluvchi indekslarning qar
biri yo 1 ga yo 2 ga yoki 3 ga teng bo’lishi mumkin.

Vektorning analitik ta’rifini ifodalovchi (5) formulada yoki (6) formulada
yig’indi hadlarining har birida uchraydigan vektor komponenti birinchi
darajadagina ishtirok tsiladi. Demak, vektor komponentlarini almashtirish
formulasi vektor komponentlariga nisbatan bir jinsli va chiziglidir. SHuning
uchun, biror Dekart sistemasida nolga teng bo’lgan vektor boshga Dekart
sistemasida ham nolga teng bo’ladi.

Tenzorlarni ta’riflashda vektor komponentlarini almashtirish formulasi
asos gilib olinadi.

Quyidagi uchta vektor berilgan bo’lsin:
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Birinchi va ikkinchi vektor komponentlarining ikkitalab olingan
ko’paytmasini yozaylik:

CHap tomondagi ab ko’paytmalarning umumiy soni Z? = 9 dir. O’ng
tomondagi a’b’> ko’paytmalarning umumiy soni ham Z? = 9. Endi uchta
vektor komponentlarining uchtalab olingan ko’paytmasini yozaylik:

CHap tomondagi abc ko’paytmalarning umumiy soni 3® = 27, o’ng
tomonidagi a’b’c’ ko paytmalarning umumiy soni ham 32 =27 dir.

So’nggi  formulalarning  muhim tomoni shundan iboratki, vektor
komponentlarining ko’paytmalari aniq almashtirish gonunlariga bo’ysunadi.
Bu almashtirish formulalari komponentlarning ko’paytmalariga nisbatan
chiziqli va bir jinsli dir.

Tenzor deb ataluvchi migdor ham o’ziga xos almashtirish gonunlariga
ega.

Ikki Dekart sistemasining birida Z> = 9 ta T' miqdor to’plami,
ikkinchisida esa Z2 = 9 ta boshqa T’ij miqdor to’plami berilib, bu ikki to’plam
miqdorlari ushbu almashtirish qonuniga bo’ysunsin deb faraz qilaylik.

Ty =31 %m Tim-(9)
SHu almashtirish qonuniga buyso’ngan Z2 = 9 ta miqdor to’plami ikkinchi
rangli (ikkinchi tartibli) tenzor deyiladi.

Endi ikki Dekart sistemasining biridagi Z® = 27 ta Tij miqdor to’plami
bilan ikkinchisidagi Z® = 27 ta boshga Timn miqdor to’plami quyidagi
almashtirish qonuniga bo’ysunsin:

T = %% o2 Time (10)

Almashtirish gonuni shu formulada ifodalangan Z® = 27 ta miqdor
to’plami uchinchi rangli (uchinchi tartibli) tenzor deyiladi. SHuning singari
davom ettirib, yuqgori rangli (yuqori tartibli) tenzorlar tushunchasini kiritish
mumkin. Masalan, beshinchi rangli (beshinchi tartibli) tenzor uchun bunday

yozamiz:
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T kim = %p%jq %r s Omt Tpgrst. (11)

Koordinatalarning ma’lum sistemasida tenzorni tashkil giluvchi to’plam
miqgdorlari tenzorning shu sistema dagi komponentlari deyiladi. Tenzor
indekslarining soni tenzorning rangini (tenzorning tartibini) Kko’rsatadi.
Tenzor komponentlarining soni N albatta Z' ga tengdir:

N=3.(12)
Ba’zi avtorlar tenzorning rangini tenzorning valentligi va tenzorning
komponentlarini tenzorning koordinatalari deb atashadi.

Tenzor komponentlarini almashtirish, formulalari, tenzor komponentlariga
nisbatan chizigli va bir jinslidir. Demak, tenzor komponentlari biror
sistemada nolga teng ekan, har ganday sistemada ham bu komponentlar nolga
teng bo’ladi.

Tenzor komponentlarini  almashtirish ~ formulalarida  almashtirish
koeffitsiyentlari ap ning ganday ishtirok kilishi diggatga sazovordir: tenzor
komponentlarini almashtirish formulalaridagi har bir hadda ko’paytma hosil
giluvchi almashtirish koeffitsiyentlarining umumiy soni tenzor rangiga teng,
masalan, (11) da 5 ga, (10) da 3 ga, (9) da 2 ga tengdir. Vektor
komponentlarini almashtirish formulasida esa almashtirish koeffitsiyentlari
fagat birinchi darajadagina ishtirok giladi. Demak, vektor tenzorning xususiy
xolidir: vektor—birinchi rangli tenzordir.

Invariantni xam tenzorning xususiy holi deb garash mumkin. Xagigatan
ham har ganday sistemada birday bo’lib goladigan, ya’ni oordinatalar
almashtirilganda o’zgarmasdan saganadigan migqdorning invariant deyilishini
bilamiz. Demak, ta’rifga muvofik:
1’=1(13)
bo’ladi. Invariantni almashtirish formulasida almashtirish koeffitsiyentlari

hech ishtirok gilmaydi. SHunday kilib, invariant—indekssiz tenzor, ya’ni nol
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rangli tenzor bo’lib, birgina komponentga ega, chunki bu yerda x=0 ekanligi

sababli, (12) ga muvofiq:

o2

%im %jp dpn = 3
8, = tim %jn O,

N=3=1
bo’ladi.

Bizga ma’lum Kroneker simvoli oy (6) hamma sistemada bir xil sonlarni,
ya’ni koordinatalarni almashtirishda o’zgarmasdan saqlanib goluvchi sonlarni
ifodalashiga garamasdan, aslida u ikkinchi rangli tenzordir. Hagigatan ham
ikkinchi rangli tenzorni ifodalovchi formula (9) ning o’ng tomoni (6) ga
muvofiq:
bo’ladi, *m %n *mn = %im %m

Bu yerda almashtirish koeffitsiyentlarining birinchi indekslari shtrixlangan
(yangi) sistemaga daxlli ekanligini eslasak, u vaqgtda ortogonallik sharti (14)
ga ko’ra, so’nggi tenglamaning o’ng tomoni 8,u. bo’ladi, demak:
ya’ni Kroneker simvoli ikkinchi rangli tenzordir. Turli indeksli
komponentlari nolga teng va bir xil indeksli kom ponentlari birga teng

bo’lgan tenzor birlik tenzor deyiladi. Birlik tenzorni matritsa shaklida yozish

mumKin:
1 00
I3l =[O 1 Of.
0 0 1

(14)
SHunday gilib, Kronekerning®#simvoli birlik tenzordir.

Matritsa shaklida, masalan, ikkinchi rangli tenzorni tubandagicha

yozamiz:
i 1 TIz Tls
T ) = Ty ’Tzz Ty |
31 32 Tss (15)

Ikkinchi rangli tenzorlarga misol qgilib, gattiq jism inertsiya momentlarining

tenzori lik elastik jism kuchlanishlar tenzori Pi, elastik jism deformatsiya
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tenzori U, jismlarning elektromagnit xususiyatlarini ifodalovchi dielektrik
koeffitsiyentlar (dielektrik konstantalar) tenzori, magnit koeffitsiyentlari

tenzori elektr o’tkazuvchanlik koeffitsiyentlari tenzori kabilarni ko’rsatib
o’tish mumkin.

12. TENZORLAR BILAN BAJARILADIGAN ASOSIY ALGEBRAIK
AMALLAR
Reja:

1. Tenzorlani qo’shish
2. Tenzorlani ayrish
3. Tenzorlani kopaytirish

Tenzorlarni qo’shish masalasidan boshlaylik. Uchinchi rangli ikkita tenzor

berilgan bo’lsin:

(1)
A;’jk = Q] %m %kp Amn,

B, = i1 %y apn Bimp. (2)

Bu tenzorlarning mos komponentlarini qo’shaylik:

A;’jk + B;jk = il %jm %kn Apmn +ay % m O%n Bimn =
= Ay Qsm A (Aimn + Bimp). (3)

Aijk ni Bijk Sijk orgali belgilasak:
Aimn + Bimn = Cimn (4)
bo’ladi, u vaqtda:
Cip = %1%m %4n Cimn- (5)
Bu formula uchinchi rangli tenzor komponentlarini almashtirish gonunini
ifodalaydi.

(4) ga muvofig hosil gilingan Cimn tenzor Aimn, Vimn tenzorlarning
yig’indisi deyiladi. Albatta, bir xil rangli tenzorlarnigina qo’shish mumkin,
natijada o’sha rangli tenzor hosil bo’ladi.
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SHuningdek, bir xil rangli ikki tenzor ayirmasi ham o’sha rangli tenzor
bo’ladi. Masalan, yuqoridagi uchinchi rangli tenzorlar uchun:
Aimn— Bimn = Dimn (6)
bo’ladi. Tenzorlarni ko’paytirish masalasiga o’tamiz. (1) da ifodalangan
uchinchi rangli tenzorni biror | invariantga ko’paytiraylik:
1A}, = laja;m 0pn Apmn = 0107 Opn I A1 (7)
I Aimn NI Timn Orgali belgilasak:
TAimn = Timn (8)
bo’ladi, nihoyat:
Ty = %u%mtn Tian- (Q)
Natijada yana o’sha rangli, tenzor hosil bo’ldi. Timn tenzor | invariant bilan
Aimn tenzorning ko’paytmasi deyiladi. Invariantni tenzorga ko’paytirish
tenzorning rangini 0’zgartirmaydi.
Ikkinchi rangli biror tenzor berilgan bo’lsin:
D =5pr 445 Drs: (10)
Uchinchi rangli tenzor va ikkinchi rangli tenzor komponentlarining
ko’paytmalarini yozaylik:

B D’pq = % Okn Bimn %pr 2qs Drs =

= @[ U Oy O Ogs Bimn Dys. (1 1)
BImnDrs ni Elmnrs Orqall be|gl|a5ak

Blmn Dy = Elmnrs (12)

bo’ladi, demak:
Einpo = %it%mnor %95 Einars: (13)

ya’ni beshinchi rangli tenzor hosil bo’ldi. (12) ga muvofiq: hosil gilingan
Eimnrs tenzor berilgan Vimn, Drs tenzorlarning ko’paytmasi deyiladi. Bizning
misolimizda uchinchi rangli tenzor bilan ikkinchi rangli tenzor ko’paytmasi
beshinchi rangli tenzor bo’ladi. SHuning singari, birinchi rangli ikki tenzor

ko’paytmasi, ya’ni ikki vektor ko’paytmasi ikkinchi rangli tenzor bo’ladi,
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ikkinchi rangli tenzor bilan birinchi rangli tenzor ko’paytmasi uchinchi rangli
tenzor bo’ladi va hokazo. Ikki tenzor ko’paytmasi tenzor bo’lib, uning rangi
ko’paytiriluvsh tenzorlar ranglarining yig’indisiga teng. Demak, tenzorlarni
bir-biriga ko’paytirish natijasida yuqori rangli tenzor vujudga keladi.
Vektorlar komponentlarining ko’paytmalari tegishli rangli tenzorlarni

hosil giladi. Masalan:

T[j: a,-bj,
Tijk = a; chbj' (14)

Komponentlari tegishli vektorlar komponentlarining ko’paytmalaridan
tashkil topgan tenzor multiplikativ tenzor deyiladi. Ikkinchi rangli mu
Itiplikativ tenzor, ya’ni ikki vektor komponentlarining ikkitalab olingan
ko’paytmalari (14) diada deb ataladi.

Tenzorlarni ko’paytirish tartibi o’zgarsa, natija umuman o’zgaradi.
Masalan:
(15)

Aise By = Cijaim,
Bij Akim = Dijim- (16)

Bu ikki tenzor komponentlari to’plami bir xil bo’lsa-da, bir xil joylarda bir
xil indekslar bilan yozib ko’rsatilgan komponentlar farg giladi. Demak,
tenzorlar ko’paytmasi, umuman aytganda, kommutativlik xususiyatiga ega
emas. Endi sodda bir misol kurib utaylik.
Kroneker tenzori dik ni | invariantga ko’paytirsak, ikkinchi. rangli tenzor

hosil bo’ladi:

Ak = Pye. (17)

Bu tenzorni ikkinchi rangli boshga tenzorga qo’shsak yoki undan ayirsak,
ikkinchi rangli yangi S va D tenzorlar hosil gilamiz:

(18)

Cix = Bip + I,

Dip = By — Iosp,. (19)
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Bu formulalar tez-tez uchrab turadi.

13. TENZORLAR SIMMETRIYASI VA ANTISIMMETRIYASI
Reja:

Tenzorlar simmetriyasi
Tenzorlar antisimmetriyasi
Tenzorlarni yig’ishtirish
Tenzordan invariant tuzish.

N .

Tenzor indekslarining o’rinlarini almashtirish natijasida yana tenzor hosil
bo’ladi. Masalan, Aijk tenzordan uning j indeksi bilan k indeksi o’rinlarini
almashtirish natijasida vujudga kelgan migdorlarni Vi orgali belgilaylik:
Bir; = Aijp-

SHu Vikj miqgdorlar tenzor komponentlaridir. Hagigatan:
B = Al = it%m%n Aimn = %i1%m %n Binm =
| = ou%n %m Binm bo’ladi.

Tenzor indekslaridan ikkitasining o’rnini almashtirish amali tenzorni

transpozitsiyalash deyiladi. Transpozitsiyalash yo’li bilan hosil gilingan

tenzor transpozitsiyalangan tenzor deyiladi.

Au A!z Als
Azl A22 A23

31 A 32 A33

Azl =
Masalan, ikkinchi rangli tenzor:

bo’lsa, bunga

All A21 A31
Alz A 22 A32

13 28 A33

1Bkl = [|Ai]) =
nisbatan transpozitsiyalangan tenzor: bo’ladi.

Indekslaridan. ikkitasining o’rnini  almashtirish  natijasida  mos
komponentlarining son giymatlari va ishoralari o’zgarmaydigan tenzor shu
ikki indeksga nisbatan simmetrik tenzor deyiladi. Masalan, uchinchi rangli

tenzor j, k indekslarga nisbatan simmetrik ekan:
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bo’ladi, Tuk = Tits

Ikkinchi rangli simmetrik Sij- tenzor uchun:
Su=5i(1)

Tenzorning  simmetrikligi  invariantlik ~ xususiyatiga ega:  biror
koordinatalar sistemasida simmetrik bo’lgan tenzor, har ganday boshqa
sistemada ham simmetrik tenzor bo’ladi. Hagigatan, tenzor ta’rifiga va (1) ga
binoan:

Fup = —Fip
S} = @ip %1 Spr = %ip %1 Sy = %1%k Sip = S
bo’ladi.

Ikkinchi rangli simmetrik tenzorning hammasi bo’lib to’qqizta
komponenti bor. Ammo bulardan uchtasi (1) ga asosan mos olingan boshga
uchtasiga teng bo’lishi kerak. SHunday qilib, ikkinchi rangli simmetrik
tenzorning o’zaro bog’lanmagan komponentlari fagat oltitadir.

Indekslaridan ikkitasining o’rni almashtirilganda komponentlarining son
giymatlari saglanib, fagat ishoralarigina teskariga o’zgaradigan tenzor shu
ikki indeksga nisbatan antisimmetrik tenzor deyiladi. Masalan, uchinchi
rangli A tenzor birinchi va ikkinchi indekslarga nisbatan antisimmetrik ekan:
bo’ladi. Ikkinchi rangli antisimmetrik tenzor Aj; uchun:

Ay == 4 (2)

bo’ladi.

Tenzor antisimmetriyasi ham yuqoridagi ma’noda invariantlik xususiyatiga
ega. Biror koordinatalar sistemasi da antisimmetrik bo’lgan tenzor har
ganday boshga koordinatalar sistemasida ham antisimmetrik tenzor bo’lib

goladi. Hagigatan:

Ay=ojpayAp = —apoyAp=—ayapAp=—A,
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Antisimmetrik tenzorning bir xil indeksli komponentlari nolga teng.
Hagigatan:

Ay = — Aq, Agp = — Ay, Agg = — Ags,

demak:

Ay = Ay = Ags = 0.

Qolgan oltita komponentning uchtasi boshga uchtasidan o’zi ning ishorasi
bilan farg qiladi, xolos. SHunday Kilib, ikkinchi rangli antisimmetrik
tenzorning o’zaro bog’lanmagan komponentlari fagat uchtaginadir.

Y Aqqollik uchun bu antisimmetrik tenzorni matritsa shaklida ifodalaylik:
0 Ay Agp
_A\2 0 A23 .

141l =
— A — Ay 0 (3)

Bir misolni ko’rib chigaylik. Ikkinchi rangli multiplikativ tenzor berilgan
bo’lsin:
Ty=a; b;. 4)
Endi bunday tenzor tashkil gilaylik:
Sij=a; b;+a; by(5)
Bundan: i =Sz
bo’ladi, ya’ni yangi Sj; tenzor simmetrik tenzordir.
Endi berilgan tenzordan quyidagicha ifodalangan tenzor tashkil gilaylik:
Ayy=a; by—a; bi. (6)
Bundan: 4= —4;
bo’ladi, ya’ni yangi Aj; tenzor antisimmetrikdir. Uning o’zaro bog’lanmagan

uchta komponenti quyidagilardir:

Alzza, bg—azbl
Azs = a2 bs o as bz -
Ay =a3 by—a, by (7)
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Bu komponentlar esa ikki vektorning vektor ko’paytmasi komponentlaridir.
SHunday qilib, ikkinchi rangli antisimmetrik Aj tenzorni uch o’lchovli
fazoda ikki vektorning vektor ko’paytnasi deb garash mumkin.

Simmetrik yoki antisimmetrik bo’Imagan tenzor odatda asimmetrik tenzor
deyiladi. Lekin ikkinchi rangli har ganday tenzordan simmetrik tenzor hosil
gilish mumkin. Hagigatan, berilgan ikkinchi rangli ixtiyoriy Ty tenzordan
ikkinchi rangli yangi Sy tenzor tuzaylik:

Sij=5 Ty + Tji-(g)

Indekslarning o’rinlarini almashtirib yozaylik:

Sji=+4 (Tji+ Ty)-
So’nggi ikki formuladan: S =S
bo’ladi. Endi o’sha tenzor Tj dan yana ikkinchi rangli boshga Ajj tenzor
tuzaylik:

Ay=4 (Ty— Ti-(9)

Indekslarning o’rinlari almashtirilsa:

Ajy=-5 (Ty—Ty)

bo’ladi. Avvalgi va so’nggi formulalardan quyidagini topamiz: gpt— g

Demak, ikkinchi rangli har ganday tenzordan antisimmetrik tenzor ham hosil
gilish mumkin. (8) va (9) ga muvofig, simmetrik Sj tenzor bilan
antisimmetrik Ajj tenzorning yig’indisi berilgan Tj; tenzorning o’ziga teng:
Ty =S+ 4 (10)

SHunday qilib, ikkinchi rangli har qanday tenzorni simmetrik va
antisimmetrik gismlarga ajratish mumkin.

Ikkitadan ko’proq indekslarga nisbatan tenzorning simmetriyasi yoki
antisimmetriyasi haqida gapirish mumkin.

Tayin indekslari to’plamining har ganday ikkitasiga nisbatan simmetrik

bo’lgan tenzor shu indekslar to’plamiga nisbatan simmetrik tenzor deyiladi.
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Masalan, to’rtinchi rangli Tpqs tenzor birinchi uchta indeksiga nisbatan
simmetrik tenzor bo’lsin, u vagtda:

Tpgrs = Tarps = Trpgs = Tqprs = Tprqs = Trqps

bo’ladi.

Tenzor simmetriyasi uning hamma indekslari to’plamiga nisbatan ham
mavjud bo’lishi mumkin, bunday hususiyatga ega tenzor butunlay simmetrik
tenzor deb yuritiladi.

Tayin indekslari to’plamining har qanday ikkitasiga nisbatan
antisimmetrik bo’lgan tenzor shu indekslar to’plamiga nisbatan antisimmetrik
tenzor deyiladi.

Misol uchun beshinchi rangli Dyqgrst tenzor oxirgi uchta indeksiga nisbatan
antisimmetrik bo’lsa, bunday yozishimiz mumkin:

Tpgrst = — Tpgsrt = Tpgstr = — Tpgtsr = Tpgtrs = — Tpgrts-

Hamma indekslari to’plamiga nisbatan antisimmetrik bo’lgan tenzor
butunlay antisimmetrik tenzor deyiladi. Indekslari i1, iz, ..., ip bo’lgan
butunlay antisimmetrik tenzor ba’zan r-vektor yoki polivektor deyiladi. r —
0, r — 1 nollarning birinchisida polivektor skalyar, ikkinchisida esa vektor
bo’ladi. r = 2 da polivektor bivektor deyilib, ikkinchi rangli antisimmetrik
tenzorni beradi.

Uch o’lchovli fazoda butunlay antisimmetrik tenzor indekslarining soni
uchtadan oshiq bo’lmaydi. Hagigatan, uch o’lchovli fazoda indekslarning har
biri yo 1 ga, yoki 2 ga, yoxud 3  ga tengdir. Indekslar soni uchtadan oshiq
bo’lsa, u vaqtda tenzor komponentlarining har birida 1, 2, 3 ning har biri
kamida ikki martadan uchrar edi. Lekin antisimmetrik tenzorning bir xil
indeksli komponentlari nolga teng. SHunday qilib, uch o’lchovli fazoda
butunlay antisimmetrik tenzor fagat uchinchi rangli bo’ladi. Uchinchi rangli

polivektor, odatda, trivektor deb ataladi.
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n o’Ichovli fazoda har bir indeksning 1 ga, 2 ga, 3 ga va hokazo n ga
tengligini nazarda tutib, yukoridagi mulohazalar mos ravishda takrorlansa, n
o’lchovli fazoda butunlay antisimmetrik tenzor indekslari sonining n dan kam
bo’lishi yoki ko’pi bilan n ga teng bo’lishi 0°z-0’zidan ayondir.

YUkori rangli tenzordan tayin indekslari to’plamiga nisbatan simmetrik
tenzor va antisimmetrik tenzor tuzish mumkin.

Berilgan Tui...in tenzor indekslarining soni N bo’lsin. Indekslarning t
tasiga nisbatan (t< N) simmetrik bo’lgan tenzor tuzaylik, uning uchun shu
indekslardan t— 1.2.3 . . .t o’rin almashtirishlar hosil gilib, ularga mos tenzor
komponentlaridan o’rtacha arifmetik qiymat olamiz, ya’ni mosS tenzor
komponentlari yig’indisini t ga bo’lamiz. Berilgan tenzordan mana shunday
usul bilan uning tayin indekslari to’plamiga nisbatan simmetrik tenzor hosil
qgilish amali berilgan tenzorni o’sha indekslar to’plamiga nisbatan
simmetriyalash deyiladi. Masalan, Tijq tenzordan uning birinchi va uchinchi
indekslariga nisbatan (demak, t=2) simmetrik tenzor tuzaylik:

Sijkig = % (Tijr1qg + Trjitg)-

SHu Tijkiq tenzordan so’nggi uchta indeksiga nisbatan (demak, t = 3) tuzilgan
simmetrik tenzor esa:

Sijetg =5 (Tismtg + Tistgn ~+ Tijgrs + Tiywg + Tijeqr + Tijqun)
bo’ladi.

Simmetriyalash natijasini belgilash uchun simmetriyalashda ishtirok
giluvchi indekslar kichik gavslarga olib yoziladi. Masalan, so’nggi
formulamizda:

Siskig = Tijikia)-

Simmetriyalash hagida yuqorida aytilganlardan ravshanki, tayin
indekslariga nisbatan simmetrik bo’lgan tenzorni bu indekslarga nisbatan
simmetriyalash natijasi berilgan shu simmetrik tenzorning o’ziga aynan
tengdir.
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Endi berilgan Ti1..iv tenzordan uning m ta indeksiga nisbatan antisimmetrik
bo’lgan tenzor tuzaylik. Buning uchun shu indekslardan 1.2.3 .. . m o’rin
almashtirishlar hosil gilamiz. Berilgan tenzorning jufg o’rin almashtirish
larga mos kelgan komponentlarini o’z ishoralari bilan goldirib, tog o’rin
almashtirishlarga mos komponentlarining ishoralarini garama-garshisiga
o’zgartiramiz-da, so’ngra ulardan o’rtacha arifmetik kiymat olamiz. SHu usul
vositasida, berilgan tenzordan uning tayin indekslari to’plamiga nisbatan
antisimmetrik tenzor hosil gilish amali berilgan tenzorni o’sha indekslar
to’plamiga nisbatan alternatsiyalash deyiladi.

Masalan, berilgan T tenzordan uning ikkinchi va uchinchi indekslariga

nisbatan (demak, m=2) antisimmetrik tenzor tuzaylik: Aitg = (Tiig = Titsa)-

Endi o’sha tenzordan birinchi uchta indeksga nisbatan (demak, t. = 6)
antisimmetrik tenzor tuzaylik:

Aijrly = % (Tijutg + Tikitp + Trijig — Tjikig — Tikjig — Tryitg)-

Alternatsiyalash natijasini shu alternatsiyalashda ishtirok qiluvchi
indekslarni kvadrat gavslarga olib ko’rsatiladi. Oldingi uchta indeks bo’yicha
alternatsiyalash misolini mana bunday yozib ko’rsatishimiz mumkin:

Ak = Ttk

Tayin indekslariga nisbatan antisimmetrik bo’lgan tenzorni bu indekslarga
nisbatan alternatsiyalash natijasida shu antisimmetrik tenzorning o’zi hosil
bo’ladi.

Tenzorlarni bir-biriga ko’paytirib, yana yuqori rangli tenzor hosil qilishni
yuqorida ko’rgan edik. Endi tenzorning rangini kamaytirish mumkinligini
tekshirib ko’raylik. Masalan, uchinchi rangli tenzor berilgan bo’lIsin:

Tin = %t %m % Tiame (1)
Ikkinchi va uchinchi indekslarni bir xil deb hisoblab, shu bir xil indekslar

bo’yicha tenzor komponentlarining yig’indisini olaylik:
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Ty =y Oty Timn.
Ortogonallik sharti ( 8) ga muvofik:
bo’ladi, demak: “m %in= *mn
Ty =% Smn Tymn =y Tipmp
yoki

Ty =5t Tnm: (2)
Natijada uchinchi rangli tenzordan birinchi rangli yangi tenzor hosil bo’ldi,
ya’ni tenzorning rangi ikkitaga kamaydi.

Y Ana bir misol sifatida, to’rtinchi rangli tenzor olib tekshiraylik:

T jpt = %im %jn kp Gig Tmnpq- (3)

Birinchi va to’rtinchi indekslarni bir xil deb hisoblab tenzorning mos
komponentlari yig’indisini topaylik:

T

ki = %m %n %%p %q Tmnpg = %n %p %im %iq Tmnpgq.
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Y Ukorida eslatib o’tilgan ortogonallik shartidan foydalansak:

7

T i = %n p Omq T, mnpm

jn mq £ mnpg = %jn %kp

yoki
Tt = %n % Toapm (4)
bo’ladi.

To’rtinchi rangli tenzordan ikkinchi rangli tenzor hosnl qilindi, ya’ni
tenzor rangi ikkitaga kamaydi. Endi ikkinchi va uchinchi indekslarni bir xil
deb hisoblab, bu yangi tenzorning mos komponentlarini yig’ib chiqaylik:
= Wy, %py T,

ijji mnpm®

Y Ana o’sha ortogonallik shartiga muvofiq:

T

ijji

=3 Tonpm = Tnppm
yoki

T30 = Tnppn (5)
bo’ladi.

Y Angi tenzorning rangi ham ikkitaga kamayib, nihoyat nol rangli tenzor,
ya’ni invariant vujudga keldi.

Bir xil bo’lgan ikkita indeks bo’yicha yig’indi olish bilan tenzorning
rangini kamaytirish amali tenzorni yig’ishtirish (yoki, soddalashtirish)
deyiladi. Ikkita indeks bo’yicha yig’ishtirishda tenzor rangi ikkitaga
kamayadi. Demak, juft rangli tenzorni yig’ishtira borib, nihoyat invariant
topamiz, toq rangli tenzorni yig’ishtira borib, nihoyat birinchi rangli tenzor,
ya'ni vektor topamiz. Yig’ishtirish indeksini har ganday harf bilan yozib
ko’rsatishimiz mumkin.

Ko’paytirish amali bilan yig’ishtirish amalini ma’lum ravishda boglae
ishlatish mumkin. Ikki tenzor ko’paytmasi bo’lgan yuqori rangli tenzorga
yig’ishtirish amali ishlatilsa, tenzor rangi kamayadi.

Masalan, birinchi rangli ikki tenzor berilgan bo’lIsin:
a,=a,; aj, b, =an, b,
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Bularning ko’paytmasi bo’lgan ikkinchi rangli tenzorni yig’ishtirsak,
invariant hosil bo’ladi:
I=d,b;=a, b.(g)

Bu esa ikki vektorning skalyar ko’paytmasidir. SHuning uchun (6) da
ifodalangan | invariant birinchi rangli a va b; tenzorlarning skalyar
ko’paytmasi deyiladi.

Endi ikkinchi rangli Tj; tenzor bilan birinchi rangli Ax tenzor ko’paytmasi
bo’lgan uchinchi rangli Sijkx tenzorni olaylik:

Cike = Tij Ap.

Bu tenzorni j, k indekslar bo’yicha yig’ishtirsak, i indeksli vektor hosil

bo’ladi:

Cyy=Ty, A,

Hosil gilingan vektorni V; bilan belgilaylik:

'B; =T, A;! (7)

Bu yerdagi Bi vektor ikkinchi rangli Tj tenzor bilan birinchi rangli A
tenzorning skalyar ko’paytmasi deyiladi. , Vi vektorni A; vektorning chizigli
vektor funktsiyasi deb ham aytiladi. Bir vektor komponentlarini ikkinchi vek-
tor komponentlari orgali bir jinsli chizigli funktsiya qilib ko’rsatuvchi
ikkinchi rangli tenzor geometriyada, odatda, affinnor deyiladi. Demak,
affinnor xususiy holda olingan ikkinchi rangli tenzordir.

Ikkinchi rangli VijCu tenzorlarning ko’paytmasi bo’lgan to’rtinchi rangli
Dij«i tenzorni j va k indekslar bo’yicha yig’ishtirsak, ikkinchi rangli T tenzor
hosil bo’ladi

Dijkl = Bij Cri,
T;y=B;; Cs. (8)

Bu formuladagi Ti tenzor berilgan Bj tenzor bilan Ski tenzorning skalyar
ko’paytmasi deyiladi. Umuman, ikki tenzorning ko’paytmasini yig’ishtirish

amali shu ikki tenzorning skalyar ko’paytmasi deyiladi.
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Y Angi tenzorlar tuzishda yoki tenzorni yig’ishtirishda Kronekerning birlik
tenzoridan keng foydalaniladi.

Masalan, tubanda yozilganlar o’z-o’zidan ayon:

5 A= A,
2 A=y
b Awi=4pr-] (9)

Tekshirilayotgan tenzor indeksini birlik tenzor yordami bilan ixtiyoriy
tanlangan boshga indeksga almashtirish mumkinligini ko’rmogdamiz. Ana
shundan foydalanib, ba’zi formulalarni kerakli ravishda yozib olish uchun
tegishli vektor gavs tashgarisiga chigarilsa bo’ladi:

Ay B;+ B;= A;j B+ 8, B;=(A;; +3;) By

Endi Kroneker tenzori yordami bilan teskari tenzor tushunchasini
Kiritaylik. Ikkinchi rangli shunday ikki A, Vj tenzor olamizki, ularning
skalyar ko paytmasi birlik tenzor hosil gilsin: 4 8;1= 3
Biror Bji tenzorga skalyar ko’paytirganda birlik tenzor hosil gilgan Ajj tenzor
shy Vi;i tenzorga teskari tenzor deyiladi va B;i* simvoli bilan belgilanadi:

B;' Bj,za,-,.(lo)

Bu yerda tenzor o’zining teskarisiga chap tomondan ko’paytirilgan.

Tenzor o’zining teskarisiga o’ng tomondan ko’paytirilsa ham birlik tenzor

hosil bo’ladi:

Bij By =¥, (11)

Hagigatan, (10) ni o’ng tomondan teskari V! tenzorga ko’paytiraylik:
B;' Bji By =¥ B! =By,
Endi buni teskari tenzorning teskari tenzori bo’lgan (V1) ga chap tomondan
ko’paytiraylik:
B~ By B By =B, Bl
Bu yerdan, (10) ga muvofiq: ‘' Bt B =®me yoii

Bml B;;‘ =amk
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bo’ladi.

l)—l

. .. —1 (B .
Bij tenzorning teskarisi bo’lgan®i.ga teskari By tenzor avvalgi

tenzorning o’zidir. Hagigatan, teskari tenzor ta’rifiga muvofiq: (B, By =%,
so’ngra (11) dan foydalansak:

(B~ =By (12)

bo’ladi.

Tenzorga teskari tenzor komponentlarini shu tenzor komponentlari orgali
aniglash mumkin. Bu magsadda tenzor bilan vektorning skalyar
ko’paytmasini hosil gilaylik:
b= Ty 2. (13)

' p— ~
Bu yerdan: yoki T bi=T, Tjjaj=3;a;=0a;

ap =T,;l b,(14)
Tenzor komponentlaridan tuzilgan determinant:
Tll T12 Tls

T2l T22 T28
Tq Ts Ty

!T[jl =

(15)

odatda, shu tenzorning diskriminanti deb yuritiladi. Teskari tenzorning Tix*
komponenta uchun oliy algebradan ma’lum bo’lgan Kramer formulasiga
binoan tubandagini yozish mumkin:

-1 A
Tw =, (16)

bu yerda: 4= (=" 4,
Aik yuqoridagi determinant (15) elementi T ning minori, Ak o’sha
elementning algebraik to’ldiruvchisi.

(16) dagi tenzorning Tj diskriminanti nolga teng emas, aks holda teskari

tenzor hagida gapirishga asos kolmaydi.
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Ikkinchi rangli tenzorni tegishli indekslari bo’yicha yig’ishtirish natijasida
hosil gilingan invariantlar tatbiglarda muxim ahamiyatga ega. Ikkinchi rangli

tenzorni matritsa shaklida va analitik shaklda ifodalaylik:

(1)
Tu Tl: Tls
”Tkl” — Tel T‘zz T23
Ta Ts Ty |

Ty =ap aj The ()
Bu tenzorning ikki indeksini o’zaro tenglashtirib, so’ngra yig’ishtirsak,
tubandagi invariant hosil bo’ladi:
h= T (3)
yoki mufassalrok yozilsa:
L=Tu+Ta+ Tu(4)

bo’ladi.
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