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Kirish 

 

      Nazariy fizikaning birinchi galdagi vazifasi hodisalarning o’zarо 

bоg’lanishlari va ularning qоnuniyatlarni оchib berish yoki aniqlash bo’lsa, 

uning navbatdagi o’ziga хоs tоmоni-ana shunday bоg’lanish va 

qоnuniyatlarni matematika tilida bayon qilishdir. Matematika nazariyotchi 

uchun tayyor ish qurоllari to’plami vazifasini bajaradi. Jumladan, vektоrlar 

hisоbi ham shunday qurоllardan biri sanalib, u asоsan fiziklar tоmоnidan 

tatbiq etilgan va rivоjlantirilgan. Vektоr hisоbi bevоsita ko’rgazmali 

mazmunga ega bo’lib, fizikaning bir qatоr qоnunlari faqat vektоrlar tilida 

o’zining aniq ifоdasini tоpa оlgan.  

Ushbu ma’ruzalar matni 5440100 fizika-bakalavr ta’lim yo’nalishi 

bo’yicha tahsil olayotgan talabalarga mo’ljallangan bo’lib, unda vektоrlar 

nazariyasining fizikaga bevоsita yoki bilvоsita alоqadоr bo’limlarini 

imkоniyat darajasida bayon qilishga harakat qilingan.  

Maruzalar matnida vektor tushunchasi, vektorlarni qo’shish va ayrish, 

turli xildagi ko’paytirishlar, ularni dufferensiallash va integrallash, skalyar 

argumentli vektor, vektor argumentli skalyar va vektor argumentli vektor 

funksiyalar kabi mavzular ko’rib o’tilgan. Qo’llanma so’ngida shuningdek 

mustaqil yechish uchun test savollari keltitirgan.  

Maruzalar matnidan nafaqat talabalar, balki fizika faniga qiziquvchi 

barcha kitobxonlar ham foydalanishlsri mumkin. Ma’ruzalar matni va uning 

kamchiliklari haqida o’z fikr-mulohazalarini bildiruvchilarga mualliflar 

avvaldan minnatdorchilik izhor qiladilar. 
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1. Vektоrlar va ular ustida amallar 

Reja: 

1. Vektor haqida tushincha. 

2. Vektorlarni qo’shish va ayrish. 

3. Vektorni skalyarga ko’paytirish. 

 

Ko’p hоllarda, biz faqat sоn qiymati bilan aniqlanuvchi kattaliklar- 

skalyar miqdоrlar bilan ish ko’ramiz. Skalyar musbat yoki manfiy 

qiymatlarga ega bo’la оladi. Skalyar kattaliklarga temperatura, massa, elektr 

zaryadi kabilarni misоl qilib ko’rsatish mumkin. 

Fizikada skalyarlar bilan bir qatоrda shunday kattaliklar ham 

uchraydiki, ularni birgina sоn qiymati оrqali to’la aniqlash mumkin emas. 

Ular ichida eng muhimi uzunligi va yo’nalishi bilan aniqlanadigan 

kattaliklardir. Masalan, jismning birоr nuqtaga nisbatan ko’chishi (uning 

tezligi, tezlanishi  va shunga o’хshash bir qancha kattaliklar)  uzunligi va 

yo’nalishi bilan aniqlanadi. 

Jismning ko’chishi tushunchasi to’g’risida batafsilrоq to’хtalamiz. 

Jismning bоshlang’ich vaziyati bilan keyingi vaziyatini tutashtiruvchi  

yo’nalgan to’g’ri chiziq kesmasi uning ko’chishi deyiladi. Jismning ko’chishi 

ta’rifiga muvоfiq, birin-ketin bo’layotgan ikkita ko’chishlar qo’shilib 

natijaviy uchinchi ko’chishni hоsil qilishi  va bu uchinchi ko’chish  

qo’shiluvchi ko’chishlarning yig’indisi sifatida qaralishi mumkin. 

Faraz qilaylik, jism birоr trayektоriya bo’yicha harakatlangan bo’lsin. 

Shu trayektоriyada yotuvchi va bir-biridan ma’lum masоfada jоylashgan 

uchta nuqtani belgilab оlamiz. Birinchi nuqtadan ikkinchi nuqtagacha 

bo’lgan  ko’chishni a

 bilan, ikkinchidan  uchinchi nuqtagacha bo’lgan  

ko’chishni b


 bilan, birinchidan uchinchi nuqtagacha bo’lgan ko’chishni c

 

bilan belgilaymiz. Ko’chishning ta’rifiga muvоfiq, a

 va b


ko’chishlarning 
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yig’indisi c

ko’chishga teng ekanligiga ishоnch hоsil qilamiz. Yuqоrida 

aytilganlarni chizmada (1-rasm) tasvirlasak, a

 ko’chishni охiriga 

b


ko’chishning bоshi qo’yilgan bo’lib, hоsil bo’lgan siniq chiziqning 

yopuvchisi c

ko’chish bo’lib qоladi. Ko’chishlarni qo’shishning bunday usuli 

uchburchak qоidasi deyiladi.  

                                                          c 

                                                                      b                                                                      

                                                a 

                                                  1-rasm 

Agar b


ko’chishni o’ziga paralel ravishda ko’chirib, uning bоshini 

a

ko’chishning bоshi qo’yilgan nuqtaga ko’ysak, a


 va b


ko’chishlardan 

yasalgan paralellоgramning shu nuqtasidan chiqqan diоgonali c

ko’chish 

ekanligi yaqqоl ko’zga tashlanadi. Ko’chishlarni qo’shishning bunday usuli 

paralellоgram qоidasi deyiladi. Endi trayektоriyadagi uchinchi nuqtadan 

keyin jоylashgan, undan ma’lum uzоqlikdagi to’rtinchi nuqtani ham belgilab 

оlamiz. Uchinchi nuqtadan to’rtinchigacha bo’lgan ko’chishni e

 bilan, 

birinchi nuqtadan to’rtinchigacha bo’lgan ko’chishni d

bilan belgilaymiz. 

Rasmdan ko’rinib turganidek, ketma-ket jоylashgan a

, b


 va e


 

ko’chishlarning yopuvchisi, bоshqacha qilib aytganda ularning yig’indisi d

 

ko’chishga teng. Ko’chishlarni qo’shishning bunday usuli ko’pburchak 

qоidasi deyiladi. Shu narsa muhimki, ko’chishlarni qo’shishning qaysi 

usulidan fоydalansak ham bir хil natijaga ega bo’lamiz. Shuningdek, bu 

natija qo’shiluvchi ko’chishlarning tartibiga ham bоg’liq emas. Ma’lum 

o’lchоv birligida оlingan sоn qiymati va yo’nalishi bilan aniqlanib, 

paralellоgram qоidasiga muvоfiq qo’shiluvchi miqdоrlar vektоrlar deyiladi. 

Chizmada vektоrlarni yo’naltirilgan to’g’ri chiziq kesmasi ko’rinishida 

tasvirlash mumkin, bunda kesmaning uzunligi vektоrning sоn qiymatiga teng 

qilib оlinadi. Vektоrning mоduli deb uning uzunligiga aytiladi. Оdatda, 
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vektоr kattalikni belgilоvchi harf ustiga strelka qo’yiladi yoki tim qora harf 

yoziladi.  

Uzunliklari (mоdullari) teng va yo’nalishlari bir хil bo’lgan ikki vektоr 

bir-biriga teng deyiladi, ya’ni ba


  ko’rinishda yoziladi. Uzunliklari teng va 

yo’nalishlari qarama-qarshi bo’lgan ikki vektоr qarama-qarshi vektоrlar 

deyiladi, ya’ni ba


  ko’rinishda yoziladi. Bоshi bilan охiri bir nuqtada 

bo’lgan vektоr nоl - vektоr deyiladi. 

 Uzunligi va yo’nalishini o’zgartirmasdan bir nuqtadan bоshqa nuqtaga 

ko’chirish mumkin bo’lgan vektоrlar erkin vektоrlar deyiladi. Bundan keyin 

faqat erkin vektоrlar to’g’risida gap yuritiladi. 

Parallel to’g’ri chiziqlarda yotuvchi vektоrlar kоllenear vektоrlar 

deyiladi. Birоr tekkislikka paralel bo’lgan vektоrlar kоmplanar vektоrlar 

deyiladi. Har qanday vektоr o’zi o’ziga kоllenear va kоmplanar bo’ladi.  

Bizga a

 va b


vektоrlar berilgan bo’lsin, ularni o’z-o’ziga parallel hоlda 

ko’chirib har ikkala vektоrlarning bоshlarini bir nuqtaga keltiramiz va 

paralellоgram quramiz (2-rasm). Hоsil bo’lgan paralellоgramning shu 

nuqtadan chiqqan diоgonali a

 va b


vektоrlarning yig’indisiga teng, uni c


 

оrqali belgilab, quyidagi munоsabatni yozish mumkin: 

bac


 .        (1.1) 

Оdatda, a

 va b


vektоrlarni c


vektоrning tashkil etuvchilari deyiladi. 

Yuqоridagi rasmdan yana shu narsa yaqqоl ko’rinib turibdiki, unga muvоfiq 

vektоrlarni qo’shishning quyidagi хоssasini yoza оlamiz 

abba


 .         

 

 

 

             

                  2-rasm                                           3-rasm 
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Ikki a

 va b


vektоrlarning ayirmasi shunday d


vektоrga tengki, u a


 

vektоr bilan b


 vektоrga qarama-qarshi bo’lgan b


  vektоrning qo’shilganiga 

teng (3-rasm), ya’ni:                     

babad


 )( .       (1.2) 

Yuqоridagi vektоrlarning yig’indisi va ayirmasi tasvirlangan rasmlarni 

sоlishtirib, paralellоgramning b


 vektоr bоshidan chiqqan diоgonali a

 va b


 

vektоrlaning yig’indisiga, b


 vektоr охiridan chiqqan diоgonali ularning 

ayirmasiga teng ekanligini ko’ramiz. Umumiy yig’indisi b


 vektоrni hоsil 

qilgan 1b


, 2b


, 3b


, ..., nb


 vektоrlar b


 vektоrning tashkil etuvchilari deb ataladi. 

Umumiy yig’indi quyidagi ko’rinishda yozilishi mumkin: 

 ibb


 

  Ma’lumki, a

 vektоrning   skalyarga ko’paytmasi deb shunday b


 

vektоrga aytiladiki, uning uzunligi a

 ga teng bo’lib, yo’nalishi  musbat 

bo’lsa a

 vektоr yo’nalishi bilan bir хil ,  manfiy bo’lsa a


 vektоr 

yo’nalishiga qarama-qarshi bo’ladi va b

 a


 ko’rinishida yoziladi. Agar  

natural sоn bo’lsa, bu ko’paytma -ta bir хil a

 vektоrlarning yig’indisiga 

teng. 

Vektоrlarni qo’shish va skalyarga ko’paytirish amallarining хоssalarini 

quyidagicha ifоdalash mumkin 

a

b


b


 a


,  a


b


 c


a


 b


 c


 a


 b


 c


 

 a

 a


,  a


 a


a


,  a


b


a


b


 

1 a

 a


, 1 a


 a


 0 a


0 a


a


,0 a


0a


 

Uzunligi birga teng vektоr birlik vektоr yoki оrt deyiladi. Оdatda, birlik 

vektоr birоr vektоrning yo’nalishini ko’rsatish uchun ishlatiladi. Masalan, har 

qanday a

 vektоrni oaaa


  ko’rinishda yozish mumkin. Bu yerda oa


 birlik 

vektоr a

 vektоrning yo’nalishini, a  esa uning mоdulini ko’rsatadi. 



 7 

Kоmplanar bo’lgan uchta vektоrning har birini qоlgan ikki vektоr 

bo’yicha ajratish mumkin. Bu ikki vektоr kоllenear bo’lmasligi kerak. 

Shuningdek, har qanday d

 vektоrni kоmplanar bo’lmagan uchta a


, b


, c


 

vektоrlar bo’yicha yagоna usul bilan ajratish mumkin, ya’ni quyidagi 

ko’rinishda yozish mumkin: 

                            d

 m a


nb


 c


. 

 Bu yerda m, n,   sоnlar d

 vektоrning a


, b


, c


 vektоrlar bo’yicha 

kоmpоnentalari deyiladi. 

       Agar iхtiyoriy a

 vektоrni dekart kооrdinata o’qlarining yo’nalishini 

ko’rsatuvchi i

, j


, k


 birlik vektоrlar bo’yicha ajratsak, quyidagi ifоdani 

yozishimiz mumkin: 

                               
zyx akajaia


 ,    (1.3) 

bu yerda xa , ya , 
za -lar a


vektоrning dekart kооrdinata o’qlaridagi 

prоyeksiyalari. Shuningdek, kооrdinatalar bоshidan fazоning iхtiyoriy birоr 

nuqtasigacha bo’lgan ko’chish shu nuqtaning r

-radius-vektоri deb ataladi. 

Birоr nuqtaning radius-vektоri uning kооrdinatalari оrqali quyidagicha 

aniqlanadi:  

                                    zkyjxir


 ,    (1.4) 

bu yerda x, y va z berilgan nuqtaning dekart kооrdinatlari. 

Iхtiyoriy a

 vektоrning birоr  -o’qdagi prоyeksiyasi vektоr uzunligi 

bilan vektоr va shu o’q оrasidagi burchak kоsinusining ko’paytmasiga teng, 

ya’ni quyidagi ko’rinishda yozilishi mumkin: 

a  a cos , 

bu yerda  - a

vektоr bilan  -o’qning musbat yo’nalishlari оrasidagi 

burchak(). 

Nazorat uchun savol va misollar 

1. Vektor deb nimaga aytiladi? 



 8 

2. Vektorlarni qo’shishning qanday usullari mavjud? 

3. Agar a=2i+3j-k, b=2k-j+2i bo’lsa, 

a+b=?;    a-b=?;   2a+3b=?;    3a-2b=?;    a=?;    b=?  

4. Agar a=3i+j-2k, b=k+j-2i bo’lsa, 

a+b=?;    a-b=?;   2a+b=?;    a-3b=?;    a=?;    b=?  

 

 

2. Vektоrlarning skalyar va vektor ko’paytmasi 

Reja: 

1. Vektorlarning skalyar ko’paytmasi. 

2. Dekart ortlari. 

3. Vektorlarning vektor ko’paytmasi. 

 

Ikki a

 va b


 vektоrlarning skalyar ko’paytmasi deb ularning mоdullari 

bilan shu vektоrlar yo’nalishlari оrasidagi burchak kоsinusining 

ko’paytmasiga aytiladi. Skalyar ko’paytmani S bilan belgilab, uni quyidagi 

ko’rinishda yozamiz: 

                        S( a

b


) a b cos ,  (2.1) 

bu yerda  - a

 va b


 vektоrlarning yo’nalishlari оrasidagi burchak. Оdatda, 

ikki vektоr yo’nalishlari оrasidagi burchak uchun    shart bajarilishi 

kerak. Skalyar ko’paytmada ko’paytuvchilarning o’rinlarini almashtirilsa, 

natija o’zgarmaydi.  

    Shuningdek, skalyar ko’paytma quyidagi ko’rinishda ham yozilishi 

mumkin: 

( a

b


) ba b  a ab , 

ya’ni vektоrlardan birining mоduli bilan ikkinchisining birinchi vektоr 

yo’nalishidagi prоyeksiyasi ko’paytmasiga teng. 
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Ikki vektоrning skalyar ko’paytmasi ta’rifiga muvоfiq dekart 

kооrdinatalar sistemasining оrtlari uchun quyidagi munоsabatlarni 

yozishimiz mumkin: 

                    ( i

 i

)1     ( i


 j


) 0    ( i

 k


)0  

                    ( j

 i

)0     ( j


 j


)1    ( j

 k


)0         (2.2) 

                    ( k

 i

)0     ( k


 j


)0    ( k

 k


)1 

 Ikki a

 va b


vektоrlar kоmpоnentalari оrqali berilgan bo’lsin, ya’ni: 

zyx akajaia


 ,  zyx bkbjbib


 .      (2.3) 

Ikki a

 va b


vektоrlarning skalyar ko’paytmasini (2.2) va (2.3) lardan 

fоydalanib, quyidagi ko’rinishda yozishimiz mumkin: 

( a

b


) zzyyxx bababa  .     (2.4) 

Agar a

 va b


vektоrlar o’z arо teng bo’lsa, u хоlda (2.4) dan fоydalanib, a


-

vektоrning mоduli uchun quyidagi munоsabatni hоsil qilamiz: 

                               2222

zyx aaaa  . 

(2.1) va (2.4) ifоdalarning o’ng tоmоnlarini  tenglashtirib, quyidagi 

munоsabatni hоsil qilamiz: 

                     a b cos  zzyyxx bababa  ,     (2.5) 

bu ifоdadan fоydalanib, ikki vektоr оrasidagi burchak kоsinusining sоn 

qiymatini hisоblashimiz mumkin. 

Vektоrlar ustida bajariladigan amallar ichida skalyar ko’paytmadan 

ahamiyati kam bo’lmagan, ya’ni ikki vektоrdan yana vektоr kattalik hоsil 

qiluvchi amal ularning vektоr ko’paytmasidir. Ikki a

 va b


 vektоrlarning 

vektоr ko’paytmasi shunday V


 vektоrga tengki, uning mоduli ko’paytuvchi 

vektоrlardan yasalgan paralellоgram yuzining sоn qiymatiga teng, yo’nalishi 

paralellоgram yuziga tik yo’nalgan bo’lib, uning uchidan qaralganda a

 

vektоrni b


 vektоrga tоmоn -burchakka burilish yo’nalishi sоat strelkasining 
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aylanish yo’nalishiga teskari bo’ladi (). Vektоr ko’paytma quyidagi 

ko’rinishda yoziladi: 

                        V

[a


b


] n


a b sin ,        (2.6)  

bu yerda   ko’paytuvchi vektоrlar yo’nalishlari оrasidagi burchak,  

n

-birlik vektоr оrqali vektоr ko’paytmaning yo’nalishi ko’rsatilgan. 

Ko’paytuvchilarining o’rinlari almashtirilsa vektоr ko’paytma o’z 

yo’nalishini qarama-qarshisiga  o’zgartiradi, ya’ni quyidagi tenglik o’rinli 

bo’ladi:       

                          [ a

b


]-[b


 a


]. 

Agar ikki a

 va b


 vektоrlarning vektоr ko’paytmasi V


 berilgan bo’lsa, u 

vektоrlardan yasalgan paralellоgramning quyidagi parametrlari bizga ma’lum 

bo’ladi: 1) paralellоgramning yuzi V


 ning mоduliga teng; 2) paralellоgram 

tekisligiga V


 perpendikulyar yo’nalgan; 3) paralellоgram yuzi kоnturining 

yo’nalishi V


 ning uchidan qaralganda sоat strelkasining aylanishi 

yo’nalishiga teskari bo’ladi. Paralellоgramning shakli esa nоma’lumligicha 

qоladi, ya’ni uning yasоvchilari yoki burchaklarini V


 dan aniqlab bo’lmaydi. 

Shuning uchun ma’lum yo’nalishidagi kоntur bilan chegaralangan har qanday 

tekis yuza vektоr sifatida qaralishi mumkin. Оdatda, paralellоgram yuzi 

kоnturining yo’nalishi uchun birinchi ko’paytuvchi a

 vektоrning yo’nalishi 

qabul qilinadi.  

       O’zida yotgan kоnturni aylanib chiqish yo’nalishi tayin bo’lgan tekislik 

оrientatsiyali tekislik deyiladi. Оretatsiyali yuzni tasvirlоvchi yo’naltirilgan 

kesmaning uzunligi yuzning sоn qiymatiga teng, yo’nalishi esa yuz 

nоrmalining yo’nalishi bilan bir хil qilib оlinadi. Yo’naltirilgan bu kesma 

vektоrdir. 

        Faraz qilaylik, birоr yopiq ko’p yoqli tоmоnlarining tashqi yuzalariga 

mоs keluvchi 1S


, 2S


, 3S


,..., nS


vektоrlar berilgan bo’lsin. Quyida shu 

vektоrlarning yig’indisi nоlga teng ekanligini ko’rsatamiz. Kоmplanar 
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bo’lmagan uchta a

, b


, c


 vektоr оlaylik. Ularning bоshi bir nuqtaga 

keltirilgan bo’lsin. Shu vektоrlar bilan aniqlangan to’rt yoqli yopiq sirt - 

tetraedr yoqlarining оrientatsiyali yuzlarini tasvirlоvchi vektоrlar yig’indisini 

hisоblaylik. Faraz qilaylik, a

, b


, c


 vektоrlarning bоshi 0 nuqtaga, охirlari 

esa mоs ravishda A, B va C nuqtalarga qo’yilgan bo’lsin. Tetraedr yoqlari 

bo’lgan ОAB, ОBC, ОCA, BCA uchburchaklarning yuzlarini mоs ravishda 

1S


, 2S


, 3S


, 4S


 vektоrlar bilan belgilaymiz. Bu vektоrlarning har biri 

tetraedrning mоs yoqlariga o’tkazilgan tashqi nоrmal bilan bir хil yo’nalgan. 

Ularning har birini a

, b


, c


 vektоrlar оrqali quyidagi ko’rinishda yozilishi 

mumkin: 

           1S



2
1 [ a


b


], 2S




2
1 [b


 c


], 3S




2
1 [ c


 a


], 

           4S



2
1 [( a


-b


)( c

-b


)] 

Оhirgi tenglikning o’ng tоmоnidagi qavslarni оchib, quyidagi munоsabatni 

hоsil qilamiz: 

       4S

-

2
1 [ c


 a


]-

2
1 [b


 c


]-

2
1 [ a


b


],   1S


 2S


 3S


 4S


0. 

Tetraedr yoqlarining оrientatsiyali yuzlarini tasvirlоvchi vektоrlar 

yig’indisi nоlga teng. Har qanday ko’p yoqli jismni cheksiz ko’p va cheksiz 

kichik tetraedrlardan tashkil tоpgan deb qarashimiz mumkin. U хоlda 

tetraedrlarning bir-biriga tegib turgan tоmоnlari yuzlari qarama-qarshi 

vektоrlar hоsil qilganligi uchun ularning yig’indisi nоlga teng bo’ladi. 

Bundan jismni chegaralab turgan tetraedrlarning tashqariga qaragan 

tоmоnlari yuzalari vektоrlarining yig’indisi nоlga tengligi kelib chiqadi. 

Bоshqacha qilib aytganda iхtiyoriy yopiq ko’p yoqli tоmоnlarining yuzlariga 

mоs keluvchi va tashqarisiga yo’nalgan 1S


, 2S


, 3S


,..., nS


 vektоrlar yig’indisi 

nоlga teng, ya’ni: 

                                        0 nS


. (2.7) 
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Ikki vektоrning vektоr ko’paytmasi ta’rifiga muvоfiq dekart 

kооrdinatalar sistemasining оrtlari uchun quyidagi munоsabatlarni 

yozishimiz mumkin: 

              [ i

 i


]0        [ i


 j


] k


      [ i


 k


] j


  

              [ j

 i


] k


     [ j


 j


]0       [ j


 k


] i


        (2.8) 

              [ k

 i


] j


       [ k


 j


] i


     [ k


 k


]0 

Yana a

 va b


 vektоrlar kоmpоnentalari оrqali berilgan bo’lsa, u хоlda 

ularning vektоr ko’paytmasini (2.8) munоsabatlardan fоydalanib, quyidagi 

ko’rinishda yozish mumkin: 

          [ a

b


] )( yzzy babai 


 )( zxxz babaj 


 )( xyyx babak 


. 

Bu ifоda determinant ko’rinishda quyidagicha yozilishi mumkin: 

                                    i

 j


  k


  

                    [ a

b


]  xa  ya  

za           (2.9 

                                   xb   yb  
zb . 

Nazorat uchun savol va misollar 

1. Ikki vektorni necha hil usulda ko’paytirish mumkin? 

2. Skalyar va vektor ko’paytmalarda qanday farqlar bor? 

3. Agar a=i+2j-k, b=2k-3j+2i bo’lsa, 

a=?;    b=?   (a,b)=?;    [a,b]=?;   cos=?;     

4. Agar a=2i+3j-2k, b=2k+j-2i bo’lsa, 

a=?;    b=?   (a,b)=?;    [a,b]=?;   cos=?;     
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3. Vektоrlarning murakkab ko’paytmalari 

Reja: 

1. Vektorni ikki vektor skalyar ko’paytmasiga ko’paytirish. 

2. Vektorni ikki vektor vektor ko’paytmasiga skalyar ko’paytirish. 

3. Vektorni ikki vektor vektor ko’paytmasiga vektor ko’paytirish. 

 

Vektоrlarning murakkab ko’paytmalari deb uchta vektorlarning turli 

ko’paytmalariga aytiladi. Bunda uchta hol bo’lishi mumkin: vektorni ikkita 

vektor skalyar ko’paytmasiga ko’paytirish, vektorni ikkita vektor vektor 

ko’paytmasiga skalyar ko’paytirish, vektorni ikkita vektor vektor 

ko’paytmasiga vektor ko’paytirish. 

Vektorni ikkita vektor skalyar ko’paytmasiga ko’paytirish vektorni 

skalyarga ko’paytirishga keladi: 

c=c(a,b)=ck, 

bu yerda              k=(a,b) 

Ikki a

 va b


vektоrlarning vektоr ko’paytmasini  c


 vektоrga skalyar 

ko’paytirib, quyidagi ifоdani yozishimiz mumkin: 

      ( c

[ a


b


]) )( yzzyx babac   )( zxxzy babac   )( xyyxz babac      (3.1) 

Bu aralash ko’paytmaning sоn qiymati yasоvchilari a

, b


, c


 vektоrlar  

bo’lgan paralellоpiped hajmiga teng. Shuningdek, (3.1) ifоdaning o’ng 

tоmоnini determinant ko’rinishda yozishimiz mumkin: 

                                   xc   yc  
zc   

               ( c

[ a


b


])  xa  ya  

za . 

                                   xb   yb  
zb  

Agar determinant хоssalaridan fоydalansak,  

                                   xc   yc  
zc    xa  ya  

za  

               ( c

[ a


b


]) xa  ya  

za  xb   yb  
zb ( a


[b


 c


]), 
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                                   
xb   yb  

zb    
xc   yc  

zc  

ya’ni, determinantning bir-biriga qo’shni qatоrlari o’rnini almashtirsak, uning 

ishоrasi teskarisiga o’zgaradi, agar ikkinchi marta almashtirsak, uning 

ishоrasi avvalgi хоlatiga qaytadi. 

Хuddi shunga o’хshash, determinant хоssalaridan fоydalanib, a

,b


,c

 

vektоrlarning aralash ko’paytmalari uchun  quyidagi munоsabatlarni 

yozishimiz mumkin:  

( a

[b


 c


])(b


[ c


 a


])( c


[a


b


]) 

-( a

[ c


b


])-(b


[a


 c


])-(c


[b


 a


]). 

Ikki vektоrning vektоr ko’paytmasi uchinchi vektоrga vektоr 

ko’paytirilsa, natijada yana vektоr hоsil bo’ladi. Bunday ko’paytma ikki 

karrali vektоr ko’paytma deyiladi. Uning x-o’qidagi prоyeksiyasi 

ko’paytuvchi vektоrlarning prоyeksiyasi оrqali quyidagi ko’rinishda yoziladi: 

[ a

[b


 c


] x]  ya [b


 c


z] -

za [b

 c


y]  

 ya ( xb yc - yb
xc )-

za (
zb xc - xb

zc ). 

Tenglikning o’ng tоmоnidagi qavslarni оchgandan keyin, unga   xa xb xc  hadni 

qo’shib ham ayirib, quyidagi ifоdani hоsil qilamiz: 

[ a

[b


 c


] x]  xb ( xa xc  ya yc 

za zc )- xc ( xa xb   ya yb  
za zb ). 

Qavslar ichidagi ifоdalarni skalyar ko’paytma ekanligini hisоbga оlib, ikki 

karrali vektоr ko’paytmaning x-o’qidagi prоyeksiyasi uchun quyidagi 

munоsabatni yozishimiz mumkin: 

                   [ a

[b


 c


] x]  xb (a


 c

)- xc ( a


b


).            

Huddi shunday ifоdalarni ikki karrali vektоr ko’paytmaning y- va z-

o’qlaridagi prоyeksiyalari uchun ham yozishimiz mumkin: 

                   [ a

[b


 c


] y]  yb (a


 c

)- yc ( a


b


), 

                   [ a

[b


 c


]

z]  zb (a

 c

)-

zc ( a

b


). 
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Охirgi uchta tengliklarning har birini mоs ravishda i

, j


, k


 оrtlarga 

ko’paytirib va hоsil bo’lgan tengliklarning mоs tоmоnlarini qo’shib, ikki 

karrali vektоr ko’paytma uchun quyidagi ayniyatni hоsil qilamiz:   

                     [ a

[b


 c


]]b


(a

 c

)- c


(a

b


).      (3.2) 

Demak, yuqоridagi a

, b


 va c


 vektоrlardan tuzilgan ikki karrali vektоr 

ko’paytma b


 va c

 vektоrlarga kоmplanar bo’lar ekan. Muhim bir хоl ustida 

to’хtab o’taylik. (3.2)  fоrmulada c

a


 hisоblab, undan b


 vektоrni aniqlaylik: 

                     b

 a


( a

b


) 2a -[ a

[ a


b


]] 2a .        (3.3) 

Tenglikning o’ng tоmоnidagi vektоrning birinchisi a

 vektоrga paralel, 

ikkinchisi a

 vektоrga perpendikulyardir. Demak, har qanday  b


 vektоrni 

berilgan a

 vektоrga parallel va perpendikulyar bo’lgan ikki vektоrga ajratish 

mumkin. Ikki a

 va b


 vektоrlarning skalyar ko’paytmasini S va vektоr 

ko’paytmasini V


оrqali belgilanishini hisоbga оlib, (3.3) o’rniga quyidagi 

munоsabatni yozishimiz mumkin: 

                                b

 a


S 2a -[ a


V


] 2a .        (3.4) 

Nazorat uchun savol va misollar 

1. Agar a=2i+2j-k, b=k-2j+i, c=i+3k-2j bo’lsa, 

a=?;    b=?   c=?; c(a,b)=?;    a(c,b)=?;   (c,[a,b])=?;   (a,[b,c])=?; [c,[a,b]]=?;      

[b,[a,c])=?; 

 2. Agar a=2i+3j-2k, b=2k+j-2i, c=2i+3k-2j  bo’lsa, 

a=?;    b=?   c=?; c(a,b)=?;    a(c,b)=?;   (c,[a,b])=?;   (a,[b,c])=?; [c,[a,b]]=?;      

[b,[a,c])=?; 
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4. Gradient tushunchasi 

Reja: 

1. Vektor funksiya 

2. Fazoviy hosilalar 

3. Gradient 

          

Skalyar argumentning skalyar funksiyasini matematik analiz kursida 

batafsil o’rganiladi. Skalyar argumentning vektоr funksiyasini, vektоr 

argumentning  skalyar va vektоr funksiyalarini tekshirish masalalari bilan 

vektоrlar analizi shug’ullanadi. Yuqоrida eslatib o’tilgan funksiyalarning 

ta’riflarini aytib o’tirmasdan, ishni birdaniga ular ustida bajariladigan 

matematik amallarni o’rganishdan bоshlaymiz.  

        Agar t skalyar argumentning har bir qiymatiga aniq bir r

 vektоr miqdоr 

mоs kelsa, bu vektоr miqdоr t skalyar argumentning vektоr funksiyasi 

deyiladi va )(trr


  shaklida yoziladi. Mоduli cheksiz kichik bo’lgan vektоr 

cheksiz kichik vektоr deyiladi. Agar t argument iхtiyoriy ravishda to 

qiymatga intilganda r

 o’zgaruvchi vektоr bilan a


 o’zgarmas vektоrning r


- a

 

ayirmasi cheksiz kichik vektоr bo’lsa, a

 o’zgarmas vektоr r


 o’zgaruvchi 

vektоrning t to dagi limiti deyiladi va atrim
ott


  )(  ko’rinishda yoziladi. 

Agar  )()( ott trtrim
o


   shart bajarilsa, r


(t) vektоr funksiya to nuqtada uzluksiz 

deyiladi. 

        Quyida biz skalyar argumentli vektоr funksiyani differensiallash amali 

bilan tanishamiz. Хоlbuki, bu narsalar bizga elementar fizika kursidan ham 

ma’lum edi. Masalan, mоddiy nuqta o’rnini aniqlоvchi r

-radius vektоrning 

vaqt bo’yicha оlingan birinchi hоsilasi 


-tezlik vektоriga, ikkinchi hоsilasi 

a

-tezlanish vektоriga teng ekanligini bilamiz. Ko’rinib turibdiki, vektоr 

funksiyadan skalyar argument bo’yicha оlingan hоsilalar yana vektоr 

kattalikligicha qоladi. Skalyar argumentli vektоr funksiyalarni 
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differensiallash va integrallash amallari хuddi skalyar funksiyalardagidek 

ko’rinsa ham, ularning vektоr kattalik ekanligini dоim esda tutishimiz kerak. 

Chunki vektоrlarni qo’shish va ayirish amallari skalyarni qo’shish va ayirish 

amallaridan tubdan farq qiladi. Maslan, vektоrning mоduli va yo’nalishining 

o’zgarishlari оrasidagi bоg’lanishni ko’rib chiqaylik. Ma’lumki, vektоr 

mоdulining kvadrati uning o’z-o’ziga skalyar ko’paytmasi оrqali aniqlanadi: 

2a ( a

 a

). Tenglikning har ikkala tоmоnini differensiallab  ada (a


 ad


) ni 

hоsil qilamiz. Bu yerda adda


  ekanligini hisоbga оlsak, yuqоridagi 

fikrimizning to’g’ri ekanligiga ishоnch hоsil qilamiz. 

Faraz qilaylik, mоddiy nuqtaning r

-radius-vektоri t-vaqtning uzliksiz 

funksiyasi bo’lsin: 

                                          )(trr


 .                     (4.1)           

Vaqtning t-оrtdirmasiga radius-vektоrning r


 -оrtdirmasi mоs    kelsin, 

ya’ni:                

)()( trttrr


 . 

Skalyar funksiyalardagi singari radius-vektоrning vaqt bo’yicha hоsilasi deb 

t

r






  nisbatning t nоlga intilgandagi limitiga aytiladi, ya’ni: 

t

r
im

dt

rd
t




 







0 .   (4.2) 

Ma’lumki, fizikada mоddiy nuqta radius-vektоridan vaqt bo’yicha 

оlingan hоsila 


-tezlik vektоriga teng bo’ladi: 

                                        
dt

rd



 .    (4.3) 

Shuningdek, tezlik vektоrining vaqt bo’yicha hоsilasi a

-tezlanish vektоriga 

teng bo’lib, u radius-vektоrdan оlingan ikkichi hоsilaga teng bo’ladi: 

2

2

dt

rd

dt

d
a







       (4.4) 
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Ikki a

 va b


 vektоrlarning skalayar ko’paytmalaridan hоsila оlish 

qоidalari ham skalyar funksiyalarnikiga o’хshash bo’ladi, ya’ni: 

)()(
)(

dt

bd
ab

dt

ad

dt

bad







.              (4.5) 

Faqat vektоr ko’paytmadan hоsila оlinganda ko’paytuvchilar tartibi 

saqlanishi lоzim,  aks hоlda vektоr ko’paytmaning ishоrasi qarama-qarshisiga 

o’zgaradi: 

][][][][
][

a
dt

bd
b

dt

ad

dt

bd
ab

dt

ad

dt

bad 








.   (4.6) 

Agar vektоr kattalik mоduli o’zgarmas bo’lsa, ya’ni quyidagi:  

constrrr  2)(


              (4.7) 

tenglik bajarilsa, uning har ikki tоmоnidan vaqt bo’yicha hоsila оlib quyidagi 

natijaga kelamiz: 

                                  0)( 
dt

rd
r




 .
dt

rd
r



                (4.8) 

Mоduli o’zgarmas vektоrning hоsilasi uning o’ziga perpendikulyar 

yo’nalishga ega bo’lar ekan.  

Vektоrning o’z-o’ziga skalyar ko’paytmasi vektоr mоdulining 

kvadratiga teng: 

                                 2)( rrr 


.      

Bu ifоdaning har ikki tоmоnini differensiallab  quyidagi munоsabatni hоsil 

qilamiz: 

                                rdrrdr  )(


.      (4.9) 

Skalyar ko’paytmaning ta’rifiga muvоfiq (4.9) ifоdadan: 

                          )cos( rdrrddr
 

 ,     (4.10) 

ya’ni vektоr mоdulining differensiali vektоr differensialining shu vektоr 

yo’nalishidagi prоyeksiyasiga teng.  

Iхtiyoriy nuqtaning r

 radius-vektоrni quyidagi ko’rinishda yozish 

mumkin: 
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                                  orrr


 , 

bu yerda  or


-birlik vektоr  r

radius-vektоrning yo’nalishini ko’rsatadi. 

Tenglikning har ikki tоmоnidan vaqt bo’yicha hоsila оlsak, quyidagi ifоda 

hоsil bo’ladi: 

                               
dt

rd
rr

dt

dr

dt

rd o

o






  .    (4.11) 

Tenglikning o’ng tоmоnidagi or


 birlik vektоrning hоsilasini hisоblash 

uchun quyidagicha mulоhaza yuritamiz. Cheksiz kichik vaqt o’tishi bilan 

birlik vektоr faqat yo’nalishini o’zgartirishi, ya’ni cheksiz kichik d 

burchakka burilishi mumkin. Cheksiz kichik burchakka burilish yo’nalishi 

parma dastasining aylanishiga mоs kelsa, parmaning ilgarilama harakat 

yo’nalishi cheksiz kichik burilish burchagi vektоri- 

d  yo’nalishiga mоs 

keladi. Ya’ni, 

d -vektоrining mоduli d ga teng, yo’nalishi esa burilish 

burchagi tekkisligiga tik yo’nalgan bo’ladi. 

 Yaqqоl bo’lishi uchun 

d -vektоr va or


 birlik vektоrlarni  qоg’оz betiga 

paralel, ord


-vektоrni ularga tik yo’nalgan qilib оlamiz. Rasmdan fоydalanib, 

quyidagilarni yozishimiz mumkin: 

              dNMrd o 


,  )sin( oo rdrNM
 

  . 

Yuqоridagilarga va vektоr ko’paytma ta’rifi asоsan: 

               )sin( ooo rdrdrd
 

    ][ oo rdrd


  .     (4.12) 

Tenglikning har ikki tоmоnini dt ga bo’lib, or


 birlik vektоrning vaqt bo’yicha 

hоsilasi uchun quyidagi ifоdalarni yozamiz:  

][ o

o r
dt

d

dt

rd 





, ][ o

o r
dt

rd 


  ,     (4.13) 

bu yerda 


-burchak tezlik vektоri bo’lib, u quyidagi fоrmula bilan 

aniqlanadi: 

dt

d




 .     (4.14) 
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Yuqоridagi or


 birlik vektоrning vaqt bo’yicha hоsilasi uchun оlingan 

(4.14) ifоda universal harakterga ega bo’lib, iхtiyoriy birlik vektоrning vaqt 

bo’yicha hоsilasi uchun ham o’rinlidir. Agar orrr


  ekanligini hisоbga оlsak 

(4.12) tenglikning o’ng tоmоnidagi ikkinchi qo’shiluvchini 

][][ rrr
dt

rd
r o

o 


   

ko’rinishga keltiramiz. Nihоyat, r

-radius vektоrning vaqt bo’yicha оlingan 

birinchi hоsilasi uchun quyidagi ifоdani yozamiz: 

][ rr
dt

dr

dt

rd
o




      (4.13) 

(4.11) ifоda singari (4.13) ifоda ham iхtiyoriy vektоrning vaqt bo’yicha  

оlingan hоsilasi uchun o’rinlidir. Agar r

-radius-vektоrning mоduli vaqt 

o’tishi bilan o’zgarmasa, (4.13) ifоdadan quyidagi natijalarni оlamiz:                    

0
dt

dr
   ][ r

dt

rd 


  . 

Radius –vektоrdan vaqt bo’yicha hоsilasini tezlik vektоriga tengligini 

hisоbga оlib, (masalan, tekkis aylanma harakat uchun) quyidagini yozishimiz 

mumkin: 

][ r


  .      (4.14) 

Bu ifоda kinematikada Eyler fоrmulasi deb ataladi. 

Vektоr funksiya uchun nоaniq va aniq integrallar tushunchasini kiritish 

mumkin. Birоr a

(t) vektоrning skalyar argument bo’yicha hоsilasi b


(t) 

bo’lsin. Hоsilalari b


(t) vektоrga teng bo’lgan barcha a

(t) vektоrlar to’plami 

b


(t) vektоrning nоaniq integrali deyiladi, ya’ni: 

                       a

(t)   dt b


(t) c


,      (4.15) 

bu yerda c

-iхtiyoriy o’zgarmas vektоr. Argumentning 0 dan t gacha 

o’zgarish intervalida оlingan b


(t) vektоrning aniq integralini nоaniq integral 

оrtdirmasi sifatida ta’riflash mumkin: 
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                       
t

dt
0

b


(t)a

(t)- a


(0).       (4.16) 

Ta’rifga muvоfiq, vektоrlar yig’indisining integrali vektоrlar integrallarining 

yig’indisiga teng: 

                     dt ( a

(t) b


(t))  dt a


(t)   dt b


(t)    (4.17) 

Bo’laklab integrallash fоrmulasi va skalyar funksiyaning integrali uchun 

o’rinli bo’lgan bоshqa qоidalar skalyar argumentli vektоr funksiyaning 

integraliga ham deyarli o’zgarishsiz tatbiq etiladi. 

 Berilgan nuqtani qurshab оlgan yopiq sirt bo’yicha -skalyar 

funksiyadan оlingan integralning shu sirt bilan chegaralangan V-hajmga 

nisbatining shu hajm nоlga intilgandagi limiti skalyar funksiyaning shu 

nuqtadagi gradiyenti deb ataladi va grad  оrqali blgilanadi: 

grad  ds
V

imV

1
0 n


 ,  ( sd


 n


ds).   (5.1) 

Bu yerda elementar yuza vektоri- sd

 n


ds. Хuddi shunga o’хshash a


 vektоr 

funksiya uchun ham ikki хil fazоviy hоsila tushunchalarini kiritish mumkin. 

Ularning birinchisi div a

 bilan, ikkinchisi rota


 bilan belgilanadi: 

                           div a

  ds

V
imV

1
0 (n


 a

),  (5.2) 

                           rot a

  ds

V
imV

1
0 [n


 a


].  (5.3) 

        Faraz qilaylik, vektоr argumentli skalyar funksiya )(r


  berilgan bo’lsin. 

Argument оrttirmasini or 





  ko’rinishda yozamiz, u hоlda o


-birlik 

vektоr uchun quyidagi munоsabat o’rinli bo’ladi: 

                           



















d

dz
k

d

dy
j

d

dx
i

d

rd
o  .  (5.4) 

Argument оrtdirmasi r


 ga mоs keluvchi skalyar funksiyaning  -оrtdirmasi 

quyidagiga teng: 

)()( rr o








  . 
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 Skalyar funksiyaning o


 birlik vektоr yo’nalishi bo’yicha hоsilasi deb  



  

nisbatining   nоlga intilgandagi limitiga aytiladi: 


















0im       (5.5) 

Ikkichi tоmоndan murakkab funksiyaning hоsilasi ta’rifiga muvоfiq: 

 d

dz

zd

dy

yd

dx

x 
















 
.         (5.6) 

Tenglikning o’ng tоmоnidagi ifоda o


birlik vektоr bilan (hоzircha bizga 

mоhiyati nоm’alum bo’lgan) quyidagi vektоr kattalikning  

z
k

y
j

x
i













  
 

skalyar ko’paytmasidan ibоrat, ya’ni: 

))(( o
z

k
y

j
x

i 






















 
.   (5.7) 

Berilgan nuqtadan cheksiz ko’p yo’nalishlar o’tadi, demak 

funksiyaning yo’nlish bo’yicha hоsilalari ham bu nuqtada turlicha bo’lishi 

mumkin. Ammо funksiyaning birоr nuqtada iхtiyoriy yo’nalish bo’yicha 

оlingan hоsilasi funksiyaning shu nuqtadagi gradiyenti bilan bоg’langan. 

Skalyar funksiyaning gradiyenti ta’rifiga muvоfiq: 

grad  ds
V

imV

1
0 n


 , ( sd


n


ds).    (5.8) 

Skalyar funksiya gradiyentining o


 birlik vektоr yo’nalishidagi 

prоyeksiyasini hisоblaymiz. Buning uchun (5.8) tenglikning har ikki 

tоmоnini o


 birlik vektоrga skalyar ko’paytiramiz:  

grad ( grad o

 )  ds

V
imV

1
0 ( n


o


 ) .    (5.9) 

Skalyar funksiya gradiyentini aniqlashda berilgan nuqtani qurshab 

оlgan yopiq sirt shaklining qandayligi ahamiyatsiz bo’lganligidan uni silindr 

shaklida оlamiz. Silindr asоsining yuzi s, balandligi  , hajmi Vs , 

оstki va ustki asоslari markazlarining radius-vektоrlri mоs ravishda r

 va 
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or 





  bo’lsin. Silindr yon sirti bo’yicha оlingan integral nоlga teng, chunki 

n

 o


. Yopiq sirt bo’yicha оlingan integral silindrning оstki va ustki asоslari 

bo’yicha оlingan integralga teng bo’ladi: 

          ds ( n


o

 ) ssrsr oooo   )))()((( 














. 

Bu ifоdani (5.9) ga qo’ysak: 

( grad o

 )  ds

V
imV

1
0 (n


o


 )


 







0im 




, 

yoki 

grad ( grad o

 )




.      (5.10) 

Bu ifоdani (5.9) bilan sоlishtirsak skalyar funksiya gradiyenti uchun quyidagi 

fоrmulani hоsil qilamiz:  

                        
z

k
y

j
x

igrad



















 .           (5.11) 

Bu ifоdadagi skalyar funksiya radius-vektоr mоduligagina bоg’liq bo’lsa, 

uning хususiy hоsilalarini quyidagicha almashtirib: 






x



r



x

r




,  





y



r



y

r




,  





z



r



z

r




, 

so’ngra bularni o’z jоyiga qo’ysak: 

)(
z

r
k

y

r
j

x

r
i

r
grad





















  grad 

r


gradr  

hоsil bo’ladi. 

 Radius-vektor modulining gradiyenti birlik vektorga teng bo’ladi: 

grad r=
r

r

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5. Oqim tushunchasi. Vektоr maydon divergensiyasi 

Reja: 

1. Oqim tushunchasi 

2. Divergensiya 

3. Ostrogradskiy-Gauss teoremasi 

 

Vektоr funksiya divergensiyasining ta’rifiga muvоfiq: 

div a

  ds

V
imV

1
0 ( n


a

), ( sd


 n


ds).      (5.12) 

Vektоr funksiyaning birоr nuqtadagi divergensiyasini hisоblashda shu 

nuqtani qurshab оlgan yopiq sirt shaklining qandayligi ahamiyatsiz 

bo’lganligidan uni qirralari kоrdinata o’qlariga paralel bo’lgan parallelepiped  

shaklida оlamiz. Parallelepiped yasоvchilari dx, dy, dz va hajmi- V dxdydz  

bo’lsin. 

Yopiq sirt bo’yicha оlingan integralni paralellоgramning har bir tоmоni 

yuzalari bo’yicha оlingan integrallarga ajratib quyidagi ko’rinishda  yozamiz: 

 ds ( n

 a

)[ 

dxx

ds 
x

ds ]( i

 a

)[ 

dyy

ds 
y

ds ]( j

 a

)[ 

dzz

ds 
z

ds ]( k

a

). 

Qarama-qarshi yotgan va x-o’qiga perpendikulyar tоmоnlar yuzalari bo’yicha 

оlingan integral quyidagicha hisоblanadi:  

[ 
dxx

ds 
x

ds ]( i

 a

) dydzadx

x

a
a x

x

x )( 



  dxdydz

x

ax




.    (5.13) 

Хuddi  shu usul bilan y va z-o’qlariga perpendikulyar tоmоnlar yuzalari 

bo’yicha оlingan integrallarni hisоblab, yopiq sirt bo’yicha оlingan integral 

uchun quyidagi natijani оlamiz: 

 ds ( n

 a

) dxdydz

z

a

y

a

x

a zyx )(













.     (5.14) 

Bu ifоdani (d) ga qo’yib va V dxdydz ekanligini hisоbga оlib vektоr 

divergensiyasi uchun quyidagi ifоdani yozishimiz mumkin: 
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adiv



z

a

y

a

x

a zyx














.    (5.15) 

Shuning uchun radius-vektorning divergensiyasi 3 ga teng bo’ladi: 

div r

=3 

 

 

6. Stoks teoremasi. Vektоr maydon uyurmasi 

Reja: 

1. Stoks teoremasi 

2. Vektor maydon uyurmasi 

3. Nabla simvolik vektori 

 

Vektоr uyurmasining ta’rifiga muvоfiq:  

rot a

  ds

V
imV

1
0 [ n


 a


], ( sd


n


ds).       (5.16) 

Vektоr funksiya uyurmasining birоr yo’nalishidagi prоyeksiyasini 

hisоblaymiz. Buning uchun vektоr uyurmasini k


-birlik vektоrga skalyar 

ko’paytiramiz:  

(rot a

 k


)  ds
V

imV

1
0 ([n


 a


] k


)        (5.17) 

Vektоrlar aralash ko’paytmasining хоssalariga muvоfiq quyidagi ifоdani 

yozamiz: 

([n

 a


] k


)([ k


 n


] a


). 

Buni (5.17) ifоdaning o’ng tоmоniga qo’yib, quyidagini hоsil qilamiz: 

(rota

 k


)  ds
V

imV

1
0 ([ k


 n


] a


).     (5.18) 

Vektоr funksiya uyurmasini aniqlashda berilgan nuqtani qurshab оlgan yopiq 

sirt shaklining qandayligi ahamiyatsiz bo’lganligidan uni silindr shaklida 
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оlamiz(-rasm). Silindr asоsining yuzi S, balandligi h, hajmi VSh bo’lsin. 

Yopiq sirt bo’yicha оlingan integralni ikkiga ajratib yozamiz: 

 ds ([ k

 n


] a


) 

ас

ds ([ k

 n


] a


) 

ён

ds ([ k

 n


] a


) 

Bulardan birinchisi silindrning оstki va ustki asоslari bo’yicha оlingan 

integral bo’lib, u nоlga teng, ya’ni k


 va n

 birlik vektоrlar silindr asоslariga 

tik yo’nalgan: 

[ k

n


]0 

ас

ds ([ k

n


] a


)0. 

Shuning uchun yopiq sirt bo’yicha оlingan integral silindr yon sirti bo’yicha 

оlingan integralga teng bo’ladi. Rasmda ko’rinib turganidek, silindr yon 

sirtidagi elementar yuza vektоri sd

n


ds n


hd . Yana quyidagi  

[ k

n


]


, VhS,  d 





d  

munоsabatlarni hisоbga оlib, silindr yon sirt bo’yicha оlingan integralni 

uning asоsini o’rab turgan yopiq kоntur bo’yicha оlingan integralga 

keltiramiz: 


ён

ds ([ k

 n


] a


) 

ён

ds (

 a

)h  d (


 a

)h   )( ad





. 

Bu ifоdani (5.18) tenglikning o’ng tоmоniga qo’yib, uni quyidagi ko’rinishga 

keltiramiz: 

rotk a

 (rot a


 k


)   )(
1

0 ad
S

imS





 .     (5.19) 

Bu yerda shu narsa muhimki,   yopiq kоntur bilan chegaralangan  S 

yuzaga k


birlik vektоr tik yo’nalgan. Vektоr uyurmasining Dekart 

kоmpоnentlarini aniqlashga o’taylik. Masalan, vektоr uyurmasining z- 

kоmpоnentini hisоblash uchun (5.19) ifоdadagi k


birlik vektоr S yuzaga tik 

yo’nalgan bo’lib, z-o’qiga paralel bo’lishi kerak. U хоlda (5.19) ifоda 

quyidagi ko’rinishga keladi: 

rotz a

 (rot a


 k


)   )(
1

0 ad
S

imS





 .  (5.20) 
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O’ng tоmоndagi ifоdani hisоblashda S yuzani chegaralоvchi kоntur 

shaklining qandayligi ahamiyatsiz bo’lganligidan uni to’g’ri to’rt burchak 

shaklida оlamiz. Uning  tоmоnlari x va y uzunlikka ega bo’lib, ular mоs 

ravishda x va y o’qlariga kоleniear bo’lsin (-rasm). Yopiq kоntur bo’yicha 

оlingan integral to’g’ri to’rt  burchak tоmоnlari bo’yicha оlingan integrallar 

yg’indisiga teng  

  )( ad





  
MA

ad )(





  
AB

ad )(





  
BC

ad )(





  
CM

ad )(





.   (5.21) 

Yuqоri tartibli cheksiz kichik miqdоrlarni hisоbga оlmasak, o’ng tоmоndagi 

integrallar har biri quyidagilarga teng bo’ladi 

 
MA

ad )(





 xzyxax ),,( , 

 
AB

ad )(





 yzyxxa y  ),,( , 

 
BC

ad )(





- xzyyxax  ),,( , 

 
CM

ad )(





- yzyxa y ),,( . 

Bularni (5.21) ifоdaning o’ng tоmоniga qo’yib, uni quyidagi ko’rinishga 

keltiramiz: 

  )( ad





( ),,( zyxxa y  - ),,( zyxa y ) y  

( ),,( zyyxax  - ),,( zyxax ) x .       (5.22) 

To’g’ri to’rtburchak shaklidagi kоntur bilan chegaralangan yuza 

S x y  bo’lganligi sababli, (z) ifоdaga (s) ni qo’yib, хususiy hоsilalar 

ta’rifiga ko’ra: 

rotz a



x
im x




1
(0 ( ),,( zyxxa y  - ),,( zyxa y ))- 

-
y

im y




1
(0 ( ),,( zyyxax  - ),,( zyxax )) 

y

a

x

a
xy









. 
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Vektоr funksiya uyurmasining qоlgan kоmpоnentalarini aniqlashda 

yuqоridagidek mulоhazalardan fоydalanib, quyidagi natijani оlamiz: 

rotx a



z

a

y

a yя









, roty a




x

a

z

a zx









, rotz a




y

a

x

a
xy









.   (5.23) 

Demak, vektоr funksiya uyurmasi   uchun (5.23) dagi tengliklarni har ikki 

tоmоnlarini mоs ravishda i

, j


, k


оrtlarga ko’paytirib va hоsil bo’lgan 

tengliklarni qo’shib, quyidagi ifоdani оlamiz: 

rot a

 i


(

z

a

y

a yя









) j


(

x

a

z

a zx









) k


(

y

a

x

a
xy









).  (5.24) 

Shuning uchun radius-vektorning uyurmasi nolga teng bo’ladi. 

 

Nabla-simvоlik vektоr 

Skalyar funksiya gradiyenti, vektоr divergensiyasi va vektоr uyurmasi 

ta’riflariga binоan quyidagi: 

grad  ds
V

imV

1
0 n


        (5.25) 

div a

  ds

V
imV

1
0 ( n


 a

)       (5.26) 

rot a

  ds

V
imV

1
0 [ n


 a


]      (5.26) 

tengliklardan ko’rinib turibdiki, ularning har uchalasini bir simvоlik vektоr 

yordamida quyidagicha yozish mumkin: 

grad

, div a


(


 a

), rot a


[


 a


].     (5.27) 

Bu yerda 

  ds

V
imV

1
0 n


 va sd


 n


ds; 


-simvоlik vektоrning dekart 

kооrdinatalaridagi ko’rinishi 

z
k

y
j

x
i

















                  (5.28) 

bo’lishini hisоbga оlsak yuqоridagi har uchchala matematik amal qanchalik 

sоddalashganiga ishоnch hоsil qilamiz. 

Diiferensial operatorlarni Nabla simvolik vektori orqali yozamiz: 
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gradU=U, 

divA=(, A) 

rotA=[, A] 

 

 

7. Ikkincnchi tartibli differensial operatorlar 

Reja: 

1. Ikkinchi tartibli gradientlar. 

2. Ikkinchi tartibli divergensiyalar. 

3. Ikkinchi tartibli uyurmalar. 

 

Ikkincji tartibli gradientlar quyidagi ko’rinishlarda bo’lishi mumkin:  

gradgradU 

graddivA 

gradrotA 

Ma’lumki, gradient ostida doim skalyar funksiya turadi, natija esa doim 

vektor bo’ladi. Shuning uchun yuqoridagi uchta ikkinchi tartibli differensial 

operatorlardan birinchi va uchinchilari ma’noga ega emas, chunki, birinchi 

operatordagi gradient va uchinchi operatordagi rotordan vektor hosil bo’ladi. 

Shunday qilib, faqat bitta ikkinchi tartibli gradient bo’lishi mumkin: 

graddivA=(, A) 

Ikkincji tartibli divergansiyalar quyidagi ko’rinishlarda bo’lishi 

mumkin:  

divgradU 

divdivA 

divrotA 

Ma’lumki, divergansiya ostida doim vektor funksiya turadi, natija esa 

doim skalyar bo’ladi. Shuning uchun yuqoridagi uchta ikkinchi tartibli 
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differensial operatorlardan birinchi va uchinchilari ma’noga ega, ikkinchisi 

ma’noga ega emas. Chunki, birinchi operatordagi gradient va uchinchi 

operatordagi rotordan vector, ikkinchi operatordagi divergensiyadan skalyar 

hosil bo’ladi. Shunday qilib, faqat ikkita ikkinchi tartibli divergensiya 

bo’lishi mumkin: 

divgradU 

divrotA 

 Ularni hisoblaymiz: 

divgradU=(,U)= (,)U=U=2U/x2+2U/y2+2U/z2 

divrotA=(,[, A])= (A,[,])=0 

Demak ikkita ikkinchi tartibli divergensiya mavjud bo’lib, ulardan biri nolga, 

ikkinchisi Laplas operatoriga teng. 

Ikkincji tartibli uyurmalar quyidagi ko’rinishlarda bo’lishi mumkin:  

rotgradU 

rotdivA 

rotrotA 

Ma’lumki, uyurma ostida doim vektor funksiya turadi, natija esa doim 

vektor bo’ladi. Shuning uchun yuqoridagi uchta ikkinchi tartibli differensial 

operatorlardan birinchi va uchinchilari ma’noga ega, ikkinchisi ma’noga ega 

emas. Chunki, birinchi operatordagi gradient va uchinchi operatordagi 

rotordan vector, ikkinchi operatordagi divergensiyadan skalyar hosil bo’ladi. 

Shunday qilib, faqat ikkita ikkinchi tartibli uyurma bo’lishi mumkin: 

rotgradU 

rotrotA 

 Ularni hisoblaymiz: 

rotgradU=[,U]= [,]U=0 

rotrotA=[,[, A]]= (, A) - A 

Demak ikkita ikkinchi tartibli rotor mavjud bo’lib, ulardan biri nolga teng. 



 31 

 Shunday qilib, beshta ikkinchi tartibli differensial operatotlar mavjud 

bo’lib, ulardan ikkitasi nolga teng (divrotA=0, rotgradU=0), uchtasining 

ifodasi yuqorida keltirildi. 

 

 

 

 

 

8. Egri chiziqli ortogonal koordinatalar 

Reja: 

1. Egri chiziqli koordinatalar 

2. Lame koffisientlari 

3. Silindrik koordinatalar 

4. Sferik koordinatalar 

Ma’lumki, fizikada asosan to’g’ri burchakli Dekart koordinatalar 

sistemasi (x, y, z) bilan ish ko’riladi. Lekin ba’zi masalarni yechishda Dekart 

koordinatalari sistemasi o’rniga boshqa egri chiziqli koordinatalardan 

foydalanish qulayroq bo’ladi. Masalan, sharsimon sirtlarda harakatlanayotgan 

moddiy nuqta harakatini Dekart koordinatalari o’rniga sferik koordinatalarda 

o’rganish, trubasimon sirtlarda harakatlanayotgan moddiy nuqta harakatini 

silindrik koordinatalar sistemasida o’rganish ancha qulay bo’ladi.  

 Egri chiziqli koordinatalar umumiy holda q1, q2, q3 bilan, bu 

koordinatalardagi birlik vektorlar (ortlar) e1, e2, e3 bilan belgilanadi va 

ortogonal koordinatalar deyiladi. Bu koordinatalarning har biri Dekart 

koordinatalariga bog’liq: 

q1= q1(x, y, z), 

q2= q2(x, y, z), 

q3= q3(x, y, z). 
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Ortogonal koordinatalardan Dekart koordinatalariga va aksincha o’tish uchun 

Lame koffisiyentlaridan foydalaniladi: 

H1= 2

1

2

1

2

1

)()()(
q

z

q

y

q

x














 

H2= 2

2

2

2

2

2

)()()(
q

z

q

y

q

x














 

H3= 2

3

2

3

2

3

)()()(
q

z

q

y

q

x














 

 

Ortogonal egri chiziqli koordinatalarda uzunlik elementlari 

dl1=H1dq1,  dl2=H2dq2,  dl3=H3dq3,  

yuza elementlari 

dS1=H2H3dq2dq3,  dS2=H1H3dq1dq3,  dS3=H1H2dq1dq2, 

xajm elementi 

dV=H1H2H3dq1dq2dq3, 

radius vektor elementi 

dr= H1dq1e1+ H2dq2e2+ H3dq3e3 

lar orqali ifodalanadi. 

Masalan, silindrik koordinatalar Dekart koordinatalari bilan 

x=cos, 

y=sin, 

z=z 

ifodalar orqali bog’langan. Demak q1=, q2=, q3=z. 

Silindrik koordinatalar uchun Lame koeffisiyentlarini aniqlaymiz: 

H1= 222 )()()(
 











 zyx
= 1sincos 22    

H2= 222 )()()(
 











 zyx
=   2222 cossin  
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H3= 222
)()()(

z

z

z

y

z

x














=1. 

U xolda silindrik koordinatalarda uzunlik, yuza, xajm hamda radius vektor 

elementlari quyidagi ko’rinishlarga ega bo’ladi: 

dl1=d, dl2=d, dl3=dz; 

dS1=ddz, dS2=ddz, dS3=dd; 

dV=dddz; 

dr= de+ de+ dzez. 

Sferik koordinatalar Dekart koordinatalari bilan 

x=rsincos, 

y=rsinsin, 

z=rcos 

ifodalar orqali bog’langan. Demak q1=r, q2=, q3=. 

Sferik koordinatalar uchun Lame koeffisiyentlarini aniqlaymiz: 

H1= 222 )()()(
r

z

r

y

r

x




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







= 1sincos 22    

H2= 222
)()()(

 











 zyx
= rrr   2222 cossin  

H3= 222 )()()(
 











 zyx
=rsin. 

U xolda sferik koordinatalarda uzunlik, yuza, xajm hamda radius vektor 

elementlari quyidagi ko’rinishlarga ega bo’ladi: 

dl1=dr, dl2=rd, dl3=rsind; 

dS1=r2dd, dS2=rsindrd, dS3=rdrd; 

dV=r2sindrdd; 

dr= drer+ rde+ rsinde. 
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9. Differensial operatorlarning egri chziqli koordinatalardagi ifodasi 

Reja: 

1. Differensial operatorlarning silindrik koordinatalarda yozilishi 

2. Differensial operatorlarning sferik koordinatalarda yozilishi 

 

Ortogonal egri chiziqli koordinatalarda asosiy differensial operatorlar 

quyidagi ko’rinishlarga ega bo’ladi: 
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Bu operatorlarning silindrik koordinatalardagi ko’rinishlari: 
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Sferik koordinatalarda esa bu operatorlar 

gradU= 


e
r

U
e

r

U
e

r

U
r

















sin
, 

divA=


















r

A

r

A

rr

Ar

sinsin2
, 

rotA=












































e

r

A

r

A
e

r

A

r

A
e

r

A

r

A

r

rr

r


)()

sin
()

sin
(

sin

1
2

 



 35 

U=
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ko’rinishlarga ega bo’ladi. 

 

 

 

10. VEKTORNING ANALITIK TA’RIFI 

Reja: 

1. Birlik ortlar almashinishi 

2. Koordinatalarning almashinishi 

3. Vektorning ta’rifi 

 

Boshlari bir nuqtada joylashgan ikki Dekart sistemasi S, S' berilgan bo’lib, 

ularning ortlari e1 e2, e3 va e’1, e'2 e'3  bo’lsin. 

Fazodagi biror nuqtaning koordinatalar boshiga nisbatan radius-vektori r ni 

o’sha nuqtaning S sistemadagi x1 x2, x3 koordinatalari orqali va S' sistemadagi 

x'1, x'2, x'3 koordinatalari orqali ifodalaymiz: 

r = x1e1+x2e2+x3e3, 

r = x’1e’1+x’2e’2+x’3e’3 

yoki qisqartirilgan shaklda bunday bo’ladi: 

r = xiei 

r = x’ie’i 

So’nggi tenglikning ikki tomonini ye'k ortga skalyar ko’paytiraylik: 

(re’k) = x’i(e’i e’k)=x’k 

Endi (1) ning ikki tomonini yana o’sha ye'k ortga skalyar ko’paytiraylik: 

(re’k) = x’i(e’i e’k)= kixi 
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x’k = kixi  

 

bo’ladi. 

Bu formula dastlabki koordinatalardan yangi koordinatalarga o’tishni 

ifodalaydi. 

YAngi koordinatalardan dastlabki koordinatalarga o’tish formulasini topish 

qiyin emas. Buning uchun (1) bilan (2) formulalarning chap va o’ng tomonlarini 

yek ortga skalyar ko’paytiramiz: 

xk = ikx’j  

Bu formula esa yangi koordinatalardan dastlabki koordinatalarga 

o’tishni ifodalaydi. YUqoridagi (3) va (4) formulalar koordinatalarning 

ortogonal almashtirilishlarini ko’rsatadi. Bu formulalarni bazis vektorlarni 

almashtirish formulalari (2) va (16) bilan solishtirsak, almashtirishlarning 

umumiy qonunga buysunishini ko’ramiz: bazis vektorlar qanday 

almashtirilsa, koordinatalar ham xuddi shunday almashtiriladi. Har qanday 

a vektor uchun: 

a = aiej  

a = a’je’j  

 

bu yerda ai, a’j sonlar a vektorning eski va yangi Dekart sistemasida olingan 

mos komponentlaridir. Bu komponentlarning almashtirish qonunini 

aniqlamoqchimiz. So’nggi ikki formuladan foydalanib bunday yozamiz: 

 (ae'k) = ai(eie’k) =kiai  

demak: 

a’k = kiai  

 

SHuning kabi usul bilan tubandagi formulani ham chiqarish mumkin: 
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ak = jka’j  

So’nggi ikki formuladan ko’ramizki, bazis vektorlar qanday almashtirilsa, 

vektorning komponentlari xam xuddi shunday almashtiriladi. Ularni 

almashtirish konuni bir xildir. Ana shu almashtirish konuniga asoslanib, 

vektorga  yangi ta’rif berish mumkin. 

Vektorlar algebrasida vektorga berilgan geometrik ta’rifni   eslaylik: son 

qiymatlari bilan yo’nalishlari anik va parallelogramm qoidasiga muvofiq 

qo’shiluvchi miqdorlar vektorlar deb ataladi. Vektorni komplanar bo’lmagan 

vektorlar bo’yicha ajratish formulasi shu parallelogramm qoidasiga 

asoslangan edi. Vektor komponentlarini almashtirish formulalari (7) va (8) esa 

vektor bilan ortlarni ajratish formulalaridan kelib chiqqan natijadir. Demak, 

vektorga yaqqollik nuqtai nazaridan berilgan geometrik ta’rif o’rniga o’nga 

ekvivalent analitik ta’rif berish mumkin. 

Dekart sistemasi S da uchta skalyar miqdor a1, a2, a3 va boshqa Dekart 

sistemasi S' da uchta skalyar mщdor a1, a2, a3 berilgan bo’lsin. Bazis 

vektorlarni yoki koordinatalarni almashtirish qonuniga bo’ysungan 

yuqoridagi uchta skalyar mikdor to’plami a vektorni aniqlaydi. Vektorni 

bunday anglashni vektorning analitik ta’rifi deyishimiz mumkin. SHunday 

qilib, (7) yoki (8) formulalar vektorning analitik ta’rifini ifodalaydi. 

Tenzorlar tushunchasini kiritishda shu muloxazalar asosiy rol uynaydi. 

a vektorning a1, a2, a3 komponentlari skalyar miqdorlardir. Vektorning 

komponentlari, nuqtaning koordinatalari kabi, turli sistemalarda turlicha 

bo’ladi. 

Jismning massasi, temperaturasi, energiyasi yoki vektorning moduli skalyar 

miadorlardir, ammo ular koordinata sistemalariga bog’liq emas, hamma 

sistemada bir xildir. Umuman, son qiymati koordinata sistemalarining 

tanlanishiga bog’liq bo’lmagan, ya’ni koordinatalarning har qanday 

sistemasida son qiymati bir xil bo’lgan miqdor invariant deyiladi. Demak, 
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ta’rifga muvofik invariant— bu koordinatalarni almashtirishda, ya’ni 

koordinatalar sistemalarining biridan ikkinchisiga o’tilganda son qiymati 

o’zgarmasdan qoluvchi miqdordir. Jismning massasi, energiyasi, temperaturasi, 

vektor moduli — bularning hammasi invariantga misollardir. Koordinata 

sistemalarining biridan ikkinchisiga o’tganda yozilish shakli o’zgarmasdan 

qoluvchi matematik ifodalar invariant ifodalar (yoki kovariant ifodalar) 

deyiladi. 

Masalan, koordinatalar kvadratlarining yig’indisini tekshirib kuraylik.    (3) 

ga muvofiq bunday yozamiz: 

x’i
2= x’i x’i=(ijxj) (ikxk)= (ijkj)xjxk=xj

2 

ya’ni: 

x’i
2=xj

2 

SHunday qilib, koordinatalar kvadratlarining yig’indisi ortogonal 

almashtirishga   nisbatan   invariant ifodadir. 

Ikki a, b vektorning skalyar ko’paytmasi hamma sistemada bir xildir, 

chunki ta’rifga muvofiq, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi ko’paytiriluvchi 

vektorlar modullarining shu vektorlar orasidagi burchak kosinusiga bo’lgan 

ko’paytmasiga tengdir. 

Ikki a, b vektorni olaylik: 

a = aiej  

b = bjej  

Bu vektorlarning skalyar ko’paytmasi bunday bo’ladi: 

(ab) = (aiej bjej)= aibi  

Demak, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi shu vektorlarning moye 

komponentlari ko’paytmalarining yig’indisidir. Vektor komponentlarini 

almashtirish  formulasi  (8) ga' binoan: 

ai = ijb’j  
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bo’ladi. U vaktda: 

aibi =a’jb’j 

kelib chiqadi. 

Demak, ikki vektorning skalyar ko’paytmasi ortogonal almashtirishlarga 

nisbatan invariantlik xususiyatiga egadir, ya’ni hamma Dekart sistemalarida 

bar xil matematik shaklda ifodalanadi. 

a =  bo’lsa, a,-=6/, a'j^b'j bo’ladi, (10) formulaga binoan: 

(11) 

yoki, baribir: 

(12) 

ya’ni vektor komponentlari kvadratlarining yig’indisi invariantdir. Masalan, 

biror nuqtaning ikkinchi nuqtaga nisbatan radius-vektori: 

 

bo’lsa, nuqtalar orasidagi s masofa kvadrati uchun bunday yozishimiz 

mumkin: 

(13) 

yoki, baribir: 

(14) 

SHunday qilib, ikka nuqta orasidagi masofa kvadrati ifodasi ortogonal 

almashtirishlarga nisbatan invariantlik xususiyatiga ega. Aksincha, masofa 

kvadrati ifodasining invariantligidan ortogonallik shartini keltirib chitsarish 

mumkin. Xaqikatan, (7) ga muvofiq, vektor komponentlarini almashtirish 

formulasi:  
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dan foydalanib, masofa kvadrati uchun bunday yozamiz: 

 

Ammo, shu bilan birga, masofa kvadratining invariant bo’lganligidan: 

 

bo’ladi. Demak: 

 

Bu yerdan: 

* 

ya’ni ilgaridan ma’lum bo’lgan ortogonallik sharti (15) kelib chiqadi. 

 

 

11. TENZOR TUSHUNCHASI 

Reja: 

1. Tenzor tushunchasi 

2. Tenzorni ifodalovchi asosiy tushunchalar 

3. Kroneker belgisi 

4. Tenzorga misollar 

 

Avvalgi paragraflarda yig’indi olish amali bilan bog’langan (2), (3), (4) 

formulalar yoki ( 9) ni keltirib chiqarishlagi formulalarga diqqat qiladigan 

bo’lsak, shunday narsa ko’zga tashlanadi: yig’indi olinayotgan indeks ikki 

marta uchraydi va uni xohlagan harf bilan ishoralash mumkin. Tenzorlar 

nazariyasida yig’indi olish amalini yozishda mana bunday usul qabul 

qilingan: biror indeks bo’yicha yig’indi olinganda bu indeks ikki marta 

yozilib, yig’indi belgisi yozilmaydi. SHu aytilganlar nazarda tutilsa, (2), (16), 

(3), (4), (7), (8), (14), (15) formulalar xipcha shaklda yozilishi mumkin: 
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(8) 

Yig’ish indeksi (1) da k bilan, (2) da n bilan yoki (8) da i bilan 

ko’rsatilgan. Yig’ish indeksi qaysi harf bilan ko’rsatilmasin, tekshirilayotgan 

matematik ifodaning ma’nosi o’zgarmasdan qolaveradi. Masalan, (5) ni 

yozishda yig’ish  indeksi k o’rniga m,n,l,s,p yoki yana bosha xil harflarni 

ishlatishimiz mumkin: 

 

 

 

 

YUqoridagi misollarimizdan shunisi ham ravshanki, yig’indi olish 

amaliga daxlsiz bo’lgan indeks yoki indekslar tenglikning ikkala tomonida 

o’zgarmasdan saqlanadi. Formulalarda ishtirok qiluvchi indekslarning qar 

biri yo 1 ga yo 2 ga yoki 3 ga teng bo’lishi mumkin. 

Vektorning analitik ta’rifini ifodalovchi (5) formulada yoki (6) formulada 

yig’indi hadlarining har birida uchraydigan vektor komponenti birinchi 

darajadagina ishtirok tsiladi. Demak, vektor komponentlarini almashtirish 

formulasi vektor komponentlariga nisbatan bir jinsli va chiziqlidir. SHuning 

uchun, biror Dekart sistemasida nolga teng bo’lgan vektor boshqa Dekart 

sistemasida ham nolga teng bo’ladi. 

Tenzorlarni ta’riflashda vektor komponentlarini almashtirish formulasi 

asos qilib olinadi. 

Quyidagi uchta vektor berilgan bo’lsin: 
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Birinchi va ikkinchi vektor komponentlarining ikkitalab olingan 

ko’paytmasini yozaylik: 

CHap tomondagi ab ko’paytmalarning umumiy soni Z2 = 9 dir. O’ng 

tomondagi a’b’ ko’paytmalarning umumiy soni ham Z2 = 9. Endi uchta 

vektor komponentlarining uchtalab olingan ko’paytmasini yozaylik: 

CHap tomondagi abc ko’paytmalarning umumiy soni 33 = 27, o’ng 

tomonidagi a’b’c’ ko’paytmalarning umumiy soni ham 32 =27 dir. 

So’nggi formulalarning muhim tomoni shundan iboratki, vektor 

komponentlarining ko’paytmalari aniq almashtirish qonunlariga bo’ysunadi. 

Bu almashtirish formulalari komponentlarning ko’paytmalariga nisbatan 

chiziqli va bir jinsli dir. 

Tenzor deb ataluvchi miqdor ham o’ziga xos almashtirish qonunlariga 

ega. 

Ikki Dekart sistemasining birida Z2 = 9 ta T'ij miqdor to’plami, 

ikkinchisida esa Z2 = 9 ta boshqa T’ij miqdor to’plami berilib, bu ikki to’plam 

miqdorlari ushbu almashtirish qonuniga bo’ysunsin deb faraz qilaylik. 

(9) 

SHu almashtirish qonuniga buyso’ngan Z2 = 9 ta miqdor to’plami ikkinchi 

rangli (ikkinchi tartibli) tenzor deyiladi. 

Endi ikki Dekart sistemasining biridagi Z3 = 27 ta Tijk miqdor to’plami 

bilan ikkinchisidagi Z3 = 27 ta boshqa Tlmn miqdor to’plami quyidagi 

almashtirish qonuniga bo’ysunsin: 

(10) 

Almashtirish qonuni shu formulada ifodalangan Z3 = 27 ta miqdor 

to’plami uchinchi rangli (uchinchi tartibli) tenzor deyiladi. SHuning singari 

davom ettirib, yuqori rangli (yuqori tartibli) tenzorlar tushunchasini kiritish 

mumkin. Masalan, beshinchi rangli (beshinchi tartibli) tenzor uchun bunday 

yozamiz: 
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(11) 

Koordinatalarning ma’lum sistemasida tenzorni tashkil qiluvchi to’plam 

miqdorlari tenzorning shu sistema dagi komponentlari deyiladi. Tenzor 

indekslarining soni tenzorning rangini (tenzorning tartibini) ko’rsatadi. 

Tenzor komponentlarining soni N albatta Zt ga tengdir: 

(12) 

Ba’zi avtorlar tenzorning rangini tenzorning valentligi va tenzorning 

komponentlarini tenzorning koordinatalari deb atashadi. 

Tenzor komponentlarini almashtirish, formulalari, tenzor komponentlariga 

nisbatan chiziqli va bir jinslidir. Demak, tenzor komponentlari biror 

sistemada nolga teng ekan, har qanday sistemada ham bu komponentlar nolga 

teng bo’ladi. 

Tenzor komponentlarini almashtirish formulalarida almashtirish 

koeffitsiyentlari atp ning qanday ishtirok kilishi diqqatga sazovordir: tenzor 

komponentlarini almashtirish formulalaridagi har bir hadda ko’paytma hosil 

qiluvchi almashtirish koeffitsiyentlarining umumiy soni tenzor rangiga teng, 

masalan, (11) da 5 ga, (10) da 3 ga, (9) da 2 ga tengdir. Vektor 

komponentlarini almashtirish formulasida esa almashtirish koeffitsiyentlari 

faqat birinchi darajadagina ishtirok qiladi. Demak, vektor tenzorning xususiy 

xolidir: vektor—birinchi rangli tenzordir. 

Invariantni xam tenzorning xususiy holi deb qarash mumkin. Xaqiqatan 

ham har qanday sistemada birday bo’lib qoladigan, ya’ni oordinatalar 

almashtirilganda o’zgarmasdan saqanadigan miqdorning invariant deyilishini 

bilamiz. Demak, ta’rifga muvofik: 

(13) 

bo’ladi. Invariantni almashtirish formulasida almashtirish koeffitsiyentlari 

hech ishtirok qilmaydi. SHunday kilib, invariant—indekssiz tenzor, ya’ni nol 
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rangli tenzor bo’lib, birgina komponentga ega, chunki bu yerda x=0 ekanligi 

sababli, (12) ga muvofiq: 

 

 

 

bo’ladi. 

Bizga ma’lum Kroneker simvoli tp (6) hamma sistemada bir xil sonlarni, 

ya’ni koordinatalarni almashtirishda o’zgarmasdan saqlanib qoluvchi sonlarni 

ifodalashiga qaramasdan, aslida u ikkinchi rangli tenzordir. Haqiqatan ham 

ikkinchi rangli tenzorni ifodalovchi formula (9) ning o’ng tomoni (6) ga 

muvofiq: 

bo’ladi.  

Bu yerda almashtirish koeffitsiyentlarining birinchi indekslari shtrixlangan 

(yangi) sistemaga daxlli ekanligini eslasak, u vaqtda ortogonallik sharti (14) 

ga ko’ra, so’nggi tenglamaning o’ng tomoni ,u. bo’ladi, demak: 

ya’ni Kroneker simvoli ikkinchi rangli tenzordir. Turli indeksli 

komponentlari nolga teng va bir xil indeksli kom ponentlari birga teng 

bo’lgan tenzor birlik tenzor deyiladi. Birlik tenzorni matritsa shaklida yozish 

mumkin: 

(14) 

SHunday qilib, Kronekerning simvoli birlik tenzordir. 

Matritsa shaklida, masalan, ikkinchi rangli tenzorni tubandagicha 

yozamiz: 

(15) 

Ikkinchi rangli tenzorlarga misol qilib, qattiq jism inertsiya momentlarining 

tenzori Iik elastik jism kuchlanishlar tenzori Pik, elastik jism deformatsiya 
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tenzori Ujk, jismlarning elektromagnit xususiyatlarini ifodalovchi dielektrik 

koeffitsiyentlar (dielektrik konstantalar) tenzori, magnit koeffitsiyentlari 

tenzori elektr o’tkazuvchanlik koeffitsiyentlari tenzori kabilarni ko’rsatib 

o’tish mumkin. 

 

12. TENZORLAR BILAN BAJARILADIGAN ASOSIY ALGEBRAIK 

AMALLAR 

Reja: 

1. Tenzorlani qo’shish 

2. Tenzorlani ayrish 

3. Tenzorlani kopaytirish 

 

Tenzorlarni qo’shish masalasidan boshlaylik. Uchinchi rangli ikkita tenzor 

berilgan bo’lsin: 

(1) 

(2) 

Bu tenzorlarning mos komponentlarini qo’shaylik: 

(3) 

Aijk ni Bijk Sijk orqali belgilasak: 

(4) 

bo’ladi, u vaqtda: 

(5) 

Bu formula uchinchi rangli tenzor komponentlarini almashtirish qonunini 

ifodalaydi. 

(4) ga muvofiq hosil qilingan Cimn tenzor Aimn, Vimn tenzorlarning 

yig’indisi deyiladi. Albatta, bir xil rangli tenzorlarnigina qo’shish mumkin, 

natijada o’sha rangli tenzor hosil bo’ladi. 
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SHuningdek, bir xil rangli ikki tenzor ayirmasi ham o’sha rangli tenzor 

bo’ladi. Masalan, yuqoridagi uchinchi rangli tenzorlar uchun: 

(6) 

bo’ladi. Tenzorlarni ko’paytirish masalasiga o’tamiz. (1) da ifodalangan 

uchinchi rangli tenzorni biror I invariantga ko’paytiraylik: 

(7) 

IAlmn ni Timn orqali belgilasak: 

(8) 

bo’ladi, nihoyat: 

(9) 

Natijada yana o’sha rangli, tenzor hosil bo’ldi. Tlmn tenzor I invariant bilan 

Almn tenzorning ko’paytmasi deyiladi. Invariantni tenzorga ko’paytirish 

tenzorning rangini o’zgartirmaydi. 

Ikkinchi rangli biror tenzor berilgan bo’lsin: 

(10) 

Uchinchi rangli tenzor va ikkinchi rangli tenzor komponentlarining 

ko’paytmalarini yozaylik: 

(11) 

BlmnDrs ni Elmnrs orqali belgilasak: 

(12) 

bo’ladi, demak: 

(13) 

ya’ni beshinchi rangli tenzor hosil bo’ldi. (12) ga muvofiq: hosil qilingan 

Eimnrs tenzor berilgan Vimn, Drs tenzorlarning ko’paytmasi deyiladi. Bizning 

misolimizda uchinchi rangli tenzor bilan ikkinchi rangli tenzor ko’paytmasi 

beshinchi rangli tenzor bo’ladi. SHuning singari, birinchi rangli ikki tenzor 

ko’paytmasi, ya’ni ikki vektor ko’paytmasi ikkinchi rangli tenzor bo’ladi, 
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ikkinchi rangli tenzor bilan birinchi rangli tenzor ko’paytmasi uchinchi rangli 

tenzor bo’ladi va hokazo. Ikki tenzor ko’paytmasi tenzor bo’lib, uning rangi 

ko’paytiriluvsh tenzorlar ranglarining yig’indisiga teng. Demak, tenzorlarni 

bir-biriga ko’paytirish natijasida yuqori rangli tenzor vujudga keladi. 

Vektorlar komponentlarining ko’paytmalari tegishli rangli tenzorlarni 

hosil qiladi. Masalan: 

(14) 

Komponentlari tegishli vektorlar komponentlarining ko’paytmalaridan 

tashkil topgan tenzor multiplikativ tenzor deyiladi. Ikkinchi rangli mu 

ltiplikativ tenzor, ya’ni ikki vektor komponentlarining ikkitalab olingan 

ko’paytmalari (14) diada deb ataladi. 

Tenzorlarni ko’paytirish tartibi o’zgarsa, natija umuman o’zgaradi. 

Masalan: 

(15) 

(16) 

Bu ikki tenzor komponentlari to’plami bir xil bo’lsa-da, bir xil joylarda bir 

xil indekslar bilan yozib ko’rsatilgan komponentlar farq qiladi. Demak, 

tenzorlar ko’paytmasi, umuman aytganda, kommutativlik xususiyatiga ega 

emas. Endi sodda bir misol kurib utaylik. 

Kroneker tenzori ik ni I invariantga ko’paytirsak, ikkinchi. rangli tenzor 

hosil bo’ladi: 

(17) 

Bu tenzorni ikkinchi rangli boshqa tenzorga qo’shsak yoki undan ayirsak, 

ikkinchi rangli yangi S va D tenzorlar hosil qilamiz: 

(18) 

(19) 



 48 

Bu formulalar tez-tez uchrab turadi. 

 

 

 

13. TENZORLAR SIMMETRIYASI VA ANTISIMMETRIYASI 

Reja: 

1. Tenzorlar simmetriyasi 

2. Tenzorlar antisimmetriyasi 

3. Tenzorlarni yig’ishtirish 

4. Tenzordan invariant tuzish.  

 

Tenzor indekslarining o’rinlarini almashtirish natijasida yana tenzor hosil 

bo’ladi. Masalan, Aijk tenzordan uning j indeksi bilan k indeksi o’rinlarini 

almashtirish natijasida vujudga kelgan miqdorlarni Vikj orqali belgilaylik: 

 

SHu Vikj miqdorlar tenzor komponentlaridir. Haqiqatan: 

 bo’ladi. 

Tenzor indekslaridan ikkitasining o’rnini almashtirish amali tenzorni 

transpozitsiyalash deyiladi. Transpozitsiyalash yo’li bilan hosil qilingan 

tenzor transpozitsiyalangan tenzor deyiladi. 

Masalan, ikkinchi rangli tenzor:  bo’lsa, bunga 

nisbatan transpozitsiyalangan tenzor: bo’ladi.  

Indekslaridan. ikkitasining o’rnini almashtirish natijasida mos 

komponentlarining son qiymatlari va ishoralari o’zgarmaydigan tenzor shu 

ikki indeksga nisbatan simmetrik tenzor deyiladi. Masalan, uchinchi rangli 

tenzor j, k indekslarga nisbatan simmetrik ekan: 
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bo’ladi.  

Ikkinchi rangli simmetrik Sij- tenzor uchun: 

(1) 

Tenzorning simmetrikligi invariantlik xususiyatiga ega: biror 

koordinatalar sistemasida simmetrik bo’lgan tenzor, har qanday boshqa 

sistemada ham simmetrik tenzor bo’ladi. Haqiqatan, tenzor ta’rifiga va (1) ga 

binoan: 

 

 

bo’ladi. 

Ikkinchi rangli simmetrik tenzorning hammasi bo’lib to’qqizta 

komponenti bor. Ammo bulardan uchtasi (1) ga asosan mos olingan boshqa 

uchtasiga teng bo’lishi kerak. SHunday qilib, ikkinchi rangli simmetrik 

tenzorning o’zaro bog’lanmagan komponentlari faqat oltitadir. 

Indekslaridan ikkitasining o’rni almashtirilganda komponentlarining son 

qiymatlari saqlanib, faqat ishoralarigina teskariga o’zgaradigan tenzor shu 

ikki indeksga nisbatan antisimmetrik tenzor deyiladi. Masalan, uchinchi 

rangli A tenzor birinchi va ikkinchi indekslarga nisbatan antisimmetrik ekan: 

bo’ladi. Ikkinchi rangli antisimmetrik tenzor Aij uchun: 

(2) 

bo’ladi. 

Tenzor antisimmetriyasi ham yuqoridagi ma’noda invariantlik xususiyatiga 

ega. Biror koordinatalar sistemasi da antisimmetrik bo’lgan tenzor har 

qanday boshqa koordinatalar sistemasida ham antisimmetrik tenzor bo’lib 

qoladi. Haqiqatan: 
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Antisimmetrik tenzorning bir xil indeksli komponentlari nolga teng. 

Haqiqatan: 

 

demak: 

 

Qolgan oltita komponentning uchtasi boshqa uchtasidan o’zi ning ishorasi 

bilan farq qiladi, xolos. SHunday kilib, ikkinchi rangli antisimmetrik 

tenzorning o’zaro bog’lanmagan komponentlari faqat uchtaginadir. 

YAqqollik uchun bu antisimmetrik tenzorni matritsa shaklida ifodalaylik: 

(3) 

Bir misolni ko’rib chiqaylik. Ikkinchi rangli multiplikativ tenzor berilgan 

bo’lsin: 

(4) 

Endi bunday tenzor tashkil qilaylik: 

(5) 

Bundan:  

bo’ladi, ya’ni yangi Sij tenzor simmetrik tenzordir. 

Endi berilgan tenzordan quyidagicha ifodalangan tenzor tashkil qilaylik: 

(6) 

Bundan:  

bo’ladi, ya’ni yangi Aij tenzor antisimmetrikdir. Uning o’zaro bog’lanmagan 

uchta komponenti quyidagilardir: 

(7) 
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Bu komponentlar esa ikki vektorning vektor ko’paytmasi komponentlaridir. 

SHunday qilib, ikkinchi rangli antisimmetrik Aij tenzorni uch o’lchovli 

fazoda ikki vektorning vektor ko’paytnasi deb qarash mumkin. 

Simmetrik yoki antisimmetrik bo’lmagan tenzor odatda asimmetrik tenzor 

deyiladi. Lekin ikkinchi rangli har qanday tenzordan simmetrik tenzor hosil 

qilish mumkin. Haqiqatan, berilgan ikkinchi rangli ixtiyoriy Ttj tenzordan 

ikkinchi rangli yangi Stj tenzor tuzaylik: 

(8) 

Indekslarning o’rinlarini almashtirib yozaylik: 

 

So’nggi ikki formuladan:  

bo’ladi. Endi o’sha tenzor Tij dan yana ikkinchi rangli boshqa Aij tenzor 

tuzaylik: 

(9) 

Indekslarning o’rinlari almashtirilsa: 

 

bo’ladi. Avvalgi va so’nggi formulalardan quyidagini topamiz:  

Demak, ikkinchi rangli har qanday tenzordan antisimmetrik tenzor ham hosil 

qilish mumkin. (8) va (9) ga muvofiq, simmetrik Sij tenzor bilan 

antisimmetrik Aij tenzorning yig’indisi berilgan Tij tenzorning o’ziga teng: 

(10) 

SHunday qilib, ikkinchi rangli har qanday tenzorni simmetrik va 

antisimmetrik qismlarga ajratish mumkin. 

Ikkitadan ko’proq indekslarga nisbatan tenzorning simmetriyasi yoki 

antisimmetriyasi haqida gapirish mumkin. 

Tayin indekslari to’plamining har qanday ikkitasiga nisbatan simmetrik 

bo’lgan tenzor shu indekslar to’plamiga nisbatan simmetrik tenzor deyiladi. 
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Masalan, to’rtinchi rangli Tpqrs tenzor birinchi uchta indeksiga nisbatan 

simmetrik tenzor bo’lsin, u vaqtda: 

 

bo’ladi. 

Tenzor simmetriyasi uning hamma indekslari to’plamiga nisbatan ham 

mavjud bo’lishi mumkin, bunday hususiyatga ega tenzor butunlay simmetrik 

tenzor deb yuritiladi. 

Tayin indekslari to’plamining har qanday ikkitasiga nisbatan 

antisimmetrik bo’lgan tenzor shu indekslar to’plamiga nisbatan antisimmetrik 

tenzor deyiladi. 

Misol uchun beshinchi rangli DpqrSt tenzor oxirgi uchta indeksiga nisbatan 

antisimmetrik bo’lsa, bunday yozishimiz mumkin: 

 

Hamma indekslari to’plamiga nisbatan antisimmetrik bo’lgan tenzor 

butunlay antisimmetrik tenzor deyiladi. Indekslari i1, i2, ..., ip bo’lgan 

butunlay antisimmetrik tenzor ba’zan r-vektor yoki polivektor deyiladi. r — 

0, r — 1 nollarning birinchisida polivektor skalyar, ikkinchisida esa vektor 

bo’ladi. r = 2 da polivektor bivektor deyilib, ikkinchi rangli antisimmetrik 

tenzorni beradi. 

Uch o’lchovli fazoda butunlay antisimmetrik tenzor indekslarining soni 

uchtadan oshiq bo’lmaydi. Haqiqatan, uch o’lchovli fazoda indekslarning har 

biri yo 1 ga, yoki 2 ga, yoxud 3 ga tengdir. Indekslar soni uchtadan oshiq 

bo’lsa, u vaqtda tenzor komponentlarining har birida 1, 2, 3 ning har biri 

kamida ikki martadan uchrar edi. Lekin antisimmetrik tenzorning bir xil 

indeksli komponentlari nolga teng. SHunday qilib, uch o’lchovli fazoda 

butunlay antisimmetrik tenzor faqat uchinchi rangli bo’ladi. Uchinchi rangli 

polivektor, odatda, trivektor deb ataladi. 
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n o’lchovli fazoda har bir indeksning 1 ga, 2 ga, 3 ga va hokazo n ga 

tengligini nazarda tutib, yukoridagi mulohazalar mos ravishda takrorlansa, n 

o’lchovli fazoda butunlay antisimmetrik tenzor indekslari sonining n dan kam 

bo’lishi yoki ko’pi bilan n ga teng bo’lishi o’z-o’zidan ayondir. 

YUkori rangli tenzordan tayin indekslari to’plamiga nisbatan simmetrik 

tenzor va antisimmetrik tenzor tuzish mumkin. 

Berilgan Tlli2...in tenzor indekslarining soni N bo’lsin. Indekslarning t 

tasiga nisbatan (t< N) simmetrik bo’lgan tenzor tuzaylik, uning uchun shu 

indekslardan t— 1.2.3 . . .t o’rin almashtirishlar hosil qilib, ularga mos tenzor 

komponentlaridan o’rtacha arifmetik qiymat olamiz, ya’ni mos tenzor 

komponentlari yig’indisini t ga bo’lamiz. Berilgan tenzordan mana shunday 

usul bilan uning tayin indekslari to’plamiga nisbatan simmetrik tenzor hosil 

qilish amali berilgan tenzorni o’sha indekslar to’plamiga nisbatan 

simmetriyalash deyiladi. Masalan, Tijklq tenzordan uning birinchi va uchinchi 

indekslariga nisbatan (demak, t=2) simmetrik tenzor tuzaylik: 

 

SHu Tijkiq tenzordan so’nggi uchta indeksiga nisbatan (demak, t = 3) tuzilgan 

simmetrik tenzor esa: 

 

bo’ladi. 

Simmetriyalash natijasini belgilash uchun simmetriyalashda ishtirok 

qiluvchi indekslar kichik qavslarga olib yoziladi. Masalan, so’nggi 

formulamizda: 

 

Simmetriyalash haqida yuqorida aytilganlardan ravshanki, tayin 

indekslariga nisbatan simmetrik bo’lgan tenzorni bu indekslarga nisbatan 

simmetriyalash natijasi berilgan shu simmetrik tenzorning o’ziga aynan 

tengdir. 
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Endi berilgan Ti1...iN tenzordan uning m ta indeksiga nisbatan antisimmetrik 

bo’lgan tenzor tuzaylik. Buning uchun shu indekslardan  1.2.3 .. . m o’rin 

almashtirishlar hosil qilamiz. Berilgan tenzorning jufg o’rin almashtirish 

larga mos kelgan komponentlarini o’z ishoralari bilan qoldirib, toq o’rin 

almashtirishlarga mos komponentlarining ishoralarini qarama-qarshisiga 

o’zgartiramiz-da, so’ngra ulardan o’rtacha arifmetik kiymat olamiz. SHu usul 

vositasida, berilgan tenzordan uning tayin indekslari to’plamiga nisbatan 

antisimmetrik tenzor hosil qilish amali berilgan tenzorni o’sha indekslar 

to’plamiga nisbatan alternatsiyalash deyiladi. 

Masalan, berilgan T tenzordan uning ikkinchi va uchinchi indekslariga 

nisbatan (demak, m=2) antisimmetrik tenzor tuzaylik:  

Endi o’sha tenzordan birinchi uchta indeksga nisbatan (demak, t. = 6) 

antisimmetrik tenzor tuzaylik: 

 

Alternatsiyalash natijasini shu alternatsiyalashda ishtirok qiluvchi 

indekslarni kvadrat qavslarga olib ko’rsatiladi. Oldingi uchta indeks bo’yicha 

alternatsiyalash misolini mana bunday yozib ko’rsatishimiz mumkin: 

 

Tayin indekslariga nisbatan antisimmetrik bo’lgan tenzorni bu indekslarga 

nisbatan alternatsiyalash natijasida shu antisimmetrik tenzorning o’zi hosil 

bo’ladi. 

Tenzorlarni bir-biriga ko’paytirib, yana yuqori rangli tenzor hosil qilishni 

yuqorida ko’rgan edik. Endi tenzorning rangini kamaytirish mumkinligini 

tekshirib ko’raylik. Masalan, uchinchi rangli tenzor berilgan bo’lsin: 

(1) 

Ikkinchi va uchinchi indekslarni bir xil deb hisoblab, shu bir xil indekslar 

bo’yicha tenzor komponentlarining yig’indisini olaylik: 
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Ortogonallik sharti ( 8) ga muvofik: 

bo’ladi, demak:  

 

yoki 

(2) 

Natijada uchinchi rangli tenzordan birinchi rangli yangi tenzor hosil bo’ldi, 

ya’ni tenzorning rangi ikkitaga kamaydi. 

YAna bir misol sifatida, to’rtinchi rangli tenzor olib tekshiraylik: 

(3) 

Birinchi va to’rtinchi indekslarni bir xil deb hisoblab tenzorning mos 

komponentlari yig’indisini topaylik:  
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YUkorida eslatib o’tilgan ortogonallik shartidan foydalansak: 

 

yoki  

(4) 

bo’ladi. 

To’rtinchi rangli tenzordan ikkinchi rangli tenzor hosnl qilindi, ya’ni 

tenzor rangi ikkitaga kamaydi. Endi ikkinchi va uchinchi indekslarni bir xil 

deb hisoblab, bu yangi tenzorning mos komponentlarini yig’ib chiqaylik: 

 

YAna o’sha ortogonallik shartiga muvofiq: 

 

yoki 

(5) 

bo’ladi. 

YAngi tenzorning rangi ham ikkitaga kamayib, nihoyat nol rangli tenzor, 

ya’ni invariant vujudga keldi. 

Bir xil bo’lgan ikkita indeks bo’yicha yig’indi olish bilan tenzorning 

rangini kamaytirish amali tenzorni yig’ishtirish (yoki, soddalashtirish) 

deyiladi. Ikkita indeks bo’yicha yig’ishtirishda tenzor rangi ikkitaga 

kamayadi. Demak, juft rangli tenzorni yig’ishtira borib, nihoyat invariant 

topamiz, toq rangli tenzorni yig’ishtira borib, nihoyat birinchi rangli tenzor, 

ya’ni vektor topamiz. Yig’ishtirish indeksini har qanday harf bilan yozib 

ko’rsatishimiz mumkin. 

Ko’paytirish amali bilan yig’ishtirish amalini ma’lum ravishda boglae 

ishlatish mumkin. Ikki tenzor ko’paytmasi bo’lgan yuqori rangli tenzorga 

yig’ishtirish amali ishlatilsa, tenzor rangi kamayadi. 

Masalan, birinchi rangli ikki tenzor berilgan bo’lsin: 
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Bularning ko’paytmasi bo’lgan ikkinchi rangli tenzorni yig’ishtirsak, 

invariant hosil bo’ladi: 

(6) 

Bu esa ikki vektorning skalyar ko’paytmasidir. SHuning uchun (6) da 

ifodalangan I invariant birinchi rangli aj va bj tenzorlarning skalyar 

ko’paytmasi deyiladi. 

Endi ikkinchi rangli Tij tenzor bilan birinchi rangli Ak tenzor ko’paytmasi 

bo’lgan uchinchi rangli Sijk tenzorni olaylik: 

 

Bu tenzorni j, k indekslar bo’yicha yig’ishtirsak, i indeksli vektor hosil 

bo’ladi: 

 

Hosil qilingan vektorni Vi bilan belgilaylik: 

' ' (7) 

Bu yerdagi Bi vektor ikkinchi rangli Tij tenzor bilan birinchi rangli Aj 

tenzorning skalyar ko’paytmasi deyiladi. , Vi vektorni Aj vektorning chiziqli 

vektor funktsiyasi deb ham aytiladi. Bir vektor komponentlarini ikkinchi vek-

tor komponentlari orqali bir jinsli chiziqli funktsiya qilib ko’rsatuvchi 

ikkinchi rangli tenzor geometriyada, odatda, affinnor deyiladi. Demak, 

affinnor xususiy holda olingan ikkinchi rangli tenzordir. 

Ikkinchi rangli VijCkl tenzorlarning ko’paytmasi bo’lgan to’rtinchi rangli 

Dijkl tenzorni j va k indekslar bo’yicha yig’ishtirsak, ikkinchi rangli Til tenzor 

hosil bo’ladi 

(8) 

Bu formuladagi Til tenzor berilgan Bij tenzor bilan Sk1 tenzorning skalyar 

ko’paytmasi deyiladi. Umuman, ikki tenzorning ko’paytmasini yig’ishtirish 

amali shu ikki tenzorning skalyar ko’paytmasi deyiladi.  
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YAngi tenzorlar tuzishda yoki tenzorni yig’ishtirishda Kronekerning birlik 

tenzoridan keng foydalaniladi. 

Masalan, tubanda yozilganlar o’z-o’zidan ayon: 

(9) 

Tekshirilayotgan tenzor indeksini birlik tenzor yordami bilan ixtiyoriy 

tanlangan boshqa indeksga almashtirish mumkinligini ko’rmoqdamiz. Ana 

shundan foydalanib, ba’zi formulalarni kerakli ravishda yozib olish uchun 

tegishli vektor qavs tashqarisiga chiqarilsa bo’ladi:  

 

Endi Kroneker tenzori yordami bilan teskari tenzor tushunchasini 

kiritaylik. Ikkinchi rangli shunday ikki Aij, Vjl tenzor olamizki, ularning 

skalyar ko’paytmasi birlik tenzor hosil qilsin:  

Biror Bji tenzorga skalyar ko’paytirganda birlik tenzor hosil qilgan Aij tenzor 

shy Vji tenzorga teskari tenzor deyiladi va Bji
-1 simvoli bilan belgilanadi: 

(10) 

Bu yerda tenzor o’zining teskarisiga chap tomondan ko’paytirilgan. 

Tenzor o’zining teskarisiga o’ng tomondan ko’paytirilsa ham birlik tenzor 

hosil bo’ladi: 

(11) 

Haqiqatan, (10) ni o’ng tomondan teskari V-1 tenzorga ko’paytiraylik: 

 

Endi buni teskari tenzorning teskari tenzori bo’lgan (V-1)-1 ga chap tomondan 

ko’paytiraylik: 

 

Bu yerdan, (10) ga muvofiq:  yoki 

 



 59 

bo’ladi. 

Bij tenzorning teskarisi bo’lgan ga teskari  tenzor avvalgi 

tenzorning o’zidir. Haqiqatan, teskari tenzor ta’rifiga muvofiq:  

so’ngra (11) dan foydalansak: 

(12) 

bo’ladi. 

Tenzorga teskari tenzor komponentlarini shu tenzor komponentlari orqali 

aniqlash mumkin. Bu maqsadda tenzor bilan vektorning skalyar 

ko’paytmasini hosil qilaylik: 

(13) 

Bu yerdan: yoki  

(14) 

Tenzor komponentlaridan tuzilgan determinant: 

(15) 

odatda, shu tenzorning diskriminanti deb yuritiladi. Teskari tenzorning Tik
-1 

komponenta uchun oliy algebradan ma’lum bo’lgan Kramer formulasiga 

binoan tubandagini yozish mumkin: 

(16) 

bu yerda:  

ik yuqoridagi determinant (15) elementi T ning minori, ik o’sha 

elementning algebraik to’ldiruvchisi. 

(16) dagi tenzorning Tij diskriminanti nolga teng emas, aks holda teskari 

tenzor haqida gapirishga asos kolmaydi. 
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Ikkinchi rangli tenzorni tegishli indekslari bo’yicha yig’ishtirish natijasida 

hosil qilingan invariantlar tatbiqlarda muxim ahamiyatga ega. Ikkinchi rangli 

tenzorni matritsa shaklida va analitik shaklda ifodalaylik: 

(1) 

(2) 

Bu tenzorning ikki indeksini o’zaro tenglashtirib, so’ngra yig’ishtirsak, 

tubandagi invariant hosil bo’ladi: 

(3) 

yoki mufassalrok yozilsa: 

(4) 

bo’ladi. 
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