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О ВЕТВЯХ СУЩЕСТВЕННОГО СПЕКТРА
РЕШЕТЧАТОЙ МОДЕЛИ СПИН-БОЗОН

С НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ ДВУМЯ ФОТОНАМИ

Рассматривается решетчатый аналог Am модели светового излучения с непо-
движным атомом и не более чем m фотонами (m = 1, 2). Описано местополо-
жение существенного спектра оператора A2 через спектр оператора A1, т. е.
выделены двухчастичная и трехчастичная ветви существенного спектра опера-
тора A2. Доказано, что существенный спектр состоит из объединения не более
чем шести отрезков, и изучено расположение этих отрезков. Получены оценки
для нижних граней двухчастичных и трехчастичных ветвей.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Блочно-операторная матрица – это матрица, элементы которой являются линей-
ными операторами в банаховом или гильбертовом пространстве [1]. Один из спе-
циальных классов блочно-операторных матриц составляют гамильтонианы системы
с несохраняющимся числом квантовых частиц на целочисленной решетке. Их коли-
чество может быть неограниченным, как в случае моделей спин-бозон [2], [3], или
ограниченным, как в случае “урезанных” моделей спин-бозон [4], [5]. Отметим, что
такие системы обычно возникают в задачах физики твердого тела [6], квантовой
теории поля [7], статистической физики [8], магнитогидродинамики [9] и квантовой
механики [10].

В хорошо известной модели светового излучения (так называемой модели спин-
бозон, см. статьи [2]–[5]) предполагается, что атом, который может находиться в двух
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состояниях – основном с энергией −ε и возбужденном с энергией ε, испускает и по-
глощает фотоны, переходя из одного состояния в другое. Решетчатый аналог этой
модели задается (формальным) выражением

A := εσz +
∫

Td

w(k)a∗(k)a(k) dk + ασx

∫
Td

v(k)(a∗(k) + a(k)) dk (1)

и действует в гильбертовом пространстве L := C2 ⊗ Fb(L2(Td)), состоящем из по-
следовательностей

F = {f (s)
0 , f

(s)
1 (k1), f

(s)
2 (k1, k2), . . . , f (s)

n (k1, . . . , kn), . . . ; s = ±}

функций возрастающего числа переменных (k1, . . . , kn), ki ∈ Td, и дискретной пе-
ременной s = ±, симметричных по переменным ki, i = 1, . . . , n, n ∈ N. Здесь L2(Td) –
гильбертово пространство квадратично-интегрируемых функций, определенных
на d-мерном торе Td, Fb(L2(Td)) – стандартное бозонное пространство Фока над
пространством L2(Td):

Fb(L2(Td)) := C⊕ L2(Td)⊕ Lsym
2 ((Td)2)⊕ · · · ,

Lsym
2 ((Td)n) – гильбертово пространство симметричных функций n переменных,

определенных на (Td)n, n > 2. В формуле (1) операторы a∗(k) и a(k) суть опе-
раторы рождения–уничтожения, ε > 0,

σz :=
(

1 0
0 −1

)
, σx :=

(
0 1
1 0

)
суть матрицы Паули, w(k) – энергия фотона с импульсом k, v( · ) – вещественнознач-
ная непрерывная функция на Td, α > 0 – параметр взаимодействия. При этом w( · )
есть вещественнозначная непрерывная функция на Td и mink∈Td w(k) = 0.

Задача о полном спектральном описании оператора A является довольно труд-
ной. В связи с этим естественно рассмотреть упрощенные (“урезанные”) модели,
отличающиеся от описанной выше модели тем, что возможное число фотонов в них
ограничено и не превосходит m, m ∈ N. Гильбертовым пространством состояний
такой модели служит пространство

Lm := C2 ⊗F (m)
b (L2(Td)),

где

F (1)
b (L2(Td)) := C⊕ L2(Td),

F (m)
b (L2(Td)) := C⊕ L2(Td)⊕ Lsym

2 ((Td)2)⊕ · · · ⊕ Lsym
2 ((Td)m), m > 2.

Оператор Am в гильбертовом пространстве Lm задается формулой

Am := PLmAPLm ,

где PLm
– проектор в пространстве L на подпространство Lm, а гамильтониан A

определен выражением (1).
В работах [2], [3] предпринято серьезное математическое исследование спектраль-

ных свойств “непрерывного” (стандартного) гамильтониана модели спин-бозон.
В работе [4] изучена модель светового излучения с неподвижным атомом и не более
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чем тремя фотонами (m = 3) в “непрерывном” случае, т. е. в бозонном фоковском
пространстве над L2(Rd,C2). В [4] проведен спектральный анализ гамильтониана
с помощью теории рассеяния в паре пространств со специально выбранным вложе-
нием. В частности, доказаны существование волновых операторов и их асимпто-
тическая полнота. При этом все построения опираются на детальный анализ ре-
зольвенты. В работе [5] полностью изучены случаи m = 1, 2 при малых значениях
параметра α. Отметим, что в работах [2]–[5] условия малости параметра взаимодей-
ствия α существенны.

В настоящей работе мы рассмотрим случай m = 2. При этом оператор A2 =
PL2APL2 действует в гильбертовом пространстве L2 и записывается как трехдиаго-
нальная блочно-операторная матрица размера 3× 3

A2 :=

A00 A01 0
A∗01 A11 A12

0 A∗12 A22


с матричными элементами

A00f
(s)
0 = sεf

(s)
0 , A01f

(s)
1 = α

∫
Td

v(t)f (−s)
1 (t) dt,

(A11f
(s)
1 )(p) =

(
sε+ w(p)

)
f

(s)
1 (p), (A12f

(s)
2 )(p) = α

∫
Td

v(t)f (−s)
2 (p, t) dt,

(A22f
(s)
2 )(p, q) =

(
sε+ w(p) + w(q)

)
f

(s)
2 (p, q),

где {f (s)
0 , f

(s)
1 , f

(s)
2 , s = ±} ∈ L2. Здесь A∗ij – оператор, сопряженный с Aij , i < j,

а норма элемента
F = {f (s)

0 , f
(s)
1 , f

(s)
2 , s = ±} ∈ L2

задается выражением

∥F∥2 =
∑
s=±

(
|f (s)

0 |2 +
∫

Td

|f (s)
1 (p)|2 dp+

1
2

∫
(Td)2

|f (s)
2 (p, q)|2 dp dq

)
.

Хотя решетчатая модель A2 ограничена и самосопряжена, ее спектр имеет более
сложный характер по сравнению с непрерывным случаем. Следует отметить, что
в непрерывном случае двухчастичная и трехчастичная ветви существенного спек-
тра состоят из полуосей [κ,∞), где κ < 0, и пересекаются. Следовательно (см. ста-
тью [5]), для описания существенного спектра этой модели достаточно найти соб-
ственные значения в случае m = 1, а используемая при этом техника элементарна.
В решетчатом случае двухчастичная и трехчастичная ветви существенного спектра
состоят из отрезков конечной длины, причем они могут не пересекаться. Возникает
вопрос: существуют ли собственные значения в лакунах и, если существуют, конеч-
но ли их число? Поэтому изучение существенного спектра и условий существования
лакун существенного спектра оператора A2 является важной задачей для дальней-
шего исследования спектральных свойств рассматриваемого оператора.

Следует отметить, что некоторые спектральные свойства модели A2 ранее изу-
чены в работе [11]. В частности, в ней описано (без доказательства) местополо-
жение существенного спектра оператора A2 и получена оценка для нижней грани
существенного спектра в случае d = 1. В настоящей работе проведено детальное



296 Т.Х. РАСУЛОВ

исследование существенного спектра оператора A2 при любых значениях размер-
ности d ∈ N и параметра взаимодействия α > 0. В дополнение к уже известным
свойствам спектра модели A2 изучена его геометрия и строго установлена его вет-
вистая структура. Ради удобства читателей мы приводим полное доказательство
полученных результатов.

Целью настоящей работы является решение следующих задач:
– определить количество и местоположение собственных значений, а также ис-

следовать соответствующие собственные векторы оператора A1; показать отсут-
ствие собственных значений, лежащих в лакуне (т. е. между ветвями) существенного
спектра; доказать существование собственного значения, лежащего в существенном
спектре (т. е. вложенных собственных значений);

– описать местоположение существенного спектра оператора A2 и доказать, что
существенный спектр этого оператора состоит из объединения не более чем шести
отрезков;

– изучить структуру существенного спектра оператора A2 и оценить его нижнюю
грань.

В следующих разделах мы подробно обсудим эти вопросы.

2. ОПИСАНИЕ СПЕКТРА ОПЕРАТОРОВ Am, m = 1, 2

В этом разделе мы сведем изучение спектра оператора Am к изучению спектра
более простого оператора A(s)

m , s = ±, используя оператор перестановки, и затем
опишем спектр оператора Am через спектр оператора A(s)

m , s = ±.
Сначала отметим, что оператор A1 в гильбертовом пространстве F (1)

b (L2(Td))
записывается как блочно-операторная матрица размера 2× 2:

A1 :=
(
A00 A01

A∗01 A11

)
.

Пусть m = 1, 2. С целью изучения спектральных свойств оператора Am рассмот-
рим также ограниченные самосопряженные операторы A(s)

m , s = ±, действующие
в F (m)

b (L2(Td)) как блочно-операторные матрицы размера (m+ 1)× (m+ 1):

A(s)
1 :=

(
Â(s)

00 Â01

Â∗01 Â(s)
11

)
, A(s)

2 :=

Â
(s)
00 Â01 0
Â∗01 Â(s)

11 Â12

0 Â∗12 Â(s)
22


с элементами

Â(s)
00 f0 = sεf0, Â01f1 = α

∫
Td

v(t)f1(t) dt,

(Â(s)
11 f1)(p) = (−sε+ w(p))f1(p), (Â12f2)(p) = α

∫
Td

v(t)f2(p, t) dt,

(Â(s)
22 f2)(p, q) = (sε+ w(p) + w(q))f2(p, q),

где
(f0, f1) ∈ F (1)

b (L2(Td)), (f0, f1, f2) ∈ F (2)
b (L2(Td)).

При этом

(Â∗01f0)(p) = αv(p)f0,

(Â∗12f1)(p, q) = α(v(p)f1(q) + v(q)f1(p)), (f0, f1) ∈ F (1)
b (L2(Td)).
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Операторы Â01 и Â12 называются операторами уничтожения, а Â∗01 и Â∗12 – опера-
торами рождения [7]. Оператор уничтожения снижает количество частиц в данном
состоянии на единицу, а оператор рождения увеличивает число частиц в данном
состоянии на единицу и является сопряженным к оператору уничтожения. Такие
операторы имеют широкое применение в квантовой механике, в частности при изу-
чении квантовых гармонических осцилляторов и систем многих частиц [12].

Несмотря на то что аналог модели A(s)
2 изучен во многих работах (см., например,

статьи [13]–[15]), введенное выше определение позволяет получить более точную
информацию о существенном спектре оператора A(s)

2 . Далее σ( · ), σess( · ), σp( · )
и σdisc( · ) суть спектр, существенный спектр, точечный спектр и дискретный спектр
ограниченного самосопряженного оператора соответственно.

Установим связь между спектрами операторов Am и A(s)
m , s = ±.

Лемма 1. Пусть m = 1, 2. Имеет место равенство σ(Am) = σ(A(+)
m )∪σ(A(−)

m ).
Более того,

σess(Am) = σess(A(+)
m ) ∪ σess(A(−)

m ), σp(Am) = σp(A(+)
m ) ∪ σp(A(−)

m ).

Доказательство. Введем два оператора перестановки Φm, m = 1, 2:
Φm : Lm → F (m)

b (L2(Td))⊕F (m)
b (L2(Td)), m = 1, 2,

Φ1 : (f (+)
0 , f

(−)
0 , f

(+)
1 , f

(−)
1 ) → (f (+)

0 , f
(−)
1 , f

(−)
0 , f

(+)
1 ),

Φ2 : (f (+)
0 , f

(−)
0 , f

(+)
1 , f

(−)
1 , f

(+)
2 , f

(−)
2 ) → (f (+)

0 , f
(−)
1 , f

(+)
2 , f

(−)
0 , f

(+)
1 , f

(−)
2 ).

Очевидно, что Φm – унитарный оператор и
Φ−1

m : F (m)
b (L2(Td))⊕F (m)

b (L2(Td)) → Lm, m = 1, 2,

Φ−1
1 : (φ, φ′) → (φ0, φ

′
0, φ

′
1, φ1),

φ = (φ0, φ1), φ′ = (φ′0, φ
′
1) ∈ F

(1)
b (L2(Td)),

Φ−1
2 : (ϕ,ϕ′) → (ϕ0, ϕ

′
0, ϕ

′
1, ϕ1, ϕ2, ϕ

′
2),

ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2), ϕ′ = (ϕ′0, ϕ
′
1, ϕ

′
2) ∈ F

(2)
b (L2(Td)).

Из определения операторов Am, A(s)
m и Φm следует, что

ΦmAmΦ−1
m = diag{A(+)

m ,A(−)
m }.

Учитывая унитарную эквивалентность операторов Am и diag{A(+)
m ,A(−)

m }, получим
искомую связь между спектрами операторов Am и A(s)

m . Лемма доказана.

Замечание 1. Пусть m = 1, 2. Так как часть множества σdisc(A(s)
m ) может ле-

жать в множестве σess(A(−s)
m ), имеют место соотношения

σdisc(Am) ⊆ σdisc(A(+)
m ) ∪ σdisc(A(−)

m ), (2)

σdisc(Am) = {σdisc(A(+)
m ) ∪ σdisc(A(−)

m )} \ σess(Am). (3)
Точнее,

σdisc(Am) =
⋃

s=±
{σdisc(A(s)

m ) \ σess(A(−s)
m )}.

Очевидно, что при m = 1, 2 и s = ± оператор A(s)
m имеет более простую струк-

туру, чем Am, и поэтому лемма 1 и соотношения (2), (3) играют важную роль при
дальнейших исследованиях спектра оператора Am.
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3. НЕКОТОРЫЕ СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОПЕРАТОРА A1

В этом разделе мы подробно изучим существенный и дискретный спектры опе-
ратора A(s)

1 , s = ±. При каждом s = ± рассмотрим оператор A(s)
1,0, действующий

в F (1)
b (L2(Td)) как

A(s)
1,0 :=

(
0 0
0 Â(s)

11

)
.

Тогда оператор возмущения A(s)
1 −A(s)

1,0 оператора A(s)
1,0 является самосопряженным

оператором ранга 2. Из известной теоремы Вейля о сохранении существенного спек-
тра при возмущениях конечного ранга следует, что существенный спектр операто-
ра A(s)

1 совпадает с существенным спектром оператора A(s)
1,0. Известно, что

σess(A(s)
1,0) = [−sε,−sε+M ], M := max

p∈Td
w(p).

Отсюда вытекает, что σess(A(s)
1 ) = [−sε,−sε +M ]. Следовательно, в силу леммы 1

имеет место равенство

σess(A1) = [−ε,−ε+M ] ∪ [ε, ε+M ].

Напомним, что в непрерывном случае (см. статьи [2]–[5]) существенный спектр опе-
ратора A1 совпадает с полуосью [−ε,∞), ε > 0. В рассматриваемом случае суще-
ственный спектр оператора A1 есть объединение двух отрезков конечной длины,
причем при ε > M/2 они не пересекаются. Другими словами, при ε > M/2 суще-
ственный спектр оператора A1 имеет лакуну (−ε+M, ε).

Определим регулярную в C \ [−sε,−sε+M ] функцию

∆(s)(z) := sε− z − α2

∫
Td

v2(t) dt
−sε+ w(t)− z

.

Функция ∆(s)( · ) называется детерминантом Фредгольма, ассоциированным с опе-
ратором A(s)

1 .
Следующая лемма устанавливает связь между собственными значениями опера-

тора A(s)
1 и нулями функции ∆(s)( · ).

Лемма 2. Число z(s) ∈ C \ σess(A(s)
1 ) является собственным значением опера-

тора A(s)
1 тогда и только тогда, когда ∆(s)(z(s)) = 0.

Доказательство. Пусть z(s) ∈ C \ σess(A(s)
1 ) есть собственное значение опе-

ратора A(s)
1 , и пусть f = (f0, f1) ∈ F (1)

b (L2(Td)) – соответствующая собственная
вектор-функция. Тогда эта вектор-функция удовлетворяет уравнению A(s)

1 f = z(s)f

или, что то же самое, системе уравнений

(sε− z(s))f0 + α

∫
Td

v(t)f1(t) dt = 0,

αv(p)f0 + (−sε+ w(p)− z(s))f1(p) = 0.
(4)

Так как z(s) ̸∈ [−sε,−sε+M ], из второго уравнения системы (4) для f1 имеем

f1(p) = − αv(p)f0
−sε+ w(p)− z(s)

. (5)
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Подставляя выражение (5) в первое уравнение системы (4), заключаем, что систе-
ма (4) имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда ∆(s)(z(s)) = 0. Лемма
доказана.

Из леммы 2 вытекает, что

σdisc(A(s)
1 ) =

{
z ∈ C \ σess(A(s)

1 ) : ∆(s)(z) = 0
}
.

Тогда, учитывая замечание 1, мы приходим к выводу, что

σdisc(A1) =
{
z ∈ C \ σess(A1) : ∆(+)(z)∆(−)(z) = 0

}
.

Обозначим через I(m) единичный оператор в F (m)
b (L2(Td)), m = 1, 2.

Лемма 3. Определитель ∆(s)

A(s)
1 /A(s)

1,0

(z) возмущения оператора A(s)
1,0 относитель-

но оператора A(s)
1 −A(s)

1,0 имеет вид

∆(s)

A(s)
1 /A(s)

1,0

(z) = −1
z
∆(s)(z), z ∈ C \ σ(A(s)

1,0).

Доказательство. Так как A(s)
1 −A(s)

1,0 является оператором ранга 2, определи-
тель возмущения ∆(s)

A(s)
1 /A(s)

1,0

(z) может быть представлен выражением (см., например,

работу [16])

∆(s)

A(s)
1 /A(s)

1,0

(z) := det
(
I(1) + (A(s)

1 −A(s)
1,0)(A

(s)
1,0 − z)−1

)
.

Не нарушая общности, предположим, что ∥v∥ = 1. Выберем ортонормированный
базис {ψn}n ⊂ L2(Td) следующим образом: ψ1 := v и ψj ⊥ v для любых j > 2.
Положим

Ψ1 :=
1√
2

(
1
ψ1

)
, Ψ2 :=

1√
2

(
1
−ψ1

)
, Ψj :=

(
0

ψj−1

)
, j > 3.

По построению система {Ψn}n ⊂ F (1)
b (L2(Td)) является ортонормированной. Пусть

a
(s)
ij (z) := ((A(s)

1 −A(s)
1,0)(A

(s)
1,0 − z)−1Ψi,Ψj), i, j ∈ N.

С помощью простых вычислений получим

a
(s)
11 (z) = −sε

z
+ α

∫
Td

v2(t) dt
−sε+ w(t)− z

− α

z
,

a
(s)
12 (z) = −sε

z
+ α

∫
Td

v2(t) dt
−sε+ w(t)− z

+
α

z
,

a
(s)
21 (z) = −sε

z
− α

∫
Td

v2(t) dt
−sε+ w(t)− z

− α

z
,

a
(s)
22 (z) = −sε

z
− α

∫
Td

v2(t) dt
−sε+ w(t)− z

+
α

z
,

a
(s)
ij (z) = δij в остальных случаях,
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где δij – символ Кронекера. Следовательно,

∆(s)

A(s)
1 /A(s)

1,0

(z) =
1
4

det

(
2 + a

(s)
11 (z) a

(s)
12 (z)

a
(s)
21 (z) 2 + a

(s)
22 (z)

)
= −1

z
∆(s)(z).

Лемма доказана.

При дальнейшем исследовании собственных значений оператора A(s)
1 предполо-

жим, что ∫
Td

v2(t) dt
w(t)

<∞,

∫
Td

v2(t) dt
M − w(t)

<∞, (6)

и положим

α1 :=
√
M + 2ε

(∫
Td

v2(t) dt
M − w(t)

)−1/2

, α2 :=
√

2ε
(∫

Td

v2(t) dt
w(t)

)−1/2

,

α3 :=
√
M

(∫
Td

v2(t) dt
2ε+M − w(t)

)−1/2

.

Лемма 4. Имеют место следующие утверждения.
А. При всех α > 0 оператор A(−)

1 имеет единственное простое собственное
значение, лежащее левее −ε. Если α ∈ (0, α1], то оператор A(−)

1 не имеет соб-
ственных значений, лежащих правее M + ε. При α > α1 оператор A(−)

1 имеет
единственное простое собственное значение, лежащее правее M + ε.

Б. Если α ∈ (0,min{α2, α3}], то оператор A(+)
1 не имеет собственных значений,

лежащих левее −ε и правее M + ε. При α > max{α2, α3} оператор A(+)
1 имеет

по одному простому собственному значению, лежащему левее −ε и правее M + ε

соответственно.

Доказательство. Функция ∆(s)( · ) строго убывает от +∞ до ∆(s)(z0) в интер-
вале (−∞, z0), z0 6 −ε, и от ∆(s)(z1) до −∞ в интервале (z1,+∞), z1 > M + ε.
Следовательно, оператор A(s)

1 имеет собственное значение e0 < z0 тогда и только
тогда, когда ∆(s)(z0) < 0, и имеет собственное значение e1 > z1 тогда и только тогда,
когда ∆(s)(z1) > 0.

А. Из соотношения

∆(−)(−ε) = −α2

∫
Td

v2(t) dt
w(t) + 2ε

< 0

следует, что при всех значениях параметра α > 0 оператор A(−)
1 имеет одно про-

стое собственное значение, лежащее левее −ε. Из определения числа α1 следуют
формулы

∆(−)(M + ε) = −2ε−M + α2

∫
Td

v2(t) dt
M − w(t)

6 0 ⇐⇒ α ∈ (0, α1],

∆(−)(M + ε) = −2ε−M + α2

∫
Td

v2(t) dt
M − w(t)

> 0 ⇐⇒ α > α1,

завершающие доказательство настоящего утверждения леммы.
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Б. Из определения чисел α2, α3 следует, что

∆(+)(−ε) = 2ε− α2

∫
Td

v2(t) dt
w(t)

> 0 ⇐⇒ α ∈ (0, α2],

∆(+)(−ε) = 2ε− α2

∫
Td

v2(t) dt
w(t)

< 0 ⇐⇒ α ∈ (α2,+∞),

∆(+)(M + ε) = −M + α2

∫
Td

v2(t) dt
2ε+M − w(t)

6 0 ⇐⇒ α ∈ (0, α3],

∆(+)(M + ε) = −M + α2

∫
Td

v2(t) dt
2ε+M − w(t)

> 0 ⇐⇒ α > α3.

Следовательно, если α ∈ (0,min{α2, α3}], то оператор A(+)
1 не имеет собственных

значений, лежащих левее −ε и правее M + ε. При α > max{α2, α3} оператор A(+)
1

имеет по одному простому собственному значению, лежащему левее −ε и правее
M + ε соответственно. Лемма доказана.

Пусть
αmin := min{α1, α2, α3}, αmax := max{α1, α2, α3}.

Следствием леммы 4 является следующее утверждение.

Следствие 1. При всех α > 0 оператор A1 имеет не менее одного и не более
четырех собственных значений. Более того, если α ∈ (0, αmin], то оператор A1

имеет единственное простое (изолированное) собственное значение, которое ле-
жит левее −ε, а при α ∈ (αmax,+∞) оператор A1 имеет по два собственных
значения, лежащих левее −ε и правее M + ε соответственно.

Замечание 2. В следствии 1 собственное значение E0 оператора A1, которое
существует при всех α > 0, обычно называется основным состоянием. На основании
доказательства леммы 2 можно сделать вывод, что компоненты соответствующей
собственной вектор-функции выглядят следующим образом:

f
(+)
0 = 0, f

(−)
0 = const ̸= 0, f

(+)
1 (p) = − αv(p)f (−)

0

ε+ w(p)− E0
, f

(−)
1 (p) = 0.

Замечание 3. На основании доказательства леммы 4 можно сделать вывод, что
если интеграл ∫

Td

v2(t) dt
w(t)

расходится, то при всех α > 0 оператор A1 имеет два собственных значения, лежа-
щих левее −ε. А при расходимости интеграла∫

Td

v2(t) dt
M − w(t)

для любого α > 0 оператор A1 имеет по крайней мере одно собственное значение,
лежащее правее M + ε.
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Верна следующая лемма.

Лемма 5. Пусть ε > M/2. Тогда при всех α > 0 оператор A1 не имеет соб-
ственных значений, лежащих в лакуне (M−ε, ε). Если α ∈ (0, α3), то оператор A1

имеет собственное значение, лежащее в существенном спектре, а именно в ин-
тервале (ε,M + ε).

Доказательство. Пусть ε > M/2. В этом случае существенный спектр опера-
тора A1 имеет лакуну (M − ε, ε), причем при всех α > 0

∆(−)(M − ε) = −M − α2

∫
Td

v2(t) dt
2ε+ w(t)−M

< 0,

∆(−)(ε) = −2ε− α2

∫
Td

v2(t) dt
w(t)

< 0,

∆(+)(M − ε) = 2ε−M + α2

∫
Td

v2(t) dt
M − w(t)

> 0,

∆(+)(ε) = α2

∫
Td

v2(t) dt
2ε− w(t)

> 0.

Учитывая монотонность функции ∆(s)( · ) в лакуне (M − ε, ε) и лемму 2, получим,
что оператор A1 не имеет собственных значений, лежащих в лакуне (M − ε, ε).
Очевидно, что при α ∈ (0, α3) имеет место равенство

∆(+)(M + ε) = −M + α2

∫
Td

v2(t) dt
2ε+M − w(t)

< 0.

Так как ∆(+)( · ) является непрерывной монотонной функцией на полуоси (M−ε,+∞)
и ∆(+)(ε) > 0 (при этом ε > M − ε), то эта функция имеет простой нуль z = E

в лакуне (ε, ε+M) ⊂ σess(A1). Нетрудно убедиться, что вектор-функция

F = {f (σ)
0 , f

(σ)
1 , σ = ±},

f
(+)
0 = const ̸= 0, f

(−)
0 = 0, f

(+)
1 (p) = 0, f

(−)
1 (p) = − αv(p)f (+)

0

−ε+ w(p)− E
,

удовлетворяет уравнению A1F = EF и F ∈ L1, т. е. число z = E является собствен-
ным значением оператора A1. Лемма доказана.

Из рассуждений, приведенных в этом разделе, можно сделать вывод, что су-
ществование изолированных или вложенных собственных значений оператора A1

тесно связано со свойствами операторов A(s)
1 , s = ±, и σdisc(A1) ̸= ∅. Полученные

ранее в работах [11], [13]–[15] результаты для A(s)
1 , s = ±, недостаточны для данного

вывода.

4. УРАВНЕНИЕ ФАДДЕЕВА ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ
ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ ОПЕРАТОРА A(s)

2

В этом разделе получен аналог системы интегральных уравнений Фаддеева и его
симметризованный вариант для собственных вектор-функций оператора A(s)

2 , игра-
ющий важную роль при исследовании спектра этого оператора.
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Напомним, что для λ ∈ R и A ⊂ R имеет место равенство λ+A = {λ+ a : a ∈ A}.
Обозначим

σ(s) :=
⋃

p∈Td

{w(p) + σdisc(A(−s)
1 )}, Σ(s) := σ(s) ∪ [sε, sε+ 2M ].

Следует отметить, что⋃
p∈Td

{w(p) + σess(A(−s)
1 )} = [sε, sε+ 2M ],

поэтому имеет место равенство⋃
p∈Td

{w(p) + σ(A(−s)
1 )} = Σ(s).

При каждом z ∈ C \ Σ(s) определим блочно-операторную матрицу T (s)(z), дей-
ствующую в пространстве F (1)

b (L2(Td)), следующим образом:

T (s)(z) :=

(
T

(s)
00 (z) T

(s)
01 (z)

T
(s)
10 (z) T

(s)
11 (z)

)
,

где матричные элементы суть

T
(s)
00 (z)g0 = (1 + z − sε)g0, T

(s)
01 (z)g1 = −α

∫
Td

v(t)g1(t) dt,

(T (s)
10 (z)g0)(p) = − αv(p)g0

∆(−s)(z − w(p))
,

(T (s)
11 (z)g1)(p) =

α2v(p)
∆(−s)(z − w(p))

∫
Td

v(t)g1(t) dt
sε+ w(p) + w(t)− z

,

(g0, g1) ∈ F (1)
b (L2(Td)).

Установим связь между собственными значениями операторов A(s)
2 и T (s)(z).

Лемма 6. Число z ∈ C \ Σ(s) является собственным значением оператора A(s)
2

тогда и только тогда, когда оператор T (s)(z) имеет собственное значение, равное
единице, причем их кратности совпадают.

Доказательство. Пусть z ∈ C \ Σ(s) – собственное значение оператора A(s)
2

и f = (f0, f1, f2) ∈ F (2)
b (L2(Td)) – соответствующая собственная вектор-функция.

Тогда элементы f0, f1 и f2 удовлетворяют системе уравнений

(sε− z)f0 + α

∫
Td

v(t)f1(t) dt = 0,

αv(p)f0 + (−sε+ w(p)− z)f1(p) + α

∫
Td

v(t)f2(p, t) dt = 0,

α(v(p)f1(q) + v(q)f1(p)) + (sε+ w(p) + w(q)− z)f2(p, q) = 0.

(7)

Так как z ̸∈ [sε, sε+ 2M ], из третьего уравнения системы (7) получим равенство

f2(p, q) = −α(v(q)f1(p) + v(p)f1(q))
sε+ w(p) + w(q)− z

. (8)
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Подставляя выражение (8) во второе уравнение системы (7) получим, что система
уравнений

0 = (z − sε)f0 − α

∫
Td

v(t)f1(t) dt,

∆(−s)(z − w(p))f1(p) = −αv(p)f0 + α2v(p)
∫

Td

v(t)f1(t) dt
sε+ w(p) + w(t)− z

(9)

имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда система уравнений (7)
имеет нетривиальное решение и линейные подпространства, порожденные решени-
ями систем (7) и (9), имеют одинаковые размерности.

По определению множества σ(s) для любых z ̸∈ σ(s) и p ∈ Td имеет место нера-
венство ∆(−s)(z − w(p)) ̸= 0. Следовательно, система уравнений (9) имеет нетриви-
альное решение тогда и только тогда, когда система уравнений

f0 = (1 + z − sε)f0 − α

∫
Td

v(t)f1(t) dt,

f1(p) = − αv(p)f0
∆(−s)(z − w(p))

+
α2v(p)

∆(−s)(z − w(p))

∫
Td

v(t)f1(t) dt
sε+ w(p) + w(t)− z

(10)

или матричное уравнение

g = T (s)(z)g, g = (g0, g1) ∈ F (1)
b (L2(Td)), (11)

имеют нетривиальные решения. Здесь вновь линейные подпространства, порож-
денные решениями системы уравнений (10) и уравнения (11), имеют одинаковые
размерности. Лемма доказана.

Операторное уравнение (11) обычно называется аналогом уравнения Фаддеева
для собственных функций оператора A(s)

2 .
По определению множества σ(s) для любого (a, b) ⊂ R\Σ(s) функция ∆(s)(z−w(p))

не меняет знак на интервале (a, b) независимо от значений p ∈ Td. При каждом
фиксированном z ∈ R \Σ(s) определим ξ

(s)
z равенством: ξ(s)z := sgn(∆(−s)(z−w(p))).

В частности, ξ(s)z = + для любого z < min Σ(s) и ξ
(s)
z = − для любого z > max Σ(s).

При каждом z ∈ R \ Σ(s) определим блочно-операторную матрицу T̂ (s)(z), действу-
ющую в пространстве F (1)

b (L2(Td)), следующим образом:

T̂ (s)(z) :=

(
T̂

(s)
00 (z) T̂

(s)
01 (z)

T̂
(s)
10 (z) T̂

(s)
11 (z)

)
,

где матричные элементы суть

T̂
(s)
00 (z)g0 = (1 + ξ(s)z (z − sε))g0, T

(s)
01 (z)g1 = −ξ(s)z α

∫
Td

v(t)g1(t) dt√
|∆(−s)(z − w(t))|

,

(T̂ (s)
10 (z)g0)(p) = −ξ(s)z

αv(p)g0√
|∆(−s)(z − w(p))|

,

(T̂ (s)
11 (z)g1)(p) = ξ(s)z

α2v(p)√
|∆(−s)(z − w(p))|

∫
Td

v(t)g1(t) dt√
|∆(−s)(z − w(t))|(sε+ w(p) + w(t)− z)

,

(g0, g1) ∈ F (1)
b (L2(Td)).
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Лемма 7. Пусть z ∈ R \ Σ(s) . Число λ = 1 является собственным значением
оператора T (s)(z) тогда и только тогда, когда это число также является соб-
ственным значением оператора T̂ (s)(z), причем их кратности совпадают.

Доказательство. Пусть число λ = 1 является собственным значением операто-
ра T (s)(z). Тогда система уравнений (10) или же эквивалентная ей система уравне-
ний (9) имеют нетривиальное решение. По определению множества σ(s) и числа ξ(s)z

имеем ξ
(s)
z ∆−(s)(z − w(p)) > 0 при всех значениях p ∈ Td и z ∈ R \ Σ(s). Умножая

оба уравнения системы (9) на ξ(s)z , получим, что система уравнений

g0 = (1 + ξ(s)z (z − sε))g0 − ξ(s)z α

∫
Td

v(t)g1(t) dt√
|∆(−s)(z − w(t))|

,

g1(p) = −ξ(s)z

αv(p)g0√
|∆(−s)(z − w(p))|

+

+ ξ(s)z

α2v(p)√
|∆(−s)(z − w(p))|

∫
Td

v(t)g1(t) dt√
|∆(−s)(z − w(t))|(sε+ w(p) + w(t)− z)

(12)

или матричное уравнение

g = T̂ (s)(z)g, g = (g0, g1) ∈ F (1)
b (L2(Td)), (13)

имеют нетривиальное решение, причем линейные подпространства, порожденные
решениями системы (12) и уравнения (13), имеют одинаковые размерности. Лемма
доказана.

Операторное уравнение (13) обычно называется симметризованным вариантом
уравнения Фаддеева для собственных вектор-функций оператора A(s)

2 . Симмет-
ризованный компактный оператор T̂ (s)(z) играет важную роль при исследовании
дискретного спектра оператора A(s)

2 .

5. СУЩЕСТВЕННЫЙ СПЕКТР ОПЕРАТОРА A2

В настоящем разделе изучены местоположение и структура существенного спек-
тра оператора A2. Получена оценка для нижней грани существенного спектра опе-
ратора A2.

Напомним, что норма элемента f = (f0, f1, f2) ∈ F (2)
b (L2(Td)) определяется вы-

ражением

∥f∥2 := |f0|2 +
∫

Td

|f1(p)|2 dp+
1
2

∫
(Td)2

|f2(p, q)|2 dp dq. (14)

Следующая теорема описывает местоположение существенного спектра операто-
ра A2.

Теорема 1. Существенный спектр σess(A2) оператора A2 совпадает со мно-
жеством Σ(+) ∪ Σ(−) , т.е. справедливо равенство σess(A2) = Σ(+) ∪ Σ(−) . Более
того, множество σess(A2) представляет собой объединение не более чем шести
отрезков.

Доказательство. В силу леммы 1 справедливо следующее выражение для су-
щественного спектра оператора A2: σess(A2) = σess(A(+)

2 ) ∪ σess(A(−)
2 ). Покажем,

что σess(A(s)
2 ) = Σ(s). По определению Σ(s) = σ(s) ∪ [sε, sε+ 2M ].

5 Теоретическая и математическая физика, т. 186, № 2, 2016 г.
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Докажем, что [sε, sε+ 2M ] ⊂ σess(A(s)
2 ). Пусть z0 ∈ [sε, sε+ 2M ] – произвольная

точка. Покажем, что z0 ∈ σess(A(s)
2 ). Для этого удобно воспользоваться критери-

ем Вейля [17], т. е. достаточно построить последовательность ортонормированных
векторов {f (n)} ⊂ F (2)

b (L2(Td)), для которых ∥(A(s)
2 − z0I

(2))f (n)∥ → 0 при n → ∞.
Здесь символ ∥ · ∥ означает норму в F (2)

b (L2(Td)), определенную равенством (14).
Так как w( · ) – непрерывная функция в компактном множестве Td, существует точ-
ка (p0, q0) ∈ (Td)2 такая, что z0 = sε + w(p0) + w(q0). При n ∈ N рассмотрим
следующую выколотую окрестность точки p0 ∈ Td:

Vn(p0) :=
{
p ∈ Td :

1
n+ 1

< |p− p0| <
1
n

}
,

где

|p| :=
√
p2
1 + · · ·+ p2

d, p = (p1, . . . , pd) ∈ Td.

Пусть µ(Ω) – мера Лебега множества Ω и χΩ( · ) – характеристическая функция
множества Ω. Если p0 ̸= q0, то при n0 := [2/|p0−q0|]+1 верно следующее равенство:
Vn0(p0) ∩ Vn0(q0) = ∅. Тогда оно верно и при всех n > n0. Выберем последователь-
ность вектор-функций {f (n)}n>n0 ⊂ F

(2)
b (L2(Td)) следующим образом:

f (n) :=

 0
0
f

(n)
2

 , f
(n)
2 (p, q) :=

1
µ(Vn(p0))

χWn
(p, q), n > n0,

где Wn := Vn(p0) × Vn(q0) ∪ Vn(q0) × Vn(p0). Очевидно, что {f (n)} – ортонорми-
рованная последовательность. При каждом значении номера n > n0 рассмотрим
функцию (A(s)

2 − z0I
(2))f (n) и оценим ее норму:

∥(A(s)
2 − z0I

(2))f (n)∥2 6 4α2µ(Vn(p0)) max
p∈Td

|v(p)|2 +

+ sup
(p,q)∈Vn(p0)×Vn(q0)

|sε+ w(p) + w(q)− z0|2.

Таким образом, из определения множества Vn(p0) и из непрерывности функции w( · )
следует, что ∥(A(s)

2 − z0I
(2))f (n)∥ → 0 при n → ∞, т. е. z0 ∈ σess(A(s)

2 ). В силу
произвольности точки z0 верно включение [sε, sε+ 2M ] ⊂ σess(A(s)

2 ).
При p0 = q0 выберем последовательность функций f (n)

2 , n ∈ N, как

f
(n)
2 (p, q) :=

√
2

µ(Vn(p0))
χVn(p0)(p)χVn(p0)(q)

и получим, что верно включение [sε, sε+ 2M ] ⊂ σess(A(s)
2 ).

Теперь докажем, что σ(s) ⊂ σess(A(s)
2 ). Пусть z1 ∈ σ(s) – произвольная точка.

Покажем, что z1 ∈ σess(A(s)
2 ). Для этого вновь построим последовательность ор-

тонормированных вектор-функций f (n) такую, что ∥(A(s)
2 − z1I

(2))f (n)∥ → 0 при
n→∞.

Далее возможны два случая: z1 ∈ [sε, sε + 2M ] и z1 /∈ [sε, sε + 2M ]. Если z1 ∈
[sε, sε + 2M ], то, как показано выше, z1 ∈ σess(A(s)

2 ). Если z1 /∈ [sε, sε + 2M ], то
по определению множества σ(s) существуют точки p1 ∈ Td и λ1 ∈ σdisc(A(−s)

1 ) такие,
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что z1 = w(p1) + λ1. Таким образом, существует такая единичная вектор-функция
Ψ = (ψ0, ψ1) ∈ F (1)

b (L2(Td)), что

(A(−s)
1 − λ1I

(1))Ψ = 0. (15)

Положим

f̃ (n) :=

 0
f

(n)
1

f
(n)
2

 ,

f
(n)
1 (p) :=

cn(p)ψ0√
µ(Vn(p1))

,

f
(n)
2 (p, q) :=

1√
µ(Vn(p1))

(
cn(q)ψ1(p) + cn(p)ψ1(q)

)
.

Здесь функции {cn} ⊂ L2(Td) образуют ортонормированную систему, удовлетворя-
ющую условию supp(cn) ⊂ Vn(p1), n ∈ N, которую можно определить из условия
ортогональности функций {f̃ (n)}: при n ̸= k

(f̃ (n), f̃ (k)) =
1

2
√
µ(Vn(p1))µ(Vk(p1))

∫
Vn(p1)

cn(p)ψ1(p) dp
∫

Vk(p1)

ck(q)ψ1(q) dq = 0.

Это означает, что
∫

Vn(p1)
cn(p)ψ1(p) dp = 0 для любого n ∈ N. При этом существова-

ние функций cn( · ) вытекает из бесконечномерности пространства L2(Vn(p1)).
Прямые вычисления показывают, что

∥f̃ (n)∥ =
1√

µ(Vn(p1))
> 0.

Положим f (n) := f̃ (n)/∥f̃ (n)∥. Очевидно, что система функций {f (n)} является ор-
тонормированной. Покажем, что для этой системы при z1 ∈ σ(s) верно равенство

lim
n→+∞

∥(A(s)
2 − z1I

(2))f (n)∥ = 0.

Заметим, что

∥(A(s)
2 − z1I

(2))f (n)∥2 6 2 sup
p∈Vn(p1)

|w(p)− w(p1)|2 + α2µ(Vn(p1)) max
p∈Td

|v(p)|2.

Тогда в силу непрерывности функции w( · ) на Td и по построению множества Vn(p1)
имеем ∥(A(s)

2 − z1I
(2))f (n)∥ → 0 при n → ∞. Таким образом, z1 ∈ σess(A(s)

2 ). По-
скольку точка z1 ∈ σ(s) произвольна, верно включение σ(s) ⊂ σess(A(s)

2 ).
Теперь докажем обратное включение, а именно σess(A(s)

2 ) ⊂ Σ(s). По построе-
нию T (s)(z) является компактнозначной аналитической функцией на C\Σ(s). Из са-
мосопряженности оператора A(s)

2 и леммы 6 следует, что операторнозначная функ-
ция (I(1) − T (s)(z))−1 существует при Im(z) ̸= 0. Согласно аналитической теоре-
ме Фредгольма (см. теорему XIII.13 из монографии [17]) операторнозначная функ-
ция (I(1) − T (s)(z))−1 существует на C \ Σ(s) всюду за исключением дискретного
множества M, где она имеет вычеты конечного ранга. Это означает, что множе-
ство σ(A(s)

2 ) \ Σ(s) состоит только из изолированных точек, которые могут иметь
предельные точки только в граничных точках множества Σ(s). Отсюда следует,
что σ(A(s)

2 )\Σ(s) ⊂ σ(A(s)
2 )\σess(A(s)

2 ), т. е. справедливо включение σess(A(s)
2 ) ⊂ Σ(s).

Таким образом, мы доказали, что σess(A(s)
2 ) = Σ(s).

5∗
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Осталось доказать, что множество σess(A(s)
2 ) представляет собой объединение

не более чем трех отрезков. В силу леммы 4 оператор A(s)
1 имеет не более двух

простых собственных значений, лежащих вне отрезка [sε, sε + 2M ]. Так как функ-
ция w( · ) непрерывна на множестве Td, множество σ(s) = ∪p∈Td{w(p) +σdisc(A(−s)

1 )}
представляет собой объединение не более чем двух отрезков. Следовательно, мно-
жество σess(A(s)

2 ) есть объединение не более чем трех отрезков. Применив лемму 1,
завершим доказательство теоремы.

Введем новые подмножества существенного спектра оператора A2.

Определение 1. Множества

σtwo(A2) := σ(+) ∪ σ(−), σthree(A2) := [−ε,−ε+ 2M ] ∪ [ε, ε+ 2M ]

называются двухчастичной и трехчастичной ветвями существенного спектра опе-
ратора A2 соответственно.

Из определения множества σthree(A2) следует, что min(σthree(A2)) = −ε. Заме-
тим, что в работе [13] существенный спектр оператора A(s)

2 в более общем виде
описан в терминах нулей определителя Фредгольма ∆(−s)(z − w(p)) и спектра опе-
ратора A(s)

22 . По определению множество σ(s) состоит из таких точек z множества
C\ [sε+w(p), sε+M +w(p)], для которых ∆(−s)(z−w(p)) = 0 при некотором p ∈ Td.
Для формулировки следующего результата введем обозначения

σ
(s)
1 := σ(s) ∩ (−∞, sε], σ

(s)
2 := σ(s) ∩ [sε+ 2M,∞),

E
(k,s)
min := min(σ(s)

k ), E(k,s)
max := min(σ(s)

k ), k = 1, 2,

Emin := min{E(1,+)
min , E

(1,−)
min }.

В случае σ(s)
k = ∅ при k = 1, 2 положим

E
(1,s)
min = E(1,s)

max = sε, E
(2,s)
min = E(2,s)

max = sε+ 2M.

Следующая теорема описывает структуру существенного спектра оператора A2

в зависимости от значений параметра взаимодействия α > 0.

Теорема 2. Для существенного спектра оператора A2 верны следующие утвер-
ждения.

А. Для любого α > 0 справедлива оценка Emin < −ε.
Б. Пусть выполняется условие (6). Тогда мы имеем следующее.

Б1. Если α ∈ (0, αmin], то

σess(A2) = [E(1,−)
min , E(1,−)

max ] ∪ [−ε,−ε+ 2M ] ∪ [ε, ε+ 2M ],

где E(1,−)
min < −ε.
Б2. Если α ∈ (α1,∞), то

σess(A2) = [E(1,−)
min , E(1,−)

max ] ∪ [−ε,−ε+ 2M ] ∪ [ε, ε+ 2M ] ∪ [E(2,−)
min , E(2,−)

max ] ∪ σ(+)
1 ∪ σ(+)

2 ,

где E(1,−)
min < −ε и E

(2,−)
max > ε+ 2M .
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Б3. Если α ∈ (αmax,∞), то

σess(A2) =
⋃

s=±

{
[E(1,s)

min , E
(1,s)
max ] ∪ [sε, sε+ 2M ] ∪ [E(2,s)

min , E
(2,s)
max ]

}
,

где E(1,s)
min < −ε, E(2,s)

max > ε+ 2M , s = ±.
В. Если выполняется неравенство ε > M , то для любого α > 0 имеет место

соотношение (−ε+ 2M, ε) ⊂ R \ σess(A2).

Доказательство. А. В силу утверждения А леммы 4 при всех значениях α > 0
оператор A(−)

1 имеет единственное собственное значение e1, лежащее левее −ε. По
определению σ

(−)
1 = [e1, e1 +M ] ∩ (−∞,−ε], причем e1 < −ε. Очевидно, что верно

неравенство Emin 6 E
(1,−)
min = e1, поэтому Emin < −ε. Утверждение доказано.

Б1. Пусть α ∈ (0, αmin]. Тогда в силу следствия 1 операторA1 имеет единственное
простое (изолированное) собственное значение e1, которое лежит левее −ε. Как
показано выше,

σ
(−)
1 = [E(1,−)

min , E(1,−)
max ] = [e1, e1 +M ] ∩ (−∞,−ε],

т. е. E(1,−)
min = e1. Кроме того,

σ
(+)
1 ∩ (−∞,−ε) = ∅, σ

(s)
2 ∩ (ε+ 2M,∞) = ∅, s = ±.

Утверждение доказано.
Б2. Пусть α ∈ (α1,∞). В силу утверждения А леммы 4 оператор A(−)

1 имеет по
одному собственному значению, лежащему левее −ε и правее ε + 2M . Обозначим
их как e1 и e2 соответственно. Тогда

σ
(−)
1 = [E(1,−)

min , E(1,−)
max ] = [e1, e1 +M ] ∩ (−∞,−ε] =⇒ E

(1,−)
min = e1 < −ε,

σ
(−)
2 = [E(2,−)

min , E(2,−)
max ] = [e2, e2 +M ] ∩ [ε+ 2M,∞) =⇒ E(2,−)

max = e2 +M > ε+ 2M.

Утверждение доказано.
Б3. Пусть α ∈ (αmax,∞). Тогда в силу следствия 1 оператор A1 имеет по два

собственных значения, лежащих левее −ε и правееM+ε соответственно. Обозначим
их как e(s)1 < −ε и e(s)2 > ε+M . По определению множеств σ(s)

k , k = 1, 2,

σ
(s)
1 = [E(1,s)

min , E
(1,s)
max ] = [e(s)1 , e

(s)
1 +M ] ∩ (−∞,−ε] =⇒ E

(1,s)
min = e

(s)
1 < −ε,

σ
(s)
2 = [E(2,s)

min , E
(2,s)
max ] = [e(s)2 , e

(s)
2 +M ] ∩ [ε+ 2M,∞) =⇒ E(2,s)

max = e
(s)
2 +M > ε+ 2M.

Утверждение доказано.
В. Пусть теперь ε > M . Тогда в силу леммы 5 при всех α > 0 оператор A1 не

имеет собственных значений, лежащих в лакуне (M − ε, ε). Поэтому справедливо
равенство (−ε+ 2M, ε) ∩ σess(A2) = ∅. Утверждение и теорема доказаны.

Замечание 4. Если условие (6) не выполняется, т. е. если интегралы в выраже-
нии (6) расходятся, то при всех α > 0 оператор A1 имеет два собственных значения,
лежащих левее −ε, и имеет по крайней мере одно собственное значение, лежащее
правее M + ε (см. замечание 3). Поэтому

σess(A2) =
⋃

s=±
{[E(1,s)

min , E
(1,s)
max ] ∪ [sε, sε+ 2M ]} ∪ [E(2,−)

min , E(2,−)
max ] ∪ σ(+)

2 .

Здесь E(1,s)
min < −ε при s = ± и E(2,−)

max > ε+ 2M .
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Замечание 5. Подчеркнем, что утверждения теоремы 2 в некоторых частных
случаях можно получить на основе результатов работы [15], но в отличие от нее в на-
стоящей работе рассмотрены все значения размерности d. Леммы 4, 5 и следствие 1
играют ключевую роль при доказательстве теоремы 2. В случае d = 1 доказатель-
ство конечности дискретного спектра оператора A2 опирается на утверждение А
теоремы 2 (см. статью [11]).
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