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о свойствах дополнеuия Шура одной
блочно-операторной матрицы

Расулов Т.Х.

Usbbu maqolada 2 х 2 blok operatorli ma\ritsa ikkita Cilbert
faz.olarlling oo'g'ri yig-ind.isida ta'sir qiluvchi chegralangan va
o'z-o'ziga qo'shma opcratorlar sifatida qaralgan. Mos SHur
to'ldiru\'crusining ba'zi xossalari o'rganilgan. Bir o'lchamli hoJda
parametr fun.ksiyaJaming m8X5US sinfi исЬun SHur to'ldiruvchisi
cheksiz ko'p xos qiymat1arga ega bo'lishi isbotlangan. Xos
qiymaHar va xos Yf'kt.{)rJar ko'rinishi aniq topi1gan.

In tЫs paper 2 х 2 block operator matrix is considered as
boundcd and selr-adjoint оретtoг acting in the direct sum of
two Hilbert spaces. Some properties cf the corresponding Schur
complement аге studie-d. In опе dimensional case for special
cJass оГ paramcter functions the existence оС the infinitely талу
eigenvalues is ргovеп. ТЬе cigenvalucs and eigenvectors аге
founded.

Блочпо-операториая матрица - это матрица, элементы которой ЯВЛЯ-

ются ;тинейными операторами в банаховом или l'ильбертовом: простран-
стве. Пусть 11." 1I.2-два силь6ертовых пространства и 11.:= 111 ElЭ1I2.То-
гда известно, что всякий линейный Оl'раuиченный оператор А, действу-
ЮЩИЙ в 1i всегда представляется как 2 х 2 блочнcrоператорная матриuа

(1)

с ЛlIнеАными ограниченпыми оператора.'-1И Ai; : 1f., ---t 1f.j, i, j = 112.
При этом оператор А является С~lOсопрнжеnВЫ11 тогда и только тогда,
ког.ца

Ан = Ai1' А21 = Ai2. А22 - А22
(А;, сопряженный оператор к Ai,).
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Обозначим через ст(·), ст.",(.), crdi"'(-) и р(.), соответственно, спектр,
существенный спектр, дискретный спектр и резОJlьвентлое ~iНожества
ограничеllНОГОсамосопряжешюго оператора.

Пусть С - множество комплексных чисеJI и L(1l) - пространство
линейных ограниченных операl'QРОВ в ГИЛlJбертовом пространстве 1i.
Следующие операторы

8,: С\ет(А22) -> ЦН1), 81(.),):= АI1->.-А'2(А22-,ч-1А21, л Е р(А22);

82: С\ет(А,,) -> L(H2), 82(z):= А22-Л-А2,(АI1->.)-lА'2, z Е р(АI1)

называются дополнениями Шура соответствующей блочно-опера:roрпой
матрицы А и они играют важную роль D спектральном анализе
этой матрицы. Видно, ЧТО дополнениями Шура являются операторно-
значные регулярные функции, определенные вне спектров операторов
А22 и Ан, соответС'1'ВСННО.Дополнение Пlура сначала использовано в
теории матриц (1}. Термин "ДОIЮJlненис Шураt

! был введен в работе
[2]. В бесконечномерных гильбертовых ПРОС'1'ранстnах дополнение Шу-
ра впервые изучено в известной работе :11. Г. Крейна [31 о р""ширениях
са:мосопряженных операторов. Исходя из применения в теории матриц
и численной динейной алгебре, доuолненис lIlypa использовано во "шо-
гих областях математики, таких как стаТИСТНК8, электротехника: с..-
алгебры [4) и теория математических систе>! [51.

В теории ограпиченных и неогра.ниченuых блочно-операторлых мат-
риц ДОПOJrn:еrmеШура является мощным инструментом при изучении
спектра и ра.."iЛИЧНЫХспектральных свойств. Эти свойства Rпервые бы-
ла исследованы а работах Р. На1'ела 16, 71.

Соотношение между спектральными свойствами блочно-
операторной матрицы А и дополпсписм Шура можно наблюдать
из так называемой Ilфакторизации Фробениуса-ПJура", т.е.,

А-л = ( ~ АI2(А" _ л)-1 ) ( 51(л)
А"О_ л) ( (А" - ~)-IA" ~),1 О

>. !/. ,,(А,,);

( 1 О ) ( Л11- Л О ) ( ~
(Л" - л)-1 А12 ).А-л = 1А" (А" - л)- J О 5,(>.) 1

>. !/. ,,(А,,).
При этом ,,(А) \ ст(А22)= ,,(51) И ст(А) \ ,,(А,,) = ст(82). Здесь для ре-
ГУЛВР110Й оператор-функции 8: [1 -> 11. ([1 с С - открытое множество)
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ее спектр IIони:мается как

u(S) := С \ p(S), p(S):= {АЕ n :S(Л) биективен в 'Ii}.

105

то

в работе [8) существенный спектр блочнс>-операторной матрицы
определен в терМJiИ8Х дополнения Шура. Очень :много последующих
работ также посвящены этому объекту. Подробно см. в монографии [9].

Следует отмеТИТЬ1 что включение 0'(А22) С О'(А) не всегда выполня-
ется, аДО!lОJlнениеШура 5,(л) определено при л fla(A22). В настоящей
работе раСС1ЮТРИМ модедь А, соответствующему описанию задач из ста-
тистической физики 110J, квантовой теории поля [ll) и физики твердого
тела [12), которая представляется как (1). При этом имеет место вкл!о-
чение 0'(А22) С С1еsз(А). Изучаются некоторые свойства, в основном свя-
занные с числами собственпых значений оператор-функции 51(л) и при-
ведены их следствия. Кроме того, в одномерном случае для специаль-
пого класса параметров функпий доказано сущеСТВОВ8.ffiJебесконечного
числа собственных значений этого оператора при всех л flu(A22).

Через С, R, Z и N 060значи.\1 :'iВожество всех ко~шдексньrx, веще-
ственных, целых и натуральных чисел, соотве-тственно. Пусть d Е N и
'I['d:= (-Лj л;d - d-мерный куб с соответствующим отождествление~про-
тивоположных граней. Всюду в работе yd рассматривается как абелева
группа в которой операции сложения и умножения на вещественное
число введены как операции сложения и умножения на вещественное
число в IRd по модулю (271'z)d. Например, если d = 4 и

71' 71' 271' 271' 271' 571' 71' 571' 4

0= (2'6'-3'3)' Ь= (3'-6'-2'6) Е 1Г,

571' 271' 571' 71' •••••
0+ Ь= (-6'-3' 6' -2),60 = (71',71',0,0) Е А-.

Пусть L2(Td) гильбертово пространство квадратичнс>-
интегрируемых (комплекснозначных) фупкций, определенных на 1г"
и L~(('IГ")2) - гилЬ6ертово пространство квадратичнс>-интегрируеМblХ
(комплекснозначных) сю!Метричвых функций, определенных на (1Г")2.
Обозначим через 'Ii прямую сумму пространств 'Ii, := L2('IГ") и
'li2 := ц((1Г")2), т.е. 'Ii := 'Ii, Е!) 'li2. Прострапства 'Ii, и 'li2 называ-
ЮТСЯ ОДНочастичпым и двухчастичным подпространствами бозонного
фоковского пространства F,(L,(1Г")) по L2(Td), соответственно.

Всюду в работе будем рассматривать блочно-операторную матрицу
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А, определенную по формуле (1), СО следующими матрнчны,ми эле~1СП-

там:и

(Allj,)(P) = и(р)л (р), (Л"f2)(Р) = J V(s)f2(P, s)ds,
1'"

А
"

= Лi2' (A22f,)(P,q) = w(P.q)f,(p,q).

Здесь f, Е 11." i = 1,2, и(·) И и(-) - вещсственн(}-непреРЫ8ные функции
па 1['d I а w(·,·) - всщсственно-непреРЫ8tlая СIIмм:етрt1'iНая ФУПКЦИЯ на
(1Г")2 ПРИ этом

• 1(A12!l)(P, q) = 2 (и(Р)Л (q) 4- V(q)fl (р)), /t Е 1i1·

Можно легко пров~рить, что при ЭТИХ предположениях блочно-
операторная матрица А, является ограНИ'"lенными самосопряжеНПЫ1l1
оператором в 1-1..

Оператор A12 называется оператором уничтожения, а оператор А21
- оператором рождения 111].

Пус·ть R, Z и N есть множество всех всщеС'J'венных, целых п нату-
ральных чисел, соответственно. При каждом фиксироваНIJO~1 р Е Td

определим регулярну ю в С \ [т(р); М (р) j ФУНКIlИЮ

1J v2(s)dsf:>(p;z):=и(p)-z-- () ,
2 w P,s - z

Т"

''де ЧИС"а т(р) и М(р) определяются следующим образо>!:

т(р):= шiп ш(р,q), М(р):= maxw(p,q).
qEТd qEr\

Пусть и - множество точек z Е С, ,ЦЛЯ которых уравненис Ll(p; z) = О
имеет рсшение ХОТЯ бы ДЛЯ ОДНОЙ Р С yd и

т:= min w(p,q), М:= шах ш(р.q).
р,qЕ'Г" p,qCTd

Тогда (см. [13)) АЛЯсущественного спектра оператора А имс'ет ",есто
равенство

и.",(А) = и U 1т;М']. (2)
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Теперь ДОКIlЖСl\t некоторые свойства операТОР-фУНКЦIiИ S1(.) опре-
деденной в С \ [тn: f"Г.

Саедующие два cuotkT:na устапавливают связь между дискретным и
существенны" elleKTpo" OllepaтopoB А и 8, (л).

СВОЙСТDО 1. Число л Е С \ (т; .1\1] я(ыяется собствен·н;ы.м. зна'Ч.е-
'",ем оператора А тогда и то_,ъ"о тО?да, "огда оператор 8, (л) имеет
ГQбсщеенuое зиа'Ченuе, ]Xl6иое хулю и их х:ратн.ости совпадают.

Доказательство. Пусть л Е= С \ {т; М] - собственное значение опе-
ратора А I! 1 = (1, ,12) Е 11 - соответствующая собственная вектор-
функция. Тогда 1, и 1, УllОППетворяlOТ системе уравнений

(3)

Так как л Е С \ 1т; М}, из второго уравнеиий системы (3) для 1,
имеем

(4)

Подставдяя выражения (4) для 12 В первое уравнение системы (3)
заключаем, что СИС'lема уравнений (3) имеет IТстр~mиалыюе решение
тогда и только то!'да. когда уравнение S} сл)!l = О имеет нетривиальное
решение 1, Е 1l,.

Пусть число л Е С \ [т; 1\1] есть n - кратное собственное значение
оператора А н число Оссть т - кра'l'ное собственное значение оператора
81(,1.). Покажем, что n = т.

Пусть n < 1п. ТО1'да существуют линейно IIсзависимые собствен-
ные функции fii

) Е 1l1, i = l~т! соответствующие соБСТDСШЮМУ
ЗПачению О оператора 8,(,1.). JL1Я каждого i Е {1, ... ,тn} положим
1(') := (1;'),IJ'\ где фуикция IJO определяется по формуле (4), причем
вместо Л беруl'СН 1]'). Тогда вектор-функцня I(i) У.J.ОВдетворяет ура!\-
нению Aj(i) = Лf(I). Так как n < т, 1'0 собственпыс вектор-функции
1(1), i= 1, т лиnеt'шо записимы. Поэтому существует пеп,}'лсвой вектор

m
(аl, ...,Йт) Е ст такой, что L O'.if(i) = 01 НО при этом имеет :место

i=1

пераВСIlСТВО f: O'.i1;1) =1= о (так как fii) I i = l,1п линейно незаnисимы).
i=J
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Из последних двух соотношений и построения f(i) имее:..1.

т

0= L",,/(.)=
.=1

Здесь R,,(л) := (А" - Л)-1. Это противоречие ПОК!1Зывает,что иера-
венство n < m не выполняется.

Пусть теперь n > т. Тогда существуют линейно независимые соб-
ственные вектор-функц",и /(') = иii) , /4'»). i = 1,n соответствующие
собственному значению л оператора А.

Можно показать, что f?) I i = 1,11 является собственной функци-
ей, соответствующей собственному значе>шю О оператора s,(Л). Рас-
суждая аналогично из перавевства n > т получим} что существует

ненулевой вектор (Р", .. , fJn) Е СП такой. что f: P,/i') = О. При ЭТОМ

t=l
nl:fJ,/(') of О. Из последних двух соотношений и построения /('), а так-

,=1
же линейвости операторов А" и R,,(Л) вытекает

Это противоречие показывает, что неравенство n > m не имеет места.
Таким образом n = т. Свойство 1 доказано.

Свойство 2. Пусть Л Е iC \ [т; Mj. Тогда Л Е а..,.(А) = О Е
a"",(S, (Л)).

Доказател ЬСТВО. Сначала описываем существенный спектр оператора
S,(Л), По определению, оператор-функция s,(Л) действует в L2(yd) по
формуле

(S (Л) )(р) = д(р' Л) (р) - v(p) J v(s)g(s)ds
1 9 ,у 2 w(p, _) - Л'

тd
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Очевидно, что при каждом Л Е Н\[т; М) ядро ИН'roгрального оператора

(К(Л)g)(р) = "(р) J v(s)g(s)ds, 9 Е L2(1Гd)
2 w(p,s) - Л

1'"

является llепреРЫ8НЫ~1 D (Td)2 и следовательно, этот оператор компак-
теН. В силу теоремы I3ейля о сохранении существенного спектра при
компактных возмущениях имеем <7,,,(S,(л)) = <7",(S,(л) - К(Л)). Из
непрерывности функции 6(· ;Л) при Л Е С \ [т; М) иа компактном мно-
жеС'l'ве Т:I следует, что

Пусть ЛО Е <7",(А) \ [т; М). Тогда в силу равенства (2) имеем
>'0 Е cr \ f1пj111]. Из определения множества cr вытекает, что существу-
ет точка Ро Е 1Г" такая, Ч1'О 6(ро; ЛО) = О. Учитывая (5) имеем, что
О Е <7 ••• (S,(Ло))·

Пусть теперь О Е <7.,,(S, (Л,)) для некоторого Л, Е С \ 1т; М]. Тогда
в силу равенства (5) сущсствует '('Очка р, E'J!'" такое, что 6(Рl ; Л,) = О.
Теперь из определеlШЯ множества cr вытекает, что л'1 Е (j С ие88('Н).
Свойство 2 доказано.

Из свойств 1 и 2 нытекает следующее:
Следствие 1. Пусть Л Е С \ [т; 111). Тогда Л Е р(А) {=о} О Е

р(s,(Л)).
Следствие 2. Пусть ЛО Е R \ 1т; М). Если (ЛО;ЛО+ ')') Е р(А)

(соот. (ЛО - "(; ЛО) Е р(А)) при "е"отором "(> О, то существует чием
0= ОЫ > О та"ое, что (0;0) Е р(S,(Ло)) (соот. (-0;0) Е р(s,(Ло))).

Дпя любого л Е IRи ограниченного самосопряженного оператора В,
действующего в гильбертоаом пространстве 'Н' обозначим через 'Нв(Л)
такое ПОДI1ространство, что (Bf. п < Лllfll для любого f Е 'Нв(Л) и

<7",(S,(Л)) = Ran(6(· ;Л)). (5)

ПОJlОЖИМ

N(Л, В):= sup dim'Нв(Л).
1iвщ

Число N(л,В) ЯВJ1Яется бесконечным, если л > mincress(B) и если
ЧИС.'10 N(л, В) КОIIСЧНО\ то оно равпо числу собственных значсний опе-
ратора В, с учетом краТllОСТИ, меньших ЧС~1.л.

Через Tess(A) обозначим Ш1ЖНЮЮ грань существенного спектра опе-
ратора А. Из определения функции 6(·;·) и МIlожеС'rва <7 видно, что для
любых рЕ 1Г" и Л < т,,,(А) снраведливо неравенство 6(р; Л) > О. ОТСЮ-
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да и из равенства (5) следует, что ДЛЯ таких л имеет место соотношение
".,,(8,(Л)) с (0;,00).

Свойство З. ДЛЯ любого ..\ < Tess(A) 'U..л.tеет.често равенство
N(л,А) = N(O, 8,(Л)).

Доказательство. Пусть li: i = 1,2 единичный оператор 1{i, i= 1,2.

Для любого"\ < тезз(А) оператор A22-A,12 является ПОЛОЖИ1'€JlЫ:fЫ.Ч

и обратиr.,[ым, lIОЭТОМУ сущеСТВУF-Т квадратный корень ~~2(,.\)резоль-
венты оператора А22.

Пусть V(л), л < т.,,(А) есть блочно-операторная мю'рнца 2 х 2 в 1-1
с элементами

V,,(,\) := А" - ,\]" V12(л):= A'2R~~2(,\),

V2,Щ := R;~2(л)А;2' V22Щ:= 12·

Простые вычисления наказывают, что неравенство (Aj, j) < ли, Л,
f Е 11. выполняется тогда п только тогда, когда (V(л)g,g) < О, 9 =
и" (А22 - '\/2)'/212)' Отсюда следует, что

N(л, А) = N(O, \1(Л)). (6)

Пуст!> j, Е 1-Is,щ(0), т.е., (S,(л)I,,f,) < О. Тогда для любого,q :=
(л, -V211,) Е 1-1, имеем

(V(,\),q,g) = (8,Щft,ft) < О.

Следовательно, 9 Е 1-Ivщ(О), и поэтому

N(O, 8,(л)) s: N(O, V(Л)).

Для любых ft Е 1-1, и j = и" 12) Е 'Н имеет место равенство

(7)

(8,Щft,.ft) =

= (V(,\)j, j)-(V'2ЩV21(л)I" ft)-(V21 (Л)ft. f,)-(V,2(,\)12, л)-и2, Ы·
При этом если j = и" 12) Е 1ivщ(О), то

(8,(л)I"j,) = (V(л)I,j) -1112 -'- V2,ft!l2 < О,
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т.е., j, Е 1iS,(),)(O). Таким образом

N(O, V(Л)) :s N(O, 5, (л)).

111

(8)

Теперь неравенства (7), (8) и равенство (б) заключает доказатель-
ство свойстна З.

Свойство 4. ФУ"'ЩUЯ N(O, 5, (.)) .монотонпо не убъtвает в (-00; О).
Доказательство. Пусть ),1,..\2 Е (-ООj О) ']:а.кое, что '\1 < ).2. Так как

при каждом 1, Е 1i, функция (R"(')1,,1,) монотонна возрастает в
(-00; О), то имеем

(51 (Л,)1,. 11) = ((AI1 - Л,)!J. j,) - (.4"R"(Л1 )Aj,1" j,)

= ((.'111- л,)j" 11) - (R"(Л1)Аi,1" Ai,1,)

> ((.411 - л,)j" j,) - (R"(л,).4j,j,, Aj,1,) = (51 (л,)/" 1,).
Отсюда С.'lедует, что ес.1Н j, Е 1is,(л,)(О), то 1, Е 1iS,(),,) (О), т.С.,
1is,(),,)(O) с 1iS,(),,)(O) и следовательно, N(0,5,(л,)) :s N(0,5,(Л,)).
Свойство 4 доказано.

Определение. Обоmачu.м черсз Ет (.), т Е N nоложите.пъно-
З'начнъ," ФУНI<u,ии, оnределснные на i"; 1'1] с !R \ [т; Mj, удометворяю-
щtiе условшо: Ет(л)-т-е собствен:н,ое зна'Ч.енuе (собственныle зха'Ч.еиuя
пpo'н,y.м...epoвaHы.в nорхдке возрастания, с'Ч.urnaяих кратност'Ь) опера-
тора 5,(л), л Е :,,;191·

ОТ~1етим. ЧТО оператор-функция 51(') является непрерывной на
[O:i.8)в смысле равномерной операторной ТОПОЛОГИИ. Поэтому ДЛЯ каж-
ДОГО т Е N ФУНКЦИЯ Ет(·) является непрерывной па любом сегменте
["; 19] с IR \ [т; М).

Следующее свойство является модификацией леммы 2 из работы
114J. которая доказана ДЛЯ 'ЮДе..1иФридрихса.

Свойство 5. Число ло < т••• (А) является регулярноiJ тОЧl<оiJ опе-
ратора А тогда" толы<o тогда, I<огда фун!<Ция N(O, 5,(-)) HenpepъtвHa
в тОчl<С л = Ло·

Доказательство. Необходимость. Пусть ло < Tess(A) регулярная точка
оператора А. Тогда из свойс'Тва 1 вытекает, '!то Еn(ло) # О, n Е N.

В силу непрерывности функnин Ел (.), СJ'ществует число р > Отакое,
что для любых n Е N и л Е [>'0- р; ло + р) с (-00; теп(А)), имеет место
неравенство Еn(л) # О. Отсюда получим

card{n: Еn(ло) < О} = card{n: Е,,(л) < О, л Е [ло - р; ло + pJ),
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где eardM - МОЩНОСТЬ множества М. Следовательно, N(0,81(>'0)) =
N(O, 81(>'0+0)), о Е [-р; р), т.е., функция N(O, 8,(-)) ненрерынна в точке
>.= >'0.

Дост"точность. Пусть функция N(O, 81(-)) непрерывна в точке>. =
>'0- Тогда ДЛЯ НСКОl'орого е > О выполняется соотношение

Учитывая монотонность квадратично!! формы (81 (>').,.) нрп >. Е
(..\0 - е; >'0 + е) и рассуждая как при ДQК8...-затслъстве теоремы 2 работы
115] можно показать, что функции Е1(·), Е2(·), ... молотонно убывают
на (>'0 - Е; >'0+ о). Отсюда Еn(,\о) > Еn(>'о + ё), n Е N. Следовательно,

Согласно (9) выполняется равенство

{п: Еn(>'о + Е) < О} = {п: Еn(>'о - Е) < О}.

Поэтому

Еn(>.о) < Еn(>'о - Е) < О, \/п Е (п: Еn(>'о + о) < О}.

Таким образом ДЛЯ каждого латурального n Е N' ПОJ1УЧИ~f неравевство
Еn(Л,О) =J. О, Т.е., точка О не является собственным значением операто-
ра Sl(ЛО). Согласно свойства 1 число Ао является регулярной ТО'IКОЙ

оператора А, Свойство 5 доказано.

Следствие 3. ЧиCltо >'0 Е R \ 1т;М) явJtJ!ется собстве""ы..м зна-
"""ue.м оператора А тогда и толы", тогда, "огда ФУ"'"",,ия -"Т(О,81(-))
имеет разР"'д д т"","е >. - >'0.

Для ФОРМУJШРОБКП следующего свойстна рассмотрим случай d = 1.

Пусть
и(х} := ио, v(x):= Vo, w(x, у) := ",(х - у) (10)

где Ho,vo Е iR \ {О}, aw(·) -четная непрерывная функция в •.
Определим регулярную в :с \ lт; М] фунтщию

•
v' J d8

д(>.) := ио - >.- ~ "'(8) _ >'.-.
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в ЭТИХ преДDО.'lоженШlХ ДЛЯ существенного спектра оператора А
IL\1eeтместо равенство

aes.(A) = 1т; М] u 60, 60:= {), Е R \ 1т; М] : 6(),) = О}.

Пз "онотонности функции 6(·) в R \ [т; Mj следует. что МIIОЖecrво60
СОСТОИТ из не более чем двух точек.

Свойство 6. Если naрал.еm1J'"фун><циии(·), v(·) и w(·,·) определе" ••
по раеенсте<u<(10), то дАЯлюбых k Е N U {О} и ), Е R \ (1т; мj U 60)
"ucло

2 w

~k(),) := 6(),) _ vo / cos(ks)ds
2 ",(s) - ),

яеАЯетcJ<собетее"" ••.•••зна"енue.м onepaтора 8,(),) и соответстеую-
щая собств",<ная фун><цuя.pk(-) имеет вид 'Pk(X) := exp(±ikx).

Доказательство. Если пара.'dетры функции и(·), v(·) и w(-,·) опреде-
лены по равенствам (10), то оператор 8,(),) зwисывается как

2 w

(8, (),)Л(Х) = 6(),)Лх) _ vo / л·)м .
2 ",(х-.)-),-.

При каждом), Е lR\ (1т; М] U 60) найдем собстоенные значение
оператора 81(),).

Допустим 'Р(-) есть собственная функция оператора Sl(),), ассоции-
рованная собственным зиачепием ~(),), т.е.,

Рв.злагая функцию 'Р(') в ряд Фурье по бв.зису {exp(ikx)}kEZ получим
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Расулов т.х.

Е(л) = D.(Л) - Vб j' cos(ks)ds.
2 "'(8) Л-,

Здесь Ck, k Е Z - коэффициенты Фурье функции '1'0 ПО бз.з"су
{ехр( ikx)} kEZ, Так как в последней ФОрмулс правая часть заnпсит от
k, за>lеняя в ней Е(л) на Еk(Л) ПОДУЧИМ,что ЩIЯ любого k Е Z ЧНС.;]О
~k(л) является собственным значеНИС:\l оператора 51 (л), а соответству-
ющая собственная функция имеет вид 'Pk(X) := exp(ik:r). ОчеnИ1\НО,
'!то !\ли любых k Е Z и Л Е IR \ ([т; М] U D.o) имест место равенство
Еk(Л) = E-k(Л). Поэro"у при всех k Е N собстucнпое значсние ЕkСЛ)
имеет кратность по крайней :',-{ере2. СПОЙСТ1l0 5 /I.оказm-ю.

Сдедствие 4. Пустъ nара.метр •• фу""'цuи и(-), v(·) u w(-, .) опре-
деле" •• по раве"ства.'" (10). ЕCJlи при "е1<Оторо..«k Е N u {О} ЧUCJlо
Лk Е IR \ (1т; М) U D.o) явл.яется реше"" •.« уравuе"ия

•
ио - л - Vб j (1 + COS(k8))ds - О.

2 w(s) - Л-,

то ЧUCJ1.0 Лk Яблхется собстаеН1t'Ы.-"" ,::та"Lенuе...ч onepaтo1Xl А. Приче.м.
при k Е N собствеuное ;~на'Че"uе Лk u..ч.ееm 1I.-ратUОСfТLЬ по 1I.1JQ.Й",еЙ .мере
2, а соответствующая ве",rnор-фу""цих щ,еет вид: j(k) := и?), jJk\
где

jikJ(x) := exp(ikx).
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