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KIRISH
0.1. Dissertatsiya ishining umumiy tavsifi.

1.1. Mavzuning dolzarbligi. Magistrlik dissertatsiyasi potensiallar
nazariyasida yangi bir sinfni tashkil etuvchi a - subgarmonik funksiya va uning
xossalarini organishga bag‘ishlanadi.

Ma'lumki, garmonik va subgarmonik funksiyalar sinfi funksiyalar

nazariyasida muhim orin tutib, matematik fizika, geometriya masalalarida kop

qollaniladi. Klassik Dirixle masalasi biror D MR" sohada Du = 0, uﬂD =7

tenglamaning yechimlari xususida  bo‘lib, bunday yechimning mavjudligi,
yagonaligi, ularning xossalari garmonik analizning asosini tashkil qiladi. C"

tazoda Laplas operatori ddu difterensial forma bilan

ddu p" ' = (n - 1)!DudV kabi  boglanishga  ega, bu  yerda

2 _ « ¢ — ﬂ - ﬂ n : ;
,d=9+Y9,d = ——.Uholda C" fazoda subgarmonik funksiya

b=dd0}z

umumlashgan manoda dd“u IH"" Lo tengsizlik bilan ifodalanadi: yani u

yuqoridan yarim uzluksiz, limu(w)J u(z) va "wi 0, wO F©9  ychun
w® z

ddu TIp"~ Y(w) = T udd“wIp"” Lo tengsizlik  bajarilsa, u  funksiya

DMI" sohada subgarmonik boTadsi, bu yerda

FPp) = {woy‘(p’p)(D)3 c' (D) : sup pw MMD} _ silliq va finit differensial

2
formalar fazosi. Keyingi paytlarda standart Keller formasi b = dd° ‘Z‘ o‘rniga

ixtiyorly musbat a formani olish zaruriyati yuzaga keldi. Bunday holat,
jumladan, m - sh funksiyalar sinfini o‘rganish (B. Abdullayev [177], va
boshqalar) p- plyurisubgarmonik funksiyalar va kalibrlangan geometriya
masalalarida (F. Harvey, H. Lawson [18,19,207), T-subgarmonik funksiyalarda

kozga tashlanadi. Shu sabab a - subgarmonik funksiyalar nazariyasini qurish
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muammosi dolzarb hisoblanadi.

1.2. Ishning magqsadi. a - subgarmonik funksiyalarning xossalarini
organish.

1.3. Ishning vazifalari. Dissertatsiyada quyidagl asosiy masalalar qaraladi:

- qat'iy musbat differensial forma yordamida yangi dd“u Illz operatorning
elliptikligini tadqiq qilish

- a - subgarmonik funksiyalar sinfi xossalarini organish.

1.4. Tadqiqot ob’yekti. Qat’ly musbat differensial formalar, elliptik
operatorlar.

1.5. Tadqiqot predmeti. a - subgarmonik funksiyalar.

1.6. Tadqiqot usullari. Ko'p kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi
va kompleks potensiallar nazariyasi usullari.

1.7. Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur
tadqiqot ishida yangi natijalar olingan.

1.8. Tadqiqot natijalarining amaliy ahamiyati va tadbiqi. Olingan
natijalar nazariy xarakterga ega. Natijalar va usullarni matematik analiz,
funksional analiz va funksiyalar nazariyasining tadbiqlarida foydalanish mumkin.

1.9. Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda

adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo‘limlardan tuziladi.



0.2. Dissertatsiya ishining mazmuni.

Dissertatsiya ishining birinchi bobida tayanch tushunchalar keltiriladi.
Bunda potensiallar nazariyasi asosini tashkil etuvchi garmonik funksiyalar,
subgarmonik  funksiyalar, plyurisubgarmonik funksiyalarning  xossalari
organiladi.

Dissertatsiya ishining ikkinchi bobi dd“u lllg operator va a - garmonik
funksiyalarni organishga bag‘ishlanadi. Ikkinchi bobning birinchi bolimi musbat
aniqlangan differensial forma va oqimlarni organishga bag‘ishlangan bo‘lib, unda
differensial forma, musbat differensial forma, oqim tushunchalari batafsil
organiladi.

Ikkinchi bobning ikkinchi bo‘limida dd“u Iz operator kiritilib, uning
elliptik operator ekanigi isbotlanadi. Bu operator yordamida a - garmonik

funksiya tushunchasi kiritiladi.

J " kompleks fazoda (n - Ln- 1)—bidarajali qat’ly musbat a differensial
formani tayinlaymiz.

2.2.1-teorema. ddu Wl elliptik operator bo‘ladi.

2.2.1-ta’rif. D MJ" sohada ddullla = O tenglamani qanoatlantiruvchi

tkki marta silliq u (Z) oc? (D ) Sunkstyaga a - garmonik funkstya deyiladi.
Xususiy holda a - garmonik funksiya tushunchasi kiritilib, uning o‘rta
qiymat haqidagi xossasi organiladi.

(a,a a,)o S'ﬂi vektor uchun,

e
J@)=agzzitazz,t..tarzz

funksiyani olamiz va ushbu formani qaraymiz:

dd‘j = %(a dzyWHz, + adz, UHz, + ...+ a,dz, 1}z ).
n'l ]T) ﬂZM
a=(dd5 )~ debolib, ddullp = (n- 'e a,..a, e
J jIZ)
j
b

operatorni qaraymiz. Bu yerda ... belgi shu ko’paytmada j -had qatnashmasligini
bildiradi.



2
2.2.2-ta’rif. e aa,..a, qﬂﬂT = 0 tenglikni  ganoatlantiruvchi
: z 9z.
J J

u OC?(D) Sunksiyaga a - garmonik funksiya deyiladi.
Ushbu teorema a - garmonik funksiyalarning geometrik xususiyatini ifodalaydi:

2.2.2-teorema. Agar u(z) funksiya D sohada a - garmonik bo ‘lsa, u holda

"z" OD nuqta va

Z, - Z

1 1

E@E"r) = {z 01" :a, ’ J rz}l\/ﬂ\/ID gipershar uchun

u<z°)=% T udv ()

E(%r)
tenglik o ‘rinli bo ‘ladi. Bu yerda Ver) - gipershar haymi va dV (t ) - hajm elementr.
Shuningdek quyidagi teoremani orinli ekanligini ko‘rish mumkin.

2.2.3-teorema. Agar u(z) funksiya D sohada a - garmonik bo ‘lsa, u holda

"z" OD nuqta va

E(ZO,I’)Z {Z 0J" :a, Zl-zlo2 +t..ta,lz,- 222 = rz}l\/ﬂ\/[D
uchun
0 1
uz)= ——— 1 ux)ds(x)
S Tl

tenglik o ‘rinli bo ‘ladi. Bu yerda ds (x) - sirt elementiva s, - birlik gipersharning sirt
yuzast.

Dissertatsiya ishining uchinchi bobi a - subgarmonik funksiyalar va
ularning xossalarini organishga bag‘ishlanadi. Ushbu bobning birinchi bo'limida
umumiy holda a - subgarmonik funksiya tarifi kiritilib, so‘'ngra xususiy holda
kiritilgan a - subgarmonik funksiyalarning xossalari organiladi.

a - qatly musbat, yopiq, cheksiz silliq koeffisientli bo‘lgan holda biz

quyldagi a - subgarmonik funksiya ta'rifini beramiz.



3.1.1-tarif. D MJ" sohada berilgan u(z) OL}OC (D) Sunksiya  uchun

quyidagi shartlar

1) uyuqoridan yarim uzluksiz, ya'ni lim u(z)= lim sup u(z)J u(z 0) ;
Z®ZO e® OB(ZO,e)

2) umumlashgan funksiya (oqim) ma’nosida
Jﬁgildcu H.Ia@v)= 1 u W IHd“w, " wOF(D), (1)

musbat, ya'ni dd u H_Ia%v)l 0,"wi 0 bajarilsa, bu yerda F (D)— asosty finit
a1 b
Sunkstyalar fazosi, u ga a - subgarmonik funkstya deyiladi.

Endi xususiy holda a - subgarmonk funksiyalar sinfi xossalarni
o‘rganamiz.

(aj,ay,...,a,)0 v vektor,  j(z)=agzZ T ay,z,+..+ta,z 7
funksiya va D(D MJ") sohada berilgan u oc? tunksiya uchun quyidagi
operatorni qaraymiz:

J
b

2
ddu W = ddu I0dd Y™ "= (n- Dlg aa,..a, Vu_ gy
. 9z .9z,
J JJ
j
b

bu yerda ... belgi shu ko‘paytmada j -had qatnashmasligini bildiradi.

3.1.2-ta’rif. D MJ" soha berilgan bo‘lsin. Ushbu

J

b ﬂzu
e aa,.a ———1 0
. 277 a9z
J=1n JT

tengsizlikni qanoatlantiruvchi u OC2(D)funksiyaga a - subgarmonik funksiya
deyiladi.

a - subgarmonik funksiya quyidagi xossalarga ega.

a) a - subgarmonik funksiyaning musbat koeftitsentli chiziqli
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kombinatsiyasi yana a -subgarmonik funksiya bo‘ladi ya'ni

u,(z)Oa - sh(D), b, OR, YObu(z) + byu,(z)+ ...+ b u, (z)Oa- sh(D)

Bu yerda ham subgarmonik funksiyaning xossasi kabi xossa orinli.

3.1.1-teorema. Agar u(z) funksiya D sohada a - subgarmonik bo ‘lsa, u holda

"z" OD nuqta va

2
0

1

Z-Z0
n n

z. -z +...+an

1

E@:"r) = {z 0J" :a, ’ J rz}l\/ﬂ\/ID gipershar uchun

u(z%) 1 % T w(t)dV(t)

Eiz%r)
tenglik o ‘rinli bo ‘ladi. Bu yerda Ver) - gipershar haymi va dV (t ) - hajm elementr.
Bu orta qiymat haqidagl teorema yordamida a - subgarmonik

tunksiyalarning quyidagi xossalari kelib chiqadi.

b) Chekli sondagi a - subgarmonik funksiyaning maksimumi ham

a - subgarmonik funksiya bo‘ladi, ya'ni
u(z),uy(z),...,u, (z) Oa - sh(D) YO max{u,(z),u,(z),....,u, (z)} Oa - sh(D).
¢) Monoton kamayuvchi a - subgarmonik funksiyalar ketma-ketligining
limiti a - subgarmonik funksiya bo‘ladi, ya'ni
uj(z) Oa - sh(D), uj(z) 1 ujﬂ(z) IOj(éiTr uj(z) Oa- sh(D), j=12,...,n.
d)Tekis yaqinlashuvchi a -subgarmonik funksiyalar ketma-ketligi yana a -
subgarmonik funksiyaga yaqinlashadi, ya'ni
uj(z) Oa - sh(D), uj(z)% u(z) Ou(z) Oa - sh(D), (k= 1,2,3...)
e) Maksimum prinsipi. Agar u(z) O a - sh(D) tunksiya biror 20D
nuqtada 0zining maksimumiga erishsa, ya'ni

u(zo) = sup u(z)
xOD



bo‘lsa, u holda u(z) = const bo‘ladi.

Uchinchi bobning ikkinchi bolimida a - subgarmonik funksiyalarning Riss
tasviri isbotlanadi. Bunda K (Z,w): dcha Ik = d(z - w) fundamental
yechimning  mavjudligi izohlanib, u yordamida Riss tasviri orinli bo‘lishi
ko‘rsatiladi.

3.2.1-teorema. Agar u Oa- sh (D) bo‘lsa, u  holda  istalgan

G MM D kompakt gism sohada quyidagi tasvir o‘rinli:
u(z)= TK, (Z— w)de+F(Z) z 0G, (2)
G

bu yerda F (Z)— G sohadagi biror a - garmonik funksiya.
J
b 2

) Tu_ gy

921z,

operator uchun Riss yadrosining aniq ko'rinishi quyidagicha bo‘lishi ko‘rsatiladi.

Xususiy holda kiritilgan ddulllh = (n- D!e aa,..a
J

3.2.2-teorema. Berilgan (al,az,...,an) OVY" ,ni 2 vektor uchun ushbu

1

K@) = 1
pu— pu— —_— n_
(n- DHazz,t a,z, +...ta,z z )

tunksiya quyidagi

ddulllpg = 0

elliptik tenglamaning fundamental yechimi bo‘ladi.



I - BOB. FUNKSIYALARNING BA’ZI MUHIM SINFLARI

1.1 Garmonik funksiyalar va ularning xossalari.

D MR” sohada ushbu
Du=0

tenglamani qanoatlantiruvchi u OC 2(D) tunksiya garmonik funksiya deyiladi,

bunda

2 2 2
D = ﬂ—2+ ﬂ—2+ ...t ﬂ—2
ﬂxl ﬂxg ﬂxn

Laplas operatori.

Barcha garmonik funksiyalar to‘plami H (D) kabi belgilanadi.
1.1.1 — teorema. Agar u(x) funksiya D MR" sohada garmonik bo‘lsa, u

holda ixtiyoriy x* O D nuqta va S(x°,r) MD sfera uchun

1

n-1
S r
n S(x%,r)

u(x’)=

T ulx)ds (1.1.1)

bo’ladi, bunda s - birlik sferaning yuzi.

Aksincha, agar D dan olingan har bir x° OD nuqta va yetarlicha kichik
r (0<rl ro(xo)) lar uchun (1.1.1) formula o‘rinli bo‘lsa, u holda u(x) O H(D)

bo‘ladi.
Endi garmonik funksiyalarning ba’zi bir xossalarini keltiramiz.

a) Agar u,v O H(D) bo'lib, [ ,m O R bo'lsa, u holda

lu+m OH (D)
bo‘ladi;
b) agar umumlashgan funksiya f uchun Df = 0, ya'ni ixtiyoriy f OF(D) da
f(Df)= 0 tenglik bajarilsa, u holda f* garmonik funksiya bo‘ladi, aniqroq qilib
aytganda, shunday v(x) OCZ(D) , Dv = 0 bolgan funksiya mavjudki,

10



S =v{) = v)f (x)dv
bo‘ladi;
v) agar u(x) funksiya B(x,,r) sharda garmonik, uning yopig‘ida esa uzluksiz,

ya'ni

u(x) OH(B(x,,r)) I C(B(x,,r))
bo‘lsa, u holda

ux)= 1 u@Px,y)sQy)
S(x°,r)
formula o‘rinli bo‘ladi, bunda

2

P(r.y) - gl Sk

n 5
snr}x— y

Puasson yadrosi, s - R" dagi birlik sfera yuzi, n 1 2.Ikkinchi tomondan, agar

ni 2.

f (v) funksiya S(x°,r) sferada uzluksiz bo‘lsa, u holda

ux)= 1 SOPyMs ()

S(x%,r)

funksiya B(xo,r) sharda Dirixle masalasi Du = 0 , u S(x? )= f (¥)ning
x°,r

yechimi bo‘ladi.

Dirixle masalasini chegarasi silliq bolgan ixtiyoriy D MR" sohada ham qarash

mumkin: f()OCHD) uchun yagona u(x) OC(D) mavjudki,
Du=0, u ﬂsz (y) bajariladi;

g) kompleks tekislik C » R? da garmonik funksiyalar golomort funksiyalarga
bevosita boglangandir.

Agar z = x + iy deyilsa, unda

11



2 2 2
D= oy
S b 9292
bo‘ladi va har bir golomort f OO (D) funksiya uchun

Ref=f;f, Imf:f_zlf

tengliklardan
DRef =0, DImf=0,

yani Ref va Imf larning garmonik funksiyalar ekanligi kelib chiqadi.

Shuningdek, agar u(z) OH(D) bolsa, u holda har bir z° OD nuqta va uning
atrofi  B(z°,r)MD  uchun shunday f OO (D) funksiya  topiladiki,
Ref(z) = u(z), z OB(z’r) boladi.

Haqiqatan ham, z%=0deb B = B(0,7) doirada Puasson formulasini ushbu

+
m@—ELTuu) Mdt-—q‘MﬂRe Zdt,
pO X - 0 X- Z

bunda x = re' ' ko‘rinishda ifodalaymiz. Bu formuladan B(o,7) da golomorf

2p

ﬂn——LTmm
p

x+z

(1.1.2)

funksiyasi uchun Re f(z) = u(z) ekanligi kelib chiqadi.
(1.1.2) formula golomort funksiyani uning haqiqiy qismi orqali ifodalashda ham
ishlatiladi: ixtiyoriy f(z) OO(B)1 C(B) uchun ushbu

2p

ﬂn=§Tumx+
pO X -

Z dt + i Im £(0)
z

formula o‘rinlidir.

1.2. Subgarmonik funksiyalar

12



Faraz qilaylik, D MR" sohada aniqlangan lokal integrallanuvchi
u: D® [T ,+T)

funksiya berilgan bo‘lsin: u OL}OC(D).
Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(x) yuqoridan yarim uzluksiz:

yani "x° OD uchun lim u(x)J u(x?)
x® x?

(bundan u(x) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yuqoridan
chegaralanganligi kelib chiqadi);
2) har bir x° O D nuqta uchun shunday r(x?) > 0 topiladiki, » J 7(x°) uchun

u(x?)J ln -7 u(x)ds (1.2.1)
Su” Sx%,r)

u holda u(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.
Subgarmonik funksiyalar sinfi Sh (D) kabi belgilanadi. Kelgusida qulaylik

uchun biz trivial u(z)e - I  funksiyasi ham D da Sh(D) ga tegishli deb
qaraymiz. Endi subgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

a) subgarmonik funksiyalarning musbat koeftisentli chiziqli kombinatiyasi
subgarmonik funksiya bo‘ladi:

u, (x) OSh(D), a, OR, (k= 12..m) IO
0 au (x)+ au,(x)+ ...+ a u, (x) OSh(D) ;

b) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik funksiya
bo‘ladi:

u (x),uy(x),....u, (x) OSh(D) IO

I0 max {ul(x),u2(x),...,um (x) }OSh(D) :

v) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining limiti

subgarmonik funksiya bo‘ladi:

13



uj(x)OSh(D),uj(x)i ujH(x) (G=1L2..)10

O lim u.(x) OSh(D) ;
jer

g) tekis yaqinlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma—ketligi subgarmonik
tunksiyaga yaqinlashadi:
u,(x) OSh(D) (k= 1,2,3,...)u, (x)® u(x)Ou(x)OSh(D).
a) — g) Xossalarning isbot bevosita yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib chiqadi.

d) Maksimumlar prinsipi. Agar u(x) OSh(D) funksiya biror x> OD nuqtada
o‘zining maksimumiga erishsa, ya'ni

u(x®) = sup u(x) (1.2.2)
xOD

bolsa, u holda u (x) € const bo‘ladi.

Ushbu
M = {x OD : u(x)= u(xo)}

to'plamni qaraylik. u(x) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lganligidan va
(1.2.2) shartdan M to ‘plamning D da yopiqligi kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy p OM uchun (1.2.1) formulaga ko'ra

ln_ T u(x)ds J u(x?), rlJ r(p),

Sal" S(pr)

u(x®)= u(p)J

boladi. Bu munosabatdan u S(pr)€ u(x’), yani p ning B(p,r(p)) atrofida

u(x) = u(x?) bolishini ko ‘ramiz. Bu esa M toplamning D da ochiq ekanligini
ko‘rsatadi. Demak, M = D.

e) Agar J(x) OSh(D), wu(x)OH(D) funksiyalar uchun S(x°,7) MMD sferada
J|s7 uls

bo‘lsa, u holda B(x°,r) sharda J(x)J u(x) tengsizlik orinli bo‘ladi.

Bu xossaning isboti yuqoridagi d) xossadan kelib chiqadi;

14



e) — xossadan quyidagi muhim xulosaga kelamiz. Faraz qilaylik,

J(x) OSh(D)1 C(D)

berilgan bo‘lib, B(x°,r) MM D bo‘lsin. Ushbu

ux)= 1  JO)PEyMs(y), x OB(x’r) ,
S(x°,r)

Puasson integralini qaraylik. u(x) Oh(B) , u‘S= J‘S bo’lib, e) — xossaga

kora B = B(x’r) da J(x)J u(x) boladi. Uzluksiz funksiyalar uchun
isbotlangan bu xossa ixtiyoriy J O Sh (D) uchun ham orinlidir: J(x)J u(x) va

deyarli barcha x O§ lar uchun J(x) = u(x) o'rinlidir;

j) aytaylik, u(x) O SA(D) funksiya va x° O D nuqta berilgan bo‘lsin.

Ushbu
o 1
m(x”,r)= T u(x)ds
s rn- 1
" S(x%r)
va
0 1
nx",r)= T ux)dr,
an” B(x°,r)

bunda Vnrn miqdor B(x°,7) ning hajmi, integrallarni (orta qiymatlarni)
qaraylik.

1.2.1 — teorema. Faraz qilaylik, u(x) OSA(D) va u(x)¢ - I bolsin. U
holda ixtiyoriy x° O D uchun

uGxNI n(x°, I mGOry, nx%r)> -1 ,0<r<rx’9D),
tengsizliklar orinli boladi. Bundan tashqari, agar » monoton kamayib nolga
intilsa, unda n(x°,r) va m(x°,r) orta qiymatlar monoton kamayib, u(x’) ga

intiladi.
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1.2.1 — teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo‘lamiz: D MR" sohada

subgarmonik u(x) Ne- T funksiya D da lokal integrallanuvchidir, ya'ni ixtiyoriy

B MMD uchun 7 u(x)dV integral mavjuddir;
B

%) subgarmonik funksiya D sohaning har bir nuqtasida uzilishga ega boTishi
mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema orinli bo‘ladi.

1.2.2 — teorema. Agar u(z) OSh(D) bo‘lsa, u holda shunday monoton to‘plamlar
I
DJ.MDJ.HMD, HDJ.=D

ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar

u,(x) OSh(D,)1 c! D),  j=123..
ketma — ketligi mavjudki,

u(x)= lim u,(x) (x OD)
jor1 /

bo ‘ladi.

Isboti.Ushbu

H i 1
K(x)= Hee - Mz, agar MJ 1 bo'lsa,
HO, agar M> 1 bo'lsa.

funksiyani qaraylik. Bu funksiya c! (R") sinfga tegishli bo ‘lib, uning havzasi
sup pK(x) = B(0,1) dir. Endi K(x) ning ifodasidagi o ‘zgarmas c¢ ni shunday
tanlab olamizki,

T K(x)dV =1

Rl’l

bo ‘Isin. u(x) ¢ - I deb, bu yadro yordamida ushbu
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1 ~x
u (x)= - LV_Ff‘Jd u(y)K%yd ng , d>0 , (1.2.8)

integralni qaraylik. u (x) funksiyasi
D,= {VOD . r(x, D) < d}

ochiq to’plamda aniqlangan bo‘lib, x O D, da

u (x) = anLT u(y)K?_dxgilV = 1 u(x+ d)K@)V
R” R”

boladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C I (D,) sinfga, ikkinchi integral

esa Sh(D ) sinfga tegishli boladi. Binobarin,

u (x)OShD)1 " (D).
u(x) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, u; ning d1 0 da, monoton

kamayuvchi bo‘lishligi va

T K(x)dV =1
Rl’l

tenglikdan, u (x) ning u(x) ga intilishini topamiz.
Teorema isbotlandi.

7) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda c? sinfga tegishli bolmasligidan, Du

- Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya sifatida qarash mumkin bo‘ladi:
Du(f)= 1 uDf, f OF(D).

1.2.3-teorema. Har qanday subgarmonik funksiya

u(x) OSh(D), u¢ - T , uchun umumlashgan manoda Du i 0 bo‘ladi, yani

ixtiyoriy f OF (D), f 1 0 uchun uDf i 0 munosabat orinlidir.
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Jumladan, u(x) funksiya c? sinfga tegishli bo’lib, u(x) subgarmonik bo‘lsa,
2 ﬂ2u ﬂ2u .
u OSh(D)I C“(D), uholda Du = et 0 dir.
X3 ﬂxn
Yuqorida keltirilgan teoremaning aksi ham o‘rinli: agar umumlashgan funksiya u

uchun
Du(f)= tuDf 1 0, fOFD), fi 0,

munosabat bajarilsa, u holda # subgarmonik funksiya bo‘ladi.
1.3. Plyurisubgarmonik funksiyalar.

1.3.1.Plyurigarmonik funksiyalar.

C" kompleks fazodagi D MC" sohada u(z) funksiya berilgan bo‘lib,
u(z) OC%(D) bo'lsin.
Agar ixtiyoriy 20D vabu nuqtadan o‘tuvchi ixtiyoriy kompleks to'gri

chiziq l:z=2"+ wx, wOC", xOC uchun ushbu

jX)=ull= u(zo + wx) kesim—funksiya x = 0 nuqtada garmonik, yani x = 0

2
da ﬂiﬂf_ = 0 bo'lsa, u(z) funksiya D da plyurigarmonik funksiya deyiladi.
x

Plyurigarmonik funksiyalar sinfi Ph(D) kabi belgilanadi. Aytaylik,

u(z) O Ph(D) bo'lsin. Unda

ﬂzu(zo +_wx) _

0
T 9x
bo‘lib, murakkab funksiyaning difterensiallash qoidasidan
n ﬂzu -
€ — = WwW = 0, wOC(C” ,ekanligini koramiz. Bundan va w oc"
J.k=1 1 Zjﬂzk

vektorning ixtiyoriyligidan
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Tu _ _
X =0 (k,j=12,...,n) (1.8.1)
J

bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, plyurigarmonik funksiyalar sinfi (1.3.1) tenglamalar sistemasi bilan

aniqlanadi va ba’zan bu sistema plyurigarmonik funksiyaning ta'rifi sifatida ham

qaraladi.

1.3.1-teorema. Agar f(z) = u(z)+ iv(z) funksiya D MC" sohada
golomorf bo‘lsa, u holda

Ref(z) = u(z), Imf(z)= v(z)

funksiyalar D sohada plyurigarmonik bo‘ladi va aksincha, agar u(z) funksiya D
sohada plyurigarmonik bo‘lsa, u holda ixtiyoriy B(Zo,r) MD atrofda u(z)

tunksiya biror f(z) OO(B(ZO,I”)) golomorf funksiyaning haqiqiy qismi bo‘ladi:
u(z) e Ref(z).
1.3.2. Plyurisubgarmonik funksiyalar

Agar D MC" sohada aniglangan u(z): D ® [- T ,T ) funksiya quyidagi
ikki shartni bajarsa:

1) u(z) yuqoridagi yarim uzluksiz;

2) ixtiyoriy [ kompleks to‘gri chiziq uchun u/, funksiya /1 D da
subgarmonik bo‘lsa, u(z) funksiya D sohada plyurisubgarmonik tunksiya deyiladi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar to‘plami Psh (D) kabi belgilanadi.

D MC" sohada plyurisubgarmonik bo‘lgan funksiya D MR?" da aniqlangan

tunksiya sifatida subgarmonik funksiya bo‘ladi. Uni subgarmonik funksiyalarning

2 — shartini bajarishini koTish qiyin emas. Binobarin, subgarmonik

tunksiyalarning xossalari plyurisubgarmonik funksiyalar uchun ham saqlanadi.
Endi plyurisubgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz:

a) plyurisubgarmonik funksiyalarning musbat koeffitientli chizigli
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kombinatiyasi plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi;
b) agar u(z) OPsh(D) funksiya z> 0D nuqtada maksimumga erishsa,
yani u(z®)i u(z) (z OD) bolsa, uholda u(z) € const boladi,

v) monoton kamayuvchi yoki tekis yaqinlashuvchi plyurisubgarmonik

funksiyalar ketma — ketligining limiti plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi;

g) agar u(z) OPsh(D) bolsa, u holda u (z) funksiya Psh(D )1 c! D)
sinfga tegishli bolib, d1 0 da u(z) I u(z) boladi;

d)D sohada plyurisubgarmonik funksiyalar sinfi {u_}_ o berilgan boflib,

u = supu, yuqoridan yarim uzluksiz funksiya bolsin. U holda u(z)
a O]

plyurisubgarmonik funksiya bo‘ladi, u OPsh(D). Jumladan,
uj(z) O Psh(D) (j = L2,...,k) bolsa,
sup {u,(z), u,(z),...,u, (z)} OPsh(D)
bo ‘ladi;
e) agar f(z) OO(D) bo’lsa, a Un ‘f(z) ‘ O Psh(D) bo‘ladi, bunda a 1 0;
J) agar u(z) OPsh(D) bolsa, u holda @) opsh (D) dir, agar

u(z) O Psh(D), u \ < 0 bolsa, u holda - In[- u(z)]0 Psh(D) dir.

z) D  sohada aniglangan u(z) OC (D) funksiyaning D  da

plyurisubgarmonik bo‘lishi uchun ushbu

n 2
Lu,w)= ¢ .H—u_w]wk (1.8.2)
Jk=1 ﬂzjﬂzk
kvadratik formaning (Levi formasining) ixtiyoriy z OD da musbat aniqlangan

bolishi zarur va yetarlidir. (1.8.2) munosabatda w = (w;,W,,...,w ) OC" bo'lib,

kvadratik formaning musbat aniglanganligi "w OC” da L(u,w)i 0 boflishini
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anglatadi.

Agar "wOC", w NeO da L(u,w)> 0 bo‘lsa, u(z) funksiya z nuqtada
qat’iy plyurisubgarmonik tunksiya deyiladi; agar u(z) funksiya
D sohaning har bir nuqtasida qatiy plyurisubgarmonik bolsa, u(z) sohada
qat’iy plyurisubgarmonik tunksiya deyiladi.
II BOB. a - garmonik funksiyalar

2.1. Musbat aniqlangan differensial formalar va oqimlar

2.1.1. Differensial formalar. / OC(G) funksiya G MC" sohada berilgan

bo’lsin.
n
df = e de.
o x.
J=10
differensial 1-darajali differensial formaga misol bo'ladi.
Umuman aytganda
n
w= e aj(x)dxj
j=1
ko'rinishdagi ifoda 1-darajali differensial forma deyiladi, degw = 1.
Yuqori darajali differensial formalarni ta’rifini berish uchun II-tashqi

ko'paytma  tushunchasini  kiritamiz.Bu ko'paytma quyidagi xossalarni
qanoatlantiradi:

a) a(x) Hb’xj = dxj HE(x) = a(x)dxj
b) dxk Hb’xj = - dxj I_Hr(ixk
bu yerdan dxj H_ij = 0 bo'lishi kelib chiqadi.
2.1.1-ta’rif. Ushbu

w= | e | ajljz_”jpdle Ldejz HI..LH;lxjp
0J j,Jj,J..J Jp
Ifodaga p darajali differensial forma deyiladi, bu yerda a; (x) G da
Ve

aniqlangan funksiya va degw = p.

D-darajali differensial formalar to'plami F?(G) orqali belgilanadi. w = F?(G)
differensial formani quyidagi ekvivalentlik formada yozish qulay
w= C ajljz...jpdle Hb’sz LLI..LLEijp = e a;dx;
1 jy<jy<.<j, I n J
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bu yerda de = dle LLElsz LLI..HEijp, J = (/1,]2,...,]p), 1J J1sJeeesdy J n-
multindeks O-darajali differensial forma-bu a(x) skalyar funksiya, n -darajali
differensial forma esa w = a(x)dx .. IlKx, ko'rinishga ega. p>n da p-

darajali forma nolga teng bo'ladi.
Differensial formalarning tashqi ko'paytmasi yigindini ko paytirish
qoidasiga bo‘ysunadi

e adejglllge ba’xlgJ ¢ a;b,dx; kx,

Shunday qlhb 2 ta formaning w, I_Uw2 ko'paytmasida, bu yerda
degw, = n, degw, = pbo'lsa, biz 0 ga ega bo'lamiz. Agar w differensial

formaning barcha koeffitsientlari C k sinfdan olingan bo'lsa, u holda w forma

ck sinfga tegishli deyiladi, w OC £ bilan belgilanadi. Silliq formalar
differensiallashga ruhsat beradi.
Agar

w= g a,dx;
J
bo*lsa,u holda

dw= ¢ da;(x)Hx dw = ¢ (de1+ la dek)llklx e ¢ dx, lx,
7 X Tk J k=1

tfaqat bu yerda o’ xshash differensiallarni tartibga keltirish kerak.
Buning uchun dx; llfx; ko'rinishdagi tashqi ko'paytma qatnashgan
qo’shiluvchilarni nolga tenglash kerak. Ta'rifdan ko'rinadiki, p-darajali

w differensial formaning differensiali ~ p + 1-darajali differensial formani
ifodalaydi:

D :FP(G)® FPT(G).
Differensiallash operatori quyidagi xossalarni qanoatlantiradi:
a) dw; + w,) = dw, +dw,
d

b) d(w, w,) = dw, WHw, + (- 1)°*=" 1w, Iw,

v)d(dw) = d*w =0

Iy Y kompleks fazoda difterensial formalarni dzj va d27 lardan
tfoydalanib yozish mumkin.

z=(z.,z, ) lar J" » V2" da i kompleks koordinatalar bo'lsin,
1 n g

Z; =X, + X,y J= L2,....
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U holda,

dz.+d;j
dx. = L —°
J 2
dz . - d;'
dx L= _J 7
nrJ 2i
va

w=¢e 4, (x)dx ; differensial formani dzj va d;k larning chiziqli
kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalash mumkin.

Bunda har bir hadda dZJ va dzj lar soni turlicha bo'lishi mumkin.

Masalan, J 2y V% da
dx | x, x y =

bo*lish1 mumkin.

l' — —
Z(_ dz, Iz, 11z + dz, lIHz1 11Kz,)

Ba'zan w da barcha qo'shiluvchilarda dz, larning soni bir xil p ga va
dzk larning soni g ga teng bo'ladi. Bunday hollarda biz w differensial forma
(p,q) bidarajaga ega deb ataymiz va w O FPY deb yozamiz.

Agar

Ya = ﬂ—ga’z1 + ...+ ﬂ—idzn
12 ﬂzn

va

TP CI . L
ﬂzl ﬂzn

deb belgilasak, u holda differensiallash operatori d = q + ﬁ ko'rinishga ega
bo'ladi. Bu yerda shuni ta’kidlaymizki

P = ddw = (5 + D + Dw = T + 12w

Bu yerdan d*w=0 ligidan ﬂ2w + ﬂzw = 0 tenglik istalgan w difterensial

forma uchun bajarilishi kelib chiqadi. Shu bilan birga w O FP¢ bo'lsa, u holda

d*w OFP* 29 va 2 OFP4 2 va 2w + Pw =0

tenglikdan ?w = 0,9%w = 0 ekani kelib chiqadi.

Quyidagi qo'shma differensiallash operatorini kiritamiz:
g 1
R

4i 4].:1 ﬂyj X;

U holda
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dae o[ - %(dz [z} 111, 1z, 1Yz )
va
2y = ‘{%Ezm“ g - =)@z Uiz + .+ dz, 1Kz )=

nmarta

= dx, Ix, UL..IlKx, = dV

Iy Y dagi hajm elementi hosil bo'ladi.

(dd°

Z

Yuqorida differensial forma tushunchasi J " Evklid fazosida kiritildi.
X = j (y) o'zgaruvchi almashtirishda bu yerda j (v) = (f {(v),..../ ,()) o'rniga

qo’yish va differensiallash qonunlariga muvofiq hisoblanadi.

Agar
Wx)=e¢e adx; = C adej1 dejz HI..I_dej
J U jy<jp<<j,dn g
bo'lsa,u holda yangi koordinatalarda
_ . n 9qj i n YJj J,
W= e 400 g Ldv) il ——tdy,) =dx; 1.1k,
U jy<p<<jydn i=1 1Y i=1 1Vi »
2.1.2-ta’rif. Ushbu
p i _
w= —dl. [.
]H}z ;1

ko ‘rinishdagi difterensial forma (p, p) bidarajali bosh kuchli musbat differensial
forma deyiladi, bu yerda lj = ajlcl’z1 + ...+ ajndzn - (dzl,...,dzn) bazis bo ‘yicha

chiziqli kombinatsiya, a OJ, j=12,...pk=12,...,n

Bunday formalarning ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi kuchli musbat differensial

forma deb ataladi, ya'ni kuchli musbat differensial forma bu-
p i _
w= ¢ [ (z)l=dl, 1l
< j=1 2 s

ko'rinishdagi formadir, bu yerda / | (z) - qaralayotgan G MJ " sohadagi manfiy

bolmagan funksiya.

j=L2..n

Agar z. = x. + ix__ . kompleks koordinatalardan x , x . .
J J ntj J>ont g,
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haqiqiy koordinatalarga o‘tsak, unda ushbu
P a2, 1z, 2 = d
gi Z, LLEZZILH..HEZZP I_[Eizp = xIH_Elan]_H..]_LEpr LLHxn+p

ifoda V" fazoda 2p darajali musbat forma bo ‘ladi.
(n,n) bidarajali difterensial forma (kuchli) musbat bo ‘ladi, faqat va faqat shu

holdaki, qachonki u
n l J—
w=1 (z).LL%Edzj Wz, = [ (z)dx) Wx, | UL 1l Lk,
=

korinishga ega bo‘lsa,bu yerda / (Z)— musbat funksiya.

n . _
(n,n) bidarajali W= H_I%dzj H_UZ]. = dV differensial forma J” da hajm
j=1

formasi rolini o’ynaydi.

p=ldaw=¢g ljkdzj U_El'z_k— differensial forma musbat bo‘ladi, faqat va faqat

shu holdaki, qachonki @ [ ,x.x, - ermit kvadratik formasi musbat bolsa.
JEJ
ik
Shuningdek, ixtiyoriy z° OG tayinlangan nuqtada unitar
almashtirish yordamida uni

. n J—
I )
w—Ee mjdszHdzj, m; 1 0
J=1
ko ‘rinishda yozish mumkin.

2.1.3-ta’rif. w O FP? differensial forma kuchsiz musbat yoki musbat

deyiladi, agar ixtiyoriy kuchli musbat n O F"~ 7"~ P forma uchun w1z O F""
forma musbat bo‘lsa.

p = 0,1,n- Ln dakuchli musbatlik kuchsiz musbatlikka ekvivalent. Biroq
boshqa p lar uchun bu sinflar ustma-ust tushmaydi. Buni aniq tushunish uchun

kuchli musbat formani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
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2

L - iP L JZ.
w= ¢ ls(z)jg}gdljs Lyl = e ls(z)jgidlj jglldzjs =
N N

5 (1.3.3)

D _
= lz_pes ls(z)z’ljs LHdljS

Agar g= ¢ m, (Z)J’ZS formani qarasak, bunda m, - kompleks qiymatli funksiya,
N

2
P

unda l—q H_@ ko ‘rinishdagi forma (kuchsiz) musbat bo‘ladi, biroq
2P
2J pJ n- 2 dauhar doim ham (1.3.3) korinishga ega bo‘lavermaydi.

2.1.2. Oqimlar. M kopxillikdagi oqimni koeffitsiyentlari umumlashgan

tunksiyalardan iborat differensial forma deb qarash mumbkin.

Tayinlangan G MY” soha uchun asosiy diffferensial formalar fazosi quyidagicha
y g y ydag

aniqlanadi:

FP = FP(G)= {wOF? @)1 C" (G): suppwMMG |

F? da topologiya asosiy funksiyalar fazosidagi topologiya kabi aniqlanadi:

2.1.4-ta’rif. F? fazodagi uzluksiz chiziqli (kompleks giymatli) T

tunksional n - p = g darajali oqim deyiladi.Barcha g - darajali oqimlar fazosini

BY orqali belgilaymiz. B oqimlar fazosi umumlashgan funksiyalarning barcha

xossalarini qanoatlantiradi. Xususan,ular uchun kuchsiz yaqinlashish, kuchsiz

chegaralanganlik tushunchalarini kiritish mumkin va 7', O B73C'

o‘ramani aniqlash mumkinki, d ® 0 da oqim sifatida 7" da yaqinlashadi,

yaniT,ow® T ow, "w OB? .Undan tashqari 7 oqimni differensial forma
kabi difterensiallashimiz mumkin: dT ow = (— l)ﬂT odw

2.1.5-ta’rif. Agar F¥ = {w OB? (G)I c! (G): supp w MMG } tazodan
olingan I' oqim (funksional) {w OB”? (G)I c” (G): suppw MMG }fazoga
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uzluksiz davom qilsa, unda 7' oqim m dan ko‘p bolmagan singulyarlikka ega

deyiladi bunda 0J m J T . Agar undan tashqari 7 oqim
v OF? @)1 ¢ 1(G): suppw MMG |
tazoga davom qilmasa, unda 7' oqim aniq m singulyarlikka ega deyiladi.

T = ¢ bydx, koeflitsiyentlari umumlashgan funksiya bo‘lgan differensial
k=g
forma oqimni ifodalaydi.

2.1.1-teorema. Ixtiyoriy g - darajali oqim koeffitsiyentlari umumlashgan

tunksiya bo ‘Igan differensial forma bo ‘ladi, shu bilan birga singulyarligi nolga
teng bolgan oqim o‘lchov tipidagi oqim bo‘ladi va uni barcha koeffitsiyentlari

kompleks qiymatli o'lchov bo ‘ladi.
O‘lchov tipidagi oqimlar fazosini Boq orqali belgilaymiz. Boq nafaqat
G MV" soha uchun, balki ixtiyorly FE MV" borel toplami uchun ham

aniqlangan.  Xususan, K MY”  kompakt uchun differensial  forma

koeftitsiyentlaridan tashkil topgan vektorlarni Foq (K )= Foq (K )I C (K ) tazoga

qo‘shma fazo bo‘lgani uchun u Banax fazosi bo ‘ladi. 7' O b Oq oqim uchun o‘lchov
tipidagi oqim T ow = m(Z)W boladi,bu yerda m- kompleks qiymatli o ‘Ichov
bolib, u wOB " ga bogliq va W= dx, II[..IlKx, ,shu bilan birga funksional

qiymati T ow = 7 dm bo'ladi.
G

Xuddi o ‘Ichovlar fazosi kabi quyidagi xossalar orinli:

a) {T ; }MB Oq oqimlar ketma-ketligi 7' ga kuchsiz yaqinlashadi, ya'ni

linP T.ow=Tow, "wODb Op taqat va faqat shu holdaki,qachon unga mos Tj
ji®
dan olingan koeffitsiyentlardan tuzilgan o‘lchovlar ketma-ketligi yaqinlashuvchi

bo‘lsa.
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b) {T ; }MB Oq oqimlar ketma-ketligi ' ga kuchsiz yaqinlashadi, faqat va faqat
shu holdaki,qachon T’ ; norma bo ‘yicha chegaralangan bo ‘Isa

HTJ.Hk Je, "KMMG,j=12..vaj® I daT,ow® T ow limitik

munosabat hamma yerda zich biror £ Mb Op (K) to ‘plamdan olingan barcha w
lar uchun o ‘rinli bo ‘lsa, masalan barcha cheksiz differensiallanuvchi

wOFP 1 Cr (K)laruchun

d)ixtiyoriy kuchsiz chegaralangan £ Mb Oq (K ) qiymatlar to‘plami ham
kuchsiz kompakt ya'ni uni ixtiyoriy ketma-ketligi kuchsiz yaqinlashuvchi qismiy
ketma-ketligi {T }ME ni ozida saqlaydi.
J
2.1.6-ta’rif.q - darajali differensial forma (oqim) yopiq deyiladi, agar uni
differensiali nolga teng bo‘lsa;u aniq deyiladi, agar u biror g - 1 darajali

formani(oqimni) diftferensialini ifodalash.Aniq formalar(oqimlar) yopiq bo‘ladi,

teskari tasdiq uchun G sohaga qo ‘shimcha geometrik shartlarni qo‘yish zarur.
Endi J” da asosiy differensial formalar fazosini qaraymiz:

B/ = BP7 (G){w OBP* (G)1 €' (G): supp wMMG |

2.1.7-ta’rif. FP? fazoda uzluksiz chiziqli(kompleks qiymatli) T
funksionalga (n - p,n - p)= (q,q) bidarajali oqim deyiladi.
2.1.2-teorema.Musbat oqimlar o‘lchov tipidagi oqimlar bo‘ladi.

2.1.1-misol. Koeffitsiyentlari Llloc sinfdan olingan ixtiyoriy 77 O F 94

difterensial forma (q,q) bidarajali ogim bo‘ladi.

T ow funksional T ow= T Iy, "w OF?” kabi aniqlanadi.Bunday
G

oqimlar regulyar oqim deyiladi.
2.1.2-misol. A MJ " - p o ‘Ichamli analitik to‘plam bo‘lsin.U holda

28



Eﬁlglé w= T W Integral (q,q) bidarajali oqimni aniqlaydi. Korish qiyin
A

emaski, %l% musbat oqim bo ‘ladi.
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2.2. dd“u g operator va a - garmonik funksiyalar

J " kompleks fazoda (n - Ln- 1)—bidarajali qat’ly musbat a differensial

formani tayinlaymiz.

2.2.1-teorema. ddu Iz elliptik operator bo‘ladi.
Isbot. a differensial forma quyidagi korinshda tasvirlanadi deb faraz
qilamiz:
-1 jok
Y e
e a]k(z)z’z Ilb’z (2.2.1)
Jok

Bu yerda dz Hb’; belgilash  dz Iz, III..Il{z, H_Hz_1 H_Elz_z 111 .. ]J_Hz_n

ko'paytmada dz . va dz_k differensiallar tushib qolishini bildiradi. .
J
Ma’'lmki, istalgan musbat forma w haqiqiy bo‘ladi, yani W= w tenglik orinli

5 _
boladi. Lokal koordinatalarda agar w= i @  a, ,dz, Ill{z; bolsa, u holda
r=pl=

koeflisientlar ermit skalyar ko‘paytmani qanoatlantiradl: a, J a5 (q. [18]).

Binobarin, (2.2.1) formada quyidagi tenglik o‘rinli: ajk(z) = akj(z).
Endi iIxtiyoriy musbat (1, 1)— bidarajali formani olamiz:

l_e a]kdz Ilb’zk Formaning musbatligiga kora va

J.k

[\

_ _ 5 _
idz UHzy .. Wdz, 1z, = i" dz UHz orin  almashtirish  qoidasidan

toydalanib biz quyidagiga ega bo‘lamiz:

G 1)

]1?

k(z)z’z Hb’z ]_[I—e a]kdz H_b'zk =
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5K n (n- DH(n- 2) 3
- j- k-1
B gigj b 7 © 0" ey )z 1z =
J>
=e - 0"/ *aa,Gav >0, (2.2.2)
.k

bu yerda dV = %I%g: dz, HEI’E] .. kz, H_Elz_n - J" dagi hajm elementi.

R’ tazodagi m tartibli  chiziqli  differensial ~ operator
Px,Du= e a“(x)D"u bilan beriladi, bu yerda x = (xp,...,x, ) OR™,
‘a ‘J m
a=(ap...,a,,)- multiindeks, a‘= a t..ta,, P4 = f!)lalfl)az .(!);nz”,
D = L,j = 12n.
7 qx,
Istalgan u(z) OC2(D) uchun dd“u Iz operator quyidagi ko‘rinishda
tasvirlanadi:
ddulllg = P(z, Du(z),
K
i 1% ) e
bu yerda dd‘u g = — —dz Ilb’zk U_Ilie a]k(z)ylz Yz =
J k ﬂZ Azk
3K n (n- D(n- 2)
o o RO ) 1z -
2 ok \ERES
3K n nn-1)
o - CURERN G N e 1 4Ly
2 Jk Tz Tzk Iz 9z

Lo (fti-2g (z)éKﬂ i % bid gs;(z)dV—
4% K Ty Ty

e (- 12 k(z)(fl) iD )(:r) +iD , Ju(z)dV .
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Buyerda z, = x, +ix_, ., k= 1..,n deb ozgaruvchilarni almashtirdik.

Endi dd“u g operatorning xarakteristik formasini tuzamiz. U quyidagi
korinishga ega bo'lib, x OR?*" ning ikkinchi darajasi bo‘yicha bir jinsli ko‘phadni

ifodalaydi:

Pz, x)=¢e (- 1)k+j' 2ajk(z)(xj - ixn+j)(xk + ixn+k).
j.k

Bu yerda ajk(z) = akj(z) shartga kora P(z,x) = P(z,x) tenglikni olamiz. .
Binobarin, P(z,x) ko‘phad haqiqiy va u quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
k+j-2 k+j-2
PEx)=¢ (- D'/ ajk(z)xjxk te (D7 ajk(z)xn—i-jxn-i-k
Jk j.k

Agar biz w; = ¢ x].xkdzj ¥z, va w,=¢ x, A n+kdz Iz, formalarni
Jk Jk

qarasak, bu formalar bosh musbat formalarni aniglashini koramiz. Bu yerdan

(2.2.2) munosabatga asosan P(z,x)> 0 tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan
P(z,x)= 0 tenglik faqat va faqat 0= x OR? da bajarilishi kelib chiqadi. Bu
d“u g operatorning elliptikligini ko‘rsatadi (q. [147).

2.2.1-ta’rif. D MJ" sohada dd“ulllp = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi

tkki marta silliq u (Z) oc? (D ) Sunkstyaga a - garmonik funkstya deyiladi.
Endi quyidagi xususiy hol uchun a - garmonik funksiyalar sinfini
o‘rganamiz. (al,az,...,an) O S'ﬂi vektor uchun,

J@)=agzzitazz,+..tarzz

funksiyani olamiz va ushbu formani qaraymiz:

ﬂj dz Yz, =

¢; - Legg;i = L
ad 2ﬂﬂ 2 ﬂz 9z,

||||(03

1,
k 1
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%(aldzl Wz, + aydz, Wz, + ...+ a dz 1YZ).

n-1
a= (ddcj ) deb olsak, u (n-1,n-1) bidarajali qat'iy musbat differensial formani

beradi. D(D MJ ")sohada berilgan u 0C? funksiya uchun quyidagi operatorni

qaraymiz:
ddu Wa = ddu Udd<j "~ ! .

J J

n- 1 n b b
(@) =0- Dle aja,d.t,dz, g7 UL ILE, LEZ,
j=1
j
b

Bu yerda ... belgi shu ko’paytmada j -had qatnashmasligini bildiradi.

n 2
dduy= e —L dz; Iz tengliklardan
Jk=1 z 9z,
T e
ddullp = (n- D'e aa,..a, 1 M_ dv
j 12,1

ifodaga ega bolamiz.

Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki u funksiya uchun ddu lllz = 0 tenglikni
bajarilishi
aa,..a, Y———=10 2.2.3
C 4 " a9z qz. ( )
J
tenglikni bajarilishi bilan ekvivalent ekan.
2.2.2-ta’rif. (2.2.3) tenglikni qanoatlantiruvchi u 0C*(D) funksiyaga
a - garmonik funksiya deyiladi.
2
a - garmonik funksiyalar sinfi a - h(D) kabi belgilanadi. a = ddc}z‘

bolgan holda bu 0zimizga ma’lum garmonik funksiyalar sinfiga ega bo‘lamiz.

a - garmonik funksiyalarning ko‘pchilik  xossalari garmonik funksiyalarning
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xossalari kabi bo‘lib, biz ularni keltirib o‘tirmaymiz.
Ushbu teorema a - garmonik funksiyalarning geometrik hususiyatini ifodalaydi:

2.2.2-teorema. Agar u(z) funksiya D sohada a - garmonik bo ‘lsa, u holda

"z" OD nuqta va

2 2
0 Z-ZO
n n

17 2

-Z

E@:"r) = {z 01" :q, J rz}l\/ﬂ\/ID gipershar uchun

1 +..ta,

u<z°)=% T udv ()

E(%r)
tenglik o ‘rinli bo ‘ladi. Bu yerda Ver) - gipershar haymi va dV (t ) - hajm elementr.

Isbot: Umumiylikni buzmagan holda V= (0,0,...,0) OD bo‘lsin deb

olishimiz mumkin. Teoremaning isboti quyidagi sodda tasdiqdan kelib chiqadi:

Agar u Oa - h(D) bo’lsa, u holda

x J
b
v(zl,...,zn) =u 4/a2...anzl,...,Jal...an zj,...,qlal...an_ Zn

tunksiyaning D sohaning yuqoridagi chiziqli akslantirish natijasida hosil bolgan

obrazi DY da garmonik bo‘ladi. Demak, v garmonik funksiya uchun o‘rta qiymat

haqidagl teoremaga asosan ixtiyoriy

B(0,r) = {z oJ": ‘zl‘z + .t ‘zn ‘2 J rZ}MMD§ shar uchun

1
0)= —— v
"0 V(F)B(’(I)ZF)V(X)Z v

Ushbu integralda ozgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

J J
b b
_ _ -1 . _
,/al...an X; = tj IO dxj = (ﬂ/al...an) dtj, j=12..,n.

2 2
va al‘tl‘ t..ta, ‘tn‘ = r2a1...an tenglikda P2 = rzal...an deb belgilab
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olamiz va bundan r = ———— kelib chiqadi. Ellipsoidning hajmi uchun

al...an

Wory= 1 av(t)= 1 (ap.a)” 'dV(x)=(a,.a,)"” V()
E0,7) B(0,r)

munosabat orinli bolishidan, quyidagi tenglik kelib chiqadi

1
u(0) = — T u(tl,...,tn)dV(t)=
V<r)(a1-1--an> e[ oocra o 12 oo
- P T U(t vt AV (1),

2 2. 5
alt,| +..ta Jr
1171 n

t

Shunday qilib, (2.2.4) integral ellipsoid bilan chegaralangan soha bo‘yicha o'rta

qiymatni bildiradi. Teorema isbot bo‘ldi.

Shuningdek quyidagi teoremani orinli ekanligini ko‘rish mumkin.
2.2.3-teorema. Agar u(z) funksiya D sohada a - garmonik bo ‘lsa, u holda

"z" OD nuqta va

E(ZO,I’)Z {z 0J" :q, 21'2102 +t..ta,lz,- 222 = rz}l\/ﬂ\/[D
uchun
0 1
u(z”) = ——,1 T u(x)ds (x)
S B

tenglik o ‘rinli bo‘ladi. Bu yerda ds (x) - sirt elementiva s, - birlik gipersharning sirt

yuzast.
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III-BOB. a - subgarmonik funksiyalar

3.1. a - subgarmonik funksiyalar va ularning sodda xossalari
D MC" sohada qat’iy musbat (n - Ln- 1) bidarajali differensial formani
va dd‘ullla operatorni qaraymiz. Bu operator elliptik operator bo‘lishini
yuqorida ko'rib o‘tdik.

a - qatly musbat, yopiq, cheksiz silliq koeffisientli bo‘lgan holda biz

quyidagi a - subgarmonik funksiya ta'riflarini beramiz.
3.1.1-tarif. D MJ" sohada berilgan u(z) OL}OC (D) Sunksiya  uchun

quyidagi shartlar

1) uyuqoridan yarim uzluksiz, ya'ni lim u(z)= lim sup u(z)J u(z 0) ;
Z®ZO e® OB(ZO,e)

2) umumlashgan funksiya (ogim) ma’nosida
i e ¢
d = dw" wOF (D), 3.1.1
ﬁzumaﬁv) T u 1l IEdw," w O F (D) (3.1.1)

musbat, ya'ni dd u H_Ia%v)l 0,"wi 0 bajarilsa, bu yerda F (D)— asosty finit
1 b

Sunkstyalar fazosi, u ga a - subgarmonik funkstya deyiladi.

-1
X 2
Bu yerda agar a = %dc Z‘ i bolsa, biz mos ravishda potensiallar

nazariyasidagl yaxshi tadqiq qilingan  subgarmonik funksiya tarifiga ega
bolamiz.

a - subgarmonk funksiyalar sinfini a - sh(D) orqali belgilaymiz. (3.1.1)

dan u Oa - sh (D) uchun ddu Iz oqim (umumlashgan funksiya) musbat va

shuning uchun u musbat borel olchovini ifodalashi kelib chiqadi: dd“u Iz = m.
m o‘lchov u (z) tunksiyaning assosirlangan o‘lchovi deyiladi.

Endi xususiy holda a - subgarmonk funksiyalar sinfi xossalarni

36



o‘rganamiz.
— 71 . —
a=(a;ay..,a,)OVY, vektor, j(z)=azz;tazz,+..ta,z?z

funksiya va D(D MJ") sohada berilgan u oc? tunksiya uchun quyidagi
operatorni qaraymiz:
J
c -1 b
dulllp = ddull{ddj )" "= (- D'e ady...
J

2
Tu_ gy
RXPEES
j
b

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu yerda ... belgi shu ko‘’paytmada j -had qatnashmasligini
bildiradi.

3.1.2-ta’rif. D MJ" soha berilgan bo‘lsin. Ushbu

v a2,
e aa,..a, S
Jj=1Lln ﬂz ﬂz

tengsizlikni qanoatlantiruvchi u OC2(D)funksiyaga a - subgarmonik funksiya
deyiladi.

a - subgarmonik funksiya quyidagi xossalarga ega.

a) a - subgarmonik funksiyaning musbat koeftitsentli chiziqli

kombinatsiyasi yana a -subgarmonik funksiya bo‘ladi ya'ni

u,(z)Oa - sh(D), b, OR, YObu(z) + byu,(z)+ ...+ b u, (z)Oa- sh(D)

Bu yerda ham subgarmonik funksiyaning xossasi kabi xossa orinli.

3.1.1-teorema. Agar u(z) funksiya D sohada a - subgarmonik bo ‘lsa, u

holda "z° OD nuqta va

ajlz,-z +...+anz-zo
n n

E@E"r) = {z oJ” r’ }MMD gipershar uchun

u(z)J I?/Q T @)V (t)

E(zo,r)
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tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi. Bu yerda Vor) - gipershar haymi va dV (t) - hajm elementi.
Bu orta qiymat haqidagi teorema yordamida a - subgarmonik
tunksiyalarning quyidagi xossalari kelib chiqadi.
b) Chekli sondagi a - subgarmonik funksiyaning maksumimi ham

a - subgarmonik funksiya bo‘ladi ya'ni

u(z),uy(z),....u, (z) Oa - sh(D) YO max{u,(z),u,(z),....,u, (z)} Oa - sh(D).
¢) Monoton kamayuvchi a - subgarmonik funksiyalar ketma-ketligining

limiti a - subgarmonik funksiya bo‘ladi ya'ni

uj(z) Oa - sh(D), uj(z) 1 ujﬂ(z) IOj(éiTr uj(z) Oa- sh(D), j=12,...,n.
d) Tekis yaqinlashuvchi a -subgarmonik funksiyalar ketma-ketligi yana a -
subgarmonik funksiyaga yaqinlashadi ya'ni

uj(z) Oa - sh(D), uj(z)% u(z) Ou(z) Oa - sh(D), (k= 1,2,3...)

e) Maksimum prinsipi. Agar u(z) O a - sh(D) tunksiya biror 20D
nuqtada 0zining maksimumiga erishsa, ya'ni

u(zo) = sup u(z)
xOD

bo‘lsa, u holda u(z) = const bo‘ladi..

t) a - subgarmonik funksiyalar fazosida metrika quyidagi korinishga yega:

2
n

r(z,w) = ,le ai}zi— w;
i=1

D MJ" sohada aniglangan
u:D®[-T.,T)
tunksiya berilgan bo‘lsin.
3.1.3-ta’rif. Quyidagi ikkita shart orinli bo'lsa:

1) u(z) yuqoridan yarim uzluksiz, ya'ni

"z 0D uchun limu(z)J u(z?)
z®z°
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2) har bir 20D nuqta uchun shunday r(zo) > 0 topiladiki,  J r(zo) uchun

u(z% 7 I?/Q) T u(t)dv(t)

2 2
0

z - 200 ] 2
n n

0
_Zl

a,lz +..ta
n

1F1
shartni qanoatlantirsa, u holda u(z) funksiya D sohada a - subgarmonik

funksiya deyiladi.
a - subgarmonik funksiya va subgarmonik funksiyalarni farqli jihatlarini

ko‘rsatuvchi misollarni ko‘rib o‘tamiz.

3.1.1-misol: J > fazoda bizga a = (3,1,2) O S}i vektor berilgan bo‘lsin.

2 2 2 . . . .
u=- 5}21‘ + 6}22‘ - 2‘23‘ bu funksiya subgarmonik funksiya emas, lekin

a - subgarmonik funksiya bo‘ladi.

Haqiqatan ham,

1u 1u Tu
Du =4 —+ 4 —+ 4 —=4(- 5+6- 2)=-4J 0
ﬂzlﬂzl ﬂ22ﬂ22 ﬂz3ﬂz3

bundan korinib turibdi u funksiya subgarmonik funksiya emas ekan, lekin

quyldagiga asosan

D u=2% I u + 6W T u + 3% T u — 4Y- 10+ 36- 6)= 80i 0
1z 1ﬂz ﬂzzﬂz ﬂz3ﬂz

yanl u a - subgarmonik funksiya ekan.

3.2. a - subgarmonik funksiyalarning Riss tasviri
Elliptik operatorlar nazariyasidan yaxshi malumki, dd“u Il operator

ikkinchi tartibli elliptik operator bo‘lgani uchun J” fazoda tayinlangan w OJ"

nuqtaga nisbatan K, (Z,w) fundamental yechim
mavjud: dd°K 1l = d( - w), bu yerda d(z - w)— w OJ" nuqtadagi Dirak

olchovi va shu bilan birga K | (Z,w) J" da z = w dan tashqarida cheksiz silliq

funksiyani ifodalaydi va shu bilan birga z = w nuqta atrofida quyidagi baholash
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orinli: (q. [17,[13])

- 2n- |pl+2
‘DbK (z,wi] const@z_ w‘ b , ‘b‘> 2 (3.2.1)
a gln}z-w, n=15b=0

K, (Z) fundamental yechim dd“u Illz operator subyechimining Riss tasviri

yadrosi bo‘lib xizmat qiladi.
3.2.1-teorema. Agar u Oa- sh (D) bo‘lsa, w  holda  istalgan

G MM D kompakt gism sohada quyidagi tasvir o‘rinli:

u (z)= TK, (z - w)a’mw + F (z) z 0G, (8.2.2)
G

bu yerda F (Z)— G sohadagi biror a - garmonik funksiya.

Isbot. Bu teoremani isbotlash uchun quydagi ayirmani qaraymiz:
F (z)= u (z)— TK, (Z - w)dmw .
G

Yugqorida aytib o‘tganimizdek, agar u Oa - sh (D) bo Isa, u holda Riss-Markov

teoremasiga (q. [6]) koTra unga m assosiirlangan o‘lchov mos keladi:

ddulllp = m. Endi  u,(2)= 1K, (- w)dm, deb belgilaymiz va
G

ddcum Iz = m ekanini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, K (z) fundamental yechim
uchun tayinlangan w OJ” nuqtaga nisbatan dcha (z- wyllla = d(z - w)
tenglikka ega bolamiz. Istalgan w0 F(00 (D), w1 0 uchun a formaning

yopiqligidan foydalanib,

5 XK
%dcumuhﬁ%v): Ti};Ka(z— w)dmw%‘lb Hdw = r(l;deT K (z- w)lla OHdw

SEST

dK ,(z - w)LHa%Iw)de= T Az - wydm, = m

- T
G G

tenglikni olamiz. Shuning uchun G sohada
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dd°F () = ddu (z)1la - ddu, (z)Wa = m- m= 0.
tenglikka egamiz. Binobarin F (z) tunksiya G sohada a - garmonik funksiyani

ifodalaydi.

Endi bu tasvirning yagona ekanini ko'rsatamiz. Haqiqatan G sohada

u(z) = u,(z)+ F,(z) tenglik orinli bolsin, bu yerda n- G sohadagi biror
chekli olchov, F 5(z) Oa - h(G), uholda

ddu g = ddcun Ul + dchG(z)LLIa =n,
yani n(G)= mG) ni olamiz. Bu yerdan F(z)= F(z) ekani kelib chigadi.

Teorema isbotlandi.
Endi 3.1 da kiritilgan hususiy hol uchun a - subgarmonik funksiyalar

sinfida yuqoridagi masalani qarab chiqamiz.
a= (al,az,...,an) O S'ﬂi vektor uchun,

J@)=agzz tayzyz,t..tazz

n- 1
funksiyani olamiz va a = (ddcj ) bo ‘lgan holda quyidagi operatorni

qaraymiz:
L
ddulllp = (n- D'e aa,..a —dV
: "9z qz.
J J
J
b
bu yerda ... belgi  shu ko‘paytmada j-had qatnashmasligini bildiradi,

dv = %ﬁ: dz, H_b';1 1. Kz, H_Elz_n L dagi hajm formasi.

Bu operator ham elliptik operator bo‘lib, quyidagi teorema uning fundamental

yechimi ko‘rinishini aniq tasvirlash imkonini beradi.

3.2.2-teorema. Berilgan (al,az,...,an) OVY" ,ni 2 vektor uchun ushbu
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K(z)= 1 (3.2.8)

— — —\n-1
(n- DHazz,tae,z, +...ta,zz)

tunksiya quyidagi

dd‘ulllg = 0 (3.2.4)
elliptik tenglamaning fundamental yechimi bo‘ladi.

Isbot: Bu yadrodan xususiy hosilalarni olamiz:

1@ _ 1 4 azy(n- 1) _ a,z,
T b
z n-1 = =\ = =\
12, ( ) (@zz,*t..ta,zz) (azz,*t..ta,zz)
1K@ _ 1 4 a,z,(n - 1) _ ayz,
£ )
1z, (n-1) (azgz, +...ta,zz Y (a izt ta,zz )
1K (2) _ 1 " anz_n(n -1 _ a,z,
9z, (n-1) (azgz, +...ta,zz Yt (a ZZ teta,zz, )
endi bu xususiy hosiladan Z_] , (j = 1,..,n) bo‘yicha hosila olamiz:
ﬂzK(z) a na’zz
_ 1 i 1 Z1%1
1292y @ezz,+.vazz) (azz + +azz_)n+1’
rrrr o n“n"n | i n“n"n
2K a na,’z.z.
1K) _ 2 _ 2 %%
—_ _ _ _ _ +17
12,97, (a ZZ teta,zz, Y (a ZZ teta,zz, )!
2 2, =
1°K(z) — a, _ na, ZyZn
n+1

12,92,  (a ZZ teta,zz, Y (a ZZteta,zz)
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Topilgan bu qiymatlarni (3.2.4) tenglikga qo‘yamiz:

J
€ ay-a, o= 430, o —t .. taaz.a,
=1 ﬂzj z; 1292, ﬂznﬂzn
5 a na’zz
ded.a 3 1 i 1 °1°1 n
273 l’lé( = 4 + )n ( + + — )I’l+1
azz a,zz, aziz, azz,
5 a na,’zz
taa,.a 3 2 _ 2 %272 n
ngl( _ n n+1
41217 Tt anznzn) (a #1171 Tt anznzn)
K 2
3 a na ‘z z
+dln..a n n “n"n —
1”2 n- lé( =+ 4 = 1 4 —ynt1
azz;+. anznzn) (alzlz1 .ta,zz)
K 2 _
_ 3 aayas..a, ) na,“a,a,..a,zz 1 N
— — = \nt
%1(61121  teta,zz) (azyzyt+...ta,zz)
5 a.a,a,...a na,a,’a,..a z.z.
3 19293--4, _ 149 43---4 297y 1§J+_”+
— \N — — \nt
gl(alzlz1 t..tazz) (azz,t..tazz)
x 2, 7
L aaxas.a, g, . haa,.a, a2z gjz
= = \1 — — \ut1
%(alzl e ta,z 7)) (azgz;+...ta,zz)
xK
1 azz,+v+..ta zz
= na.a a a % 17171 n“n"n
172 n-1 ng( = 4 n n 4 4 — \n+1
a.zz, a z z) (a7, a zz)

bundan esa (3.2.3) ning (38.2.4) ni fundamental yechimi ekanligi kelib chiqadi.
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Xulosa
Ushbu  magistrlik  dissertatsiyasida  subgarmonik  funksiyalarning
kengaytmasi bo‘lgan a - subgarmonik funksiyalar sinfining ba’zi xossalari

organilgan. a - qat'ly musbat (n - 1,n - 1) bidarajali differensial forma bolgan

holda dd“u Iz operatorning elliptikligi isbotlanib, bu operatorning subyechimi
sifatida a - subgarmonik funksiyaning Riss tasviri oTrganildi. Xususiy holda
a - subgarmonik funksiyalarning orta qiymat haqidagi xossasi isbotlandi va Riss

yadrosining aniq tasviri topildi.
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