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KIRISH
1.Dissertatsiya ishining umumiy tavsifi.

1.1. Mavzuning dolzarbligi. Matritsa argumentli funksiyalar nazariyasi
bo'yicha dastlabki tadgigotlar Veyr (1887) va Shleisinger (1922) ishlarida
uchraydi. Veyr bitta matritsa argumentli darajali gatorlarni giperkompleks
sonlar nuqgtai nazardan garagan va ularning yaginlashish kriteriyasini bergan.
Shleisinger to'rtta elementdan tashkil topgan bir matritsa o'zgaruvchili "
funksiyani tasvirlovchi darajali qgatorlarni o'rgangan va uni Fuks davrida
ma’lum bo'lgan differentsial tenglamalar nazariyasining formulalarini
ixchamlashda qo’llagan, bu yerda W matritsa. Bu ishlarni matritsa argumentli
funksiyalar nazariyasining boshlanishi deb ham bo Imaydi. Matritsa argumentli
funksiyalar nazariyasiga |.A.Lappo- Danilevskiy asos solgan. U matritsa
argumentli funksiyalarni majorant matritsalar yordamida o rgangan.

Matritsa argumentli darajali gatorlarning yaginlashish sohalari spektral
norma yordamida G. Xudoyberganov o rgangan.

Koshi-Adamar teoremasining matritsa argumentli darajali gatorlar uchun
analogi olingan. Bu yerda birinchi marta matrisa argumentli darajali
qatorlarning yaqinlashish sohalari Kartan klassik sohalari ekanligi ko’rsatilgan.

Ushbu magistrlik disertatsiyasida f=ClpxmJ]C dagi golomor
funksiyalari uchun ikkinchi va uchinchi Kartan klassik sohalarida Loran
gatorlarining analoglari o'rganilgan.

Bundan tashqari f: C[mxm] — C[mxm] akslantiruvchi golomor funksiyalari
uchun diagonal matritsalar tekisligida aniglangan golomor funksiyalar uchun
Loron gatorlarining analoglari o"rganilgan.

1.2. Tadqgigot obekti va predmeti: Ko p ko mpleks o zgaruvhili funksiyalar
nazariyasi, matritsa argumentli golomorf funksiyalar, Loran gatorining ayrim
anologlari.

1.3.Tadgigot maqgsadi va vazifalari: Ushbu magistrlik disertatsiyasi
magsadi matritsa argumentli  golomorf funksiyalar va ularning

xossalarini  o'rganishdan iborat. Matritsa argumentli golomorf funksiyalar
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uchun dioganal matritsalar tekisligida Loran gatorining analogini olish.

1.4.1lmiy yangiligi: Matritsa argumentli golomorf funksiyalar uchun
diogonal matritsalar tekisligida Loran gatorining analogi.

1.5.Tadgigotning asosiy masalalari va farazlari: Golomorf funksiyalar va
Loran qatorlarini o’rganish. Matritsa argumentli golomorf funksiyalar uchun
diogonal matritsalar tekisligida Loran gatorining analogini olish.

1.6.Mavzu bo‘yicha qisqacha adabiyotlar taxlili:

L. Shleisinger [1] da matritsa argumentli golomorf funksiyalarning dastlabki
ma’lumotlar berilgan. I.A.Lappo-Danilevskiy [2] da matritsa argumentli
golomorf funksiyalar majarant matritsalar yordamida o rganilgan.

G. Xudoyberganov [3-7] matritsa argumentli golomorf funksiyalar spektral
normalar yordamida o'rgangan. R.Belman [7], Lankaster [8] va Gantmaxer F.R.
[10] larda matritsa argumentli  funksiyalar matritsalar nazariyasi keng
yoritilgan. R.M.Madrahimov, S.Bekmetova, Sh. Xudayberganov [12-14] larda
matritsa argumentli golomorf funksiyalar uchun Loran gatorlarining analoglari
0 rganilgan.

1.7.Tadqiqotda qo‘llanilgan metodikaning tavsifi: Ko‘mpleks analiz va
funksional analiz metodlaridan foydalanildi.

1.8.Tadqgiqot natijalarining nazariy va amaliy ahamiyati: Matritsa
argumentli darajali gatorlar ham nazariy ham amaliy ahamiyatga ega. Chunki
matritsalar bilan bog'lig bo Igan kanonik yoyilmalar fan va texnikaning turli
sohalarida qo'llaniladi.

1.9.1sh tuzilmasining tavsifi:
Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir

bob bo‘limlardan tuziladi.

2. Dissertatsiya ishining mazmuni.
Magistrlik dissertatsiyasi kirish, uchta bob va adabiyotlar ro’yhatidan iborat
Unig birinchi bobi  asosiy tushunchalar va dastlabki ma’lumotlardan

iborat va 0’z navbatida to’rtta paragrafdan tarkib topgan. Bunda kompleks argumentli
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funksiyaning differensiallanuvchanligi, Teylor qatori, Loran gatori o’rganilgan. Uning
ikkinchi bobi  Kartan klassik sohalariga bagishlangan. Bu bobda Kartan klassik
sohalari va ularning avtomorfizmlarini o'rganishga bag’ishlangan.
Magistrlik disertatsiyasining uchinchi bobi  matritsa argumentli golomorf
funksiyalar uchun Loran gatorlarining analoglarini o rganishga bagishlangan.

Ma’lumki,  G.Xudoyberganov  ishlarida f = C[mxm] — Cdagi golomorf
funksiyalar uchun birinchi Kartan sohasining Loron gatorining anoligi o'rganilgan.
Ushbu magistrlik disertatsiyasida f = C[mxm] — C dagi golomorf funksiyalari uchun
ikkinchi va uchinchi Kartan klassik sohalarida Loran qatorlarining analoglari
0 rganilgan.

Bundan tashgari f:C[mxm] — C[mxm] diagonal matritsalar tekisligida

aniglangan golomorf funksiyalar uchun Loron gatorlarining analoglari o’rganilgan.

TEOREMA: V xalgadagi ixtiyoriy f golomorf funksiyani quyidagi

yvagqinlashuvchi qator ko rinishda tasvirlash mumkin:

(¢ 30,0 -al*”

(1)
Bunda koefitsiyentlar quyidagi formula yordamida aniglanadi:
1 ~>ym-1 ® -
Cn=r - [f€3€-al® "¢ GO=0+142,.... B
b

bu yerda V:‘lleTM:RI>H’VV—aI”

>rl >0,r>0 _



I BOB. Asosiy tushunchalar va dastlabki ma’lumotlar
1.1.Kompleks argumentli funksiya tushunchasi.

Kompleks sonlar tekisligi C da biror E to'plam berilgan bo'lsin: EcC.
1.1.1-ta’rif. Agar E to'plamdagi har bir Zz kompleks songa biror f
qoida yoki qonunga ko'ra bitta ¢ kompleks son mos qo'yilgan bo'lsa E
to'plamda funksiya berilgan deb ataladi va u
f:z>wyoki o= 1(2)
kabi belgilanadi. Bunda E funksiyaning aniglanish toplami, =z -erkli
o'zgaruvchi yoki funksiya argumenti, fesa =z 0 zgaruvchining funksiyasi
deyiladi.
Aytaylik,
w=f(2)
funksiya biror E(E —C) to'plamda berilgan bo'lsin, ya’ni f qoidaga ko'ra har
bir z=x+iy € E kompleks songa bitta @ =u+iv (UeR,veR)
kompleks son mos go'yilgan bo’lIsin. Demak, @ =U+iv= f (X +1y)
keyingi tenglikdan u=u(x,y) ,v=v(x,y) bolishi kelib chigadi.
Demak, E to plamda w= f(z) funksiyaning berilishi shu to'plamda X va
y haqigiy o zgaruvchilarning
u=u(xy)
V=V(x,y)
funksiyaning berilishidek ekan.
Odatda, u=u(x,y)funksiya f(z) funksiyaning haqgigiy qismi,
v=V(x,y)esa f(z) ning mavhum qismi deyiladi:
u(x,y)=Ref(z2),

v(x,y)=Imf(z).

1.1.1-misol. Ushbu

z+2
f(2)=——
(D)=
funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlarini toping.
Berilgan funksiyada z=x+iy ekanini hisobga olib , uni f(z)=u+iv
ko’rinishda yozib , quydagi tenglikni topamiz:
242 x+iy+2 | x+2 +iy|[ x-3 —iy|

z7-3 x+iy-3 (x—3)* +y?

u+iv=

X+ yP-x-6 N 5y
X*+y?—6x+9  X*+Yy*—6x+9
X*+y>—x—-6

X2+ y>—6x+9 "

Demak, u=u(xy)=
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oy
X2+ Yy’ —6X+9
Erkli z o'zgaruvchi E to'plamda o'zgarganda w= f(z) funksiyaning mos
qiymatlaridan iborat to plam
F= f(z)=u+iviz=x+iyeE
bo'Isin. Odatda, bu to plam funksiya qiymatlari to'plami deyiladi.
Demak, Eto plamda

v=v(xy)=-

w=f(2)
funksiyaning berilishi Oxy- kompleks tekislikdagi E to'plamni (to’plam
nuqgtalarini) Ouv- kompleks tekislikdagi F to’plamga(to’plam nuqtalariga) aks

ettirishdan iborat ekan.
Shu sababli @ = f (z) funksiyani E to plamning F to plamga akslantirish

deb ham yuritiladi.
Faraz qilaylik, @ = f (z) funksiya E to'plamda E — C berilgan bo’lib,
F= f(2):zeE
bo’lsin. So'ngraF to plamda F —C 0 z navbatida biror
¢ =p(w)

funksiya berilgan bo'Isin. Natijada, E to'plamdan olingan har bir Z ga F
to'plamda bitta ¢© son f:z—>w® va F to'plamdan olingan bunday o
songa bitta { son @:@w—>¢ mos qo'yiladi:

f @
Z>0—>¢ .

Demak, E to'plamdan olingan har bir Z ga bittal ¢ eC son mos qo'yilib,
Z — ¢ funksiya xosil bo'ladi.Bunday funksiya murakkab funksiya deyiladi va
=o(1(2)
kabi belgilanadi.
w= T(z) funksiya E to'plamda berigan bo'lib, F esa shu funksiya

qiymatlaridan iborat to plam bo lIsin:
F= f(2):zeE
F to'plamdan olingan har bir ¢ songa E to’plamdan bitta Z son mos
qo yilishini ifodalovchi funksiya @ = f(z) funksiyaga nisbatan teskari funksiya
deyiladi va
z=f o)
kabi belgilanadi.
Faraz qilaylik @ = f (z) funksiya E to'plamda E — C berilgan bo'lsin.
1.1.2-ta’rif. Agar L argumentning E to'plamdan olingan turli giymatlarida
f(z) funksiyaning mos qiymatlari ham turlicha bo'lsa,ya’ni f(z)=f(z,)
tenglikdan z, =z, tenglik z,,z, € E kelib chigsa, f(z) funksiya E to plamda
bir yaproqli (yoki bir varaqli ) funksiya deyiladi.
1.1.2-misol. Ushbu
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1
f(z)=——
(D)="—
funksiyaning E= zeC :‘z‘ < 2 to'plamda bir yaproqli bo’lishini ko 'rsating.
Aytaylik, z ,z, € E uchun
f (21) =f (Zz)
ya’ni
1 1
z-2 7,-2
bo’lsin.Ravshanki, keying tenglikdan z, —2=27, -2

ya’ni z, =z, bo’lishi kelib chiqadi. Demak, f(z)=f(z,)=>z=2, z,z,€E
Bu esa berilgan funksiyaning E da bir yaproqli ekanini bildiradi.
Faraz qgilaylik = f(z) funksiya E EcC to'plamda berilgan bo’lib,
Z,nugta E to plamning limit nuqtasi bo"Isin.
1.1.3-ta’rif. Agar V& >0 son uchun shunday & =(5) >0 son topilsaki, Z
argumentning 0< \z — zo\ <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ze€E
giymatlarida
1f(z)-A<e
tengsizlik bajarilsa, A kompleks son f(z) funksiyaning z — z, dagi limiti deb
ataladi va
Iimf(z)=A

z—>7,

kabi belgilanadi.
1.1.4-ta’rif. Agar YM >0 son uchun shunday 6 =(6) >0 son topilsaki, Z
argumentning 0< \z - 20\ <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ze€E
giymatlarida
|f(z)|>M
tengsizlik bajarilsa, z — z, dagi f(z) funksiyaning limiti oo deyiladi.
Aytaylik, z=o0 nugqta E to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.
1.1.5-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday p=p & >0 son topilsaki, Z
argumentning \z\> p tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Z € E giymatlarida
‘f z - A‘<g
tengsizlik bajarilsa, A kompleks son f z funksiyaning z — o dagi limiti
deyiladi va
imf z =A

Z—>®©

kabi belgilanadi.
Endi z,z, hamda A kompleks sonlarni

Z=X+1y,
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Zy =X, +1Yq,
A=a+ip
deb so’ng
w=1Tf z =u X,y +iv X,y
ekanligini e’tiborga olib, z— z, da f z funksiyaning A limitga ega bo’lishi
X—>X%,, Y>>V, dau x,y hamdav X,y funksiyalarning mos ravishda

a va [ limitlarga ega bo’lishiga ekvivalent ekanligini ifodalovchi teoremani
keltiramiz.
1.1.1-teorema. o= f(z) funksiyaning z — z,da A limitga,

Iimf z =A

7217,

ega bolishi uchun
limu X,y =, limv x,y =4
X—>Xg X—>Xo

Y—=>Yo Yy—=Yo

bolishi zaur va etarli.
Isbot. Zarurligi. Aytaylik, limf z =A

bo'lsin. Limit ta’rifiga binoan Ve>0, olinganda ham 35=5€¢ >0 ki, Z
argumentning O<\z—zo\<§ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ze€E
giymatlarida

‘f z —A‘<e

tengsizlik bajariladi.
Ravshanki,

‘Z_Zo‘:\/ X=X et Y=Y 2
fz-A=[uxy -al|+i[vxy -5]
bo'lib,
lz-27,|<5
bo lishidan
X=Xo| <8, |y—Yo| <&
bo lishi kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan quyidagi

u X,y —a‘:‘Re fz —A‘s‘f z —A<e,

v Xy —,B‘z‘lm f z —A‘s‘f z —AN<e
tengsizliklar o"rinli boladi. Demak,

Ve>0, 35() >0 ni, [x—X,| <8, |y—Yo|<S
bo’lganda

‘u X,y —a‘<5,

v xy -pB|<¢
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tengsizliklar bajariladi. Bu esa
limu x,y =«, limv x,y =4 :
Vo, V>
ekanligini bildiradi.
Yetarliligi, Aytaylik,
limu x,y =a, limv x,y =4
Vs V>,
i

a ko'ra 36 >0
NG g

bo'lsin. Limit ta’rifiga asosan, V& >0, olinganda ham,
ni

X=X,| <8, [y =Yo| <&
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi V' X,y da

u Xy —a‘<i,
J2
v X,y —ﬂ‘<%

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
f 2z —A=u x,y +iv X,y — a+ip ‘:‘ uxy-—-a+ivxy-4 ‘:

2 2 6‘2 82
=\/u X,y —a +V XYy - < ?+?=g

Demak,
Iimf z =A

717,

Teorema isbot bo"ldi.
Aytaylik, f(z) hamda g(z) funksiyalar E to'plamda E cC berilgan

bo'lib, Z, nugta E to plamning limit nugtasi bo’lIsin.
Agar, lim f(z)=A ,limg(z)=B
bo'lsa, u holda
lim f(z)xg(z) =Ax+B

lim 1(z)-g(z) =A-B

lim (@) = A B=0
77, g(z) B
bo'ladi.
Funksiyaning uzluksizligi. Faraz gilaylik, = f(z) funksiya E to plamda
E — Chberilgan bo'lib, Z, nugta Z,<E nugta shu to plamning limit nugtasi
bo’lsin.
1.1.6-ta’rif. Agar Ve >0, son uchun shunday 6 =06(g) >0 son topilsaki,
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Z argumentning |Z—ZO|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha Z€E

giymatlarida
1f(2)-f(z)|<e

tengsizlik bajarilsa, f(z) funksiya Z, nuqtada uzluksiz deb ataladi.
( Ravshanki, bu holda
lim f(z) = f(z,)
bo’ladi).
Odatda, Z—2Z, ayirma funksiya argumentning orttirmasi deyiladi va Az Kabi

belgilanadi.
Az=2-1,

f(2)-1(z)
ayirma esa, funksiya orttirmasi deyiladi. Uni Af kabi belgilanadi:
Af=1(2)-1(z).
Shu tushunchalardan foydalanib, funksiyaning Z, nuqtada uzluksizligini
quydagicha ham ta’riflash mumkin.
Agar Az — 0 da Af ham nolga intilsa, yani

limAf =0

Az—0
bo'lsa, f(z) funksiya Z, nuqtada uzluksiz deyiladi.
1.1.7-ta’rif. Agar f(z) funksiya E to plamning har bir nugtasida uzluksiz

bo'lsa, f(z) funksiya E to'plamda uzluksiz deyiladi.
1.1.3-misol. Ushbu

Ushbu

f(Z):1 z#0
74

funksiyaning VZ,eC z,#0 nuqtada uzluksiz bo’lishini ko’rsating.
VZ,eC z,#0 nugqtani olaylik.

Af=Ff z,+Az —f z, = 1t 1. -
Z,+Az 7, Z, Z,+AzZ
limAf = lim— 220
200 200 7, (2, + AZ)

Demak,berilgan funksiya Vz,€C z,#0 nuqtada uzluksiz.

1.1.2-teorema. w = f(z) funksiyaning Z, nuqtada uzluksiz bo"lishi uchun
Re f(z)=u(x,y)
Im f(z) =v(X,y)
funksiyaning X,, Y, nuqtada uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli.
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Demak, kompleks o’zgaruvchili f(z) funksiyaning Z, nugtada uzluksiz

bo’lishi , ikkita haqiqiy o’zgaruvchili

Ref(z)=u(x,y), Imf(z)=v(xy)
funksiyalarning x,, Y, nuqtada uzluksiz bo’lishiga ekvivalent ekan. Bundan
haqiqily o’zgaruvchili funksiyalar haqidagi tasdiglar kompleks o’zgaruvchili
uzluksiz funksiyalarda ham o’rinli bo’ladi. Jumladan quydagi tasdiglar
o’rinlidir:

1) Agar f(z)va g(z) funksiyalar Z, nugtada uzluksiz bo’lsa,

F(2)£9(2) . 1(2)9(D) 2, 9(2)#0
9(2)
funksiyalar ham Z, nuqgtada uzluksiz bo’ladi.

2) Agar f(z) funksiya yopiq D to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya D da
chegaralangan bo'ladi, ya’ni shunday o'zgarmas M (M %) son mavjudkKi,
Vz e D uchun

‘ f (z)‘ <M
bo’ladi.

3) Agar f(z) funksiya yopiq D toplamda uzluksiz bo'lsa, funksiya
moduli D da o'zining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, ya ni
shunday z,z, € D nuqtalar topiladiki, Z€ D uchun

| f (Z)| < | f (21)|
‘ f (z)‘ > ‘ f (22)‘
bo"ladi.
4) Agar f(z) funksiya Zynugtada uzluksiz bo'lsa, | f (z)| funksiya ham shu

Z, nugtada uzluksiz bo’ladi.

Bu tasdigning isboti quydagi

[f@)|-f @) <|f (@)~ f(2)

tengsizlikdan kelib chigadi.
w= f(z) funksiya E to'plamda E —C berilgan bo’lsin.

1.1.8-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday 6 =6(g) >0 son topiladiki,
E to’plamning 0<|z' - 2"
Z’vaz" 7',2" e E nugtalarida

1f(2)— f(2")<e

tengsizlik bajarilsa, f(z)funksiya E to plamda tekis uzluksiz deyiladi.

1.1.3-teorema. (Kantor teoramasi) Agar f(z) funksiya chegaralangan

yopiq to plamda uzluksiz bo’lIsa, funksiya shu toplamda tekis uzluksiz bo"ladi.
Isbot. Aytaylik ,

<o tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
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f(2) =u(x,y) +iv(x,y)
funksya chegaralangan yopiq E to’plamda E cC uzluksiz bo’lsin. 2-
teoremaga ko’ra haqiqiy o’zgaruvchili u(x,y) va v(x,y) funksiyalar ham shu E

to’plamda uzluksiz bo’ladi. Ayni paytda bu funksiyalar E da tekis uzluksiz ham
bo’ladi.

Unda Ve >0 son uchun shunday 6 =6(g) >0 son topiladiki ,
ushbu

\/ X—x"’+y-y i<s (1.1.1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,y" €eE , X",y" €E nuqgtalarda

£

‘U X’,y’ —u X”,y” <=,
V2 (1.1.2)
g

v X,, i —V X”, " <2

v X,y V<3

tengsizliklar bajariladi.
Agar z'=x"+iy’,z" =x"+iy" deyilsa, unda (1.1.1) va (1.1.2)
munosabatlardan foydalanib

! n

2
z'-12 :\/x'—x" + y'—-y" <9,

|f(z)- (2" =\/ UK, Y) —U(X, YY) S VO Y) (YT <
g &

<|l=+—=¢
2 2

bo’lishini topamiz.
Shunday qilib, Y& >0 son uchun shunday 6 =6(g) >0 son topiladiki , E
to’plamning |z'—z"|< & tengsizlikni ganoatlantiradigan ixtiyoriy
Z’vaz" 7',2"eE nugtalarida
| f(z)— T(z2")|<¢e
tengsizlik bajarilar ekan . Bu esa f (z)funksiyaning E da uzluksiz bo’lishini

bildiradi. Teorema isbot bo’ldi
1.2. Kompleks argumentli funksiyaning differensiallanuvchanligi.
w="f(z) funksiya E toplamda EcC berilgan bo’lsin. Bu E

to'plamda Z, nuqtani olib unga shunday AZ orttirma beraylikki, Z, + Az € E

bo'Isin. Natijada f (z) funksiya ham Z, nuqtada
Ao=Af(z,) = f(z, + A7) - T (z,)
orttirmaga ega bo’ladi.

1.2.1-ta’rif. Aagar AZ — 0 da AA—“’ nisbatning limiti
Z
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IimA—a) _lim f(z,+Az) - f(z,)
Az—0 A7 Az—0 AZ
mavjud va chekli bo'lsa, bu limit kompleks o"zgaruvchili f(z) funksiyaning Z,
nuqtadagi hosilasi deb aytiladi va f'(z,) kabi belgilanadi:
f,(zo) — lim f (ZO + AZ) —f (ZO)
Az—0 AZ
1.2.2-ta’rif. Agar f(z) funksiya z,€E nuqtada f’(z,) xosilaga ega

bo’lsa, funksiya Z, nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.
Agar f(z) funksiya E to'plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi
bo'lsa, funksiya E to'plamda differensiallanuvchi deyiladi.
Aytaylik, f(z) funksiya Z, nuqtada f’(z,) hosilaga ega bo'lsin. Unda,
. Af(z ,
lin = (= )
bo’lib,
Af(z,) =1 (z,) A2+« z,,A7 Az
bo'ladi. Bu erda AZ—>0 da o z,,Az ham nolga intiladi: « z,,Az -0 .
Natijada quyidagi tasdigga kelamiz.
1.2.1-teorema. f(z) funksiyaningz,E nuqtada differensiallanuvchi
bo’lishi uchun uning ortirmasi Af (z,) ni ushbu
Af(z,)=AAZ+a z,,A1 Az

ko rinishda ifodalanishi zarur va yetarli.

Bunda A miqdor Az hamda « z,,Az larga bog’liq bo'lmagan miqdordir.

1.2.1-misol. f(z)=x—-iy=Z
im> =Y _ mavjud emas
=20 X + 1y
z=X+1y. f(z2)=z=x+1iy
Iimf(z)_f(zo):Z_ZO =1
>0 77, -1,

Biz yuqorida kompleks o’zgaruvchili funksiyaning hosilasi hamda
differensiallanuvchi bo’lishi tushunchalarining kiritilishi haqiqiy o’zgaruvchili
funksiyaning hosilasi hamda differensiallanuvchi bo’lishi tushunchalarining
kiritilishi kabi ekanini ko’rdik. Demak, kompleks o’zgaruvchili funksiyaning
hosilalarini hisoblashda haqiqiy o’zgaruvchili funksiyaning hosilalarini
hisoblashdagi ma’lum qoida va jadvallardan foydalanish mumkin.

Ba’zi qoidalarni keltiramiz;
1) f(z)=c—constbo’lsa, f'(z) =0 bo’ladi
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2) kf(z) =k-f'(z) ,k=const
3) f()+9(2) =f'(2)+g'(2),
4) f(2)-9(2) =1 (2)9(2)+ f(2)9'(2),

) (f(z)j’ @0 1@0@
9(2) 9°(2)
6) Agar w= f(z) , F =¢(w) bo’lib, F =¢(f(z)) bo’lsa, u holda

o(f(2) =¢'(0)-f'(2)

bo’ladi.
7) Agar o= f(z) va z=f *(w) bo’lsa,
' 1
f! = . f'(2)#0
() ) (2)
bo’ladi.

Garchi, kompleks hamda haqiqiy o’zgaruvchili funksiyalar hosilalari
tushunchalarining kritilishi bir xil bo’lsa ham , kompleks o’zgaruvchili
funksiyaning hosilaga ega bo’lsin deyilishi (binobarin , differensiallanuvchi
bo’lsin deyilishi) talabi ancha og’ir talab hisoblanadi. Bitta sodda misol qaraylik.

Ushbu,
f(z)=x
funksiyani olaylik . Agar bu funksiyani haqigiy o’qda joylashgan E to plamda
E c R qaralsa,ravshanki, u hosilaga ega bo’lib, f'(z) =1bo’ladi.
Endi f(z) =x funksiyani kompleks tekislik C da garaylik. Ravshanki, bu
funksiya uchun

f(z)-1(z,) _ X =%
-2, = X=X, +i Y-y,

bo’ladi. Bu nisbat Z — Z,da limitga ega emas, chunki, x=x, y #y, da nisbat 0
gateng, x=x, y=Y, daesal gateng. Demak, f(z)=x funksiya
differensiallanuvchi emas.

Faraz gilaylik,

f(z)=u(x,y)+iv(x,y)
funksiya biror D sohada D < C berilgan bo’lib ,
Z, =X, +1y, €D

bo’lsin.

1.2.3-ta’rif . Agar haqiqiy o’zgaruvchili u(x,y)va v(x,y) funksiyalar
(X, Y,) hugtada (x,,y,) € R® differensiallanuvchi bo’lsa, f(z) funksiyaz,
nuqtada haqiqiy analiz ma’nosida (gisqacha R* ma’noda) differensiallanuvchi
deyiladi.
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1.2.2-teorema. f(z) funksiyaning z, nuqtada f’(z,) hosilaga ega bo’lishi
uchun
1) f () funksiyaning z, nuqtada haqiqiy analiz ma’nosida (R’
ma’noda) differensiallanuvchi bo’lishi va
2) ushbu = u(x,y)—u(x,,Y,) +1 v(X,y)—V(X,,Y,) =AU+iAv
ou_ov ou_ o (1.2.1)
oX oy oy OX
tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot.Zarurligi. f(z) funksiyaning z, nugtada z,e D f'(z,) hosilaga ega
bo’lsin. Hosila ta’rifiga ko’ra

. Af(z,) .,
Im—, &)

ya’ni
Af(z,)=1t'(z))Az+x 2,,A7 Az
bo’ladi. Bu yerda
AZ=7—7,=(X+1y) = (% +1Y) = (X =X) +I(y = ¥,) = AX+IAy
Af(20) = T(2) = T(20) = (X, V) +iV(X,Y) — U(Xy, Yo) +IV(%,Y,)

= U(X,Y) ~U(X, Yo) +i V(X Y) ~V(%,Yp) =AU +iAV
bo’lib, o esa Ax va Ay larga bog’liq va ular nolga intilganda nolga intiladi:

lim a=0
AX—0,Ay—0

Endi f'(z,) hamda o larni

f'(z,)=a+ib,a=a +iq, [Li(g‘l)oal = liTan = OJ
Ay—0 Ay—0
deb, (1.2.1) tenglikni quydagicha yozamiz:
AU +IAV = (a+ib)(AX + Ay) + (o +1,))(AX + Ay)
Bu tenglikdan. hagiqiy hamda mavhum gismlarini tenglab topamiz:
AU = aAX —bAY + o, AX — a, A,
AV =DbAX + aAy + o, AX + o, AY
Demak, u(x,y) va v(x,y) funsiyalar (x,,y,)nuqtada differensiallanuvchi.

Ayni paytda f(z) funksiya z, nugtada R’ ma’noda differensiallanuvchi
bo’ladi.

Modomoki, f(z) funksiya z, nuqtada f’(z,) hosilaga ega ekan, unda
Az — 0 , jJumladan Az =Ax —0(Ay =0), Az =Ay —0(Ax =0) bo’lganda ham

Af (z,)
Az

Nisbatning limiti har doim f’(z,) ga teng bo’laveradi.(1.2.2) tengliklar
Az = AX (Ay =0)bo’lganda

(1.2.2)
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Au = aAX + o, AX

(1.2.3)
AV =DbAX + o, AX
Az = Ay (Ax =0)bo’lganda
AU = -bAY — a,Ay (1.2.4)

Av = aAy + o, Ay
tengliklarga keladi.
(3) munosabatlardan

ou oV
—=a , — = b ,
OX OX
(4) munosabatlardan esa
ou oV
_— —b , — = a ,
oy oy

bo’lishini topamiz. Bu tengliklardan
u_ov ou_ov
X oy oy ox
bo’lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik f(z) funksiya z, nugtada R® ma’noda differensial-
lanuvchi bo’lib, teoremada keltirilgan ikkinchi shart bajarilsin. u(x,y) va
v(X,y) funksiyalar (x,,y,) nugtada differensiallanuvchi bo'lgani uchun

Au:a—qu+a—uAy+ale+a2Ay,
OX oy
ou ou

AV = —AX+—Ay + BAX+ B,Ay .
y oY BAX+ LAY

bo’ladi. Bu yerda Ax—0,Ay »>0da «,c,, B, /5, laring har biri nolga
intiladi.
U holda

Af (z,)=Au+Av = a—qu+8—uAy+ozle+ a,AY +1 @Ax+@Ay + BAX + B,AY
OX oy OX oy

bo'ladi. Teoremaning ikkinchi sharti
ou ov ou oV

ox oy oy ox

dan foydalanib topamiz:
Af (z,) :Z—i(Ax +1Ay) - i%u(Ax +IAY) + (o, +18)AX + (e, +15,)Ay =
:(Z—i — i%;jAz +{(o¢1 + iﬁl)% + (o, + iﬂz)%}Az
Bu tenglikdan esa
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Af(z,) _ou 8u
— = 18,)— [
M x 'y + (o, + ﬂl) +(a + ,32)
bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikdagi

(1.2.5)

(%ﬂm%+@+%€¥

1foda uchun

(o, +|ﬂl) +(a +|,6’2

<[ +ip)| o + e + i)Y <

< \(al +iB)] + (e, + Iﬁz)\ <los|+|B] + \az\ +|8,| <&
bo'ladi, chunki AZ—> 0 da ya’ni Ax >0, Ay — 0 da
a,—0, f—>0 ,a,—0, S, >0,
Shuni e’tiborga olib (1.2.5) tenglikda AZ — O da limitga o'tib
. Af(z,) ou .du
lim——2*=——-i—
A0 Az OX ay
bo’lishini topamiz. Demak., f(z) funksiya z, nugtada f’(z,) hosilaga ega va
ou .odu
fla)=2-15

bo’ladi. Teorema isbot bo'Idi.

Eslatma. Yugorida keltirilgan teorema f (z) funksiya xosilasining
mavjudligini tasdiglabgina golmasdan, uni hisoblash yo'lini ko rsatadi
ou av av 8u au . ou

f'(z o)——X

x oy oy ox oy oy 'oax

1.2.2-misol. f (z) = z? funksiya ixtiyoriy z eC nuqtada xosilaga ega
bo ladimi.

f(2) = (x+iy)? = (x

—y?)+i2xy
u=x%2—-vy?,  v=2xy
bu funksiyalar v ¢, y *R? nuqtada differensiallanuvchi
Ikkinchi tomondan.

Su

ou
§=2x, a—y —2V.
ﬂ=2y, ﬂ=2x
OX oy
bolib,
ou _ov ou__ov
ox oy’ oy  ox’

Demak, f(z)=z? funksiya vzeC nuqtada xosilaga ega.
Faraz qilaylik, f(z) funksiya f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiya
z, =%, +iy, € D (D cC), nugtada R* ma’noda differensiallanuvchi bo'Isin
18



Ushbu
du(Xq, Yo) +1dV(Xq, Yo)
ifoda f(z) funksiyaning z, nuqtadagi differensiali deyiladi va df (z,) kabi
belgilanadi:
df (z5) = du(Xg, Yo) + 1dV(Xg, Yo)

Ravshanki,
du = o AX + ou Ay
OX oy
dv = @Ax + @Ay
OX oy

shuni etiborga olib topamiz:
df = {6—udx+%dy}+{a\/ dx +@dy} = (@+i@)dx+(@+ia—ujdy = idx +idy
OX X

ay X ox oy oy 8 ay
Demak,
of of
df =—dx +—dy 1.2.6
oy (1.2.6)
quyidagi zZ=X+iy, Z=x-—iy
o' zgaruvchilarni olaylik. Ravshanki,
dz = dx + idy,
dz = dx — idy.
bu tengliklardan
dx=%(dz+d2), dyzg(dz—dz) (1.2.7)
i

bolishini topamiz.
(1.2.6) va (1.2.7) tengliklardan

df =L au+ & dy_ﬂl(dz+dz)+i—(d _dz )——(i—iﬂjdul(iﬂﬂ}jz
X

O oy ox oy 2 2 ox oy 2 ox oy
bolishi kelib chigadi.
Agar
izl(i_iij_ (5“ afj+l(@_i@_UJ
oz 2\ox oy) 2\ox oy) 2\ox oy
ﬂ_ —(af afj (i— ij+1(@+|a—uj (1.2.8)
oz 2\ox oy) 2\ox oy) 2\ox oy
ko rinishda belgilansa unda f(z) funksiya differensiali uchun ushbu
df _qdz +ﬂdz
0z 0z

tenglikka kelamiz.
Koshi- Riman shartlari.
Aytaylik, u(x,y) va v(x,y) funksiyalar biror nuqtada Koshi-Riman

shartlarini bajarsin:
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a_uév ou oV

OX oy oy OX
unda (8) tenglikka ko'ra shu nuqtada
of
-0
oz
Aksincha, f(z) funksiya uchun biror nuqtada
o
oz
bo’lsin. Ravshanki (1.2.8) tenglikka ko ra shu nugtada
ou _ov ou__ov
oxX oy’ oy OX

boladi.

Demak, biror nuqtada Koshi-Riman shartlarining bajarilishi shu nugtada
tenglikning o’rinli bo"lishiga ekvivalent ekan.
Bu hol yugorida keltirilgan 2-teoremani quyidagicha ifodalash mumkinligini
ko’rsatadi.

1.2.3-teorema. f(z) funksiyaning z, nugtada f’(z,) hosilaga ega bo’lishi

uchun
Agar o= f(z) funksiya z, nugtada hosilaga ega bo"lIsa, shu nugtada

d_y
0z
bo’lib, funksiyaning hosilasi
of
f'(zq)=—
(20) ==

differensiali esa
df = idz = f'(zy)dz
oz

ko rinishda bo"ladi.

Kompleks analizda hosilaga ega bo'lgan funksiyalar C-differensiallanuvchi
funksiyalar deyiladi.

Ko’p hollarda f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiyaning differensiallanuvchi
bo’lishi shartlarini qutb koordinatalarida ifodalash lozim bo’ladi.

Ravshanki, qutb koordinatalarida

X=,C08¢,Y=pSing
lZ|=p.,argz=¢p (0<p<+0,0<p<27)

bo’ladi.

1.2.4-teorema. f(z) funksiyaning z, nugtada f’(z,) hosilaga ega bo’lishi
uchun

1) u va v funksiyalarning p va ¢ o’zgaruvchilarning funksiyasi
sifatida z, nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi va
2) ushbu

20



tengliklarning bajarilish zarur va yetarli.
Faraz qilaylik, = f(z) funksiya biror D sohada (D cC) berilgan
bo’lsin.
1.2.4-ta’rif. Agar f(z) funksiya z, € D nuqtaning biror U(z,,&) atrofida
U(z,,6)cD C-differensiallanuvchi bo'lsa, f(Z) nugtada golomorf (yoki

analitik) deb ataladi.
1.2.5-ta’rif. Agar f(z) funksiya D sohaning har bir nuqtasida golomorf

bo'lsa, funksiya D sohada golomorf deyiladi.
Odatda D sohada golomorf bo'lgan funksiyalar sinfi V(D) Kkabi

belgilanidi.
z
f(z) funksiya ”co” nuqtada golomorf deyiladi.
1.2.7-ta’rif. Agar f(z) funksiya z, nugtada (z, € D) nuqtada golomorf
bo’lsa, f(z) funksiya z, nuqtada antigolomorf deyiladi.
Aytaylik, R? fazodagi E sohada (E —R®) sohada F=F(xy) funksiya

berilgan bo’lib, u shu sohada ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga
d%F(X,Y) %F(X,Y)

1.2.6-ta’rif. Agar g(z)= f(lj funksiya z=0 nuqtada golomorf bo'lsa,

ox? dy?
ega bo’lsin.
1.2.8-ta’rif. Agar E sohaning har bir nugtasida
2 2
o’k ,2°F _ o (1.2.9)

Ox 2 + oy 2
tenglik bajarilsa, F(x,y) funksiya E sohada garmonik funksiya deyiladi.
Odatda (1.2.9) Laplas tenglamasi deyiladi.Bu tenglama

ushbu
2 2
A::fig—rjzg
ox~ oy
Laplas operatori yordamida quyidagicha yoziladi:
AF =0,
bunda
o*  d?
A=—— 4 —

Laplas operatori uchun

0% 02 o .o0\o .o 0?
A=—2+—2= — —1— — 4+ 11— =4 —
OX oy OoX oy )\ox oy 07207

bo'lishini e’tiborga olsak, unda (1.2.9) tenglikni quyidagicha
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O%F

ozozZ
yozish mumkin.
Quyida golomorf funksiya bilan garmonik funksiyalar orasidagi
munosabatni ifodalaydigan teoremani keltiramiz.
1.2.5-teorema. D sohada (D c C) golomorf bo'lgan har ganday f (z)

funksiyaning hagigiy hamda mavhum gismlari u(x,y) va v(x, y) funksiyalar shu

sohada gormonik bo ladi.
Isbot. Aytaylik, f(z)=u(x,y)+iv(Xx,y) funksiya D sohada golomorf

bo’lsin. Unda
ou oV ou oV

X By oy X
tengliklar bajariladi.
Bu tengliklardan foydalanib topamiz:

o°u _ 8%v o%u _ d%v
ox?  oyox'’ oy? oxoy '
Agar
o°v  d%v
oyox  oxoy '’

bo'lishini e’tiborga olsak, u holda yuqoridagi tengliklardan
8%u . o%u
ox2 ' oy?
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa u(x, y) funksiyaning garmonik ekanini bildiradi.
Xuddi shunga o"xshash v(x,y) funksiyaning garmonikligi ko rsatiladi.
Teorema isbot bo'1di.

:O’

1.3. Teylor qatori.
Aytaylik

icn(Z - ZO)

darajali qator berilgan bo’lib uning yaqinlashish radiusi R(R >0) bo’lsin.
Ravshanki , bu qator
zeCz-1z,|<R
doirada yaqinlashuvchi bo'ladi. Berilgan darajali qatorning yig’indisi f(2)
deylik:

F(2)=Yc,(z-2) (1.3.1)

yuqorida keltirilgan darajali qatorning xossasidan foydalanib (1.3.1) qatorni
ketma-ket differensiallaymiz:
f'(z)=c,+c,-2-(z—1z,) +...
f"(z)=c,+¢C,-3-2-(2—2,) +...
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Bu tengliklardan z =z, deb olamiz.
f(zo) =Gy
f’(Zo) =G
f"(z,)=2-c,
f"(z,)=3-2-c,

f™(z,)=nlc,

demak,
: f"(z,) f"(z,) 7 (z,)
c,=f(z), ¢,=1'(z,) , ¢, = 2!0 , C;= 3!0 yeers C= n!o
bo"ladi.
Koeffitsentlarning bu qiymatlarini (1.3.1) ga qo’ysak
0 (n)
Z (Z) (7 yr (1.3.2)
n=0 nl

bo'ladi. Odatda (1.3.2) darajali qator Teylor qator deyiladi.

Xulosa: Darajali qator o'zining yaqinlashish sohasida absolyut
yaginlashadi, ichida esa tekis yaqinlashadi.Yaqinlashish sohasini chegarasida
har xil hollar ro'y berishi mumkin.

Misollar.
1. i=3(z)=zzk R=1. Z|=
1-z =
qator doira ichida tekis yaqinlashadi, chegarada uzoqlashadi.
. 2! 7"
2. )~ 7| >1 R=l. — -
k=0 K k
D=[§<1
52
k=0 K

z=1 da uzoqlashuvchi
z =—1 da yaqginlashuvchi
R=1
Abel teoremasi.
1.3.1-teorema. (Abel). Agar

icn(z —-2,) (1.3.3)

darajali gator z ning z =z,(z, ;&O) giymatida yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda bu
gator
zeC:z|<|z,|
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doirada absolyut yaqginlashuvchi bo"ladi.
Isbot. Shartga ko 'ra
ch Z0n
n=0

sonli qator yaqinlashuvchi. Qator yaqinlashishning zaruriy
shartiga ko'ra

H n
limc,z; =0

bo'ladi.
Madomiki c,z; ketma-ketlik chekli limitga ega ekan, unda bu ketma-

ketlik chegaralangan, ya’ni shunday o'zgarmas M >0 son mavjudki, Vne N
uchun

C.Zo|<M
bundan
n n Z
C.2'|=|C.Zy|: || =M|— (1.3.4)
Z0 Z0
endi ushbu
> le,z"

qator bilan birga quyidagi

qatorni garaymiz, ravshanki

n=o0 Zy
yA

qator yaqinlashuvchi bo'ladi, chunki = ( <1 geometrik qator (4) ga ko'ra

Zy

n=0
qator zeC:|z|<|z,| doirada yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, berilgan

Y>c,z"
n=0
qator z€C: |Z| < |ZO| doirada absolyut yaqinlashuvchi.Teorema isbot bo’ldi.
Natija 1: Agar

c,Z"




darajali qator z =2z nuqtada uzoglashuvchi bo'lsa, u holda qator z€C Z‘Z‘ > ‘21‘

sohada uzoqlashuvchi bo’ladi.
Isbot: Berilgan darajali qator z =z nuqtada uzoqlashuvchi bo'Isin. Unda

bu qator z ning |z|>|z,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida ham
uzoqlashuvchi bo’ladi, chunki

D¢,z
n=0
qator z ning |Z| > |Zl| tengsizlikni qanoatlantiruvchi biror z = z” giymatida
yaqinlashuvchi bo'ladigan bo'lsa, Abel teoremasiga binoan bu qator z =z,
nuqtada ‘Zl‘ < ‘Z*‘ ham yaqinlashuvchi bo’lib goladi.
Bu esa

Y
n=0
qatorning z =z, nuqtada uzoqlashuvchi deyilishiga ziddir.
Demak,berilgan gator Z{e C: ‘Z‘ > ‘21‘ “da uzoglashuvchi.
Natija isbot gilindi.
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1.4. Loran gatori va maxsus nugtalar
Jumladan, f(z) funksiya
D= zeC,:|z—a|]<R

doirada golomorf bo’lsa , uni Teylor gatori

f(2)=Yc,(z-a)"

ga yoyilishini ko’rdik. Bu yerda

_ 1 J- f(t)
" 27 Y (t-a)™
bo’ladi. (y, = |t—a]=r ,0<r<R).

f (z) funksiya halgada golomorf bo’lsa , uni shu halgada gatorga yoyish

masalasi kompleks analiz va uning tatbiglarida muhim ahamiyatga ega .
1° Loran gatori tushunchasi.

Aytaylik , f(z) funksiya ushbu
K= zeC,r<|z—-a|<R

7r

sohada (halgada 2-rasm) golomorf bo’lsin, bunda r >0,R <+

$

2-rasm.
K sohada ixtiyoriy z nuqta olib , uni tayinlangan deb qaraymiz. So’ng shunday
K,= teC,:r,<[t—a|<R
sohani (halgani) olamizki, bunda
r<r<R <R
bo’lib Z € K bo’Isin.Ravshanki, bu holda K; < Kbo’ladi

&
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UshbuteC,: t—al=r, ,teC : [t—a|=R, aylanalarni mos ravishda

7., I, orqgali belgilaymiz.:
7= teC,:t—a|=r, ,
I, = teCZ.|t—a|—

1
Unda K, sohaning chegarasi K, =y, U, bo’ladi . Bu yerda y,va I,
aylanalarda yo’nalish soat sterelkasi yo’nalishiga garshi qilib olingan.
Qaralayotgan f (z) funksiya k(K, c K) sohada golomorf bo’lganligi sababli
f(t) dt

1
Koshining integral formulasiga ko’ra VZ €K, uchun f(z)= J‘t .

bo’ladi. Ravshanki, ZL 1o Yt _1 J' f(t) dt—ijf(t)

-1 2 -1 2r t-1
Demak,
) 4 f(t)

f)=— |—= dt 14.1

® 1t—z 27rJ. ( )
Vt e I uchun tekis yaginlashuvchi (t_ <1j ushbu

1 1 1 z—a z—a '
t-z . (1_z—a) t-a t-a t—a
t—a

Qatorni ZL f (t) ga ko’paytirib, so’ng, I bo’yicha hadlab integrallasak
7

dt c,(z-a)" 1.4.2
27l '[ g} ( )
hosil bo’ladi . Bu yerda
=1 j O 4t n=012,...) (1.4.3)
27i (t— )

(shuni ta’kidlash lozimki bu holda (1.4.3) munosabatdagi c, koeffitsiyentlar da
keltirilganidek % f “(2) ga teng qilib olib bo’Imaydi. Sababi, (Z) funksiya a
nuqtada golomorf bo’lmasligi mumkin ).

Endi (1.4.1) tenglikning o0’ng tomonidagi ikkinchi integral ostidagi é

funksiyani Vvt € ¢, , uchun quyidagicha
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1 1 1 1 t—a t-a

—_ : - - ——— 4 1.4.4
Z—a

ozib olamiz . Vt e da 4 d =<1

Y Al PP |z—a|

Bo’lganligi sababli ,(1.4.3) qator tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Yuqoridagidek ,(1.4.4) tengliknig har ikki tomonini Zi f(t) ga ko’paytirib
7l
integrallab

L det:Zdn(z—a)“” (1.4.5)

27 -1 3

bo’lishini topamiz, bunda

d,= Ziﬂiyjf (t)x(t—a)""dt (n=0,1.2.3,.) (1.4.6)
bo’ladi. Natijada (1.4.1), (11.4.2) va (1.4.5)
)= -2+ Yd,(z-a)" (1.4.7)
bo’lishi kelib chigadi. h N

(1.4.3) va (1.4.6) formulalardagi 1,2,3,... qiymatlarni gabul giladigan n
indeksni, -1,-2,-3,.. giymatlarni gabul giladigan —n indeks bilan almashtirsak ,
unda (1.4.6) ushbu

1 -n-1
dp=os [ty (t—a)"dt (1.4.8)

ko’rinishga keladi.

Agar z nugta K sohadagi ixtiyoriy nuqta ekanini, f(z) funksiya shu
sohada golomorf bo’lishini hamda y;va I, chiziglar K sohaga tegishliligini
e’tborga olsak, Koshi teoremasiga ko’ra

(1O g [ O

b (t _ a)n+1 : (t _ a)n+1

Umuman,
jf(t)dt_ jf(t)dt= jmdt
t-2 t-z
bo’lishini topamiz. Bu yerda
K.=teC, :t—al=p:rn<p<R

Endi (3) va (8) tengliklarni solishtirib d_, =c, (n=0,1,2,3,..,)ya’ni d =c_,
bo’lishini topamiz. Bu hol Y¢,(z-a)" va >'d,(z—a)™ yig’ndilamni birlashtirib,

n=0 n=1
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ushbu i c(z-a)" ko’rinishida yozish imkonini beradi:

N=-0

S (z-a) =dc,(z—a) +>d (z-a)".

& s 1 f(t)
Demak, f(z)—nZ;Ocn(z —a)" bo’libbunda c, = oy K_[ (t—a)"ﬂdt
(n=0,41L,+2,£3,...) bo’ladi
Shunday qilib quydagi teoremaga kelamiz:

1.4.1-teorema. Ushbu zeC,:r<[t—a]<R sohada (halgada) golomorf

bo’lgan ixtiyoriy f(z) shu sohada yaginlashuvchi i c(z—a)".

Qatorning yig’indisi sifatida ifodalanadi:

_ 1 f(t) _
- K{ oyt (10412243,

bo’lib, r < p < R bo’ladi. Odatda , bu teorema Loran teoremasi deyiladi.

1.4.1-ta’rif . Koeffitsentlari ¢ = 1_ j f(t)mdt (n=0,£1,42,43..)
27l -akep (t-a)

Formulalar yordamida aniglanadigan i c,(z—a)" qator f(z) funksiya K

sohadagi (halgadagi) Loran ,qator deyiif;ldi.
f (z) funksiyaning K sohada (halgada) golomorf bo’lsa teoremaga binoan

f(z)= ) c,(z—a)" bo’linishini e’tiborga olib, bu holda f(z) funksiya K
sohada (halqada) Loran gatorlariga yoyiladi deb ataymiz.
Yugorida aytilganlardan hamda darajali gatorlar haqidagi ma’lumotlardan

foydalanib, gquydagi hulosalarga kelamiz.

1) Loran gatorlari
i c,(z—a)"
ni ikkita o
3¢, (z-a) (1.4.9)
va "
S ¢, (z—a)" (1.4.10)
—]

qatorlarning yig’indisidan iborat deb qator deb qarash mumkin. Odatda (9) gator
Loran gatorining to’g’ri qismi, (1.4.10) qator esalLoran qatorning bosh qismi
deyiladi.

2) Loran gatorining to’g’ri qismi
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icn(z —a)"

musbat darajali gqatordir. Uning yaqinlashish sohasi Abel teoremasiga ko’ra
|Z — a| <R doiradan iborat bo’lib, yaqinlashish radiusi Koshi-Adamar formulasi

&= Timgfe]

ga ko’ra topiladi. (1.4.9) qator |z—a]<R, (R, <R) da tekis yaginlashuvchi
bo’ladi.
3) Loran gatorining bosh gismi

icn(z —a)"

da o= o deyilsa , unda bu gator

Z-a
ic_na)”
n=1

ko’rinishga ega bo’ladi. Bu qator Abel teoremasiga ko’ra

1
o] < T
da yaqginlashuvchi bo’lib, yaqinlashish radiusi Koshi-Adamar formulasiga ko’ra

r=Timgfl,|

icn(z —a)"

gator doiraning tashqi gismi bo’lgan
lz—a|>r

bo’ladi. Demak,

sohada yaqinlashuvchi bo’ladi.

4) Agar r >R bo’lsa, loran gatorining yaqinlashish sohasi bo’sh
to’plamdan iborat.

Agar r <R bo’lsa. Loran qatori

i c,(z—a)"

N=—o0

ning yaginlanish sohasi
zeC,:r<|z—al<R
halgadan iborat bo’ladi.
5) Agar f(z) funksiyaning Loran gatori
K= zeC,:r<|z—-al<R
sohada (halgada )yaqinlashuvchi bo’lsa, Abel teoremasiga ko’ra qator
zeC,:r,<|z—a|<R,

r<r,<R <R yopiq sohada tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
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Veyershtrass teoremasiga ko’ra Loran qatorning yig’ndisi f(Z) funksiya
zeC,:r<|z—al<R
sohada golomorf bo’ladi.
2° Funksiyani Loran qatoriga ko’ra yoyilmasining yagonaligi
Biz
K= zeC,:r<|z—-a|<R
sohada (halgada ) golomorf bo’lgan har ganday f (z) funksiyaning Loran qgatori

i c,(z—a)"

N=—o0
ga yoyilishini ko’rdik.Ravshanki, f(z) funksiyaning Loran gatori
(Teylor qatori singari ) 0’z koefitsentlari
1 J‘ f(t)

" oz d(t—a)™

V4
bilan to’liq aniglanadi.

Endi f(z) funksiyaning Loran gatoriga yoyilmasida koeffitsient ¢, lar
yagona holda aniqlanishini, ya’ni f(Z) funksiya turli usullar bilan Loran
qatoriga yoyilganda ularda koeffitsientlar har doim bir xil bo’lishini ko’rsatamiz.

1.4.2-teorema f(z) funksiya K = zeC,:r<|z—a|]<R sohada

(halgada) golomorf bo’lsin. Bu funksiyaning Loran gatoriga yoyilmasi

f(2)= > c,(z-a)

yagonadir.
Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni K sohada (halgada ) golomorf
bo’lgan f(z) funksiyaning Loran gatori ikkita

f(2)= i c,(z—a)" (1.4.11)
f(z)= i c'(z—a)" (1.4.12)

bo’lib ¢, ¢, bo’Isin. Ushbu
Y c(z-a)"'=> c'(z-a)"

tenglikning har ikki tomonini (z—a)™" (m —tayinlanganbutunson)ga
ko’paytiramiz:

i c(z—a)"m= i c'(z—a)"™*

N=—oo N=—o0
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(1.4.11) va (1.4.12) qatorlar zeC,:|z—a|]=p , (r < p <R) aylanada tekis
yaqinlashuvchi bo’lganligi sababli ularni shu aylana bo’yicha hadlab integrallab

quydagi
>, [ z-a)dz=>¢, [ (z-a)""'dz (1413)

N=—o0 ‘Zfa‘zp N=—o0 ‘zfa‘zp

tenglikka kelamiz.

Ma’lumki, ixtiyoriy butun k soni uchun
0 ,k=#-1

z—-a)‘dz=

Zip( ) {Zﬂi, k=-1
bo’ladi. Bu tenglikdan foydalanib, (1.4.13) munosabatdan
c,=C,

bo’lishini topamiz.Bu esa teoremani isbotlaydi.

Odatda , bu teorema yagonalik teoremasi deyiladi.

Eslatma . Funksiyalarni Loran gatorga yoyish masalasi uning
c_koefitsentlarini aniglash bilan hal gilinadi. Bu ko’pincha bunday integrallarni

hisoblash qiyin bo’ladi. Yagonalik teoremasi funksiyalarni Loran qatoriga

yoyishda boshqa usullardan foydalanish imkonyatini yaratadi.
Shuning uchun funksiyalarni Loran gatoriga yoyishda turli usullardan

foydalanish mumkin bo’ladi.
3° Loran qatori koeffitsentlari uchun Koshi tengsizliklari. Faraz gilaylik,
f(z) funksiya K = teC,;r <|z—a|<R sohada (halqada) golomorf bo’lib,
max|f(z)| =M, y, = |z-a]=p , r<p <R bo’lsin. Uholda f(z)

ey,

funksiyaning K halgadagi Loran qatori f (z) = i c,(z—a)" koeffitsientlari

uchun ushbu |c, |< Mn (n=0,£1,+2,43,...)
yo

(1.4.14)
tengsizliklar o’rinli bo’ladi.
Hagigatdan ham, Loran gatori koeffitsentlari uchun uchun
1 f(t
C,=— ( )n+1 dt bo’lishini e’tiborga olib,
27[' ‘tfa‘:p (t - )
1 f(t) 1 f(t) M
=X 2pF =—
| n| _[ n+1 ‘ j n+l 2,0r ‘t aJ‘ | ,0 rn

ZZ/DI‘t a‘ |t a
| < —n (n=0,£1,+2,43,...) Bu tengsizliklar Koshi

2Pt =4

tengsizliklari deyiladi.
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Maxsus nugtalar va ularning turlari

Agar a e C nugtada f(z) funksiyaning golomorf bo’lishi sharti
bajarilmasa, u holda funksiyani shu nuqta atrofida o’rganiladi.

Odatda, bunday nuqgta f(z) funksiyaning maxsus nuqtasi deb garaladi.

1.4.2-ta’rif Agar f(z) funkisiyaushbu zeC;0<|z—a|<r sohada(a

nuqtaning o’yilgan atrofida) golomorf bo’lsa, u holda a nuqta f(z)
funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi

Misol. Ushbu f (z) =L_ funksiyani garaylik. Ravshanki,bu
Z+I

funksiya zeC;0<|z+1<r sohada (halgada) golomorf. Binobarbarin,
a=—1 nuqta berilgan funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi bo’ladi.
1.4.3-ta’rif. Agar f(z) funksiyaushbu zeC;R <|x|<+oo sohada

golomorf bo’lsa, u holda a=o0 nugta f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus
nuqtasi deyiladi.
Misol. Ushbu f (z) =e* funksiyani garaylik . bu funksiya
ze C;R <|x| <+ sohada golomorf. Demak, a=-+oonugta berilgan

f () =€” funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi bo’ladi.
Funksiyaning yakkalanmagan maxsus nuqtalari ham bo’ladi.

Masalan , ushbu f (z) :Si+ (1.4.15) funksiyani garaylik. Ravshanki,
T

YA
a=0 hamda a, :% (n=0,+£1,+2,43,...) nugtalar (1.4.15) funksiyaning

maxsus nuqtalari bo’ladi. Bunda a =0 maxsus nuqta berilgan funksiyaning
yakkalangan maxsus nuqtasi bo’lmaydi.

Darhagiqat, lima, = Iim1 =0 bo’lganligi sababli, a =0nugtaning har

n—o0 n—0 n

qanday o’yilgan atrofi U (a)= O<|x|<r da funksiyaning maxsus nuqtalari
bo’ladi. Demak, a =0 berilgan funksiyaning yakkalanmagan nuqgtasi ekan.biz
quydagi yakkalangan maxsus nuqtalarni o’rganamiz.

29 Aytaylik f (z) funksiyaning yakkalangan maxsus nugtasi bo’lsin. Unda
f(z) funksiya teC;0<|z—a|<r sohada(a nuqtaning o’yilgan atrofida)
golomorf. f(z) funksiyaning z — a limitining harakteriga garab yakkalangan
maxsus turlarga ajratiladi.

1.4.4-ta’rif. Agar z — a da f(z) funksiyaning limiti mavjud bo’lib

limf(z)=A (A- chekli)

bo’lsa u holda a nuqta f(z) funksiyaning bartaraf gilinadigan (chetlatilishi

mumkin bo’lgan) maxsus nuqtasi deyiladi.
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1.4.1-misol. Ushbu f(2) _Snx funksiyani garaylik. Ravshanki, bu
X

funksiya C\ z=0 da golomorf bo’lib, a=0 nugta uning maxsus nugtasi
bo’ladi. Ayni vaqtda
i 3 5 2 4
lim 2 _ |im1[z—z—+z——...j: Iim(l—z—+z——...]:1 bo’ladi.
3! 5l x>0 3! b5l

Demak, a nuqta berilgan funksiyaning bartaraf gilinadigan maxsus nuqtasi
bo’ladi

1.4.5-ta’rif. Agar z—a da f(z) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,
lim f (z) = bo’lsa, uholda a nuqta f(z) funksiyaning qutb maxsus nugtasi

X—>—1

deyiladi.
1.4.2-misol. Ushbu f(z) :Ll funksiyani garaylik. Bu funksiya
Z+

C\ z=-1 da golomorf bo’lib, a =1 nugta uning yakkalangan maxsus nuqtasi

. . VA .. . .
bo’ladi. Bu funksiya uchun Ilml—1 = bo’lganligi sababli, a =1 berilgan
x>-17 +

funksiyaning qutb nuqtasi bo’ladi.
1.4.6-ta’rif. Agar z —>a da f(z) funksiyaning limiti mavjud bo’lmasa, u

holda a nugta f (z) funksiyaning o’ta (muhim) maxsus nuqtasi bo’ladi.

1
1.4.2-misol. Ushbu f (z) =e? funksiyani garaylik. Bu funksiya
C = z=0 dagolomorfbo’lib, z=0 nugta uning yakkalangan maxsus nuqtasi

bo’ladi. Qaralayotgan funksiyaning z — 0da limiti mavjud emas. Hagigatdan
1 1

ham, agar z = x bo’lib 0 ga intilsa, unda lime* =, lime* =0 bo’ladi, va

X—>+0 x—>—-0

demak, z=x—0 da limit mavjud emas.
1

Agar z =1y bo’lib O ga intilsa, unda €* = COS;— iSin; bo’lishni e’tiborga
1
olib, z=iy —>0da f (z)=e? funksiyaning limiti mavjud emasligini
ko’rsatamiz.
Demak, z =0 nugta berilgan funksiyaning o’ta maxsus nuqtasi bo’ladi.
3% Maxsus nugtalar bilan Loran qgatorlari orasidagi bog’lanishlar. Faraz
gilaylik, f(z) funksiya K = teC,;0<|z—a|<r sohada golomomorf bo’lib, a

nuqta shu funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi bo’lsin. Unda 1-teoremaga
ko’ra f(z) funksiya K da Loran qatori f(z)= icn(z—a)” (1.4.16) ga yoyiladi.

Qaralayotgan funksiyaning Loran qatori (1.4.16) ga nisbatan uch holni
garaymiz:
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a) (1.4.17) gatorda z —a ayirmaning manfiy darajali hadning
gatmagan holi;

b) (1.4.17) gatorda z —a ayirmaning manfiy darajali hadning chekli
sondagisi gatnashgan hol;

C) (1.4.17) gatorda z —a ayirmaning manfiy darajali handing cheksiz
sondagisi gatnashga hol;

Mana shu hollarga garab f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus

nuqtalarini aniqlash mumkin bo’ladi
Bartaraf etiladigan maxsus nuqgta

1.4.3-teorema. f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus a € C nuqtasi
bo’lishi uchun funksiyaning Loran qatoriga yoyilmasi (1.4.17)da z—a
ayirmaning manfiy darajali hadlari gatnashmasligi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. @ nuqgta f(z) funksiyaning bartaraf etiladigan maxsus
nuqtasi bo’lsin. Unda z — 0 da f(z) funksiyaning chekli limiti mavjud bo’ladi:
Iz'fa] f(z)=A  (A—chekli)
Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning xossasiga binoan @ nugqtaning
o’yilgan
zeC:0<|z—a|<R
atrofida f(z) funksiya chegaralangan bo’ladi, ya’ni shunday o’zgarmas M >0
topiladiki,
| f (z)| <M
Tengsizlik bajariladi. Ushbu
O<p<R
Tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy p sonini olaylik. Unda Koshi
tengsizliklariga ko’ra f(z) funksiyaning Loran gatori koeffitsentlari uchun

<M (n=0,41%2,..) (1.4.18)
Yo,
bo’ladi.
Agar n=-1,-2,-3,...bo’lib, p »0da0<p<R
.M
im—=0
r—0 p

bo’lishini e’tiborga olsak , unda (18) munosabatdan
c,=C,=..=Cc_ =..=0
bo’lishini topamiz.Bu esa (17) Loran qatorida Z-a ayirmaning manfiy darajali
hadlari bo’Imasligini bildiradi. Boshqacha aytganda bu holda (1.4.17) Loran
qatorining bosh gismi aynan nolga teng bo’ladi.
Yetarliligi. Aytaylik, f(z) funksiyaning Loran gatoriga yoyilmasi (1.4.17)
da z—a ayirmaning manfiy darajada qatnashgan hadlari bo’lmasin, ya’ni Loran
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qatorining bosh gismi aynan nolga teng bo’lsin. Bu holda f(z) funksiyaning
Loran gatori ushbu

f@)=Yc,(z-a) =c, +¢(z-a) +C,(z-a) +..  (14.19)
n=0

ko’rinishga ega bo’ladi. Demak, @ nugta f(Z) funksiyaning bartaraf etiladigan
maxsus nuqtasi. Teorema isbot bo’ldi.

1.4.4-teorema. f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus a e C nugtasi
uning bartaraf etiladigan maxsus nuqtasi bo’lishi uchun @ nuqtaning biror
o’yilgan atrofi zeC:0<|z—a]<R da f(z) funksiyaning chegaralangan
bo’lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yugorida keltirilgan 3-teoremaning isboti kabidir.
Faraz gilaylik, @ nuqta f(z) funksiyaning bartaraf etiladigan maxsus

nugqtasi bo’lsin . Bu holda z —0 da f(z) funksiya chekli limitga ega bo’ladi.
Agar

limf(z)=f(a)
deb olinsa , funksiyaning a nuqtadagi maxsusligi bartaraf etiladi. Maxsus

nuqgtaning bartaraf etiladigan deb nomlanishining boisi ham shundadir.
Qutb nugta

1.4.5-teorema. f(Z) funksiyaning yakkalangan maxsus a e C nuqtasi

uning qutb nuqtasi bo’lishi uchun funksiyaning Loran qatoriga yoyilmasi
(1.4.17) da Z—a ayirmaning manfiy darajali hadlaridan chekli sondagisining
bo’lishi zarur va yetarli.

Ishot.zarurligi. @ nuqta f(z) funksiyaning qutb nuqtasi bo’lsin . Unda
z —0 da f(z)funksiyaning limiti mavjud bo’lib ,
limf (z) =

Z—a

bo’ladi.

Bu holda @ nugtaning o’yilgan U = 0<|z—a|<r atrofi topiladiki, bu
atrofda f(2) golomorf funksiya bo’lib,

f(z)=0 (ze€U)
boladi. U da ushbu
1
@(2) = ﬁ

funksiyani garaylik . Ravshanki, bu funksiya U da golomorf bo’ladi.

Ikkinchi tomondan

limp(z) =0

Z—>a
bo’ladi. Demak, Z =2 nuqtada ¢(z) funksiyaning bartaraf etiladigan maxsus
nuqtasi ekan.
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Agar
limp(z) =0=¢p(a)

deyilsa, unda () funksiya zeC: |z—a|<r doirada golomorf bo’lib qoladi.

z=a nugta ¢(z) funksiyaning noli bo’lgani uchun uni

p(z)=(z-2a)" -y (z)
ko’rinishda yozish mumkin . Bu yerda ¥/(2) @ nugtada golomorf funksiya
bo’lib, y(z) #0

bo’ladi.

Shunday qilib , garalayotgan U atrofda

-t 1 1
o(2) (z-3)" w(2)

(1.4.19)

bo’lishini topamiz.

Endi % funksiyani @ nugtaatrofi zeC:|z—a|<r daTeylor
Wz
gatoriga yoyamiz :

n+l

=c . +c ,(z—a) " +..+c,(z—a)" +... (1.4.20)

w(2)
bunda

=L¢O

v (a)
(19) va (20) munosabatlardan f (z) bo’lishi kelib chiqadi.

Demak , a nuqta f(z) funksiyaning qutb nuqtasi bo’lganda , uning Loran

qatori bosh qismi hadlarining soni chekli bo’lar ekan.
Yetarliligi. Aytaylik, a nuqtaning biror o’yilgan atrofi
zeC:0<|z—a|l<r da f(z) funksiyaning Loran qatoridagi z—a ayirmaning

manfiy darajali hadlarining soni chekli bo’lsin :

f(z)=c,(z-a)"+c, (z—a) ™ +..+c (z-a) '+ D c (z-a)"

n=0
c,#0 (1.4.21)
Ravshanki, f(z) va (z—a)"- f(z) =y(z) funksiyalar
zeC:0<|z—a|l<r dagolomorfbo’ladi.
Yugoridagi (21)munosabatdan foydalanib topamiz:
(//(Z) = (Z - a)n - f (Z) = C—n + C—n+1(Z - a) + C—n+2(Z - a)Z t...

Bundan esa

-n

limy(z)=c_,#0
bo’lishi kelib chigadi. Natijada
lim £ (2) = lim-2%)__,
7->a 7—>a (Z — a)n
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bo’lishini topamiz. Bu esa a nuqta f(z) funksiyaning qutb nuqtasi ekanini
bildiradi. Teorema isbot bo’ldi.
1.4.6-teorema. T (Z) funksiyaning yakkalangan maxsus a e C nugtasi
uning qutb nuqtasi bo’lishi uchun
p(2)=—
f(2)
Funksiya @ nugta atrofida golomorf bo’lib, ¢(a) =0 bo’lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi . Aytaylik a nuqta f(z) funksiyaning qutb nuqtasi bo’sin.

Unda

1
@(z) = ﬁ

funksiya a nuqta atrofida golomorf bo’lib , @(a) = 0 bo’lishi yuqorida

keltirilgan teoremaning isbotlash jarayonida ko’rsatilgan edi.
Yetarliligi. Faraz qgilaylik ,
Pp(2)=—
f(2)
a nugta atrofida golomorf bo’lib, ¢(a) =0 bo’lsin. Modomiki, ¢(z) # 0 ekan,
unda yagonalik teoremasiga binoan a nuqtaning shunday o’yilgan atrofi
zeC:0<|z—a|<r
topiladiki, bu atrofda ¢(z) # 0 bo’ladi. Demak , shu atrofda
1

p(z) = ﬁ
funksiya golomorf, @ nugqta esa uning yakkalangan maxsus nuqtasi bo’ladi.
Ayni paytda

lim £ (2) = lim—— = 0

z—>a za (D(Z)

bo’ladi. Bu esa a nuqta f(z) funksiyaning qutb nugtalari bilan uning nollari
orasidagi bog’lanishni ifodalaydi.

1.4.7-ta’rif. Ushbu

1
@(z) = m

funksiyaning @ nuqtadagi nolining tartibi f (z) funksiyaning @ nuqtadagi qutb
nuqtasi tartibi deyiladi.
Masalan , ushbu
(z-3)°

p(2) =

funksiyani garaylik. Ravshanki, z =3 nuqgta bu funksiyaning 5-tartibli noli .
z=3 nugta

Z
M=y
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Funksiyaning 5-tartibli qutb nuqtasi bo’ladi.
Yugorida keltirilgan 6-teoremadan quydagi natija kelib chigadi.
Natija. f(z) funksiyaning @ qutb nuqgtasining tartibi

f(z)=c  (z-a)"+c ,(z-a) ™ +..+c (z-a)"+ icn(z —a)"

n=0
Yoyilmadagi m songa teng bo’ladi.
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Il BOB. Kartan Kklassik sohalari
2.1 Cnfazodagi sohalar.
Faraz gilaylik, a eC’ nugtava I > 0 son berilgan bo’lsin. Ushbu

B(a,r)={zeC". |z-alr} (2.1.1)

to'plam C" fazoda markazi a nugtada, radiusi I' bo'lgan shar deyiladi.

Odatda, (2.1.1) shar @ nugtaning atrofi ham deb yuritiladi. D < C"to plamni
qaraylik. Agar bu to'plamning har bir nuqtasi o'zining atrofi bilan shu to plamga

tegishli bo'lsa, D ochiq to’plam deyiladi. Agar D to’plamning ixtiyoriy Zl, z°
nugtalari uchun shunday uzluksiz

o:p1 D
yo'l (chiziq) topilsaki, §2(0) = Z*, (1) = 2* bo'lsa, D bog lamli to'mlam
deyiladi. C" fazoda soha xuddi C dagi soha kabi ta’riflanadi.

211-ta‘rif. C" fazodagi ochiq va bog ' lamli to plam soha deyiladi.
Endi sohaga misollar keltiramiz:

a) sh a r. YUgorida keltirilgan B(a,r)={zeC": |z—al<r}
shar soha bo'ladi. Quyidagi {Z € C":  |zZ—a|=r} sfera B (a,r)
shaning chegarasi bo'lib, u OB (@,r) kabi belgilanadi. Ushbu

B(a,r)UoB(a,r) tuplam yopiq shar deyiladi va u B (@,r) kabi
belgilanadi. Ravshanki,

B(a,r)={zeC": |z—-al<r}U{zeC": |z-al=r} =
{zeC": |z—-al<r}

Bla,r)

l-chizma.
b)polidoira. Aytaylik, a€C", reR" vektorlar berilgan bo'lib,
a=(a,a,,..,.a) , r=(,r,..,r), r>0, j=12,..n,
bo’lsin. Ushbu
UGar)={z=(z,2,...2,): |z,—a|<r,
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1z,-8,|<r,...[z,—a|<r}= ¥, -q|<r, j=L..n
toplam markazi a nuqtada bo'lgan  polidoira  deyiladiBunda
r= (I’l, Ky I’n) ga polidoiraning radius — vektori deyiladi.
Demak, polidoira C tekislikdagi N ta
U(a,r)={zeC: |z, —-a kr}, k=12,...,n,
doiralarning dekart ko paytmalaridan iborat bo"ladi:

U(a,ry=U(a,r)xU(a,,r)x..xU(a,r).

n
Polidoiraning chegarasi 2N —10'lchovli oU (a, I’) = lek bo'lib, bunda K
- girra
k .
I :{Z - (21’ L)y Zn) | L —a |S rl""’| Ly, —ay |S et

| L, —a, |:rk b 12k — Q| S Tgeen|Z, — 8|S rn}
bo'ladi. Barcha 1™ girralar N o'lchovli ushbu
I'={z=(z,z,,....2)): |z.—a |=r, k=12,...n} to’plam
bo yicha kesishadi. Uni polidoiraning uchi (ostovi) deyiladi.
EAR
. r
JF2
j—.l’
Ui.r) -~
0 IR -
2,
2—-chizma

Polidoira tushunchasi C" fazodagi ushbu
|z| = max|z, |

1<k<n

norma bilan bog'langan. I = (r,r,..., r) radiusli polidoira bu norma
yordamida U (@, 1) ={z—a| <r} shaklida ifodalanishini ko'rish giyin

emas. SHuning uchun ham |[|z| polidoiraviy norma, 6(Z, W) :HZ—WH esa

polidoiraviy metrika deb ataladi. Ravshanki, polidoiraviy metrika Evklid
metrikasi O ga ekvivalent bo'lib, ular orasida ushbu

5(z,W) < p(z,W) </n S (z,w)
4



munosabat o rinli.
V) R ey nx art s o halar i . Ushbu

F:z=(z,2,,.....2.) > (7, ||z, |,.--,] Z, |) akslantirishni qaraylik.
Bu  akslantirish 2N 0 Ichovi C" fazoning n 0 Ichovi
RZ = RX X R+ X X R+ fazoga (absolyut oktantga) akslantiradi, bunda

AN

n ma

R, =[0,+0).

R" fazoda ixtiyoriy D™ sohani olaylik. F akslantirish yordamida D"
sohaning proobrazi

D=F*D)
C" fazoda Reynhart sohasi deyiladi.
Reynhart sohasi quyidagi xossaga ega: sohaga tegishli bo'lgan har ganday

2° = (Zlo, Zg,....,Z:) nuqta bilan bir qatorda,
T={zeC":|z,HZ|...|z,Hz, [}

ostov ham shu sohaga tegishli bo'ladi. Odatda, bu xossa Reynhart sohasining
ta’rifi sifatida ham qaraladi.

Umumiy holda  Reynhart sohasi quyidagicha ta’riflanadi: agar C"
fazodagi D ga tegishli har bir z° = (Zlo, Zs yeuny Z:) nugta bilan bir
qatorda  ixtiyoriy  Z ={a, + (ZlO — al)ewl ey &+ (Z: — an)em"}
(0<6, <2r) nugta ham D ga tegishli bo'lsa, D ga markazi
a= (al, Ayyennnny an) nuqtada bo'lgan Reynhart sohasi deyiladi.

Agar 2° =(z/,2,,...,2.)) € D bo'lganda,
U={zeC":|z,-a,|<|Z ~2,|...[2,~2,|<|Z -2, ]}
polidora ham D ga tegishli bo'lsa, D to'la Reynhart sohasi deyiladi. SHar va

polidoira to"la Reynhart sohasiga misol bo’la oladi.
|22] 4

De=F( )

g\\f,

Y

12

3-chizma
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g)Xartogs sohalari. Avvalo, ushbu
'2=(2,2,,..,2 )
belgilashlarni kiritamiz. Unda C" fazo C" ZC.r]Z—lXCZn ko'rinishda n
o'Ichovli Z=(Zl,22,...,Zn) vektor esa ZZ('Z,Zn) ko rinishda
ifodalanadi. C" fazoda biror D sohani olaylik. Agar bu soha uchun
ZO = ('ZO, Zr? ) €D bolishi bilan bir gqatorda, ushbu aylana

{'ZO}X{l Z |=| Zr? |} ham shu sohaga tegishli bo'lsa, D soha {Zn=0}
tekislikka nisbatan simmetrik Xartogs sohasi deyiladi Agar har bir
('ZO, Z:) €D da {'ZO}X{l Z <] Z: |} D bo'lsa, D to'la Xartogs
sohasi deyiladi.

]
=

b
D
0
(Z) //(1/7_%_;_\:'!___& \|Zn{ = R(JZ)
L
4—-chizma
To'la sohani quyidagicha ifodalash mumkin:

D={'ze'D, |z |<R(2)}, bunda ‘D <=C" biror soha, R('2)
esa 'D da aniglangan haqigiy funktsiya, R('z)>0. 'D ga Xartogs
sohasining asosi va 'D da aniglangan R('Z) funktsiyaga sohaning radiusi
deyiladi.

2.2.Kartan klassik sohalari.
1°. Birinchi tip Kartan klassik sohasi. p va q lar butun musbat sonlar

bo’lsin, p+q=m deb olamiz va m o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan, m?* hagiqiy
o’zgaruvchiga bog’liq quyidagi Ermit formulasini o’zgartirmasdan qoldiruvchi
kompleks chizigli akslantirishlar gruppasini garaylik,

A [ ] =t HT=UHT (2.2.1)

tp+l
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bu verd t T 0
u yerda =l H=| o &

q

tm

boshgacha aytganda biz G'HG = H munosabatni ganotlantiruvchi G matritsaga
ega bo’lgan chiziqli akslantirishni gqaraymiz. Keyinchalik matritsaning satr va
ustunlarining indekslarini yuqoriga ikkilangan indeks ko’rinishda yozamiz

G :G(m’m) _ A(P,P) B(PVQ) _ A B
C(q'p) D(QYOI) C D
deb olamiz. U holda ravshanki, G'HG =H shu holda va fagat shu holdaki,
gachonki
AA-CC=E, , DD-BB= E, ., AB=CD
UHU >0 shartni ganotlantiruvchi m -satr va g -ustundan iborat bo’lgan

V(P~Q) V

(el
hamma matritsalar bo’lsin,boshqacha aytganda U satri p ga va ustuni q ga
teng bo’lgan hamma matritsalar W esa q' tartibli ~ WW >VV shartni
ganotlantiruvchi  kvadrat matritsalar U —-GU =U, o’zaro bir qiymatli

akslantirish bu to’plamni 0’zini-o’ziga akslantiradi.

U/HU, =UG'HGU =UHU

Har ganday W matritsa xosmas bo’ladi, chunki aks holda shunday q

o’lchovli vektor mavjud bo’ladiki, bunda Wz =0. z ni 9 ta yo’l bitta ustinli
matritsa sifatida

0=zWWz>zVVz=(Vz))(Vz)>0, z"¥ =VW™
matritsalar to’plamini qaraylik,
UHU >0 yoki WW >VV, Z'Z<E
ga o’tadi. Z'Z matritsaning har ganday dioganal elementi birdan kichik Z ning
kvadratlar yig’indisi ¢ dan oshmaydi. Shunday qilib, ZZ <E shart
ganotlantiruvchi Z®9  matritsalar pq o’lchovli ko’mpleks fazoda
chegaralangan to’plam hosil qiladi.
)
U—->GU=U,=
Wl

almashtirish quyidagi almashtirishga o’tadi:

Z—>Z7Z =VW™*=(AV +BW)(CV + DW)" =(AZ +B)(CZ+ D)™
shunday qilib, Z'Z < E soha

Z—->(AZ+B)(CZ+D)"
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akslantirishlar gruppasiga nisbatan invariant. Bu yerda
AA-CC=E, , DD-BB=E,, AB=CD
G matritsalar gruppasidan kasr chiziqli akslantirishga o’tganda biz bir haqiqiy
parametrni yo’qotdik. Agar » ko’mpleks son bo’lsa, moduli birga teng. U holda
Z—>(AZ+B)(CZ+D)*' va Z—(nAZ+n)#HCZ+nD)™
akslantirishlar ustma-ust tushadi. (Boshqacha so’z bilan aytganda bir parametrli
gism gruppa G matritsalar to’plamidan tuzilgan #7E_ bu yerda ‘n‘zl ayniy
akslantirishga o’tadi. Shu bilan birga bu qism gruppa ayniy akslantirishning
to’la proobrazidir.) Shuning uchun bizning akslantirish gruppamiz m?®-1
haqiqiy parametrga ega. Bu gruppani garalayotgan sohada tranzitiv ekanligini
isbotlash mumkin. Bundan tashgari u simmetrik, chunki Z —>-Z
involyutsiyaga ega.(Agar & haqiqgiy son bo’lsa, u holda gruppa Z —e€"“Z
akslantirishga ega.
A:e”nEq, B=C=0, D=k,
Bu yerda |y=1, ZZ <E, sohaning analitik avtomarfizmlari to’la gruppa
tashkil giladi. q=1 da S shartni hosil gilamiz, p va q larning o’rnini
almashtirish mumkin. Bu yerda ham xuddi yugoridagi soha va gruppa hosil
bo’ladi.)
2°. Ikkinchi tip Kartan klassik sohasi. p=0>2 deb olamizva m
o’zgaruvchiga bog’liq chiziqli akslantirishlarning gruppasining gsim gruppasini
garaymiz. Bundan tashqari bizning chizigli akslantirishimiz quyidagi Ermit
formulasini o’zgartirmasin:
2
) ..~ I,
quyidagi kvadrat fo’rmani o’zgartirmaydi deb olamiz:
2t  +2tt  +. 2t =t Kt=t'Kt

k— 0 E,
|E, O©
ga teng. Shunday qilib, biz quyidagi shartlarni ganotlantiruvchi matritsasi G ga

teng bo’lgan chizigli akslantirishlarni qaraymiz:
GHG =H , G'’KG =K (2.2.2)

JoktH=| O B TE O ° 5 2.2.3
- \E, o) 0 E,) (-E, O (2.23)

deb olsak (2.2.3) dagi G ga qo’yiladigan shartni quyidagicha almashtirish
mumkin:

+

2
‘ t p+1

2 2
+...+‘t2p‘

bu yerda

GHG =H , JG=GJ (2.2.4)
Hagigatan ham, agar

GHG=H va GKG=K
u holda
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G'HG =G 'K'HG = (G'KG) '(G'HG) =K'H =
boshgacha tamondan
G'HG =H va JG =GJ
dan kelib chigadi.
GKG=GHI'G=(GHG)(G"IG)'=H]"'=K
A(p,p) B(p,p)
G= [C(p,p) D(p,p)J
deb olamiz. U holda G'HG = H shart quyidagiga ekvivalent bo’ladi:
AA-CC=E =DD-BB , AB=CD (2.2.5)
JG=CJ shat B=-C, D=A (2.2.6)
tenglik bilan aniglanadi. Demak, (8) shart bajariladi shu holda va fagat shu
holdaki gachonki,
B=-C ,D=A, AA-CC=E,, AC=-CA (2.2.7)
AA=CC+E,>0
ekan. U holda A xosmas matritsa (ya’ni A= 0) yuqoridagi shartlarni quyidagi

shartlar bilan yozish mumkin:
B=-C, D=A,

g < ~ £ ~

ca*=-CA* ., E -€A* €CAT =@ @
demak, eng umumiy G matritsani quyidagicha hosil gilish mumkin. Ixtiyoriy
T®? kososimmetrik matritsani olamiz. T'T < E_ shartni ganotlantiruvchi A"

matritsani shunday topamizki, bunda @gljﬁ} E, ~T'T, AO ko’rinishga
ega, bu yerda O™ unitar matritsa keyinchalik G matritsani quyidagi
munosabatdan aniglaymiz:
A=A0, C=TA=TAO, D=A=A0
B=-C=-TAO (2.2.8)
shunday qilib, G matritsaning parametrlar soni
p(p-1)+p*=p(2p-1)

\/ (P:P)
W (PP
2p yo’lli va p ustinli UHU >0 shartni qanotlantiruvchi matritsa bo’lsin.

Boshgacha aytganda V tartibli hamma kvadrat matritsalar W shartni
ganotlantiruvchi p tartibli  kvadrat matritsalar. Ravshanki, U — GU

akslantirishi UHU, UXKU saqlaydi, ya’'ni U matritsalar to’plamini o’ziga
o’tkazadi. Har bir W matritsa xosmas (detW #0) V va W matritsalarga
qo’yilgan talabni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin.

(VWY (VW ) <E,, (W) =W
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demak,

Z PP\t
matritsa
Z7<E,, Z'=-Z (2.2.9)
sohada o’zgaradi. (2.2.9) munosabat —p(pz—l) - 0o’lchovli kompleks fazoda

chegaralangan sohani ifodalaydi. Bu soha

Z=(AZ+B)(CzZ+D)"* (2.2.10)
analitik almashtirishlar gruppasiga nisbatan invariant soha bo’ladi. Bu yerda
A,B,C,D lar yuqgorida aniglangan birinchi tip sohalar singari bu gruppa analitik
almashtirish G matritsalar gruppasiga nisbatan kam parametrga ega (misol
uchun, p=2 da uch parametrli gsim gruppa shunday G lardan tuzilganki
bunda

bu yerda,
aa+bb =1
ayniy akslantirishga aylanadi.) (1.1.10) dagi analitik akslantirishlar gruppasi
(11) sohada tranzitiv. Bundan tashgari u simmetrik, Z ——Z invalyutsiya
Kirgan. (Biroz umumiyroq aytsak, agar ¢ haqigiy son, u holda bizning
gruppamiz, Z —e"“Z akslantirishni o’zida saqlaydi. Bu
i 8
A=e’E,, B=C=0, D=e?E,

gruppa Z7Z < E,, Z'=-Z analitik akslantirishlarni to’la gruppasi bo’lishini
isbotlash mumkin. )

3°. Uchinchi tip Kartan Kklassik sohasi. p=q bo’lsin, m o’zgaruvchiga
bog’lig bo’lgan birinchi tipda kiritilgan akslantirishlarni boshga bir gsim
gruppasini garaymiz. Bundan tashqgari bizning chizigli akslantirishimiz quyidagi
Ermit formasini o’zgartirmasin:

A S i +‘t2p‘2
(2.2.12)

ular bundan tashqari
tU,,,-Ut )+.+tU, -Ut, )=t-JU=tJU (2.2.13)

shunday qilib, G matritsamiz quyidagi shartlarni ganotlantiradi. Chizigli
akslantirishlarni garaymiz:

GHG =H, GJG=1J (2.2.14)
K=-J"H
va
J=—HK™

ekanligini e’tiborga olib, (2.2.17) munosabatni quyidagi bilan almashtirish
mumkin:
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G'HG =H KG =GK (2.2.15)
A(p,p) B(p,p)
G= (C(p,p) D(p,p)) (2'2'16)
deb olamiz, u holda (2.2.18) munosabat quyidagini bildiradi:
AA-CC=E,=DD-BB, AB=CD, B=C, D=A (2217)
yoki

B=C ,D=A, E-CA® fA’l} ¢ ¢
CA*=(CA?Y (2.2.18)

Eng umumiy G matritsani shuning uchun quyidagidek usuldan topish
mumkin. Ixtiyoriy T”T<Ep shartlarni ganotlantiruvchi  T®® simmetrik

!
itsani - €’ iteani - 1 G L T
matritsani olamiz va A®*- matritsani topamiz bunda, & FE -TT

u holda eng umumiy matritsa G quyidagi munosabat bilan aniglanadi:
A=AQO, C=TA=TAO, B=C=TAO0, D=AAO (2.2.19)
O®*- unitar matritsa G matritsalar gruppasida haqigiy parametrlar soni
p(p+1)+p°>=p@2p+1) gateng.

2p yo’llliva p ustunli UHU>0 va UJU=0 shartlarni gantlantiruvchi
matritsalar bo’Isin. Boshgacha so’z bilan aytganda,

WW >VV vavVWw =WV
ravshanki, U — GU akslantirish UHU va UQJU larni o’zgartirmaydi, ya’ni
U matritsalar to’plami o’ziga o’tadi. Yuqoridagidek har bir W Xosmas
CetW =0, shuning uchun V vaW ga qo’yilgan talabni quyidagicha yozish
mumkin:

Qv YW FE, QW =W (2.2.20)
demak, Z€*°=VW ™ matritsalar
Z7Z<E,, Z7'=-Z (2.2.21)
p@+1 : : :
chegaralangan sohada > = 0’lchovli kompleks fazoda o’zgaradi.Bu soha,
Z>@z+BYLZ+D (2.2.22)

parametrli analitik avtomarfizmlar gruppasi bo’ladi, bu yerda A,B,C,D lar
yugoridagidek aniglangan (bu yerda G ayniy akslanishda beradigan *E,

bo’ladi.). Bu gruppa (2.2.21) sohada tranzitiv ekanligini isbotlash mumkin.
Bundan tashgari (2.2.21) soha simmetrik (2.2.22) gruppa Z—>-Z
invalyutsiyaga ega, ( biroz umumiyroq yuqoridagidek (2.2.22) ga Z —>¢e"“
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i9
akslantirish kirgan ¢ imperik haqigiy parametr A=e7Ep deb olish mumkin
_is
B=C=0, D=e ?E,). Bu gruppa () sohaning to’la analitik avtomarfizmlar
gruppasi ekanligini isbotlash mumkin.

4°. To'tinchi tip Kartan klassik sohasi. p butun son bo’lsin, P+ 2
haqiqiy kaiffitsentli chizigli almashtirishlar gruppasini garaymiz, u quyidagi
kvadratik formani 0’z joyida qoldiruvchi bo’lsin,

—if - -+t +t, =t Ht =t'Ht

bu yerda

t

p+2

boshgacha aytganda, biz G=G va GHG=H munosabatni ganotlantiruvchi
chizigli almashtirishlarni garaymiz. Bu yerda G yugoridagi munosabatni
ganotlantiradi. Ravshanki, bu gruppaning haqiqiy parametrlari  soni

(P+1(p+2)
2

StHt =t —. -t +t° +t2,, =0 (2.2.23)

p+1 p+2

va

tHt=—{t] ..~ It,[ +[t,.[ >0 (2.2.24)
tenglamalar bilan aniglanuvchi (p+2) o’Ichov kompleks fazo nuqtalari o’zaro
bir qiymatli to’plami t—> Gt almashtirishda o’ziga o’tadi. t , va t

p+1 p+2

tp+1

nuqtalarning har bir1i no’ldan farqli va bitta to’g’ri chizigda yotmaydi,
koordinatalar boshidan o’tuvchi, aks holda

t t

2

=t +t°

2
+ p+l p+2

p+1 p+2

va
it +.. +‘tp‘2 <[t? +..+t} (2.2.25)

t
demak, % ning mavhum gismi no’ldan fargli. Bizning nugtalar to’plamimiz
p+2

t
ikkitadan iborat, har bittasi tp+l mavhum gismning aniglangan giymatiga ega.

p+2

p+1

Bizning akslantirish ning yoki mavhum giymatini saglaydi, yoki hamma

p+2
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p+1

nuqtani garama-qarshisiga o’zgartiradi. Shunday qilib, chiziqli akslantirish

p+2
ning mavhum bo’lagining ishorasini saqlaydi. Ikki indeksning gsim gruppasini
tshkil etadi. Endi bu gruppa gismlarning va quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
nuqtalar to’plamini garaymiz:

) t
tHt=0, tH{>0, Im2X>0 (2.2.26)

p+2
Bir jinsli bo’lmagan koordinatalarga o’tib biz bu to’plamni p-o’lchovli

ko’mpleks fazodagi chegaralangan to’plamga o’tkazadi. (2.2.26) da birinchi
munosabatni  (t , +it_,)* ga bo’lib quyidagini hosil gilamiz:

t t . —it
L L C S (2.2.27)
t.+It, t.,+it,, t.,+it,,
(2.2.26) dagi munosabatni tp+1+tp+22 bo’lib,
2 . 2 . 2
tp+1 + tp+2 _ tp+1 - Itp+2 + tp+l + Itp+2
- - . 2
tp+1 + Itp+2 2tp+1 + Itp+2
ni hosil gilamiz. Bundan,
2 2 2
t t . —it
t—l_ ot P <l 14|22 (2.2.28)
t,+it, it 2 t,+it.,
c e [ | S - - t
Uchinchi shart | *=—*=<1 ga teng kuchli. Agar biz z =—"—,
tp+l + Itp+2 tp+l + Itp+2

«=12,... p: deb olsak (2.2.28) ko’rinishdagi to’plam quyidagi chegaralangan
to’plamga o’tadi:

2 +ote,| <%(+‘zf fot 2l }1 (2.2.29)
©+19+2
2

Bizning chizigli akslantirishlar gruppamiz parametrga bog’liq

kasr chiziqli almashtirishlar to’plami, bu sohani 0’zini-o’ziga o’tkazadi.

2.3. Kartan Klassik sohalarning avtomorfizmlari.
N, birinchi tip Kartan klassik sohasi avtomorfizmi. R, soha uchun I'

gruppa quyidagicha almashtirishlardan iborat:

Z,=(AZ +B)(CZ + D), (2.3.1)
bu erda A B,C,D matritsalar mos ravishda mxm,mxn,nxm,nxn
o Ichamli bolib, ushbu

AA' -BB'=1" AC'=BD’, CC'-DD'=-1"
shartni qanoatlantiradi. Bundan tashqari m=n bo’lganda
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A B
det( J: +1 (2.3.2)
C D

deb faraz qilamiz. Ixtiyoriy Z =P nuqtani koordinatalar boshiga o tkazuvchi
almashtirish topamiz. R, sohaning aniqlanishiga ko'ra quyidagiga egamiz:
1™ _PP’'>0.
Bundan esa
1M _PP>0
bo'ladi. Bizga ma’lumki, ushbu
QU™ —PP)Q' =1™, RU™ —pPP)R =11 (2.3.3)
shartni ganoatlantiruvchi mx m-o’lchamli Q matritsa va nxn-o’lchamli R
matritsa mavjud. Ushbu
Z,=QZ-P)(1™ -pz)R™ (2.3.4)
almashtirish P ni koordinatalar boshiga o'tkazadi. Oson ko rish mumkinki, bu
almashtirish (1) ko'rinishga tegishli.
(2.3.4) ni differentsiallab quyidagiga ega bo'lamiz:
dz,=Qdg-(1-PZ) +@Z-P)yd(1-PZ)* B,
ya'ni, Z =P nuqtada

7, = ‘(detQ)m -(detR"H"
bo'ladi. SHuningdek,

2 . — =Sm_ .
2= dpt(1-PP) "2

QZ,2)= cbt(1 -22") 3",
Oldingi paragrafdagi natijalardan quyidagi teoremaga ega bo lamiz:
2.3.1-teorema. R, sohaning Bergman yadrosi quyidagiga teng:
L Getq-zz) ™, (2.35)
V&)
bu erda V(R,)— N, soha hajmi va u
2t (m=prazr... (n-1! e
2. (m+n-1)!

\Y (ER|) =
ga teng.

R, ikkinchi tip Kartan klassik sohasi avtomorfizmi. R,, soha uchun
I' gruppa quyidagicha almashtirishlardan iborat:
Z,=(AZ +B)(BZ+A)", (2.3.6)
bu erda
AB=BA, AA-BB'=I
P—R,, sohaning nuqtasi bo'lsin. U holda shunday R matritsa topiladiki,
R(1-PP)R'=1. (2.3.7)
I' ga tegishli ushbu
Z,=R(Z-P)(I -PZ)'R™ (2.3.8)
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almashtirish P ni koordinatalar boshiga o'tkazadi. (2.3.8) ni differentsiallab
quyidagiga ega bo’lamiz:
dZ,=R dZ-(1-PZ)*+(Z-P)d(1 -PZ)™* RY,
Z =P deb olsak
dZ,=R-dZ-(1-PP)*R*=R-dZ-R’
Demak, Z =P nugtada

Z,=|(detR)y"[ -Z = det(1-PP) "2

bo'ladi. U holda
QZ,7)= det(1—zZ) ™.
2.3.2-teorema. R, sohaning Bergman yadrosi quyidagiga teng:
Lt
V(R,)
bu erda V(R,)— R, soha hajmi va u
LG TIT —2)!
V@R )=7 2 2141...(2n-2)!
nt(n+H!...(2n-1)!

—(n+1)

. det(1-z2Z) ", (2.3.9)

ga teng.

R, uchinchi tip Kartan klassik sohasi avtomorfizmi. R, soha uchun
I' gruppa quyidagicha almashtirishlardan iborat:
Z, =(AZ+B)(-BZ+A)", (2.3.10)
bu erda
AB=-BA, AA-BB=1
P-R, sohaning nuqtasi bo'lsin, ya’ni |1+PP>0. U holda shunday Q
matritsa topiladiki,
Q(I +PP)Q'=1.
I' ga tegishli ushbu
Z,=Q(Z-P)(1+P2)'Q™ (2.3.11)
almashtirish P ni koordinatalar boshiga o tkazadi.
(2.3.11) ni differentsiallab quyidagiga ega bo'lamiz:
dZ,=Q dZ-(1+PZ)*+(Z-P)d(1 +PZ)* Q*,
Z =P deb olsak
dZ,=Q-dZ-(1+PP)’Q*=Q-dz-Q'.
Demak, Z =P nuqgtada
Z, =|(detQ)™
bo ladi. SHuning uchun

“.7= det(l +PP) .7

QZ,Z)= det(l +2Z) .
2.3.3-teorema. ‘R, sohaning Bergman yadrosi quyidagiga teng:

52



1
V(R,,)
)— R,, soha hajmi vau
n(n-1) 1Al _ 1
VR =7 2141, .. (2n—-4)!
(n=-!nl...(2n-23)!

Cdet(1+22) ™ (2.3.12)

bu erda V(R

ga teng
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I111-BOB. Matritsa argumentli golomorf funktsiyalar uchun Loran
gatorlarining analoglari
3.1.Matritsa o zgaruvchili golomorf funksiyalar

2
m2 kompleks uzgaruvchiga boglik fazo C™ ni karaymiz. Ba’zi

masalalarni yopik Z nukta sifatida fhxm_ kvadrat matritsalarni karash

kulaylik tugdiradi. z=(zij)£” nuktalarni shunday tasvirlanishini  C[mxm]

deb  belgilaymiz. C"[mxm] deganda n ta fazolarning tugri yigindisidan

iborat.

1-ta’rif: Agar G < C"[mxm] soxada kandaydir
f(z)=f(z1,..., 2y) : G —> C[mxm] funksiya aniklangan bulsin, z? nuktaning
¢ atrofi deganda radiusi ¢ gateng bulgan z09markazli T (Zo,s)

umumlashgan polidoirani tushunamiz, bunda

T(2%, &) ={zeC"[mxm];|z, — 20| <&, v=1.,n}

2-ta’rif" f(2) funksiyani 219G nuktada golomorf deymiz

(Veyershtrast ma’nosida) agar u T (ZO , &) da kandaydir absolyut yakinlashuvchi

karrali katorlar kurinishda tasvirlansa

f(z):A0+§: Zn: SAY @ -2H)AY | (@, -20).AU @ -20 )AL
Ok goas feg T ae 20 Tk e K TR T K
- SREERT. j:

1)
0 40 (1) i
Bu erda A4 ,AKl lllll " ,Ak1 """ " eC[mxm],% ning  xadlar
yigindisi A ning turli xil matritsalardan tuzilgan.
f(2) matritsaning fij (2)
2
elementlari 77={zeC™ :|(z, — zg)ij <g, v=1..,n}
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atrofida m2 ta golomorf buladi.z,...,z, matritsaning elementlari
(Z1)ij>- - -»(zn)ij. SHuning uchun (1) katorda aniklangan kandaydir matritsadan

tuzilgan golomorf funksiyaning komponentali fj; (z) bulgan G coxaning

C[mxm] akslantiruvchi golomorf akslantirish kurinishda karash mumkin.

Endi f(: ni G da golomorf deb ataymiz, agar G soxaning xar bir

nuktasida golomorf bulsa, Xuddi I,L,Lappo-Danilevskiyning ta’kidlagandek, P

atrofida golomorf bulgan, xar bir matritsa elementlari bilan (1:-4- (n;j

matritsa (1) kator kurinishida tasvirlash mumkin,U aytib utgan izoxlarni anik

fakti 1- teoremada kursatilgan,

3-ta’rif: CHegaralangan matritsaviy soxa G C" h xm_ ni kandaydir
matritsalardan f (z)funksiyalarni golomorflik soxasi deb ataymiz,agar f(z) G

da golomorf bulsa va katta soxada golomorf bulsa. Boshkacha aytganda G ni
atrofida golomorf davom kilmasa.
1-eslatma. Golomorf funksiyani (1) yordamida kurinishi,birinchidan u

f(z) funksiyani golomorf davom kildirishda va (1) yordamida matritsani uz

ichiga oluvchi f(z) funksiyani golomorflik soxasini kurishda urinli,
(1) kator va (5) lar bizlarni maksadimiz uchun zarur emas.

Xakikatdan ~ xam,faraz  kilaylik O0eC[mxm] (n=1) soxada

golomorfligini
f(z) funksiyani atrofida absolyut yakinlashuvchi (1) kator kurinishda

aniklangan deb karaymiz,

f(2)= i Ax 2¥

k=0
Biz nol’ matritsa atrofiga z, nuktani f(z) funksiyaning yoyilmasini

yozishimiz kerak. U xolda

2 =[(z-20) + 201 = (2~ 20)* + (2~ 20) 29 + (2~ 29)* P20 €~ 20 >

+-3 2 k—2 k-1 k
+€-120 5 20€-20 5 +..+ €-70 20(2-20) "  +20(2-20) T +..+ 7

U xolda biz kommutativ bulmagan matritsalar kupaytmasi ustida uxshash
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xadlarni ixchamlab bulmaydi, (Masalan,bir xil darajalarni z —zg) ni uz ichiga

oluvchi)
f(2)= > Ac(z—20)"
k=0

Natijani zg =tgl , tg eC! bulganda xosil kilishimiz mumkin,lekin bu
uchun barcha mumkin bulgan golomorf funksiyalarni davom kildirishlarni
xosil kilish bu uchun etarli emas.

Ikkinchidan bu soxada (1) bilan (5)ni yakinlashishi ustma ust
tushadi

2-eslatma: Agar golomorf funksiyalarning tarifini (5) kator erdamida
kandaydir martitsalar xosil kilsak , u xolda xuddi takidlagandek (5) chi
kurinishidagi matritsalarni saklovchi funksiyalarni golomorf davom
Kildirishini sodir kilish mumkin emas.

Undan tashkari, agar f(z) matritsani  fjj(z) elementlarini davom

Kildirish  mumkin bulsa xam golomorf davom kildirish mumkin buladi.Boshka

tomondan elegmentlarni € ;J- e € :}j uzgaruvchilar buyiga golomorf bulgan

ixtierty bulmagan (5) kator kurinishda tasvirlashi mumkin.SHuning uchun
golomorf funksiyalarni buday aniklanishi nuktalar aniklanishiga bogliklik

kamchiligiga ega.

3.2.Matritsa argumentli golomorf funksiyalar uchun Loran gatorlarining
analoglari
Ma’lumki, Loran qatorlari kompleks tekislikdagi halgalar uchun
o’rganilgan. C" fazodagi ayrim polidoiraviy sohalar uchun Loran gatorining
anologi o’rganilgan.
Ushbu parografda ikkinchi va uchinchi tip Kartan klassik sohalari
yordamida aniglangan matritsaviy halgalar uchun Loran gatorlarining analogi

o’rganilgan.
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1. Simmetrik matritsalar fazosini ' € Mxm orgali belgilaymiz. Bunda

I
YWe "€ mxM ychun W' =W bo’ladi.
Il m Y
G=We"C mxm:1" —WW>0

ikkinchi tip Kartan klassik sohasi bo’ladi.

Quyidagi Koshi Xua Lo-Ken' tipidagi integralni garaymiz
—m

FO = j[det(l mi—wu*ﬂ du0>
buyerda f U integrallanuvchi funksiya, d x esa SQ =du =1 ‘“3:
dagi Xaara o’Ichovi.
3.2.1-TEOREMA:
(1) integral quydagi sohalarda ma’noga ega bo’ladi:
B = we'"C mxm:a " —wW>0
va
_ I _om
B =We CmxmWw-1" >0.

2. Agar f{ funksiya S _da integrallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda

[ fU [det 1™ _wu” dey U
suU
B" da golomorf funksiya bo’ladi va bu sohada
i ‘ij W
5 i P JBp
ko’rinishda yoziladi, bu yerda apC koefitsiyentlar quyidagi formula bilan

topiladi:

! Xya Jlo-Ken. 'apmonndecknil aHanu3 QyHKIHMA MHOTHX KOMIUIEKCHBIX ITEPEMEHHBIX B KJIACCHYECKUX
obmactsax .Mockga. 1959, 79-81 ctp.
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m~ m-1 .
T ¥y U
ag = fuU . ——duu .
ST m—1!5{1 [Bp g

ixtiyoriy B 2P, >....> R bo’ladi.
f  _uchun quyidagi qatorga yoyish o’rinli bo’lsin.
U holda B* uchun

i
Cwdw
FW= ¥ Saf ——=fF"w 2

P >..>R >0 i «/Bp

B =We @mxm:WVV—Im>O uchun
¥ W
J ~B k... Ak -
FW = Y Yo =F
5 50 Rk Rk 6y

funksiya FfeH BF

4.Quyidagi matritsaviy sohalarni garaymiz:

Gg= We"C mxm R M _wWwwW >0

Gr=We"C mxmww-r21 " >0

bu yerda rvaR lar hagigiy sonlar 0<r <R.
G =GR NGy - matritsaviy halqa bo’ladi.
3.2.2-TEOREMA:
Agar FW eH G nC G bo’lsa,uholda W eG uchun Loran
yoyilmasi o’rinli.
FW =F" W +F~ W

bu yerda koefitsiyentlar quyidagi formula bilan hisoblanadi:
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buyerda r<p<R

5. Kososimmetrik matritsalar fazosini "'C mxm orgali belgilaymiz.
Bunda

YW e™C mxm uchun W =W bo’ladi.
G=We"¢ mxm: 1™ +WW >0

uchinchi tip Kartan klassik sohasi bo’ladi.
Quyidagi Koshi Xua Lo-Ken tipidagi integralni garaymiz.
Agar m —juft bo’lsa,

_m-1
FW=j|:detIm+WU}2duU 4
Agar m-toq bo’lsa,
m
FW:j[detlm+WU :|2d,UU 5

buyerda fq _ integrallanuvchi funksiya, d€ esa SO > qu =19
dagi Xaara o’Ichovi.

3.2.3-TEOREMA:

(4) va (5) integrallar quydagi sohalarda ma’nolarga ega bo’ladi:

B'=We"C mxm 1™ +WW >0
va
B =We"C mxm:WW+I1" <0

6. Agar f{ _funksiya S _da integrallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda
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m x M
S{qu[detl +WU } du U

B da golomorf funksiya bo’ladi va bu sohada
s od 2 pj W
aJ P
i " /By
ko’rinishda yoziladi, bu yerda oS- koefitsiyentlar quyidagi formula bilan

topiladi:

j = .
7'\PP1,k+1Pk U —\I’pl_pk’pz_pk ....... Rc_1—R .0 U - detU K . Bunda
ixtiyoriy B 2P, >....> B bo’ladi.

f  _uchun quyidagi qatorga yoyish o’rinli bo’lsin.

U holda B* uchun
j ‘P W
CZ
P
> >Pk>OJ /

B =We"C mxmWW+1" <0 ychun

F W “FTw 6

-1

Plz......ZPkZO J k 111111 1 \/B

funksiya F* e H éi:

8.Quyidagi matritsaviy sohalarni garaymiz:

Gy= We"C mxm:R1"™ +WW >0
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G =We"C mxmWW+r’l" <0
bu yerda rvaR lar hagigiy sonlar 0<r <R.
G =GR NG, - matritsaviy halqa bo’ladi.
3.2.4-TEOREMA:
Agar FW eH G nC G bo’lsa,uholda W eG uchun Loran
yoyilmasi o’rinli.
FW =F" W +F~ W

bu yerda koefitsiyentlar quyidagi formula bilan hisoblanadi:

buyerdar<p<R.

3.3. Diagonal matritsalar tekisligida aniglangan golomorf funksiyalar
uchun Loron gatorining analogi.

Ushbu porografda psevdonorma tushunchasi kiritilgan va shu norma
asosida matrisa  argumentli golomor funksiyalar uchun Loran gatorining
analogi o’rganilgan.

Ta’rif: Agar ushbu |je:T, > T, akslantirish quyidagi ~shartlarni

ganoatlantirsa, bu akslantirishga psevdonorma deyiladi:
y ewl=pw] . viecweT,
2 |wl+lizl]-lz +w]z0 ., vw.zeT, ;

Xususan W eT,, bo‘lganida, |W||=~WW" deb olsak, bu psevdonorma

bo‘ladi.
Quyidagi ko‘rinishdagi dioganal matritsalar to‘plamini Z orqgali
belgilaymiz:
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P

Bu yerda Z; eC j=1n. Bu dioganal matritsalar tekisligi deyiladi va uni
T, orgali belgilaymiz.

Ushbu maqgolada T,  diagonal matritsalar tekisligida aniglangan
f:Chxn ] Chxn akslantiruvchi golomorf funksiyalar uchun Loran

qatorlarining analoglari bo‘lgan quyidagi teorema isbotlandi.
TEOREMA: V xalgadagi ixtiyoriy f golomorf funksiyani quyidagi

vaqinlashuvchi gator ko rinishda tasvirlash mumkin:

f > >C, ¢ -alt”

(1)
Bunda koefitsiyentlar quyidagi formula yordamida aniglanadi:
1 ~>Yymn-1 ® -
Cm=2—m.fffEf—al“; 4 GM=0+1+2,...... (2)
”

bu yerda V:‘I/eTM:RI>H’W—aI”

Teoremaning isboti. Ixtiyorty W €V nuqgtani fikserlaymiz va quyidagi

>rl >0,r>0 _

xalgani garaymiz:
V= RIS E-alt>r 14 weviev
Koshining integral formulasiga ko‘ra
(O3 JTEX-W2b [rex-w2i L[reF-w2i )
bu yerda
refalem e s faera s
Yo‘nalish soat strelkasiga teskari yo‘nalgan. IXxiyoriy & € I™"uchun
19°—q1 %> 0
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bu yerda ql ‘CZH‘(V —al*" §-al “j‘” _
Shuning uchun geometrik progressiya
~ - ~ ~
€-wi-€-a T (Co-atle-at -

_ gw —al " €-al e

& bo‘yicha I da tekis yaginlashadi. Uni chegaralangan Zi f (: funksiyaga
m

ko‘paytirsak ( tekis uzluksizlikka ta’sir gilmaydi) va [ bo‘yicha integrallab

quyidagini hosil gilamiz:
l ~ -1 el ~
— [f€_€-W_'é=YcC G-al®] (4)
2ﬂ1 I’ m=0
bu yerda
C, =i_jf (j(—al“ij‘”;& (m=0,1,2,.....) (5)
274
(3) formulaning ikkinchi integralini boshqacha yoyishga to‘g‘ri keladi.
IXiyoriy & € »'uchun
19—, 19>0
- - -
buyerda (1= m( —al* g-al® m

Shuning uchun y'da tekis yaginlasuvchi geometrik progressiyani hosil
gilamiz :
~>

ECN ~ ECN <
—€-z =C-a T (o €-al e g-alt

=3 (¢-al""(z-1"a) "

—

Boshgadan funksiyani chegaralangan %f(: funksiyaga ko‘paytirib
m

bo‘yicha integrallab quyidagini hosil gilamiz:

m
~

o[ €F-WE-3d, C-al ©)
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bu yerda
d,=— [f€¥-a "¢ @=12... 7)

(6) va (7) formulalarda mindeks 1,2...... giymat gabul giladi, -m esa -1,
-2 ,.... qimatlarni qgabul qiladi (bu hech narsani o‘zgartirmaydi) va uni

quyidagicha belgilaymiz:

C. =d__ :—i_jf (}—alﬁij"“;f (m=-1-2,......) (8)
27
U holda (6) yoyilma quyidagi ko‘rinishga keladi:
- [re€X-wE=3c, t-at ©)
2 7 m=-1

(4) va (9) ifodalarni (3) ga qo‘yib (4) va (9) qatorlari yig‘indi sifatida quyidagi

yoyilmani hosil gilamiz:
& ~
fW} Zcmw_l‘]a)
W=—0
(5) va (8) formulalardagi " va [ aylanalarini itegralning invariantlik
xossasiga ko‘ra quyidagi aylana bilan almashtirish mumkin:
H\g—alﬂuzp.lﬁ RI“>ple>r]¢

Natijada yuqorida teoremada keltirilgan (1) gatorni hosil gilamiz.
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XULOSA

Ushbu magistrlik dissertatsiyasida dioganal matritsaviy tekislikda aniglangan
golomorf funksiyalar va ularning xossalari o’rganilgan va quyidagi natija
olingan:

TEOREMA: V xalgadagi ixtiyoriy f golomorf funksiyani quyidagi
yvaqinlashuvchi gator ko rinishda tasvirlash mumkin:

(> 3C,¢-a®"
(1)
Bunda koefitsiyentlar quyidagi formula yordamida aniglanadi:
1 ~>m-1 ¢ -
Cn=r - [f€3€-al® "¢ GO=0+142,.... B
b

bu yerda V:‘lleTM:RI>H’VV—aI”

Ushbu natija nazariy ahamiyatga ega bo’lib, ko’mpleks argumentli

>rl >0,r>0 _

golomorf funksiyalar uchun o’rinli bo’lgan Loran teoremasini dioganal
matritsaviy tekislikda aniglangan matritsaviy golomorf funksiyalar uchun

umumlashmasidir.
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