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Аннотация 

В данной    выпускной    квалификационной  работе  изучен  одно из 

операционных  методов,   интегральное преобразование  Лапласа и его  

свойства, применение его  к дифференциальным уравнениям.  Кроме того  

приведены    использование  операционных  методов  к  дифференциальным 

уравнениям   в частных   производных.  

Ключевые  слова: Операционный метод, преобразования Лапласа, 

обратная преобразования Лапласа,  оригинал, изображение,  уравнение 

теплопроводности. 

 

 

 

Annotacıya 

 

 Mazkur   bıtıruv  malakavıy   ishida   operatsion    metodlarning    biri   Laplas  

integral    almashtirishi  va   uning   xossalari ,  uning  differentsial tenglamalarga  

qollanilishi  urganilgan.    Bundan  tashqarı  operatsion   metodlarning  xususiy   

hosilali   differentsial     tenglamalarga  qo’llanilishi  keltirilgan.  

Kalit  so’zlar:   Operatsion metod,  Laplas aylandirish formulasi, teskari Laplas 

aylandirish  formulasi, original,   harorat  tenglamasi.  

 

 

Annotatıon 

In the given final qualifying job is investigated one of operational methods, 

integrated  transformation   of  Laplas  and  his   property,  application it  to the 

differential equations. Besides are given use of operational methods in the 

differential equations in private   derivative. 

Keywords: Operational method, Laplace transform, inverse Laplace transform, 

original, heat equation. 
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Kirisiw 

Operaciyalıq  esaplaw   pán   sıpatında XIX   ásirdiń ayaqlarında payda 

boldı. Bıraq operaciyalıq esaplawdıń tıykarları  Leybnictıń, Bernullidıń, Lagranj, 

Laplas, Eyler, Fur`e, Puasson, Koshilerdiń klassikalıq  jumıslarında ushırasıp   

kelgen. Opreaciyalıq esaplaw metodları ámeliy matematikanıń effektiv    

metodlarınan   bolıp   ko`p    jaǵdaylarda   ápiwayı  qaǵıydalar járdeminde    

ilimniń  hár  qıylı  tarawlarına tiyisli quramalı máselelerdi sheshıwge qatnasadı. 

Bul   metodlar  mat-fizikada,  funkcional   qatarlardıń qosındısın, integralın 

tabıwda sonday-aq sanlar teoriyasınıń  ayırım máselelerın sheshiwde keń 

qolanıladı. 

 A`sirese operaciyalıq esaplaw avtomatika, telemexanika, elektrotexnika, 

radiotexnika, teleuzatıw hám t.b. máselelerdi sheshiwde qollanıladı [2]. 

 2)  
( )

0

( ) ( )p xp e f x dx


   ańlatpa   Laplas tủrlendiriwi  dep, al oń 

tárepindegi  integral Laplas integralı dep ataladı. Bul jerde  p - kompleks 

o`zgeriwshili hár qanday dáslepki f(x) funkciya ushın Laplas integralı  Rep>s0   

yarımtegislikte jıynaqlı hám usı yarım  tegislikte  (p)  analitik funkciyanı 

anıqlaydı. 

lim ( ) 0
p

p


  

Bul  jerde  (p)  funkciya   f(x)- tiń sáwlesi dep ataladı. 

3) Aylanıw teoreması. 

Eger   (p),  Rep>s0  yarımtegislikte analitik funkciya bolıp hám  |p| da 

qálegen  Rep>s0  yarımtegislikte nol`ge umtılsa hám  argp  ǵa qarata teń 

o`lshemli bolsa. 

( )

i

i

p d





 
 

 

  

Absolyut jıynaqlı, onda        
( )1

( ) ( )
2

i

p x

i

f x e p dp
i








 

 

   

funkciyanıń sáwlesi boladı [8]. 
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 Laplas tủrlendiriwine tiykarlanǵan operaciyalıq metodlar  asimptotik   

jayılmalar teoreasında, mexanika máselelerinde, jıllılıq o`tkizgishlik teoreasında, 

elektr shınjırındaǵı  stacionar  emes qubılıslardı  ızertlewde elektr hám 

radiotexnikada, dinamıka máselelerinde, o`zgermeli koeficientli sızıqlı ápiwayı 

dıfferencial teńlemeler teorıyasında keń qollanılıwın taptı . Bir qansha jumıslar 

operaciyalıq   esaplawdaǵı    juwıq  metodlarǵa baǵıshlanǵan. Operacıyalıq 

esaplaw   boyınsha   ko`pshilik   izertlew   jumısları shet el alımlarına tiyisli. 

Olardıń  operaciyalıq  esaplawǵa  teorealıq tıykar salǵan Pol`sha matematikleri  

Mıkusınskıy,  Rıll – Nardzevskıy,  Slovıkovskıy, Bıttner, Sıkorskıy  hám t.b. 

Laplas ıntegral tủrlendırıwı teoreasına G. Dyoch aytarlıqtay ủles qostı [9]. 

 Mikusinskiy E.  Titchmarsh  tárepinen  dálillengen belgili oramlar 

haqqındaǵı teoremanı ızertlep bayıtıp bardı. 

Pitkeriw qánigelik jumıs kirisiw, ủsh bap, juwmaqlaw hám paydalanǵan 

ádebiyatlar   diziminen  ibarat    bolıp, birinshi  bapta  operaciyalıq  metod 

haqqında  tủsinik  atap   aytqanda  1.1   bántte  Laplas ıntegral   tủrlendırıwınıń   

tủp   nusxası   hám kompleks oblasttaǵı sáwlesı, 2.1 bántte Laplas tủrlendırıwınıń 

tıykarǵı qásıyetlerı.  

Ekinshi   bapta  operaciyalıq  esaplawdıń differencial teńlemelerdi 

sheshiwge  qollanıwı  atap aytqanda 2.1 bántte turaqlı   koeffıcentlik ápiwayı 

sızıqlı dıfferencial   teńlemelerdi  sheshıw. 2.2. bántınde turaqlı koefficentli 

ápiwayı sızıqlı dıfferencial teńlemeler sistemasın sheshiw máselesi qaralǵan.  

Al    ủshınshı  bapta   dara tuwındılı dıfferencıal teńlemelerge operacıyalıq   

esaplawdıń qollanıwı   keltırılgen  atap aytqanda  jıllılıq ótkizgishlik teńlemesine 

qoyılǵan  shegaralıq másele  operaciyalıq  metod járdeminde sheshilgen.   
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1. Bap. Operaciyalıq   metod   haqqında tusinik. 

Opreacıyalıq esaplawdıń mánisi sonnan ibarat yaǵnıy differenciallaw 

operatorı  
d

dt
, algebralıq   shama   retinde  qaraladı, sonlıqtan onıń menen qádimgi  

sanlar ủstindegidey ámeller orınlaw mủmkin. Differenciallaw operator funkciyasın 

kiritiw taza operatordıń payda bolıwına alıp keledi [4]. 

 Berilgen baslanǵısh shártlerde differencial teńlemeni sheshiw maqsetinde 

anglichan ilimpazı Xevisayd (1850-1925) operaciyalıq esaplawdı yarımtuwrıda 

anıqlanǵan funkciyalar ushın qaradı, hám sonıń járdeminde ko`p áhmiyetli 

máselelerdi sheshti. Xevisayd 
d

dt
- differenciallaw operatorı  hám usı operatordıń 

bazı-bir funkciyaları menen qatnas qılıwdıń formal qaǵıydasın usınadı. 

Birinshi márte operacıyalıq esaplawǵa Laplastıń integral tủrlendiriwi 

járdeminde qatań tiykarlama berildi.  

 Opreacıyalıq esaplawdıń differenciallaw operatorı kompleks o`zgeriwshi 

funkciyalar teoriyasındaǵı konturlıq integral metodı menen qısıp shıǵarıladı. Biraq 

operator ulıwma matematikalıq tủsiniklerdiń biri bolıp tabıladı. Sızıqlı operatorlar 

teoriyası funkcional analizdiń eń rawjlanǵan bo`legi bolıp matematikalıq fizikanıń 

tiykarǵı apparatı bolıp tabıladı. 

 

1.1. Laplas   integral  tủrlendiriwiniń tủp nusxası hám kompleks  

oblasttaǵı   sáwlesi. 

Tủp  nusqa   (orginaldıń) anıqlaması. 

Orginal funkciya dep to`mendegi shártlerdi qanaatlandırıwshı t- haqıyqıy 

argumenttiń f(t)- kompleks funkciyasına aytamız [3]. 

1) Barlıq t- ko`sher boyınsha, f(t) yaki onıń tuwındısı I- tủr ủziliske iye 

noqatlardan basqa barlıq jerde o`ziniń  jetkilikli ủlken tártiptegi tuwındısı 

menen ủzliksiz. 

2) t<0 ushın f(t)=0 
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3) f(t), ko`rsetkishli funkciyadan tez o`speydi yaǵnıy sonday M>0,s0>0 sanları bar 

bolıp barlıq  t>0 sanları ushın 

0( )
s t

f t Me        (1) 

s0- sanı f(t) funkciyanıń o`siw ko`rsetkishi dep ataladı. 

1, 0
( )

0, 0

t
t

t



 


        (2) 

Birlik funkciya ápiwayı tủp nusqa funkciya  dep ataladı. Eger funkciya  (t) 1), 3) 

shártti qanaatlandırsa hám 2) ni qanaatlandırmasa onda  

( ), 0
( ) ( ) ( )

0, 0

t t
f t t t

t


 


  


      

Funkciya tủp nusxa funkciyanıń barlıq shártlerin qanaatlandıradı.  ( ) ( )t t   -nıń 

ornına ádette  (t) dep jazamız. (1) den 
2

1a t
e  funkciyası 1 0a   bolǵanda  

2

3

1
,tga t

t a
 lar 3a  >0 bolǵanda orginal funkciya bola almaydı, sebebi olar ushın 

(1) teńsizlik t>0 bolǵanda M hám s0 diń qálegen mánisinde orınlı emes f(t) orginal 

funkciyanıń kompleks oblasttaǵı sủwreti dep Laplas integralınan anıqlanıwshı F(p) 

kompleks o`zgeriwshi funkciyasına aytamız 

p=s+i,  s=Rep,   =Imp 

0

( ) ( )ptF p e f t dt



        (3) 

f(t) ǵa qoyılǵan shártlerde (3) integral bar boladı. Haqıyqatında da Rep=s>s0, 

yaǵnıy qaralıp atırǵan r nıń mánisi Rep=s0 tuwrıdan oń tárepte jaylasqan yarım 

tegislikte jatadı. Onda  

0( )

00 0 0

( ) ( )
s s tpt pt M

e f t dt e f t dt M e dt
s s

  

    
    
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Bul jerden ko`rinip turǵanınday qaralıp atırǵan klassta keltirilgen integral teń 

o`lshemli jıynaqlı, yaǵnıy alınǵan bahalaw Rep>s0 yarımtegislikten alınǵan 

qálegen p- ushın orınlı. Laplas integralı f(t) funkciyasın (3) formula menen 

anıqlanıwshı basqa F(p) funkciyaǵa tủrlendiredi. f(t)- nıń  F(p)- ǵa tủrleniwi Laplas 

tủrlendiriwi dep ataladı. f(t) funkciyasınıń kompleks oblasttaǵı sủwreti F(p), (3) 

formuladan p- kompleks o`zgeriwshi Rep>s0 boyınsha analitik funkciya bolıp 

tabıladı. Haqıyqatında da F’(p) bar boladı hám  

0

0

'( ) ( ) , ReptF p e tf t dt p s



        

da absolyut jıynaqlı.  (3) formuladan |F(p)|0 , eger Rep>s  

Mısal 1.  (t)=1  birlik funkciyanıń  C kompleks  oblastta   sáwleleniwin tabıń. 

(3) formula boyınsha  

0 0 0

1 1
( ) ( ) lim lim lim

aa pt
pt pt pa

a a a

e
F p e t dt e dt e

p p p


 
  

  

 
     

  
   

Eger  Rep>0, onda  lim 0pa

a
e


  , demek, 

1
1 ; Re 0.p

p
   

Mısal 2.   
te - funkciyasınıń C kompleks  oblastta   sáwleleniwin tabıń. (3) 

formula boyınsha,  

( ) ( )

0 0

1
( ) lim lim ,

( )

a
p t p a

pt t

a a

e e
F p e e dt

p p p

 


  

    


 

 
     

   
  

 Eger  

Re(p-)>0 bolsa, 
( ) 1

lim 0, ; Re Re .p a t

a
e e p

p

  


 


  


                     (4) 
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1.2. Laplas integral  tủrlendiriwiniń  tiykarǵı  qásiyetleri.  

 

Meyli  f(t),  g(t), … - tủp nusqa funkciyalar, al  F(P),  G(P), … olardıń 

kompleks oblasttaǵı sáwlesi bolsın [2,8]. 

0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) ,....pt ptF p e f t dt G p e g t dt

 

     

Onda to`mendegi qásiyetler orınlı: 

1) Sızıqlılıq qásiyeti. 

Qálegen kompleks turaqlı   hám  lar ushın  

f(t)+ g(t) F(p)+ G(p) 

Dálilleniwi  integraldıń qásiyetinen kelip shıǵadı. 

 Sızıqlılıq  qásiyetin hám (4) qatnastan to`mendegi funkciya sáwlesin 

tabamız. 

  2

1 1 1 1 1
sin ; sin

2 2 1

it itt e e t
i i p i p i p

  
     

   
 

2) Uqsaslıq teoreması:    qálegen turaqlı  >0 ushın   

1
( )

p
f t F

 

 
  

 
 

Dálillew:    t=  dep alıp to`mendegige iye bolamız.  

0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ;

p

pt p
f t f t e dt f e d F


   

  

 


  
    

 
   

3) Tủp nusqanı differenciyallaw.  

Eger  f ’(t)  yaki  f
(n)

(t) tủp nusqa bolsa, onda  

f ’(t)pF(p)-f(0) 

 yamasa  

f
(n)

(t) pF(p)-p
n-1

f(0)-p
n-2

f ’(0)-….-f
(n-1)

(0). 

bul jerde  f
(k)

(0) retinde oń shek mánis tủsiniledi.  

( )

0
lim ( )k

x
f t


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Dálillew:  kompleks oblastqa o`tip hám bo`leklep integrallap to`mendegige iye 

bolamız. 

 
0

0 0

'( ) '( ) ( ) ( )pt pt ptf t e f t dt f t e p e f t dt

 


         

Rep=s>s0, onda 
0( )

( )
s s tptf t e Me

     hám  t da birinshi aǵza nolge umtıladı, 

al  t=0 de  f(0) ge iye sonıń ushın   

f’(t)pF(p)-f(0). 

 Sońǵı formulanı paydalanıp 

 2"( ) [ '( )]' [ ( ) (0)] '(0) (0) '(0).f t f t p pF p f f p F p pf f       .  

Dara jaǵdayda eger f(0)=0  bolsa, onda  f’(t)pF(p)  hám tủp nusqanı 

differenciyallaw p- nı onıń sáwlesine ko`beytiwge tuwra keledi. 

4) Kompleks oblastaǵı sáwleni differenciyallaw.  

Sáwleni differenciyallaw originaldı  t- ǵa ko`beytiw yamasa ulıwma jaǵdayda    

( ) ( ) ( 1) ( ).n n nf p t f t   

Dálillew.F(p), Rep>s0  yarım tegislikte analitik funkciya bolǵanlıqtan, onda onı p 

boyınsha differenciyallaw mủmkin. 

 
2 ( )

0 0 0

'( ) ( ) , "( ) ( ) ,..... ( ) ( 1) ( )pt pt n n pt nF p e t f t dt F p e t f t dt F p e t f t dt

  

          

5) Tủp nusqanı integrallaw. 

Tủp nusqanı integrallaw sáwlesin p ǵa bo`liw arqalı boladı. 

0

( )
( )

t
F p

f t dt
p

  

Dálillew.    

0

( ) ( )

t

g t f t dt   funkciya f(t) menen birlikte original bolıp tabıladı, g(0)=0. 

Differenciyallaw qásiyetine tiykarlanıp  

 ( ) '( ) ( ), ( ) ( )f t g t pG p f t F p   ,  onda  
( )

( )
F p

G p
p

  

6) Sáwleni integrallaw. 
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Eger  ( )
p

F p dp



    jıynaqlı bolsa, onda ol  f(t)/t  funkciyanıń sáwlesi bolıp tabıladı  

yaǵnıy  
( )

( )
p

f t
F p dp

t



  . 

Sáwleni integrallaw, tủp nuqanı t ǵa bo`liw menen barabar. 

Dálillew. 

 
0

( ) ( ) pt

p p

F p dp dp f t e dt

  

    

Integrallaw jolı  (p,), Repa>s0  yarımtegislikte jaca, ishki integraldıń bahasın 

alamız. 

 0( )

0 0

( )
a s tptf t e dt M e dt

 

     

Bunnan  p ǵa qarata teń o`lshemli jıynaqlılıǵı kelip shıǵadı. Sonlıqtan integrallaw 

tártibin o`zgertip 

 
( ) ( )

( ) ( ) ,pt pt

p p p p

f t f t
F p dp f t dt e dp e dt

t t

   

        

7) Keshigiw teoreması. 

Qálegen  >0 ushın.   

f(t-)e
-p

F(p) 

Dálillew.   

f(t-)=0,   t<,  onda t-=u   dep alıp   

f(t-)
( )

0

( ) ( ) ( )pt p u pe f t dt e f u du e F p 




 

       . 

Bul teoremanı bo`lekli – ủzliksiz funkciyalardıń sáwlesin tabıwda qollanǵan 

maqul. 

8) Jılıstırıw teoreması.  

Qálegen p0 kompleks san ushın   0

0( )
p t

e f t F p p   

Dálillew.  
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Haqıyqatında da   0 0( )

0

0

( ) ( )
p t p p t

e f t e f t dt F p p



 
    

9) Periodlı  funkciyanıń sáwlesi.  

Eger  f(t), periodı T ǵa teń bolǵan  periodlı funkciya bolsa, onda onıń sáwlesi  

 
0

1
( ) ( )

1

T

pt

Tp
F p e f t dt

e


       (5) 

Dálillew.    

 
0 0

( ) ( ) ( )

T

pt pt pt

T

F p e f t dt e f t dt e f t dt

 

       . 

Integralda T dan  aralıqtı, t=+T menen almastırsaq hám  f(t+T)=f(t) ekenligin 

esapqa alsaq   

 
0

( ) ( )

T

pt ptF p e f t dt e F p    , bunnan (5) formula kelip shıǵadı. 

10) Ko`beytiw teoreması. 

Eger  f(t)F(p)  hám g(t)G(p)   bolsa, onda   

0

( ) ( ) ( ) ( )

t

F p G p f g t d         (6) 

Dálillew.  

0

( ) ( ) , ( )

t

f g t d f t     hám g(t),  0t<  funkciyalarınıń  oramı dep ataladı hám  

fg  dep belgilenedi. 

1) fg = gf,         2)  (fg)=f(g)           3)  f(g+)=fg+f 

Endi (6) integraldıń sáwlesin qaraymız. 

   
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

t t

ptf g t d e dt f g t d     


          (7) 

Rep>s0  bolǵanda s0  f(t)  hám  g(t) nıń eń ủlken o`sim ko`rsetkishine iye, (7) 

formuladaǵı eki eseli integral absolyut jıynaqlı boladı, onda ol jerde ıntegrallaw 

tártibin o`zgertiw mủmkin. 
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1

1 1

0 0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( )

t

ptpt pf g t d f d e g t dt f e d g t e dt F p G p

t t





       



   

     

 

    
 

 dálillew talap etilgen usı edi. 

Tủp nusqanı differenciyallaw hám ko`beytiw teoremasınan paydalanıp to`mendegi 

Dyuamel integralın alıw mủmkin. 

 
0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) '( ) ( )

t

pF p G p f G p pF p f G p f g t f g t d         

Oramnıń simmetriyalıq qásiyetine tiykarlanıp bull  integral to`mendegi ko`riniste 

hám jazıladı.   

0

( ) ( ) (0) ( ) ( ) '( ) ,

t

pF p G p f g t g f t d      

F(p)  hám G(p) funkciyalarınıń ornın almastırıw to`mendegi formulaǵa alıp keledi 

0 0

( ) ( ) (0) ( ) '( ) ( ) (0) ( ) ( ) '( )

t t

pF p G p g f t g f t d g f t f g t d             

II. Efrostıń ulıwmalasqan ko`beyme teoreması. 

Meyli  F(p)f(t)  sáwle berilsin  al G(p)  hám q(p) analitik funkciyaları 

    ( )( ) ( , )q pG p e q t          (8) 

Onda    

F[q(p)]G(p) 
0 0

( ) ( , )pte dt f g t d  
 



       (9) 

Dálillew.   

0 0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )pt ptf g t d e dt f g t d f d g t e dt        
    

        

Onda (8) ge tiykarlanıp   

( ) ( )

0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]pt q p q pf d g t e dt f e G p d G p f e d G p F q p       
   

         

Teorema dálillendi. 

Eger  q(p)=p, dep alsaq   ( , ) ( )pg t e G p    hám keshigiw teoreması boyınsha  
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g(t, )=g(t-).  Bul jaǵdayda Boreldiń ko`beytiw teoremasın alamız.  

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F p G p f g t d f g t d     
 

       

Endi laplas integral tủrlendiriwiniń bir qatar qásiyetlerin dálillewsiz keltiremiz. 

12) Jayılmanıń birinshi teoreması. 

Eger   F(p)  sheksiz uzaqlasqan tochkada durıs hám onıń do`gereginde  Loran  

jayılmasına iye bolsa 

1

( ) ,k

k
k

c
F p

p





  

Onda  F(p)  nıń originalı bolıp 

1

1

( )
( 1)!

kk

k

c
f t t

k









  boladı hám  f(t) pủtin funkciya boladı. 

13)  Jayılmanıń ekinshi teoreması. 

Meyli  F(p) funkciyası  

a) meramorf hám bazıbir  Rep>s0  yarımtegislikte durıs. 

b) cn: |p|=Rn,  R1<R2<….<Rn  sheńberler sisteması bar bolsın hám onda argp   

ǵa qarata F(p) 0  bolsın. 

v) Qálegen a>s0  ushın  ( )

a i

a i

f p dp

 

 

  absolyut jıynaqlı. Onda  F(p) nıń originalı  

bolıp   
( )

( ) ( )
k

k

pt

p
p

f t resF p e  funkciya xızmet etedi. 

Bul jerde   vichetlar summası barlıq  pk ayrıqsha tochkalar boyınsha alınadı.  

Saldar.  Eger   F(p)=A(p)/B(p)  funkciyası bo`lshek racional bolsa,  A(p) nıń 

dárejesi  B(p)  dan kishi bolsa, onda onıń originalı bolıp 

 
1

1
1

1
( ) lim ( )( )

( 1)!

k

k

k
k

nl
n pt

knp p
k k

d
f t F p p p e

n dp






 


     (10) 

funkciya xızmet etedi. Bunda Fk- lar  F(p) nıń  polyusı, al  nk- onıń eseligi hám 

qosındı barlıq  polyuslar  boyınsha alınadı. 

 Dara jaǵdayda, eger  F(p) nıń  barlıq  polyusleri  ápiwayı bolsa onda (10) 

formula  ápiwayılasadı. 
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1

( )( )

( ) '( )
k

l
p tk

k k

A pA p
e

B p B p

      (11) 

Eger sáwle  F(p)=A(p)/pB(p)  ko`riniste bolsa, bul jerde  A(p) nıńdárejesi B(p)  

dan acıp ketpeydi hám B(p)  nolden o`zgeshe ápiwayı korenlerge iye. Bul jaǵdayda 

(11) dıń ornına    

1

( )( ) (0)

( ) (0) '( )
k

l
p tk

k k k

A pA p A
e

pB p B p B p

      (12) 

boladı.  Bul jerde qosındı  B(p) nıń barlıq tủbirleri boyınsha alınadı. 

Eskertiw. Laplastıń keri tủrlendiriwin alıw ushın to`mendegi teorema xızmet etedı.  

 Eger f(t) funkciyası original bolsa, al F(p) onıń sáwlesi bolsa onda o`ziniń 

qálegen ủzliksiz tochkalarında  

1
( ) ( )

2

a i

pt

a i

f t e F p dp
i

 

 

        (13) 

Bul jerde integral qálegen  Rep=s0  tuwrı boyınsha alınadı. (13) formula Laplastıń 

keri tủrlendiriwi dep ataladı. 
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2. Bap. Operacıyalıq esaplawdıń differencial teńlemelerdi sheshiwge 

qolanılıwı 

2.1. Turaqlı   koefficentli  ápiwayı sızıqlı differencial teńlemelerdi sheshiw. 

 

Meyli bizge   n – tártipli turaqlı koefficientli sızıqlı differencial teńleme berilgen 

bolsın  [7].  

 
( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) .... '( ) ( ) ( )k k

nx t a x t a x t a x t f t

         (14) 

Bul jerde baslanǵısh shárt    

( 1)

0 1 1(0) , '(0) ,.... (0)n

nx x x x x x

        (15) 

Oǵan to`mendegi formulanı qollaymız 

( ) 1 ( 1)( ) ( ) (0) '(0) .... (0)k k k k kx t p x t p x p x px          (16) 

Onda (14) teńlemeni qayta jazıw mủmkin. 

1 11 1
0 01 1

( ) ( ) .... ( ) ....k k

k k

x bx b
L p x t x f t b

p p p p

 

 

 
         

 
 

Bul jerde  

1

1 0

1

( ) .... ,

, ( 0,1,...., 1)

n n

n

n

k s s k

s k

L p p a p a

b x a k n











   

  
 

Bul jerden   

1
11

0 1
0

1 1
( ) ( ) ....

( ) ( )

n
k n

k n
k

b xx
x t f t x

L p L p p p p







          (17) 

(17) formula (14) teńlemeniń sheshimin beredi. 

(17) nıń oń jaǵı n-márte differenciyallawshı funkciya ekenligi ko`rinip tur hám ol 

baslanǵısh shártlerdi qanaatlandıradı.  (17) oń jaǵı  

1

( )
( )

( )

f t
x t

L p
         (18)  

Nollik baslanǵısh shártlerde (14) bir tekli emes teńleme sheshimin beredi. 

Al ekinshi bo`legi  

 
1

11
2 0 1

0

1
( ) ....

( )

n
k n

k n
k

b xx
x t x

L p p p p







          (19) 
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Erikli baslanǵısh (15) shártlerdegi sáykes bir tekli teńlemeniń sheshimin beredi. 

Eger  1 2, ,.... n    ler  L(p) nıń ápiwayı korenleri bolsa onda  

1 2

1

( ) ( )( )....( ) ( )
n

n p

p

L p p p p p   


       

hám  
1

( )
( )

z p
L p

  funkciya ápiwayı bo`lsheklerge jiklenedi.  

1

1
( )

( )

n c
z p

L p p



 

 


        (20) 

Keyingi teńlikti  (p-), ǵa ko`beytip   

1

( )
( )

np c
c p

L p p

 
 

 







  


  

p  ge umtılǵanda shekke o`cek 

1 1
lim lim

( ) ( )( ) '( )p p

p
c

L p LL p L

p

 




 

 





 



 


  





 

Sonlıqtan  ( )z p  nıń ápiwayı bo`lsheklerge jayılması 

1

1 1
( )

( ) ( ) '( )

n

z p
L p p L   

 


  

1te
p




 


  (*)  formuladan paydalansaq   

1

1
( )

'( )

tn e
z t

L



   


  

Sonlıqtan   
0

( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

t
d

R p f t t f d t M
dt

        

formulası boyınsha   

1

10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'( )

t ttnd e
x t z p f t z t f d e f d

dt L






 

 

    






    
  

  (21) 

Eger   L(p) eseli korenlerge iye bolsa   1 2 1.... ... .r r n          onda      

1 1 2 1 2( ) ( ) ( )( )....( ) ( ) ( )r r

r r nL p p p p p L p              

bul   jerde     1 2( ) ( )( )...( )r r r nL p p p p        
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 hám    ( )z p  to`mendegi ápiwayı bo`lshekler qosındısı ko`rinisinde boladı.  

 11 12 1 1

2

1 1 1 1

1
( ) .... .... ,

( ) ( ) ( )

nr r

r

r n

cc c c c
z p

L p p p p p p    




      
    

 

 yamasa 

1

1 11

1
( ) ,

( ) ( )

r n

r

c c
z p

L p p p

 


     

  
 

       (22) 

(22) nı  
1( )rp   ge ko`beytip   

 
1

1
1 1 1 1

1 1

( ) 1
( ) ( ) ,

( ) ( )

r r n
r r

r

rr

cp
c c p p

L p L p p

 


  


 






  


     


     (23)  

Bul jerden   p1   ge umtılǵanda shekke o`cek  

1 1

1

1
( )

( )
r

r

c s
L




         (24) 

ge iye bolamız. 

Tap sol jol menen  (23) ti   (r-)  márte differenciallaǵannan soń   (=1,2,..r-1)   

hám   p1  ge umtılǵanda shekke o`cek 

 
( )

1
1

( )
, ( 1,2,.... 1)

( )!

r

rsc r
r












  


      (25) 

Bul jerde   
1

( )
( )

r

r

s p
L p

  (24) hám (25) ten   

( )

1
1

( )
( 1,2,.... )

( )!

rs
c r

r












 


      (26)  

kelip shıǵadı. 

Usı jol menen  s  - koeficentleri anıqlanıw mủmkin. (22) nı  p- , 

(=r+1,r+2,….n)  ge ko`beytkennen soń. 

1

1 11

( ) ( )
( ) ( )

r n

r

p c c
p c p

L p p p

  
  

  


 

   


    

 
   

P=  dep alıp    

1 1
lim lim

( ) ( )( ) '( )p p

p
c

L p LL p L

p

 




 

 





 



 


  





 

 Bunnan    
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'

1

1 1
, ( 1, 2,.... )

'( ) ( ) ( )r

r

c r r n
L L



  


   

    


 

 tp
e

p







formuladan   hám    

1( ) !

n t

n

p t e

p n



 



 dan paydalansaq   

1

1

1

1 10 0

( ) ( )
( 1)! '( )

t tr n

r

c e
z p z t e d d

L

 
 

  


 

 



  

  


       (27) 

Sońında    

0

( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

t
d

R p f t t f d t M
dt

        

 formulası járdeminde   

1 1

1

0

11

1 10 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( 1)! '( )

t

t ttr n
t

r

d
x t z p f t z t f d

dt

c e
e t e f d e f d

L






  

  

  

    
 



  

   

  




  

   (28) 

Dara jaǵdayda, eger  1  , L(p)- nıń ápiwayı koreni bolsa  yaǵnıy   r=1, onda  

11

1

1

'( )
c

L 
 den hám (28) den (21) kelip shıǵadı.  Endi (14) ke sáykes keliwshi 

birtekli differencial teńlemeni (15) shártlerde to`mendegishe alamız. 

x0= x1=x2=…. Xn-2=0,          xn-1=1. 

 Al (19) dan   

 2 ( ) ( )
( )

p
x t p

L p
 

     
 (29)  

nı tabamız.   ( ) ( )p t   funkciyanı tabıw ushın    

1
,

( ) !

n t
t

n

p p t e
e

p p n




  
 

 
 

 (20) , (22) ler boyınsha  

1

( )
'( )

tn e
t

L



 





       

   (30)  

yamasa     

1

1

1

1 1

( )
( 1)! '( )

tr n
t

r

c t e
t e

L


 

  


 



  

 


 
     

 (31) 
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boladı.  (t)- funkciyası to`mendegi shártlerdi qanaatlandıradı. 

 (0)= ’(0)= ’’(0)=…..= 
(n-r)

(0)=0   , 

 
(n-1)

(0)=1             (32) 

(19) ańlatpanı to`mendegi ko`riniste jazıp alamız. 

1
1 2

2 1 2 1 0

0

1
( ) ( .... ), ( 0)

( )

n
n k n k n k

k n k

k

x t x p a p a p a p a
L p


    

 



       

Endi (16) hám (32) shártlerdi paydalanıp erikli baslanǵısh shártlerdi 

qanaatlandırıwshı birtekli teńlemeniń sheshimin tabamız.   [5, 6] 

  
1

( 1) ( 2)

2 1 1

0

( ) [ ( ) ( ) .... ( )]
n

n k n k

k n k

k

x t x t a t a t  


   

 



   
 

 

2.2. Turaqlı koefficientli  ápiwayı sızıqlı differencial teńlemeler sistemasın 

sheshiw. 

 To`mendegi  ko`riniste r – sızıqlı birtekli emes ápiwayı differencial  

teńlemeler sistemasın qarayıq [7]. 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

( ) ( ) .... ( ) ( )

( ) ( ) .... ( ) ( )

..........................................................................

r r

r r

d d d
a x t a x t a x t f t

dt dt dt

d d d
a x t a x t a x t f t

dt dt dt

     
       

     

     
       

     

1 1 2 2

..........

( ) ( ) .... ( ) ( )

(0 )

r r rr r r

d d d
a x t a x t a x t f t

dt dt dt

t









     

        
      

  

   
(33) 

Bul jerde differencial operator 
ik

d
a

dt

 
 
 

 

1

1 1 01
, ....

( 1,2,.... ; 1,2,..... )

n n
ik ik ik ik

ik n nn n

d d d d
a a a a a

dt dt dt dt

i r k r



 

 
     

 

 

     (34) 

ik

na  - turaqlı koeficientler. 

Jazıw qolaylı bolıwı ushın   A  arqalı r – shi tártipli  kvadrat matricanı 

belgileymiz. 
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11 12 1

21 22 2

1 2

.......

.......
, ( 0,1,2,.... )

.....................

......

r

r

r r rr

a a a

a a a
A n

a a a

  

  


  

       (35) 

Hám to`mendegishe matricanı kiritemiz. 

1

1 1 0( ) ....n n

n nA A A A A   

          (36) 

Onıń elementleri bolıp to`mendegi ko`paǵzalılar xızmet etedi 

1

1 1 0.... ; ( , 1,2,.... )ik n ik n ik ik

n na a a a i k r  

      

hám bir baǵanalı matricalar 

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )
( ) , ( )

. .

( ) ( )r r

x t f t

x t f t
x t f t

x t f t

         (37) 

Ko`riniste boladı. Onda  (33) differencial teńlemeler sisteması matricalıq formada 

to`mendegi ko`riniste jazıladı. 

( ) ( )
d

A x t f t
dt

 
 

 
       (38) 

Yamasa anıǵıraq ko`riniste  

( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) .... '( ) ( ) ( )n n

n nA x t A x t A x t A x t f t

           (39) 

bunda, An - nollik emes matrica. 

(16) formula járdeminde (39) differencial teńlemeler sistemasın to`mendegi 

ko`rinistegi algebralıq teńlemeler sistemasına alıp kelemiz.  

 

 

     

1 2 ( 2) ( 1)

1 1 2 ( 2)

1

2 2

2 1 0

( ) [ (0) '(0) .... (0) (0)]

( ) [ (0) '(0) .... (0)]

........ ( ) [ (0) '(0)] ( ) [ (0)] ( ) ( )

n n n n n

n

n n n n

n

A p x t p x p x p x px

A p x t p x p x p x

A p x t p x p x A px t px A x t f t

  

   



     

     

       

   (40) 

To`mendegishe belgilew kiritemiz. 
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(0) 1 2

1 2 1 0

(1) 1 2

1 2 1

(2) 2 3

1 2

( 1)

1

( )

( ) ( ) ....

( ) ....

( ) ....

.........................................................

( )

( )

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n

n n

n

n

A A A A A A A

A A A A A

A A A A

A A A

A A

     

   

  

 







 



 







     


    


    



 

 





    (41) 

(41) teńlik járdeminde (40) teńleme to`mendegi ko`riniske keledi. 

(0) (1) (2) ( ) ( 1)( ) ( ) [ ( ) (0) ( ) '(0) .... ( ) (0)] ( )n nA p x t p A p x A p x A p x f t      

 yamasa   

 (0) ( ) ( 1)

1

( ) ( ) ( ) ( ) (0)
n

i i

i

A p x t f t p A p x 



         (42) 

(0)( ) ( )A p A p   matricası ayrıqsha emes bolǵan jaǵday menen sheklenemiz, yaǵnıy 

det ( ) | ( ) | 0A p A p         (43)  

Onda sonday 

1( ) ( )A p B p         (44) 

A(p)B(p)=B(p)A(p)=E      (45)  

matricası bar bolıp, bunda E- birlik matrica, B(p) matricasınıń elementleri 

( )
( ) ,

| ( ) |

ik
ik

A p
b p

A p
  

Ko`rinisine iye, bul  jerde  |A(p)| - determinantında Akı(p), ( )kia p  elementiniń 

algebralıq tolıqtırıwshıları.   (42)  hám  (44)  ten  

( ) ( 1)

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0)
n

i i

i

x t B p f t p B p A p x 



          (46) 

Bir teńleme jaǵdayındaǵı sıyaqlı  (46) teńlemenıń oń jaǵındaǵı birinshi qosılıwshı  

 B(p)f(t)       (47) 

(39) birtekli emes teńlemeler sistemasınıń nollik baslanǵısh shártlerdegi sheshimi 

bolıp tabıladı. 

x(0)=x’(0)=…..x
(k-1)

(0)=0      (48) 

(46) teńlemeniń oń jaǵındaǵı ańlatpa 

( ) ( 1)

1

( ) ( ) (0)
n

i i

i

p B p A p x 



       (49) 
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x
(ı-1)

(0)  erikli baslanǵısh shártlerdegi sáykes birtekli sistemanıń sheshimi dep 

ataladı. 

Ulıwma jaǵdayda (48) nollik baslanǵısh shártlerde x(t) funkciyası esaplawlardan 

soń (46) teńlemede to`mendegi ko`rinisine keliwi mủmkin. 

11 12 1 1

121 22 2 2

1

1 2

( ) ( )...... ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )...... ( ) ( )

................................ .

( ) ( )...... ( ) ( )

r r

r

r r rr r

b t b t b t f t

b t f tb t b t b t f t

b t b t b t f t

 
 


 



   

 (50) 

Bul jerde  bı(t)*f(t),  m(s) ko`pligindegi ko`beymeni ańlatadı. 

Mısal  retinde eki ápiwayı sızıqlı differencial teńlemeler sistemasın qarap o`temiz. 

 

'' '

1 2 1 2 1

'' ' '

1 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

(0 )

x t x t x t x t f t

x t x t x t x t f t

t

    


   

  
    

 (51) 

Bul jerde baslanǵısh shártler to`mendegishe 

' ' 0 0 ' ' 0 0

1 1 1 1 2 2 2 2(0) ( ) ; (0) ; (0) ( ) ; (0) .x x x x x x x x   

   

 (52) 

(51) teńleme matricalıq ko`riniste to`mendegishe jazıladı. 

2 1 0''( ) '( ) ( ) ( )A x t A x t A x t f t  

    

 (53) 

Bul jerde 

1 1

2 1 0

2 2

( ) ( ) 1 0 0 1 1 1
( ) , ( ) , , , .

( ) ( ) 2 0 1 2 1 0

x t f t
x t f t A A A

x t f t
    

   

 (54) 

(46) teńlemede  ı=2 dep  alıp (53) tıń sheshimin 

2
( ) ( 1)

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0)i i

i

x t B p f t p B p A p x 



  
     

 (55) 

(41) formula boyınsha  n=2  bolǵanda 

2

(0) 2

2 1 0 2

1 1
( ) ( ) ,

2 1 2

p p
A p A p A p A p A

p p p

 
    

      

 (56) 

(1)

2 1

1
( ) ,

2 1 2

p
A p A p A

p
  

        

 (57) 

(2)

2

1 0
( ) ,

2 0
A p A 

        

 (58) 

(56) dan   
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2 1
det ( ) | ( ) | 3 2 1 3 ( 1),

3
A p A p p p p p

 
         

      

 (59) 

 

1

2 2

2 1 0 0
2 11 1

( ) | ( ) | 7 1 2 4 2 1
( ) ( )2 1 1

3 3 3 3

p p
p p

A p B p p p
A p A pp p p



 
 

     
   

  (60) 

 (57)  hám  (58) matricalapdı (60) qa ko`beytip  

(1)
3 1 21

( ) ( ) ;
3 1 3( )

p
B p A p

p pA p

  


  
    (61) 

(2)
2 01

( ) ( )
3 0( )

B p A p
pA p




 
     (62) 

(60) tı (61),  (62) nı (55) ke qoyıp to`mendegige iye bolamız. 

0 0

2 1 3 1 2 2
00 0

| ( ) | ( ) | ( ) | | ( ) | | ( ) |
( ) ( ) ( ) ( ')2 1

7 1 2 4 3 1 3 3
03 3

3 | ( ) | 3 | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) |

p p p

A p A p A p A p A p
x t f t f t x x

p p p p p

A p A p A p A p A p

     

   
       

 

     (63) 

(63) matricanıń elementlerin ápiwayı bo`lsheklerge jayǵannan soń 

 

0

2 2

1 2 1 23 3
1 14 1 4 1

0 0
1 3 3

( ) ( ) ( )2 1
10 10

3 31 2 1 29 9
1 14 1 4 1

3 3

1 2 2 1

11 4 1

1 13

10

1 23
11 4 1

3

p p
p p

p p
p p

x t f t f t
p

p p
p p

p p
p p

p p p

p p
p

x
p p

p
p p

p p
p

   
    

    
     

   
  

   
   

    
     

   

 
 

 
  

 
 

 
 

  
  

 

0

2 2
0

14 1

3
( ')

10

1 23 0
14 1

3

p p

p
p

x

p
p

p
p

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

  (64) 
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tp
e

p







 formuladan paydalanıp hám matricanıń operatorlıq   sáwleleniw 

elementlerinen funkciyalarǵa o`tip 

 

 

3 3

1 1

2 2
3 3

3 3

0

1

0

23 3

1 2 1 2
2 2 0 0

4 3 4 3 ( ) ( )1
( ) 2 1

( ) ( )1 10 1 10
3 32 2

4 9 4 9

1 1
2 2 2 2 0

4 41 1

1 10 1 10
2 2

4 3 4 3

t t

t t

t t

t t

t t

t t t

t t

t t

e e e e
f t f t

x t
f t f tp

e e e e

e e e e e
x

p px
e e e e e

 

 

 

 

   
      
   

    
   

    
   

   
      
   

  
 

   
 

' 0

1

' 0

2

( )

( )
0t

x

x


 
 
 

 (65) 

 

Matricalardı ko`beytip hám integrallaw operatorı  1/p  nı ashqannan soń 

to`mendegı sheshimge iye bolamız. 

 

 

3 3
1 1 2

0 0

0 0 ' 03
1 2 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

3 2 3

1
( ) ,

2

t tt t

t t

t

t

x t e e f d e e f d

e x e e x x

 
 



   
  


 



   
         

   

 
      

 

 
    (66) 

 

 

3 3
2 1 2

0 0

0 0 ' 03
1 2 1 2 1

1 5 1 5
( ) ( ) ( )

2 9 2 9

2 1 1 5
( ) ( ) ( ) .

3 3 2 3

t tt t

t t

t

t t

x t e e f d e e f d

f t f t e x e e x x

 
    

  


 



   
       

   

 
       

 

 
    (67) 
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3.BAP. DARA  TUWINDILI  DIFFERENTSIAL  TEN`LEMELERGE 

OPERATSIYALIQ ESAPLAWDIN` QOLLANILIWI. 

3.1. Parabolalıq  tiptegi   ten’lemege   operaciyalıq  metodlardı qollaw 

Koeficientleri  x - o`zgeriwshiniń sanlı  ( )a x  funkciyası bolǵan dara tuwındılı 

differencial teńlemeni qarap o`temiz. 

0 0

( , )
( ) ( , )

m n u x t
a x f x t

x t

 

  
 



 




 
      (65) 

Oǵan to`mendegi formulanı  qollanıp 

1 1
1

1

( , ) ( , ) ( ,0) ( ,0) ( ,0)
....

u x t u x t u x u x u x
p p p p

x t x x x t x t

      
  

      

   




    
    

       
 

(65) teńlemeni  

1

0 0 1 0

( , ) ( ,0)
( , ) ( , ) ,

m m n
k

k
k

u x t u x
a x p f x t p

x x t

  


  
  




   

 
 

  
   

 ko`riniske keltiremiz.  Bul jerde   

0

( , ) ( )
n

a a x p a x p  
 

   

Bul teńlemeniń oń tárepin  F(x,p)  arqalı belgilep hám  u(x,t)  nı x - parametrden 

ǵárezli operatorlıq funkciya retinde qarap  

( , ) ( , ) ( )u x t u x p u x   

To`mendegige iye bolamız 

( ) ( 1)

1 0( ) ( ) .... ( ) ( , )m m

m ma u x a u x a u x Ô x p

  
   

 (66) 

Bul jerde  ak - koeficientleri  x – tan ǵárezli operatorlıq funkciya bolıp tabıladı. 

Solay etip  (65) teńlemeni integrallaw máselesi sızıqlı operatorlıq 

differencial teńlemeni integrallawǵa keltiriledi.  (66) teńleme (65) teńlemeniń 

operatorlıq sủwretleniwi bolıp tabıladı hám operatorlıq yamasa tủrlendirilgen 

teńleme dep ataladı. (66) teńlemeni sheshiwde   ( )m s  hám ( )m s  maydanlarınıń 

izomorfizminen paydalanıwǵa tuwra keledi.  ( )m s  maydanında (66) teńleme n – 
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tártipli ápiwayı sızıqlı differencial teńlemege keledi, onıń koeficientleri hám oń 

tárepi p – kompleks parametrden ǵárezli. 

Bunday teńlemeler jaqsı ủyrenilgen. Meyli  ( , )u x p  - teńlemeniń qanday da bir 

sheshimi bolsın. Eger  ( , )u x p  berilgen  x,  <x< mánislerinde, ( )m s  maydanǵa 

tiyisli bolsa, onda bul   (65) teńleme  ( )m s  maydanda ( , )u x p  sheshimge iye. Bul 

jerde  p=1/t   operator retinde qaraladı. 

 Operacıyalıq esaplawdıń dara tuwındılıq differencial teńlemelerdi sheshiwge 

qollanılıwı to`mendegilerden ibarat. 

1) Berilgen teńlemeni tủrlendirilgen teńleme menen almastırıw,  

sáykes tủrde berilgen máseleniń shegaralıq shártleri tủrlendirilgen shegaralıq 

shártler menen almastırıladı. Ol (66) tủrlengen teńlemeniń ( , )u x p  sheshiminiń 

shegaralıq shártleri bolıp tabıladı. 

2) Tủrlendirilgen teńlemeniń sheshimi ( , )u x p  nı berilgen tủrlengen  

shegaralıq shártlerde tabıw.  

3) Tabılǵan  ( , )u x p
 
 sheshiminiń ( )m s  maydanǵa tiyisliligin izertlew.  Eger 

( , )u x p  sheshim   ( )m s ke tiyisli bolsa onda  sheshim 

( , ) ( , )u x t u x p ulıwma sheshim bolama yamasa ol x hám t o`zgeriwshileri 

boyınsha  
( , )m n

m n

u x t

x t



 
 dara tuwındılarǵa iye bolǵan funkciyaǵa keltirileme? 

Sonǵı jaǵday  u(x,t)  sheshim dara tuwındılardaǵı berilgen teńlemeni 

klassikalıq  maǵanada qanaatlandıradı. 

4) ( , ) ( , )u x t u x p  sheshimdi tabıwda  3
0
 punkttı izertlew bir qansha  

ańsatlasadı, eger 4
0
 punkt orınlı bolsa u(x,t)- sheshim berilgen máseleniń  

baslanǵısh hám shegaralıq shártlerin qanaatlandırıwshı dálillewde. Mısal retinde 

to`mendegi teńlemeni  0x<l, t>0  oblastta qarap o`temiz. 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )t xx xx u x u x u x u     
   

 (67) 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )tt xx xx u x u x u x u     
   

 (68) 
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Bul jerde  (x), 0(x), 1(x), 2(x), lar 0<xl  hám  (x)>0 oblasta berilgen ủzliksiz 

funkciyalar. 

u(x,t)  sheshim 0<xl  , t>0 oblasta ekinshi tártipke shekemgi ủziliksiz  dara 

tuwındılarǵa iye bolıp  

0
lim ( , ) ( ), 0
t

u x t x x l


  

    
 (67’) 

Baslanǵısh shártti (67) teńleme ushın qanaatlandırıwı kerek hám    

0 0
lim ( , ) ( ), lim ( , ) ( ), 0t
t t

u x t x u x t x x l 
 

   

  
 (68’) 

Shártti (68) teńleme ushın qanaatlandırıwı kerek. Qosımsha 

0
lim ( , ) ( ), ( , ) ( , ) ( , )x t
x

u x t f t au l t bu l t cu l t


  

   
 (69) 

Shegaralıq  shártti  t>0 ushın  qanaatlandırıwı kerek. Bul jerde  (x),(x) berilgen 

bo`lekli – ủzliksiz funkciyalar  f(t)s  hám t>0  de  ủzliksiz; a,b,c- 

 berilgen turaqlılar. 

Teńleme sheshimin   ( , ) ( , )u x t u x p  ko`riniste izleymiz. (67) hám (68) 

teńlemeler ushın  

 

2

0 1 22
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )

d u du
x x x p x u x p x

dx dx
         

  
 (70) 

2
2 2

0 1 22
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

d u du
x x x p x u x p x p x x

dx dx
              (71) 

Máseleniń shegaralıq shártinen sheshim ushın shegaralıq shárt alamız. 

( 0, ) ( ), ( ) ( ),

( , ) [ ( , ) ( )] ( , )x

u p f p áóë æ åðäå f p f t

au l p bp u l p l cu l p

  


   
    (72) 

Teorema: Meyli   ( , )u x p -hám (70) hám (71) teńlemeniń (72) shárttegi 

sheshimleri bolsın. Bunnan basqa 

1) ( , )u x p , ( , )xu x p  hám ( , )xxu x p  operatorları  0<x  ushın funkciyaǵa 

keltiriledi. 

2) Sonday  0 sanı bar bolıp, t  bolǵanda  

0 0 0( , ) ( ), ( , ) ( ), ( , ) ( )
t t t

x xxu x p O e u x p O e u x p O e
  

     
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shárti       x da teń o`lshemli orınlı. 

3) Sonday  k0  pủtin sanı bar bolıp,  ( )m s  maydanda  

( , )kp u x p Q const     barlıq 0<x<,   Rep>1>0; 

4) 
0

lim ( , ) ( ), 0
t

u x p g t t


   shek bar bolıp, g(t),  t>0 de ủzliksiz funkciya 

hám t0  da  shegaralanǵan.  Onda ( , ) ( , )u x t u x p  (67) hám (68) 

differencial teńlemeniń sheshimi bolıp berilgen shegaralıq hám baslanǵısh 

shártti qanaatlandıradı. 

Dálillew. Eń dáslep teorema shártinen  ( , )xu x t  hám ( , )xxu x t  tuwındılarınıń   

0<x  de bar bolıwın dálilleymiz. 

Haqıyqatında da meyli   ( , ) ( , )xu x p x t   onda  

0

( , ) ( , ) ptu x p u x t e dt



        (72) 

0

( , ) ( , ) pt

xu x p p x t e dt


       (73) 

boladı. 

2) shárt boyınsha  Rep>0  de integrallar   x  aralıqta absolyut hám teń 

o`lshemli jıynaqlı. Sonlıqtan ekinshi integraldı   - nan - aralıqta x – o`zgeriwshi 

boyınsha integrallaw mủmkin. Onda to`mendegige iye bolamız. 

0

0

0

0

( , ) ( , ) ( , ) , Re ,

( , ) ( , ) ( , ) , Re

y

pt

x

pt

u x p u p p y t dy e dt p

ÿì àñà

u x p p u t y t dy e dt p





  

  









 
    

 

 
   

 

 

 

 

Sonǵı integraldı (72) menen salıstırıp to`mendegige  iye bolamız. 

( , ) ( , ) ( , )

x

u x t u t y t dy


     

 Bunnan  u(x,t)  sheshim x – boyınsha differenciallanıwshı hám  
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( , ) ( , ) ( , ), 0x xu x t x t u x t x l         (74) 

Eger     ( , ) ( , )xxu x p x t  den belgilesek hám teoremanıń 2) shártin esapqa 

alsaq  (73) hám  (74) teńlemelerdegi  ( , ) ( , )xu x t í û u x t ǵa  al  

( , ) ( , )x t í û x t    ǵa  o`zgercek 

( , ) ( , ) ( , ), 0xx xxu x t x t u x p x l         (75) 

ke iye bolamız. Solay etip  ( , ), ( , )x xxu x t u x t  tuwındılarınıń bar bolıwı dálillendi.  

(74) hám (75) ten 

0 1 2

0 1 2

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

xx x

xx x

u x t x u x t x u x t

u x p x u x p x u x p

  

  

  

 
 

Kelip shıǵadı yamasa (71) teńlemeni tủrlendirip to`mendegige iye bolamız. 

 

0 1 2

2 2

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

xx xx u x t x u x t x u x t

x p u x p x x x p u x t x t x
p

  

     

  

 
     

 

  (76) 

(75) hám (74) ten teoremanıń ekinshi shártinen  

0 1 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )xx xx u x t x u x t x u x t     

qosındı    0<x  aralıqta s ko`plikke tiyisli, sonlıqtan 

 2( ) ( , ) ( ) ( )x p u x t x t x     

s- ko`plikke tiyisli, bıraq  (x)>0, 0<x   onda  0<x  de operator  

 2 ( , ) ( ) ( )u x t x t x     

s - ko`plikke tiyisli funkciyaǵa keltiriledi. Belgilew kiriteyik. 

 2 ( , ) ( ) ( ) ( , )p u x t x t x q x t s      

Onda    

2

0

1
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

t

u x t x t x q x t t q x d
p

          

 kelip shıǵadı. 
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Onda  0<x  de u(x,t) funkciya t –o`zgeriwshi boyınsha eki márte 

differencialawshı 

( ,0) ( ); ( ,0) ( ), 0tu x x u x x x l      

(76) dan  t>0,  0<x    ushın   

0 1 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )xx x ttx u x t x u x t x u x t x u       

Solay etip   

( , ) ( , )u x t u x p        (77) 

(68) teńleme sheshilip bolıp tabıladı. Ol (68’) baslanǵısh shártti qanaatlandıradı. 

 ( , ) ( , ) ( ) ( , )xau l p bp u l p l cu l p    

Shártinen hám  (74), (75) teńliklerden  x=   de  

( , ) ( , ) ( , )x tau l t bu l t cu l t   

yaǵnıy  x=  de shegaralıq shártler  orınlı. Endi tek  x0  da sheshiminiń qasiyetin 

tekserip ko`remiz. 

0
lim ( , ) ( )
x

u x t g t


  

dep   belgilep  alamız. Teoremanıń to`rtinshi shártinen bul  shek  bar boladı  hám  

t>0  da funkciya ủzliksiz,   g(t),  t0  da shegaralanǵan. Tek ǵana  g(t)=f(t),    t>0  

ekenligin dálillew qaldı.  Bul bıraq  ( 0, ) ( )u p f p   shártinen hám teoremanıń 3) 

shártinen kelip shıǵadı. 

Haqıyqatında da  3) shártten   ( , )u x p  operatorlıq funkciyanıń  0x oblasta 

ủzliksiz ekenligi kelip shıǵadı. 

Bunnan  
0

lim ( , ) (0, ) ( ) ( ),
x

u x p u p f p f t


    bunnan  g(t)=f(t).  

Eskertiw. Sonǵı fakttı dálillewde operator funkciyanıń ủzliksizligin paydalanbaca 

da boladı, al teoremanıń 3) hám 4) shártlerinen   f(t)=g(t) ekenligin tuwrıdan tuwrı 

dálillew mủmkin. Haqıyqatında da jetkilikli ủlken  n- de 

1

1

0

1 ( , ) 1
( ) ( , )

2 ( 1)!

i t

pt n

n

i

u x p
e dp t u x d

i p n





  


 





 

 
      (78) 
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boladı. Teńliktiń sol jaǵındaǵı integral  x0  da absolyut hám teń o`lshemli 

jıynaqlı. Sonlıqtan (78) de  x0  da shekke o`tiw mủmkin hám sonda  

   
1

1

0

1 ( ) 1
( ) ( ) ,

2 ( 1)!

i t

pt n

n

i

f p
e dp t g d

i p n





  


 





 

 
   

yamasa    
1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,

t t

n nt f d t g d           

Bunnan barlıq   t>0  ushın   f(t)=g(t)  boladı. 

Operaciyalıq   esaplaw usılınan  paydalanıp, to`mendegi máseleni sheshemiz. 

Másele. 

Yarım shegaralanǵan  0<x<   sterjende temperaturanıń bo`listiriliwin tabıń, eger 

onıń shep jaǵında turaqlı temperatura saqlanıp ol nol`ge teń, al sterjenniń 

baslanǵısh temperaturası birge teń bolsa. 

Jıllılıq o`tkizgishlik teńlemesiniń sheshimin to`mendegi shártlerde tabıwǵa tuwrı 

keledi. 

2

2
, ( 0; 0)

u u
x t

t x

 
  

 
      (79) 

(0, ) 0, 0u t t         (80) 

( ,0) 1, 0u x x         (81) 

(79) teńlemeniń operatorlıq sáwlesi to`mendegi ko`riniske iye boladı. 

2

2
, ( 0)

d u
pu p x

dx
         (82) 

Shártler   

(0, ) 0u p          (83) 

(82) teńlemeniń ulıwma sheshimi 

( , ) 1
x p x p

u x p Ae Be


         (84) 

ko`riniste bolıp A hám B turaqlılar  P  dan ǵárezli hám shegaralıq shártlerden 

anıqlanadı. Sheshiminiń shegaralanǵanlıǵınan   x  da A=0. (83)  ten, 0=1+B  

onda   B=-1 
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Onda   ( , ) 1
x p

u x p e


   

Bul  jaǵdayda keri o`tiw teoreması boyınsha 

1 1
( , ) lim , 0

2

i x p
pt

i

e
u x t e dp

i p p

 


 




 




  
   

  
     (85) 

1

p
 keri o`tiw f(t)=1  di beredi.  Onda  

1 x p
e

p



 nı keri o`tkeremiz, demek 

1
, 0

2

i x p
pt

i

e
J e dp

i p

 

 




 



   

 
1 x p

e
p



- funkciya barlıq  p - kompleks tegislikte koordinata basınan basqa jerde 

analitik, sonlıqtan  
1 x p

e
p



 bir mánisli hám haqıyqıy ko`sherdıń teris bo`leginde 

analitik. 

Koshi  teoremasına muwapıq  (-i,+i)  tuwrı boyınsha integrallaw,  +i 

tochka menen tawsılıwshı qálegen ıymeklik penen almastırılıwı mủmkin. 

Dara jaǵdayda, 1-sủwrette ko`rsetilgen sızılma menen paydalanamız. 

 

Sủwret – 1. 
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i

i AC CD DE EF FB

 

 





                (86) 

 
AC

 hám  
FB

  integralları   da nol` ekenligin ko`rsetemiz.  

Re

, ( arg )
| |

x p x p
e e

p
p p

 
 

    , onda  arg
2 2

p
 

     sonlıqtan  

Rep0   hám x0   bolǵanda 

1

| |

x p
e

p p



  

Jordan  lemmasına tiykarlanıp  t>0  hám  R  da 

x p pt
e

p

 

funkciyalar AS hám 

FB doǵaları boyında nol`ge umtıladı. 

SD hám EF tuwrıları boyında integrallardı esaplawǵa o`temiz. Bul tuwrılar 

boyında   

1 1 1
2 2 2,p i p õàì i p ge teń. =|p| den alıp 

1

2

2

1

2

1

1 2
sin

2 sin 4

R R

t t

CD EF r
r

x
i x e d i e d 
   



   
     

 
        (87)  

Demek   

1

2

2

1

2

0

1 sin
lim 4

R

x p pt t

r
CD EFR

r

x
e e dp i e d

p






 




  
    

  
       (88) 

Eń sońında  

2

2

i

i i

i
x p pt x e e i

x e e

i

DE DE

e e e id
dp e id

p e


 


   

 



 

 




   
 

 

       

Onda 

2

0 0
lim lim 2

i

ix e e

r
DE

e id i





 




  

 


         (89) 
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Solay etip (86), (87), (88), (89) lardı biriktirip 

2
1

2

0

1 1 2 sin
lim exp 1

2

i

t

i

x
xp tp dp e d

i p p

 




 




 

 






 
    
 

   

(85) boyınsha biziń máselemizdiń aqırǵı sheshimi  

2

0

2 sin
( , ) tx

u x t e d
p








        (90) 

Ko`riniske iye boladı. 

Bul sheshimdi basqa ko`riniske keltiremiz, (90) di  x  boyınsha differenciallap 

2

0

2
costu

e x d
x

  







        (91)  

Bul   integraldı esaplaw  vichetlar  teoreası boyınsha ámelge asırıladı. 

2

( ) tzf t e  

Funkciyanı qarap o`temiz. Haqıyqıy ko`sher boyınsha integral, puasson integralı 

boyınsha esaplanadı. 

2

0
2

ue du




          (92) 

=h tuwrıda 

2 2 2( ) (cos2 sin 2 )t ih th te e e th i th        

Aqırǵı  ańlatpanıń haqıyqıy bo`legi   h=x/2t   bolǵanda integral astı funkciyadan 

turaqlı ko`beytiwshige parq qıladı. Usıǵan say 2 – sủwrettegi integrallaw 

konturınan paydalanamız. 
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Sủwret – 2. 

Koshi teoreması boyınsha 

0
I II III IV

               (93) 

Bul jerde   

2

2 2 2
4

0

2
;

R

R Rxt

t t ixt

I R II R

e d e d e e e d
t

        

 

         

II hám IV kesimde, x=R   bolǵanda 

2

2 2 2 2( ) 4

x

tz t R tRte e e e      

Sonlıqtan, t>0  dep alıp   
,

0
II IV

   eger R  bolsa (93) te  R da shekke 

o`cek hám (92) nı paydalansaq 

2

2
4 0
x

t ixte e e d
t

 





 



   

Haqıyqıy bo`leklerin salıstırıp 

2

2
4

0

1
cos , ( 0)

2

x

t te x d e t
t

 
 




       (94) 

Solay etip (94) teńlik boyınsha  (91) shi teńleme to`mendegishe ko`riniske keledi. 
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 
2

1
42

x

t
u

t e
x







      (95) 

u(0,t)=0   ekenligin esapqa alıp hám (95) ti integrallap 

 
2

1
42

0

( , )

x y

tu x t t e dy


   

ke iye bolamız.    

2

y

t
    dep o`zgeriwshini almastırıp keyingi teńlikti to`mendegi ko`riniske 

keltiremiz. 

2

2
2 2

2

0 0

2 2
( , ) 1

x x

t t
x p

u x t e e d e d


 
 


          (96) 

Bunnan   u(0,t)=0,  u(x,0)=1  ekenligi ko`rinip tur. 

Operacıyalıq esaplaw járdeminde (96) teńlik to`mendegishe ápiwayı esaplanıwı 

mủmkin. 

2

4
1p tpe e

t









  

Formula járdeminde   

1p p
e d e

p

 






 
  

 bunnan   

2

2 2
4

2 2

1 2 2
.

p p u ut

t t

t
e pe d e d e du e du

t t


 

  

 
  

   


           
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3.2.  Jıllılıq    o’tkizgishlik     teńlemesine   operacıyalíq   metodtı      qollaw  

usılı. 

 Jaqsı  ótkizgish eki  qatlamlı ortalıq ushın tómendegi  shegaralıq shárt 

orınlı.  

),(
1

2

2

hH
Tm

k

x

h

t

h

a
n

n 








    (3.1) 

h(x,0)=H=const,      (3.2) 

h(0,t)=h1(t),       (3.3) 

h(L,t)=h2(t).       (3.4) 

Qatlam   shegerasında t-  o`aqıttıń    funkciyası   retinde  bazıbir h1(t), hám   

h2(t)   funkciyaları  berilgen.  

Taza  funkciya  kiritemiz  

s(x,t)=H-h(x,t)      (3.5) 

Onda   joqarıdaǵı (3.1)-(3.4)   shegaralıq  shárt   tómendegi kóriniste jazıladı  

,
1

2

2

s
Tm

k

x

s

t

s

a
n

n








     (3.6) 

s(x,0)=0       (3.7) 

s(0,t)=1(t),       (3.8) 

s(L,t)=2(t),       (3.9) 

bunda  

1(t)=H-h1(t); 2(t)=H-h2(t)- lar  t- boyınsha  birinshi tártipli tuo`ındıǵa iye   

funkciyalar.  Tómendegishe  belgileo` kiritip   ólshemsiz  koordinatalarǵa ótemiz.  

L

x

t

t
  ,

*

        

Onda   (3.6)-(3.9)   ańlatpa   tómendegi   shegaralıq máseleni anıqlaydı.  

,*

2

2

2

* s
Tm

atks

L

ats

n

n










     (3.10) 

s(,0)=0       (3.11) 

s(0,) =1(t*),      (3.12) 
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s(1, )=2(t*).      (3.13) 

  t*  nı  sonday saylap alamız  ekinshi tuo`ındı aldındaǵı koefficient  nol` bolsın. 

.
2

*
a

L
t   Onda  (3.10)  teńleme  

,
2

2

As
ss












      (3.14) 

Kóriniske iye bolıp ol  (3.11)-(3.13)  shártke boysınadı. 

Bunda   

.
2

Tm

Lk
A

n

n          

 (3.14)  teńlemege  Fur`eniń  sinus tủrlendirio`in    koordinata  boyınsha 

qollaymız. 


1

0

,)sin(),(  dnss        

Onda (3.12)   hám  (3.13)  tı esapqa alsaq  

 )()()1()(
*1*2

122 ttnsAn
dt

sd n       (3.15) 

Ke iye bolamız. Anıqlıq  ushın   tómendegishe   belgileo` kiritemiz. 

     21 1)(;1)(
2*21*1


 eBteBt      

Bunda 2121 ,,, BB bazıbir   oń   anıqlanǵan   turaqlılar. 

Bul   teńlemege -o`aqıt  boyınsha  Laplas    integral   tủrlendirio`in  qollaymız.   





0

),(  dnses p          

Onda  (3.11) baslanǵısh  shártti esapqa alsaq   (3.16)  kelip shıǵadı. 

,
))(())((

)1(
22

1

11

22

2

22

1




















Anppp

B

Anppp

B
ns

n








   (3.16) 

 (3.16)    qatnasta  original   bolıp  
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





















































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)()(
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1
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1
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1
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1

11

2

2222
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2
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2
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1
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1
22

2

















AnAn

e

An

e

An
B

AnAn

e

An

e

An
Bns

An

An

n

    (3.17) 

tabıladı.   Soń  (3.17)  ge  Fur`eniń   sinustıń  keri   tủrlendiriw   formulasın qollap     

tómendegi  nátiyjege   iye  bolamız.  



)sin(
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)()(
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


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e
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e

An
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e
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e

An
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n
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










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




































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



       (3.18) 
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Juwmaqlaw 

 Juwmaqlastırıp aytqanda operaciyalıq esaplawda  x – haqıyqıy 

o`zgeriwshiniń f(x) funkciyası to`mendegi shártlerde qaraladı. 

a)  (0, )  sheksiz yarım intervalda f(x) – bir mánisli bo`lekli – ủzliksiz funkciya 

qaraladı, ol birinshi tủr sanaqlı ủzilis tochkalarına iye bolıwı mủmkin. 

b) Eger  x<0  bolsa  f(x) = 0 

v) f(x)  eksponencial   funkciyadan tez o`speydi,  yaǵnıy sonday  A>0  hám  s00 

turaqlısı   bar bolıp barlıq  x0  ushın    0( )
s x

f x Ae  teńsizligi orınlı. s0   sanı, 

funkciyanıń o`siw ko`rsetkishi dep ataladı. 

a), b), v)  shártlerdi qanaatlandırıwshı funkciya original yamasa dáslepki funkciya 

dep ataladı. Bul  funkciyalar  kompleks  mánisli  bolıwı mủmkin. 

Pitkeriw qánigelik jumıs kirisiw, ủsh bap,   juwmaqlaw  hám paydalanǵan 

ádebiyatlar diziminen ibarat bolıp, birinshi bapta  operaciyalıq  metod haqqında  

tủsinik  atap aytqanda  1.1 bántte  Laplas integral   tủrlendiriwiniń   tủp   nusxası   

hám kompleks oblasttaǵı sáwlesi, 2.1 bántte Laplas tủrlendiriwiniń tiykarǵı 

qásiyetleri.  

Ekinshi bapta  operaciyalıq esaplawdıń differencial teńlemelerdi sheshiwge  

qollanıwı atap aytqanda 2.1 bántte turaqlı koefficentlik ápiwayı sızıqlı differencial 

teńlemelerdi sheshiw. 2.2. bántinde turaqlı koefficentli ápiwayı sızıqlı differencial 

teńlemeler sistemasın sheshiw máselesi qaralǵan.  

Al    ủshinshi  bapta   dara tuwındılı differencial teńlemelerge operaciyalıq   

esaplawdıń qollanıwı   keltirilgen  atap aytqanda  jıllılıq ótkizgishlik teńlemesine 

qoyılǵan  shegaralıq másele  operaciyalıq  metod járdeminde sheshilgen. 
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Texnika  qáwipsizligi qaǵıydaları 

1.Informatika bólmesiniń beton pollı bólmelerde  yamasa binanıń jertólelerinde  

jaylastırıw   qatań qadaǵalanadı   hám klass  bólmesiniń  polı elektr togın 

ótkizbeytuǵın etip  (mısalı taxtaydan) jasalıwı hám barlıq kompyuterlerdiń 

korpusları jerge jalǵanıw  (yamasa elektr táminatınıń yevrostandartlarına   sáykes  

jalǵaw) talap  etiledi. 

2. Joqarı kernew (220 Volt) ótetuǵin sımlardıń barlıǵı, sonıń ishinde 

uzayttırǵıshlardıń, kompyuter hám basqa elektr qurılmalarınıń  elektr táminotına  

jalǵanıw  sımlarınıń eki  márta izolyaciya qılınǵanlıǵı talap etiledi. 

3. Bólmedegi  kompyuterlerdi  diywal   bóylab  yamasa  bólmeniń ortasına  eki 

qatar  etip  qoyılıwı  kerek 

4.  Bólmedegi  barlıq  kompyuterlerdi elektr tarmaǵınan  uziwshi  jalgız  uzgish 

bolıwı   kerek. 

5. Kompyuter monitorı otırǵan oqıwshılardıń  kózleri dárejesinde  bolıp, 

oqıwshılar onnan 40 sm den 80 sm ge shekemgi  aralıqta otırıw  imkaniyatına iye  

bolıwı kerek. 

6. Kompyuterdiń klaviaturası otırǵan oqıwshılardıń bugilgen tirsekleri dárejesinde  

bolıwı kerek. Tıshqan ushın klaviaturanıń eki tárepinen  jetkilikli    orın  qaldırıw  

hám olar birdey biyiklikte  bolıwları kerek. 

7. Kompyuterde  tolıq  islew  waqıtı oqıwshılar ushın 60 minuttan artpawı kerek. 

8. Kompyuter bólmesiniń kvadrat  metrlerdegi biyikligi oǵan jaylasqan 

kompyuterler sanınan keminde 6  márte  kóp  bolıwı kerek. 

9. Kompyuter bólmeleri  jetkilikli quwatlıqqa  iye  ventilyaciya sistemasına  iye 

bolıwı kerek. 

10. Klaviaturanıń   kompyuter  islemegen  jaǵdayda   uzaq  muddet   ashıq 

jaǵdayda    qalıwı   hám  onda  shań  jıynalıp   qalıwınıń   aldın   alıw lazım. 

 


