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Вопросы моделирования процессов деформирования, создание программных средств и 
расчет элементов тонкостенных конструкций и сооружений при статических и динамических 
нагружениях приобрели особую актуальность[1-3].

В данной работе рассматриваются составная конструкция типа котла цистерны, состоящая 
из цилиндрической оболочкой, связанной с частью сферической оболочкой (днище) [4]. При­
водятся геометрические и физические соотношения для элементов оболочечных конструк­
ций. Выведены уравнения движения и дана решения разностной краевой задачи для цилин­
дрической части составных оболочечных конструкций. Здесь ставиться задача построение мо­
дели деформирования и вычислительная схема расчета сферической части тонкостенных обо­
лочечных конструкций. Следуя [5], используем вариационный принцип Гамильтона-Остро- 
градского и Бубнова-Галеркина применительно к сферической оболочке. В результате полу­
чим следующую систему дифференциальных уравнений движения, с соответствующими гра­
ничными и начальными условиями:
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Здесь матрицы A. и B. имеют третьего порядка [5].

Теперь к решению краевой задачи (4), (6) и (7) применяем метод сеток: введем сетку
_ 1 —
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Учитывая обозначения (11), уравнение (10) представим в виде:

+  B „ U kn; 1 +  C „U ^ 1 +  A „ U knj- 2 +  B n U +  C nU knj +  D n U ^  +  E n U Kni+2 +  A .U T A  +

n *-1 +  C nU kn t  1 — т 2- n

-2
nU n,i-1

+  B U k —1 +  C n U :—li  - т F  — 0 (12)

Теперь аппроксимируем начальное условие (7). При этом используем центральные раз­
ностные формулы.
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Вводим обозначения:

M 1 = 2
2rh 4rh

, M  2 =
B 1 2B2

2т 2тк 4zh 2rh

С учетом обозначений (15), начальное условие (14) получает вид:

\m  U k+1 +  M  U k+1 +  M  U k+1 _ M  U k_1 _ M  U k_1 _ M  U k_1 1 h S U  =  0 M  n,i +  M  3J „,i+1 lv l1J „,i-1 M  n,i M  3J „,i+1 l0 n u J  n,i 0
(16)

Предполагается, что начальные условия принимают нулевые значения.

C U ,,
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dt
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Wn ( 1, t )  =  0 , u „ (1, t ) =  0 , v„ (1, t ) =  0 , - W M  =  0
Ca

Из первых трех; пятого, шестого и седьмого условий (17) получим

W . 0  =  0 , u , ,0 =  0 , V . 0  =  0 , w jN  =  0 , u „,n  =  0 , v jN  =  0 , j  =  k  _ 1, k, k + 1
Так же из четвертого и восьмого условий имеем 

W  =  W  ■ W  =  W" n ._1 " „ .1  ; "n .N_1 "n.N+1
В векторном виде условия (18) и (19) пишутся так:

U j n =  0 , A 'U j  , =  A 'U j ,, U i „  =  0, A 'U j M„ =  A  U j  ,

(20)

(15)

Рассмотрим граничные условия. Считаем, что сферическая оболочка защемлена при 

a  =  a 0 и при a  =  1 :

W„ (0 , t ) = 0  ,U „  ( 0 , t ) = 0 , V„ ( 0 , t ) = 0 , = 0
Ca

(17)

(18) 

(19)

(20)Теперь системы разностных уравнений (12) напишем с учетом граничных условий 
при i  =  1 ,

B U + 1 +  C „ U кп+ + A „ U h  +  C „ U k„1 +  D „ U kna+ E „ U k„3 +  B „ U ^  _  т  F nl =  0 ;

при i =  2 ,

AnUk+1 1 + B„Uk+21 + c „ u kn+  + в р кпЛ +  C„uk,2 + DnUk,3 + EnUk,4 + a „u „_ + b „ u + Cnu kn_  =  0
при i  =  3 в уравнении (1 2 ) все слагаемые участвуют;

при i  =  N  _  2 ,

A J J ^  +  b j ^  +  c j j ^  +  A n U ^  + B nU knN_3 + C nU knN_2 + D nU knN _1 + А пи кп% ъ + B nu kn-;_2

+  C P kn,N_1 _ т2F n.N_2 =  0  ; 

при i  =  N  _  1,

A U I 2 + Bnu : t i  + AnUk _, + B nU k _2 + C nU k _i + Е  nU k +i + A J J “  + B J J ^  _  т 2 = 0
тк+1 к -1 тк _1

В результате имеем следующую систему алгебраических уравнений:

B n U +  C U П2 +  C n U kn1  +  D n U kn , 2  +  E n U kn3  +  B n U kn_  +  C n U kJ  _  т 2Fn , 1  =  0 ,

A nC1 + BJJ% + C,tU% + B„U,,1 + CnUk„a + D„U,3 + EnUknA + A ^  + B p ^  + C„Ukn_ _ r 2F„,2 = 0



д  Uk+J-3 + BnUk^ - 2  + CnJ % - 1  + Л п и ^ -4 + BnUk,N-3 + CnUk,N- 2 + D nU ^ -1 +  A  UkN-3 + B ^  +

+  C nUkn,N—1 -  T2F n,N-2 — 0 • (21)

AnUnk+l-2 +  B nU k: ! - 1 +  AnUnV-3 +  BnUnk N-2 +  C n U n V l +  2 +  B n ^ ^ 1 -  T2 — 0 

где C  n — An +  C  n • C n — C n + E  n .
Систему уравнений (21) напишем в виде:

b u : :  +  c u s  — bnA;

г д е  b k 1  — T  F n ,1  - (C n U k , 1  +  D n U k 2  +  Е п К з  +  B J J k -  +  C n U k -  ) ;

д и к , ! + B „ u k ,2 + c , J k 3 — b„,2,

bn,2 — T 1F „3  -  (jBnUk  1 +  C n U k ,2  +  D n U k ,3  +  E , ,  +  - 1 , “  +  B p , - 1 +  C p ] 1);

A J k i + B n j ; ; + Cnjk,*;1 — ъ„± . _  _  

k i  — т2Рщ - д и к и  + BnUk-1 + CnUk, + DnU*„1 + EnUki+2 + + BJJ'-, ■ + C JJ '-^ )

д т jk+1 . d т jk+1 i/ "1 T jk+1 _  U
д ки  n,N-3 +  B nJ n,N-2 +  C nJ n,N-1 — bn,N-2 •

b;.N-2 — T2Fn,N- 2 -  (ДUk.N—4 +  BnU^ 3 +  C U n  2 +  D J ^ ^  +  AnJk—1-3 +  B p - 1- 2 +  C U - 1-1)

A U k i 1- 2 +  B U i 1-  — b;, N- I .  _

bn. , , - 1 — T 2 ! , , * - 1 - ( A n U k ,N —3 +  B n J / k N - 2 +  C n J k N -1 +  А Л - !  +  B p - 1 - 1 )

Из первого уравнения (22) находим (прямая прогонка):

U k+1 — в 1ъ , -  B  lC U k+1.п,1 п п,1 п п п,2

22)

Введем обозначения f  — ВпХЪп ^ H  — В  „ С , тогда решение принимает вид:к к,1 ' 1 к к

4,1 — f  H 1J n,2Uk;1 — f1 -  H JJ^ ;

(23)
Выражение (23) подставляем на второе уравнение (22)

д  (/  -  H J k +7 ) + в , ™ + с и , + —ъ , .n V 1 1 n,1 / п п,2 п п,3 п,2
Приводим подобные слагаемые

д / 1  + В  -  д Н 1  ) J k ^ 1 + C nU kn +1 — Ъ  2 . Это уравнение решаем относительно функции J

U k+1 — (в -  д H ) -1 (ъ , - д  / ) - ( в  - д  H  ) -1 С  и к+1п,2 V п п 1/ \ п,2 nJ 1/ V п п 1/ п п,3
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Вводим обозначения : /2  = (b„ _  A„H 1 )Ч (b„.2 -  Af 1 ) ; H 2 = (b„ _  A„H 1 )ч  C „ . Тогда р е­

шение получает вид:

J , . ; 1 =  /2 _ H J I X 1 (24)

Выражение (24) подставляем на третье уравнение (22)

А ( / _ H U k+1) + в u k+1 + C U k+1 =  b  ,
2 2 „,3 / „ „,3 „ „,4 „,3 

Отсюда получим

( в „  _  A „ H 2 )иП,+1 + C „ U ,,4 1 =  b„,3 _  A , / 2 . Решаем уравнение относительно U (f.+1 .

jk+1 
■'„̂  „.4U k+1 = ( b  _  A  H  Г  (b A  /  ) _ ( b  _  A H  ) _  C  Un.3 V „ „ 2/ V n.3 „^ 2/ V „ „ 2/ „ n

Вводим обозначения: /3 =  (в „ _  A „H 2)Ч (b„.3 _  A / 2) ; H 3 =  (b „ _  A „H 2 y_C,

Тогда решение получает вид:

n.3 J 3 3 n.4

Теперь можно обобщить решение для i -го уравнения (22): 

и " '  = (в„ _  A ,H i_1 ) _  (b,., _ Anfi_ 1 )_(B„ _ AnH ,_ 1 ) 'C ,U , 

Вводятся следующие обозначения:

f  =(B„ _ A ,H ,_1 ) _  (b,.i _ AJ,_1 ) ,И, = (B, _  A„H,_1 ) _  C,

Тогда решение получает вид:

Uf+31 =  /3 _ H p *  (25)

k+1 
„^ n.i+1

1 =  /  _  H tu ™  (26)

Из формулы (26) при i = N  _  3, i = N  _  2 и i = N  _1 имеем

7-7-k+1 _  r _  tj rjk+1 ттк+l _  f  —M T J^+1 T /"k+1 — /* _  Tjk+1 .
J „,N_3 =  f N_3 H N-3J „ ,N ,  Un,N_2 = J N_2 ^N_2U n,N_1, J  „,N_1 =  JN_1 H N-1J „,N ;

Здесь U k +1 на границе имеет нулевое значение , значить U k =  f N_ j,

где f N_1 =  (в„ _  A„H i_2 )_1 (b„.N_1 _  A„f N_2 )

При обратной прогонке определяются остальные значения вектора перемещений до U  ■
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