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= 1( + ) 1 ( ) 2 +                   
+ + ( )                                                              (10)

tenglikni hosil qilamiz.
Agar 2 + = 1 + + + + +

munosabat e’tiborga olinsa,  (4), (8)  va  (10)  ga k ra  (2)  dan ushbu tenglikga ega b lamiz.1 = [( + )(1 2 + )] 1 1 + + + + + ( )  
+ [ +  ( )]  .                                                   (11)

(5) dan = 1, = 1 + 1 ( ) ( + ) tengliklar rinli ekanligiga ishonch hosil qilish 
qiyin emas.

Shunday qilib, 1 = 1 = (1 + 1 ( )( + ))  .
Bunga asosan  (11)  dan  (1)  formula hosil b ladi.

Adabiyotlar 

1.
-7.

2.

-29.
3. Harris  T.J.  The remaining busy period of finite queue, Oper. Res., v19, 1971, 219-233 .
4. | |1|   , 1981, 108-122 .

IKKI BOZONLI SISTEMA HAMILTONIANINING STATSIONAR HOLATLARI 
J.I.Abdullayev, .N.Quljonov
Samarqand davlat universiteti

E-mail: jabdullaev@mail.ru, utkir_nq83@mail.ru

Annotatsiya. Ikki bozonli sistemaga mos Shredinger operatori xos qiymatlarining kichik 
q z alishdagi asimptotik formulasining birinchi va ikkinchi koeffitsiyentlari topilgan. 

Kalit s zlar: Hamiltonian, ikki bozonli sistema, statsionar holatlar, xos qiymat, xos funksiya, 
asimptotika, xos qiymatning q z alishlari.

.

Stationar states of two boson system Hamiltonian
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Abstract. There are found the first and second coefficients of asymptotics for every 
eigenvalues of the Schrodinger operator corresponding to system of two bozons under small 
perturbation.  

Keywords: Hamiltonian, sysmem of two bozons, bound states, eigenvalue, eigenfunction, 
asymtotic, perturbation

.
Masalaning dolzarbligi. Ikki zarrachali uzluksiz Shredinger operatori VH )(

ning diskret spektri k plab mualliflar tomonidan tadqiq qilingan b lib, potensial V ga q yilgan 
shartlar koordinat fazoda berilgan. Masalan, V potensial  chekli radiusli shardan tashqarida 

)1()( xCxV shartni qanoatlantirib, 1 b lsa )(H operator musbat xos qiymatlarga 

ega emasligi T.Kato tomonidan [1] ishda isbotlangan. )(H operator manfiy xos qiymatlari sonining 
chekliligi haqida juda k p alomatlar keltirilgan. Masalan, L.D.Faddeev [2] ishda 2 b lganda

)(H operatorning )0,( da yotuvchi spektri chekli sondagi chekli karrali xos qiymatlardan 
iborat ekanligini k rsatgan. M.Sh.Birmanning [3] ishida manfiy xos qiymatlar soni chekli 
b lishligining umumiy shartlari keltirilgan. 

Panjaradagi ikki zarrachali sistema Hamiltonianining ba’zi spektral xossalari [4] ishda tahlil 
qilingan. [5] ishda esa ikki lchamli panjarada berilgan ikki zarrachali sistema Hamiltonianining 
kvaziimpuls koordinatalaridan biri )1(k yoki )2(k b lganda cheksiz k p xos qiymatlarga 
ega ekanligi isbotlangan. Xos qiymatlar uchun asimptotik formula ham [5] ishda keltirilgan.

Xos qiymatlarning sistema t la kvaziimpuls koordinatalari ( ) [ , ],ik p p 1,2,3i =
larga monoton bo liqligi[6] ishda isbotlangan. Ikki fermionli sistema Hamiltonianining xos 
qiymatlari soni ],[),( kkN ning ],0[ kesmada kamaymovchi funksiya ekanligi [7] 
ishida k rsatilgan. Bundan tashqari, )(kN funksiyaning uzilish nuqtalari topilgan va uning bu 
uzilish nuqtalaridagi sakrashlari hisoblangan. Bir lchamli panjarada ikki zarrachali Shryodinger 
operatorining xos qiymatlarining q z alishlari [8] ishda rganilgan.

Masalaning q yilishi. Ikki bozonli sistema Hamiltoniani 2
~H bir lchamlipanjara Z da 

quyidan chegaralangan operator b lib, u   
2 2

2 2 1 2 2 1( ) ( ) : ( , ) ( , )s Z f Z f x x f x x
simmetrik Hilbert fazosida 

2
0
22

~~=~ VHH

formula yordamida beriladi. Bu yerda ,
2
1

2
1=~ 0

2 IIH ayirmali Laplas operatori 

b lib, u zarraning bir tugundan q shni tugunga tishini ifodalaydi 

2( )( ) = ( 1) ( 1) 2 ( ), ( )f x f x f x f x f Z ,

2
~V operator zarralarning zaro ta’sirini ifodalaydi, ya’ni

.)(),,()(~=),)(~( 2
22121212 ZfxxfxxvxxfV s

Bu yerda          
1, 0

, 2
( )

, 4
0, qolgan hollarda

x
a x

v x
b x

a va b lar haqiqiy sonlar b lib, 0 1b a shartlarni qanoatlantiradi. 

Aniqlanishiga k ra ikki bozonli sistema Hamiltoniani 2
~H , simmetrik
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Hilbert fazosi )( 2
2 Zs da z- ziga q shma chegaralangan operator b ladi [7-8].

Kvant mexanikasidan ma’lumki, H tenglama Shryodingerning statsionar tenglamasi 
deyiladi.Agar bu tenglama biror R da yechimga ega b lsa, bu holat vaqtga bo liq 
b lmaydi.Hamiltonianning koordinata k rinishidan uning impuls k rinishiga tish F standart 
Furye almashtirishi orqali amalga oshiriladi. 1

2
~ FHFH operator aniqlanish sohasi simmetrik 

funksiyalarning Hilbert fazosi

2

22
2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) { : ( , ) , , , }, ;s

T

L T f f k k dk dk f k k f k k T

b lib, u quyidagicha aniqlanadi:

2

.),(
2

)(
2
1

),()()(),)((

2121
2121

2121

212121

T

dsdsssfsskkvsskk

kkfkkkkHf

Bu yerda ,cos1)( pp esa Dirakning delta funksiyasi,v funksiya v~ funksiyaning 
Furye tasviri, ya’ni 

1 1( ) = ( ) ( ) (1 2 cos 2 2 cos 4 )
2 2

ips

s Z
Fv p v p v s e a p b p .

Aniqlanishiga k ra v funksiya ;(T da aniqlangan haqiqiy qiymatli uzluksiz, juft 
funksiya b ladi.  Ma’lumki [6,8,9], H operator 21,),( kkkTkkH operatorlarning t ri 
integraliga yoyiladi: 

dkkHH
T

)(= .

VkHkH )(=)( 0 qatlam operatorlari  Shryodinger operatorlari deyiladi. )(0 kH va V

operatorlar juft funksiyalarning Hilbert fazosi 
T

e pfpfdppffTL )()(,:)( 2
2 da 

quyidagicha aniqlanadi:

),()(=))()(( 0 qfqqfkH k ,cos
2

cos22=)( qkqk

TT

dssfqpbqpadssfsqvqVf .)()(4cos2)(2cos21
2
1)()(

2
1))((

)(kH operatorning xos funksiyalari H operatorning bo langan holatlari sifatida talqin qilinadi va 
unga mos xos qiymatlar esa shu bo langan holatlarga mos energiyaning qiymatlari b ladi. Shuning 
uchun )(kH operatorning xos qiymatlarini izlaymiz.

Shredinger operatorining xos qiymatlari.Dastlab ayrim faktlarni keltiramiz. )(0 kH

operatorning spektri )]();([ kMkm kesmadan iborat. Bu yerda )()( kMvakm sonlar )(qk

funksiyaning mos ravishda eng kichik va eng katta qiymatlari, ya’ni

2
cos22)(min)( kqkm kTq

,
2

cos22)(max)( kqkM kTq
.

V operator z- ziga q shma, kompakt operator b lgani uchun uning spektri faqat xos 
qiymatlardan iborat. Uning xos qiymatlari cheklita b lib, ular 0, 1, a va b lardir.  Muhim spektrning 
invariantligi haqidagi Veyl teoremasiga k ra )(kH operatorning muhim spektri )(0 kH
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operatorning muhim spektri bilan ustma-ust tushadi, ya’ni 

0( ( )) ( ( ))ess essH k H k . Endi VkHkH )(0 operatorning xos qiymatlari bilan qiziqamiz.
( )H k operator z- ziga q shma chegaralangan operator b lganligi uchun uning xos qiymatlari 

haqiqiy va biror kesmada yotadi. V musbat operator b lganligidan VkHkH )(0 operatorning 

barcha xos qiymatlari ; ( )m k da yotadi, boshqacha aytganda VkHkH )(0 operator 
( )M k dan ngda yotuvchi  xos qiymatlarga ega emas. Shuning uchun ( )H k operatorning xos 

qiymatlariga nisbatan tenglama yozganda ( )z m k deb faraz qilinadi.Dastlab kH operatorning xos 
qiymatlarini k b lganda, ya’ni )(H operatorning xos qiymatlarini izlaymiz. Shu maqsadda xos 
qiymatlar uchun ( )H f zf tenglamani qaraymiz:

12 ( ) 1 2 cos 2 cos 2 2 cos 4 cos 4 ( ) ( ).
2 T

f p a p q b p q f q dq zf p                 (1)

Bu tenglamada

1
1 ( )

2 T

, 2
1 cos 2 ( )

2 T

, 3
1 cos 4 ( )

2 T

(2) 

belgilashlar kiritamiz. U holda (1) tenglamadan 

1 2 32 cos 2 2 cos 4( )
2

f p
z

ni olamiz. f ning ushbu ifodasini (2) ga q yib, 321 ,, larga nisbatan quyidagi chiziqli 
tenglamalar sistemasiga kelamiz:

1

2

3

1 0

2 0

2 0

z c

a z c

b z c
(3)

Demak, )(H operator xos qiymati uchun (1) tenglama nolmas yechimga ega b lishi uchun 
(3) sistema nolmas yechimga ega b lishi zarur va yetarlidir. (3) sistema nolmas yechimga ega b lishi 
uchun, uning determinanti 

)2)(2)(1( bzzazz
nol b lishi zarur va yetarli.  Determenant z ning nollari bzazz 2,2,1 321 sonlardir. Bu 
sonlar )(H operatorning xos qiymatlari b ladi ([3]) va 11 pf , ppf 2cos2 ,

3 cos 4f p p lar ularga mos xos funksiyalardir. Bundan tashqari 2z soni )(H operatorning 
cheksiz karrali xos qiymati b lib, unga mos xos funksiyalar quyidagi

cos , \ 2, 4nf p np n N k rinishda b ladi.
Bizning asosiy maqsadimiz ( )H operator xos qiymatlarining kvaziimpuls k ning nuqta 

atrofida kichik q z algandagi chetlanishlarini  tekshirishdan iborat, ya’ni 2 ,k R
b lganda )(kH operator xos qiymatlarini “q z almas” ( )H operator xos qiymatlaridan 
qanchalik chetlanishini tekshirishdan iborat. Q z alishlar nazariyasining asosiy teoremalaridan biri 
b lgan Kato-Rellix teoremasini keltiramiz, qaysikim keyinchalik biz bu teoremadan foydalanamiz.

Teorema (Kato-Rellix [9]). Faraz qilaylik, 0z soni B operatorning yakkalangan oddiy xos 
qiymati b lsin. U holda yetarlicha kichik R lar uchun WBT )( operator yagona oddiy 

)(0z xos qiymatga ega b ladi. Bu xos qiymat 00 :)( zzCzzU atrofda yotadi va
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0 nuqtaning atrofida analitik. )(0z xos qiymat 0 nuqtaning atrofida quyidagicha darajali 
qatorga yoyiladi  

1
0

1

1
00

1
)(

n

n
n

n

n
n

n

n
n

cz
b

a
zz .

Agar )(T z- ziga q shma operator b lsa, u holda Reley-Shryodinger koeffitsiyentlari deb 

ataluvchi na va nb lar quyidagi formulalar  yordamida aniqlanadi

,,))(,(
2
1

0

0
1

0 NndzzIBW
i

a
zz

n
n

.,))()(,(
2
1

0

0
11

0 NndzzIBWzIB
i

b
zz

n
n                         (4)        

Bu yerda 0 soni shunday tanlanganki, 0zz doira z ichiga )(T operatorning yagona 

)(0z xos qiymatini oladi. 0 esa B operatorning 0z xos qiymatiga mos keluvchi normallangan xos 
funksiyai. 

Endi 2H operatorni quyidagi k rinishda tasvirlab olamiz:

2 ( ) sinH H W
Bu yerda ( )( ) 2cos ( )Wf p pf p . Bizga ( )H operatorning xos qiymatlari ma’lum. Kato-Rellix 

teoremasiga k ra ning kichik qiymatlarida 2 ( ) sinH H W operatorning xos 

qiymatlari 1 1z , 2 2z a , 3 2z b nuqtalar atrofida yotadi va ular parametrga analitik 

bo liq b ladi.  Biz bu xos qiymatlarni 2 aniqligida topishga harakat qilamiz. Agar 0 1b a
deb faraz qilsak ( )H operatorning 1 1z , 2 2z a , 3 2z b xos qiymatlari   oddiy b ladi. 

)(H operator oddiy xos qiymati bz 23 ning kichik q z alishlardagi holatini 

rganamiz. Q z alishlar nazariyasining umumiy teoremasi (Kato-Rellix) ga k ra 2H
operatorning bz 23 nuqta atrofida yagona oddiy xos qiymati mavjud va u parametrga analitik 

bo liq. Quyidagi teorema 2H operatorning 2 2
3( ) 2 ( )z b x y o xos 

qiymatini birinchi va ikkinchi ( )x va y koeffitsiyentlarini topishga ba ishlangan.

1-teorema. Parametr ning yetarlicha kichik qiymatlarida 2 ( ) sinH H W
operatorning bz 23 nuqta atrofida yagona oddiy 3( )z xos qiymati mavjud b lib, uning uchun 
quyidagi asimptotik formula rinli:

2 2
3

2( ) 2 ( ), 0.z b o
b

Isbot. Kato-Rellix teoremasiga k ra 3( )z xos qiymat uchun    

3 3
1

( ) n
n

n
z z c

ni yozishimiz mumkin. Biz  3 ( )z xos qiymatni  2 aniqlikda hisoblaymiz. Buning uchun Reley-

Shryodinger qatorining 121 ,, baa koeffitsiyentlarini topish yetarli, chunki 

112211 , baacac .                               (5)
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na va nb koeffitsiyentlarni topish uchun 1
0 0 0

cos 4( ,[ ( ( ) ) ] ),n pW H z skalyar 

k paytmani hisoblashimiz kerak. Bu skalyar k paytma barcha toq natural sonlar uchun nolga teng, 
ya’ni 

1 2 1
0 0( ,[ ( ( ) ) ] ) 0,nW H zI n N .

(4)  ga asosan ixtiyoriy Nn uchun 012na kelib chiqadi.

1 1 2 1 1 2 1
0 0 0 0

3

1( , ( ( ) ) [ ( ( ) ) ] ) ( ,[ ( ( ) ) ] ) 0,n nH zI W H zI W H zI n N
z z

tenglikdan va (4) dan  esa  012nb ni olamiz. Demak, ixtiyoriy  Nn uchun  012nc ekan. 
Murakkab b lmagan hisoblashlar k rsatadiki, 

1 2
0 0

3

2( ,[ ( ( ) ) ] )
( )(2 )

W H zI
z z z

.

Bu tenglikni ikkala tomonini 1)2( ga k paytiramiz va 3z z aylana b yicha 

integrallaymiz, u holda  2
2a
b

kelib chiqadi. (5)  tengliklardan 01c ,

22 ac tengliklar kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.
Q z alishlar nazariyasining asosiy teoremalari oddiy xos qiymatlar uchun keltirilgan. z-

ziga q shma operatorning karrali xos qiymatlari uchun q z alishlar nazariyasi teoremalari asosan 
mavjudlik haqida b lib, ularning asimptotik holatlari yaxshi rganilmagan. Shuning uchun masalani 
soddalashtirish maqsadida 1, 0a b deb faraz qilamiz. Bu holda ( )H operatorning 1z xos 

qiymati ikki karrali b ladi. Quyidagi teorema 2H operatorning 1z nuqta atrofida 
yotuvchi xos qiymatlarining asimptotikasi haqidadir.

2-teorema. Faraz qilaylik  1, 0a b b lsin. U holda shunday 0 son mavjud b lib, 

barcha (0, ) larda 2H operator 1 1z nuqta atrofida ikkita oddiy xos qiymatga ega va
ular uchun quyidagi asimptotik formulalar rinli: 

22)1(
1 221)(z ,

22)2(
1 221)(z .

Isbot. 2H operator xos qiymati uchun

1(2 2sin cos ) ( ) (1 2cos 2 cos 2 ) ( ) ( )
2

p f p p q f q dq zf p
T

tenglamani qaraymiz. Bu tenglama (2) belgilashlarda quyidagi k rinishni oladi:

1 2(2 2sin cos ) ( ) 2 cos 2 ( )p f p .
Bundan esa 

1 2 1 22 cos 2 2 cos 21( ) 2sin2 2sin cos 2 1 cos
2

f p
z p z p

z
ga kelamiz. Teoremada k rsatilgan 0 ni shunday tanlash mumkinki, barcha (0; ) va 

p T larda  1cos
2
sin2 p

z
b ladi  va sin � ekanligidan   
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2 2 3 2 4 4
4

1 2 2 3 4 5
1 2 cos 4 cos 8 cos 16 cos( ) 2 cos 2 ( )

2 2 2 2 2
p p p pf p

z z z z z

ga ega b lamiz. )( pf funksiyaning  topilgan ushbu ifodasini  (2) belgilashlardagi 21 cva larga 
q yamiz va quyidagi chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasiga ega b lamiz:

5 4 2 22 4 2 4
1 2

2 5 4 22 4 2 4
1 2

2 2 2 2 6 2 2 8 0
.

2 4 2 2 2 2 7 0

z z z c z c

z b c z z z c
                        (6)

Bu sistemaga mos determinantni tuzamiz:

5 4 2 22 4 2 4

2 5 4 22 4 2 4

2 2 2 2 6 2 2 8
;

2 4 2 2 2 2 7

z z z z
z

z b z z z
(7)

Algebra kursidan ma’lumki, chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega 
b lishi uchun uning asosiy determinant nolga teng b lishi zarur va yetarlidir, ya’ni .0;z (7) 

ga k ra ;z determinant ning faqat juft darajalariga bo liqligi va analitikligi sababli 
)2(H operatorning xos qiymatini quyidagi k rinishda izlaymiz:

2 2
1( ) 1 ( ),z x o x R (8)

)(1z ning (8) ifodasini (7) ga q ysak, ;z quyidagicha b ladi:
2 4 42 2 1 ( ) 0x b .

Endi  4 oldidagi koeffisiyentni nolga tenglashtirib, (1 ) 0b ekanligini hisobga olsak

1,2 2 2x ga kelamiz. Demak, )2(H operatorning xos qiymatlari 
22)1(

1 221)(z
22)2(

1 221)(z (9)
k rinishda b ladi. 
Ma’lumki, 11z soni ( )H operator uchun ikki karrali xos qiymat edi. Demak kichik 

q z alishlarda bu xos qiymat ikkita oddiy (1)
1 ( )z va (2)

1 ( )z xos qiymatlarga ajraladi, ya’ni ning 

kichik qiymatlarida ( 2 )H operatorning 11z nuqta atrofida ikkita (1)
1 ( )z va (2)

1 ( )z oddiy xos 
qiymatlari mavjud.

Bu xos qiymatlarga mos xos funksiyalarni topamiz. (1)
1 ( )z va (2)

1 ( )z larning (9) ifodalarini 

(6) sistemaga q yib, 1 22c c va  1 22c c munosabatlarni olamiz, u holda (1)
1 ( )z va (2)

1 ( )z
xos qiymatlarga mos xos funksiyalar uchun quyidagi k rinishni olamiz: 

2 2
(1) 2

1 2 2 3(1) (1) (1)
1 1 1

1 2 cos 4 cos( ) 2 2cos 2 ( ) (10)
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

p pf p
z z z

2 2
(2) 2

1 2 2 3(2) (2) (2)
1 1 1

1 2 cos 4 cos( ) 2 2cos 2 ( ) (11)
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

p pf p
z z z



ILMIY AXBOROTNOMA MATEMATIKA 2017-yil, 3-son

86

(1)
1

1
2 ( )z

va (2)
1

1
2 ( )z

ifodalarni mos ravishda 2 2
(1)
1

1 1 (2 2) ( )
2 ( )

o
z

va 

2 2
(2)
1

1 1 (2 2) ( )
2 ( )

o
z

shakllarda ifodalaymiz hamda ularni (10) va (11) larga q yib,

(1)
1 ( )f p va (2)

1 ( )f p xos funksiyalar uchun quyidagilarga ega b lamiz:

(1) 2 2
1 2( ) 2 2cos 2 2 cos 2 2cos 2 2 cos 4 ,f p c p p p p o

(2) 2 2
1 2( ) 2 2cos 2 2 cos 2 2cos 2 2 cos 4f p c p p p p o

.
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