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Kirish

Masalaning dolzarbligi. Ushbu malakaviy bitiruv ishi hadlari
tasodifiy miqdor bo’lgan tasodifiy gatorlarning yaqinlashishini o’ rganishga
bag’ishlanadi . Ehtimollar nazariyasining asosiy bo’limlaridan biri bu-limitik
teoremalar nazariyasidir. Bu sohada hozirgi paytga kelib klassikaga
aylangan chuqur va fundamental ahamiyatga ega bo’lgan natijalar olingan.
Ehtimollar nazariyasini qurishda va rivojlantirishda katta hissa qo’shgan
buyuk olimlardan Chebishev, Laplas, Bernshteyn, Kolmogorov, Xinchin,

Dub, Gnyedyenkolarning limitik teoremalari nazariyasidagi ishlarini alohida

takidlash zarur.

Masalaning qo’yilishi. Limitik teoremalar nazariyasida asosan tasodifiy

miqgdorlar ketma-ketligi va ulardan tuzilgan tasodifiy qatorlar o’rganiladi.

Ishning maqsad va vazifalari. Tasodifiy qatorlarning yaginlashishi
to’g’risidagi  teoremalarni o’rganish. Tasodifiy qatorlar yaqinlashishi
to’g’risidagi teoremalarning tadbig’iga doir yetarlilik shartlarini muhimligini

ko’rsatadigan tasodifiy qatorlarga doir misollar keltirilgan.

IImiy tadqigot wusullari. Ushbu bitiruv malakaviy ishini bajarish
jarayonida ehtimollar nazariyasi va analizning metodlaridan keng ma’noda

foydalanildi.

Ishning ilmiy ahamiyati. Bu ishda olingan natijalar ehtimollar

nazariyasining ba’zi klassik masalalarini o’rganishda foydalanish mumkin.

Ishning amaliy ahamiyati. Bu ishda jamlangan materiallardan,
ehtimollar nazariyasidagi katta sonlar qonuni qo’llaniladigan amaliy masalalarda

foydalanish mumkin.

Ishning tuzilishi. Bitiruv ishi Kirish, ikki bob, beshta paragraf iborat.
Ishning oxirida xulasa va foydanilgan adabiyotlar Kkeltirilgan.Birinchi

paragrafda ehtimollar nazariyasining aksiomalari va ehtimolning xossalari



keltirilgan. Ikkinchi paragrafda tasodifiy miqgdorlar va ularning tagsimot
funksiyalari, tagsimot turlari Kkeltirilgan. Deskret va absalyut uzluksiz
tasodifiy miqgdorlar uchun alohida sonli xarakteristikalari kirilgan va
xossalari isbotsiz  keltirilgan. Uchunchi paragrafda tasodifiy ~miqdorlar
ketma-ketligi uchun yaqinlashish turlari ta’riflari keltirilgan. Ehtimollik
bo’yicha yaqinlashish, bir ehtimol bo’yicha yaqinlashish, L,, p =1
yaginlashish, tasimot bo’yicha yaqinlashishlarni solishtirish  haqidagi
teoremalar Keltirilgan. Fundamental ketma-ketlikning ta’riflari va Koshi
kriteriyasi to’liq yoritilgan. Limitik teoremalar nazariyasida muhim ro’l
o’ynaydigan Borel-Kantelli lemmasi isbotlangan. To’rtinchi paragrafda
“ qoldiqli ” tasodifiy hodisalar uchun Kolmogorovning “ 0 yoki 1 ”
gonuni keltirilgan. Shuningdek “qoldiqli” hodisalar. ¢ — algebrasi elementlari
va “ qoldigli ” hodisa bo’lmaydigan tasodifiy hodisalarga misollar
keltirilgan.  Beshinchi paragrafda tasodifiy qatorning yaginlashishi
to’g’risidagi asosiy teoremalar keltirilgan. Bog’liq bo’lmagan tasodifiy
migdorlardan tuzilgan tasodifiy qatorlarning yaqinlashishi to’g’risidagi
Kolmogorov- Xinchin, “ikki gator ”, “uch qator ” yaqinlashishi haqidagi
teoremalar keltirilgan. Bu paragrafda tasodifiy qatorlar yaqinlashishi
to’g’risidagi  teoremalarning  tadbig’iga doir yetarlilik  shartlarning

muhimligini ko’rsatadigan tasodifiy qatorlarga misollar keltirilgan.
Olingan natijalarning gisqacha mazmuni:

1. Kirish
2. |-bob. Asosiy tushunchalar 2 ta paragraf.
3. ll-bob. Asosiy gism 3 ta paragraf.



I. BOB.EHTIMOLLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI
1-§ Ehtimollar fazosi. Ehtimolning xossalari

Q - biror to‘plam F—uning gism to‘plamlarining biror sistemasi
bo‘lsin. Agar

1l QeF
2. A eF;i=1,2,..,ndan UAiEF kelib chigsa,

3. AeF dan A eF kelib chigsa, F sistema algebra tashkil etadi deyiladi.

Agar ikkinchi shart o‘rniga A, eF, i= [, 2,..., n,..dan OAi eF
i=1

kelib chigsin degan shartning bajarilishi talab qgilinsa, u holda F sistema o —
algebra tashkil etadi deyiladi.

Odatda, Q—=elementar hodisalar fazosi, @={e} — fazoning elementlari,
nugtalari elementar hodisalar, F ning elementlari esa tasodifiy hodisalar

deyiladi. F ning o°zi esa hodisalarning o - algebrasi deyiladi.

1.1-ta’rif. Agar Q to‘plam va bu to‘plamning gism to‘plamlaridan iborat

F ,o - algebra berilgan bo‘lsa, u holda o ‘Ichovli fazo berilgan deyiladi va uni <

Q, F> kabi belgilanadi. o - algebraning ta’rifidan Q=0 < F ekani kelib chigadi.

Q -mugarrar hodisa, @ esa mumkin be‘lmagan hodisa deyiladi.
Endi A. N. Kolmogorov aksiomalarini keltiramiz.

1-aksioma. Ixtiyoriy AeF hodisaga uning ehtimoli deb ataluvchi
P(A)>0 son mos qo‘yilsin.

2-aksioma. P(Q) = 1.

3-aksioma. Qo‘shish aksiomasi. Agar {A,} hodisalar chekli ketma —ketligi
juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmasa, u holda



PUA) =X P(A).

Ehtimollar nazariyasining ko‘pgina masalalarini hal gilishda 3- aksioma o‘rniga
undan kuchlirog bo‘lgan aksiomaga zarurat tug’iladi.
3" —aksioma. Qo*shishning kengaytirilgan aksiomasi. Agar {A.} hodisalar

ketma-ketligi juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmasa, u holda

P(JA) =2 P(A)

Ehtimolning bu aksioma bilan berilgan xossasi uning sanoqli additivligi
deyiladi. 3'-aksiomani unga ekvivalent  quyidagi uzluksizlik aksiomasi
bilanalmashtirish mumkin.

3"~ aksioma. Uzluksizlik aksiomasi. Agar F ,o- algebraga tegishli

bo‘lgan B;,B,,..,.B,,... tasodifiy hodisalar uchunB; - B, > ... o> ... B, o.

bajarilsa va ﬁBk=® va o‘rinli bo‘lsa, u holda |imP((n]Bk)=o bo‘ladi.
=1

k=1 n—co k

3'- aksioma va 3"-aksiomaning teng  kuchli ekanligini ko‘rsatamiz.

3'- aksiomadan 3"- aksiomaning kelib chigishini ko‘rsatamiz. Faraz qgilaylik, B,

,B,...B ,... hodisalar uchun B; > B, o ...>B, o ... bo‘lsinva ﬂBk =V

bajarilgan bo‘lIsin, u holda B, hodisa uchun

B, = UBk§k+l +ﬂBk
k=n

k>n

bajariladi.Bu qo‘shiluvchilar juft-jufti bilan birgalikda bo‘Imagani uchun 3'-
aksioma va P([]B,)=0 gako‘ra

k>n

P(B,) = P(B,B,..) + P(B.) = 3 P(B,B,..)

k>n k



ya’ni, P(B,) Yyaqginlashuvchi iP(BkEH): P (B,) qatorning goldiq
k=1

hadidir, demak, n—o da P(B,)—0 3"- aksiomadan chekli additivlik

bajarilganda  3'- aksiomaning kelib chigishini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik,

A; Ay,.. ., A, ,... juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘lib, A:OAi,

B, =0Ak, bo‘lsin, u holda B,, cB,. Agar B, hodisa ro‘y bersa A(i>n)
k=n

lardan birortasi ro‘y beradi. A, lar juft-jufti bilan birgalikda bo‘Imagani

uchun A, A,,,... ro‘y bermaydi. Demak, B,, , B,,,... lar ro‘y berishi

mumkin bo‘lmagan hodisalar bo‘ladi, bu esa ﬁBkning mumKkin

k=n

bo‘lmagan hodisa ekanini ko‘rsatadi, u holda 3" - aksiomaga ko‘ra n—oo da

P(B,) >0 ammo A=|JA +B, ekanligidan

i=1

P(A) =Y P(A)+ P(B,.) = [im XP(A) = 3 P(A)

n—o j=1

<Q,F,P> uchlik ehtimollik fazosi deyiladi. Shunday qilib, ehtimollik
fazosi <Q,F,> o‘lchovli fazo va F da berilgan manfiy bo‘lmagan,
normalashtirilgan, sanogli additiv P o‘lchovdan iborat bo‘lar ekan, P
o‘lchov ehtimollik o‘lchovi deyiladi. Odatda, aksiomalar sistemasiga

quyidagi talablarni go‘yishadi:

1. Aksiomalar sistemasining o‘zaro zid emasligi.

2. Aksiomalar sistemasining o°zaro bog’lik emasligi

3. Aksiomalar sistemasining to‘laligi.

4. Ehtimollar nazariyasining aksiomalar sistemasi o‘zaro zid emas, chunki

berilgan aksiomalarni ganoatlantiradigan real obyektlar mavjud.

1.1-misol. Elementar hodisalar fazosi 2= ei1ez1 ----- €,  bo‘lsin. Har

bir e, (k=1n) elementar hodisaga % sonni mos go‘yamiz, P(e, )=



%. U holda €, lar teng ehtimolli hodisalar bo‘ladi. @ yordamida F =

&V, € 3. ¢ 3. algebrani tuzamiz, bu sistema 2" ta elementdan iborat
bo‘ladi. F  tegishli har bir A hodisa ushbu ko‘rinishda yoziladi:
A=[Je. 1< N=H2.,n A hodisaning ehtimoli deb quyidagi sonni olamiz:

kel

P(A)—Z Agar | to‘plamning quvvati k bo‘lsa, P(A)_ bo‘ladi. o

kel

algebrada aniglangan bu P(A) funksiya barcha aksiomalarni

ganoatlantirishini tekshiramiz:

1) P(A)>0. Darhagigat, misolimizda k=0,n bo‘lgani uchun
P(A)=%zo;

2) P(Q) =1. Hagigatan ham Q:Lnjek ekanligidan

k=1

P(Uek Z;—l kelib chiqadi.
keN

3) ANB=V bo‘lsa, P(AUB) = P(A) + P(B) Agar

A=[Je.B=Je.l,=N,I,=N,I,nI,=V shartlar bajarilsa, AnB=V Faraz

kely kel,

l

gilaylik, 1, ning quvvati k;,1, ning quvvati k, bo‘lsin, u holda P(A)=—=

>

P(B)— va P(Au B)_P(U L€ )= kl:kz =% k—nz P(A)+P(B) bo‘ladi.

kall

Demak, Kolmogorov aksiomalari sistemasi zid emas ekan.

Ehtimollar nazariyasining aksiomalari sistemasi to‘la emas, ya’ni tayin
bir @ uchun o- algebra F da ehtimollik o‘lchovi P ni turlicha usulda

aniglash mumkin. Agar tajribamiz shashqgoltosh tashlashdan Iborat bo‘lsa, u

holda {e}, i=16 hodisalarning ehtimolini shashqoltoshning gandayligiga



garab, P(el):P(ez):...:P(eG):% (simmetrik hol) (a) yoki, masalan,

P(e,) = P(e,) = P(e,) = %; P(e,) = P(es) = P(e,) :é (b) deb gabul gilish mumkin.

Bu aksiomalar sistemasini to‘la emasligi uning kamchiligi emas.



2-§. Tasodifiy miqdorlar va uning taqsimot funksiyasi

Tasodifiy miqdor ta’rifini  berishdan avval o‘lchovli funksiya
tushunchasini kiritamiz. Bizga < Q,F >, <R,G > o‘Ichovli fazolar va £:Q —»R
funksiya berilgan bo‘lib, bu funksiya uchun AeG ekanidan
EMNAY = d:f(w)e A &F  ekanligi kelib chigsa, bunday funksiya o¢lchovli
funksiya deyiladi .Agar <Q,F,P > ixtiyoriy ehtimollik fazosi bo°‘lsa,
har ganday ¢&:< Q,F >> <R,G > ofIlchovli funksiya tasodifiy miqgdor

deyiladi.

2.1-misol. Bitta tanga tashlaganimizda < ikkita elementar hodisa:
gerb va ragamdan iborat bo‘ladi. Agar tanganing gerbli tomoni tushsa O ni,
ragamli tomoni tushsa 1ni yozsak, u holda 0 yoki 1 ni qgabul qiluvchi

tasodifiy migdorni hosil gilamiz.

2.2-misol. Agar ikkita tanga tashlasak, » elementar hodisalar GG; GR;
RG;RR dan iborat bo‘lib, ,,gerb" tushishlar sonini &= &(w)deb belgilasak, bu

tasodifiy miqdorni quyidagi jadval bilan berish mumkin:

o |[RR |GR |RG |GG

&(w) 0 1 1 2

2.3- misol. {(x;y): xe [0,1], y<[0,1]} kvadratga tashlangan nugtadan
koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa tasodifiy miqgdordir , chunki
{(x,y): x*+y?< t} to‘plam o‘lchovli. Tasodifiy migdorning ta’rifiga ko‘ra

ixtiyoriy x e Ruchun

d:50) <x 3 4<x FE ((=ix)eF

chunki (- «,X)eG Bundan F.(x)=Pd:£<x funksiyaning R da
aniglanganligi kelib chigadi. Bu funksiya ¢ tasodifiy migdorning tagsimot
funksiyasi deyiladi.



2.4- misol. & tasodifiy migdor 1 va O giymatlarni mos

gd(p+9g=1) ehtimol bilan gabul qilinsin, ya’ni

ravishda p va

0 1
p:1p p
0, agar, Xx<0
Bu holda P4<x FF()=1p, agar, O0<x<1
1 agatr, 1< x
Fix)
PHY e = S
|
l
I
ol i
|
l
|
é i —
0 7 X
2.1-shakl
Agar ¢ tasodifiy miqdor 0,1, 2, ..., n qgiymatlarni

P4=k $Cyp‘q"™ , k=0n

ehtimol bilan gabul gilsa, bu tasodifiy migdor binomial gonun bo‘yicha

tagsimlangan tasodifiy migdor deyiladi. Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha

bo‘ladi:



0, agar, x<0, bo'lsa
F)=1).Cip‘q", agar, 0<x<n,  bolsa

k<x

1, agar, n<x,  bolsa

grafigi quyidagicha bo‘ladi (2.2-shakl).

—
— I ! !
— :
= 1 | 1 1
2.2 — shakl.

2.5- misol. Agar ¢ tasodifiy miqdor O, 1,2,... qiymatlarni

k
P4=k }%e‘, A>0

ehtimollar bilan gabul qilsa, uni Puasson qgonuni bo‘yicha tagsimlangan
tasodifiy migdor deyiladi. Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha aniglanadi:
0, agar, k <0, bo'lsa

Zﬁe , agar,0<k <x, bo'lsa




2.3- shakl

2.6- misol. ¢ tasodifiy migdor X;, X, Xy giymatlarni

1
P4=x, }W' k=1N
ehtimollar bilan gabul gilinsin. Bu tasodifiy miqdor tekis tagsamlangan

tasodifiy migdor deyiladi. Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

0, agar, X < Xy, bo'lsa
F(x) = % agar, X <X Xpoqs bo'lsa
1, agar, X, <X, bo'lsa.

2.7-misol. Agar tasodifiy miqgdorning tagsimot funksiyasi

x  (u-a)?
1 J.e 2¢° du

D Z(X) =
ae o2

ko‘rinishda bo‘lsa, bunday tasodifiy miqdor normal tagsimlangan tasodifiy

migdor deyiladi. Buyerda o >0, —o<a < « — o‘zgarmas sonlar,
Tagsimot funksiya quyidagi xossalarga ega.
1. Barcha hagqiqiy x lar uchun
0<F.(x)<1
2. F.(x) kamaymaydigan funksiya. Hagigatan ham, x; < x; bo‘lsin. Ushbu

A1:Z3<X11 A2225<X2: B:’{<§<Xz:
hodisalarni Kiritsak;

A =AUB  ANB=V



munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Natijada ehtimolning additivlik aksiomasiga
ko‘raP(A,) =P(A)+P(B) yoki
0<P(X, <& <X,)=P(&<x%,)—P(&<x)=F(X;)-F(x)

Bundan esa x,<x, da F(x)<F(x,) bo‘lib, xossaning isboti kelib chigadi.
3. Tagsimot funksiya chapdan uzluksiz, ya’ni
Fe(x) = F.(x-0)=limF(x,)

Isbot. Faraz qilaylik, a, <a, <a,<..<a,.. va n—>« da a, »b bo‘lsin, u

holda

fjéif(w)e bRV

natijada uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra
F.(b)-F.(a,)=P d:&(@) e h,,b_

ifoda n—>e da nolga intiladi. Bu esa F.(x) ning chapdan uzluksizligini

ko‘rsatadi.

4. limF(X)=0 limF(x)=1.

X—>—0

Isbot. Biz xossani isbotlash uchun ikkita % va s ketma-ketliklarni
garaymizki, bunda ¥  ketma-ketlik — ga monoton kamayib intiladi, ¥,
esa +ooga monoton o‘sib intiladi. A = 4<x, B,= 4<y,  belgilashlarni
Kiritamiz, x, - -« ligidan A, to‘plamlar ketma-ketligi ichma-ich go‘yilgan
bo‘ladi va (A, =@. Ehtimolning uzluksizlik aksiomasiga binoan, n— da

P(A,)—>0. U holda limF(x,) =0 kelib chigadi. Bundan va F(x) funksiyaning
monotonligidan rILrQ F(x ) =0 ekanligi kelib chigadi. ¥ ketma-ketlik n— «

da +« ga monoton yaginlashganligi uchun B, to‘plamlar ketma-ketligi ham

o‘suvchi ” bo‘ladi va U B, =Q , binobarin, ehtimolning xossasiga asosan



P(B,) —>1.Bundan, xuddi avvalgidagidek, limF(x,)=0, limF(y)=1
munosabatlar kelib chigadi.

Agar X =Xq nugtada F(xo + 0) - F(xo — 0) = Cy > O bo‘lsa, funksiya x = X,
nugtada sakrashga ega bo‘lib, uning kattaligi C, ga teng bo‘ladi.

5. Tagsimot funksiyaning sakrashga ega bo‘lgan nugtalari to‘plami ko‘pi

bilan sanoqgli bo‘lishi mumkin.

Isbot. F(x) tagsimot funksiyaning  sakrashi % dan katta bo‘lgan

nugtalarning soni fagat 1 ta (chunki 2 ta bo‘lsa, ularning yig’indisi 1 dan

katta bo‘ladi, buning esa bo‘lishi mumkin emas).
F(x) ning C, >% bo‘lgan sakrashlar soni 1 ta,

F(x) ning %<Cos% bo‘lgan sakrashlar soni 3 ta,

F(x) ning %<C0 s% bo‘lgan sakrashlar soni 7 ta

1
2" -1

F(x) ning zi <C, <

bo‘lgan sakrashlar soni 2"* ta. Bu nuqtalarni ketma-ket nomerlab chigish
mumkin, chunki sanogli sondagi chekli to‘plamlarning yig’indisi yana sanogli
bo‘ladi.

2.1-ta’rif. Agar ¢ tasodifiy migdor chekli yoki sanoqgli sondagi %

giymatlarni 4, 3O p, =1) ehtimollar bilan gabul qilsa, uni diskret tasodifiy
k
miqdor deyiladi.

Diskret tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi

F(x) = Z Py

{k:x X}



formula bilan aniglanadi. Yugorida keltirilgan 4 - 6- misollar diskret tasodifiy

miqdorga misol bo‘ladi.

2.2- ta’rif. ¢ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasini
F(x)= 'fp(u)du

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, bu tasodifiy migdorni absolyut uzluksiz
tagsimlangan tasodifiy miqgdor deyiladi. Bu yerdagi p(u) funksiya ¢&
tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi deyiladi.2- ta’rifga ko‘ra F'(X)=p(X)
bo‘ladi.

Zichlik funksiya quyidagi xossalarga ega.
1. Zichlik -funksiya manfiy emas: p(x) = O.

Hagigatan ham, F(x) tagsimot funksiyaning kamaymasligidan uning hosilasi

deyarli hamma nuqtalarda doim musbat bo‘ladi.

2. Agar p(x) zichlik funksiya X, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
P(x, <& < x, +dx) ehtimol zichlik funksiyaning X, nugtadagi qiymatiga

nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik migdor anigligida ekvivalent bo‘ladi:
P(X, <& < X, +dx)~ p(Xx,)dx.

3. Zichlik funksiyadan (—wo,+0) oraliq bo‘yicha olingan integral birga

teng:
J’p(x)dx =1

Bu bevosita tagsimot funksiya xossasidan kelib chigadi.



Yuqoridagi  7-misolda Kkeltirilgan tasodifiy miqdor uzluksiz tasodifiy
miqdordir. Normal gonun bilan tagsimlangan tasodifiy miqgdorning zichlik

funksiyasi

_(x-a)’

e 202

1
cﬁ(X)—G@

ga teng. ¢(x) zichlik funksiya x=a nuqtada eng katta giymatga erishadi
va uning grafigi x = a to‘g’ri chiziqga nisbatan simmetrik joylashgan, bu
funksiya uchun Ox, o‘q gorizontal asimptota, x = a+o nuqtalar bu
funksiyaning bukilish nuqgtalari bo‘ladi. Bularni e’tiborga olsak, ¢(x)

funksiyaning grafigi quyida gicha bo‘lishini ko‘rish giyin emas.

2.4- shakl.

Xususan a =0, ¢ =1 bo‘lganda tagsimot funksiya

2

1 -5
D1 (X) :E _[e 2 du

Ko‘rinishga ega bo‘ladi. Uning grafigi 5- shaklda keltirilgan. @ 1)(X) tagsimot

funksiya (0,1) - parametrli, standart normal qonun deyiladi.



o |

’/w

0 _ . X

2.5 — shakl.
Quyida uzluksiz tasodifiy migdorlarga bir nechta misol keltiramiz.

29- mi s o l. « parametrli eksponentsial qonun bo‘yicha tagsimlangan

tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi

0, X <0
p(xX)=y __
o™, x>0

ko‘rinishga, tagsimot funksiyasi esa

{Q X <0,
F(x) =

1—e*, x>0

“P(x)

A

2.6 —shakl

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu funksiyalarning grafiklari 6- 7- shakllarda
ko‘rsatilgan.

2.10- misol. Agar ¢ tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi



0, agar xe(ab)  bo'lsa,
p(x) =

L, agar x € (a,b) bo'lsa
b-a

Fix)

2.7-shakl

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, ¢ tasodifiy miqdor [a,b] da tekis tagsimlangan
tasodifiy miqgdor deyiladi. Bu tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi

quyidagi ko‘rinishga ega. Bu funksiyalarning grafiklari 8 - 9 — shakllarda
ko‘rsatilgan.

Pix) Fux) }

2.8 — shakl. 2.9 — shakl.
2.11- misol. Zichlik funksiyasi

G‘(n+1) S

PO =—2—(@1+—) ?
J7n G(3) n




dan iborat bo‘lgan tasodifiy miqdorni erklilik darajasi n be‘lgan St’yudent
gonuni be‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi, bu yerda 1(x)-
gamma funksiyadir (2.10- shakl). Uning tagsimot funksiyasi quyidagicha
bo‘ladi:

G(n +1) ) B
FOO=—=2— [ @+=) ? du
VnzG() n
“
/m\,-ﬂ-l
;‘{ X
2.10 — shakl.
mem—le—/lx
. e .. —, x>0,
2.12 — misol. Zichlik funksiyasi p(X)=7 (m-1)
0, x<0

ko‘rinishda (2.11- shakl) bo‘lgan tasodifiy miqdor (m, 1) parametrli Erlang

gonuni bo‘yicha tagsimlangan t asodifiy miqdor deyiladi:

A
\\
—
! 2.11 — shakl.
m k-1.,k-1
1—e’“2/1 X X >0,
F(X)= o (k=1
0, X <0.

2.13 — misol. Zichlik funksiyasi



ﬂa ’ a-1-pv
0(x)= G(a)(;[v e ”dv, x>0,

0, X <0,

dan iborat (2.12 - shakl) bo‘lgan tasodifiy miqdor («,p) parametrli

Gamma qonun be‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi. Uning

tagsimot funksiyasi esa quyidagicha bo‘ladi:

G(a+ﬁ+2) Xa(l_x)ﬁ, XE[O,]_]
F(x)= G(a+1) G(+))
0 xe[0,1]
2.14-misol.
Gla+p+2) Y
Zichlik funksiyasi  p()—{Gla+1) 6(s+ « & X<l
0 xe [04]

dan iborat (12- shakl) bo‘lgan tasodifiy miqdor («, ) parametrli Beta

gonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy migdor deyiladi. Uning tagsimot

funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

2.12 - shakl
0, X<0
) G@+B+2) Tt g
F(X)= S +D G D Oju 1-u)’du, xe[0]]

1 x>1.



1
7+ x?)

2.15-misol. Zichlik funksiyasi  p(x)=

ko‘rinishda bo‘lgan tasodifiy miqdor Koshi qgonuni bilan tagsimlangan

tasodifiy miqdorlar deyiladi.

Agar g funksiya differentsiallanuvchi bo‘lib, &-f (x)  zichlik funksiyaga
ega bo‘lsa, u holda g(& ning zichlik funksiyasi mavjud bo‘lib, u quyidagiga
teng:

(g (x)

fae () =T(97 (X)) (97 (%)) = 000

bundan foydalanib, zichlik funksiyasi mavjud bo‘lgan tasodifiy miqdorlardan

tuzilgan funksiyalarning zichlik funksiyalarini topish mumkin.

216 -misol. Agar g(&)=a+b¢, b>0 bo‘lsa,

fun 00 =5 T, Fop 00 =F, 5%

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
2.17-misol. Aytaylik, n=£* bo‘lsin, uholda y <0 lar uchun F, (y)=0; y>0
lar uchunesa  F, (y)=P(¢* <y)P(-y <& <\y) =F.(JY) - F.(-/y)-P(£=-1y),
chunki
P(&>y)=1-F. (-/y)-P(&=—y).

Agar F.(x) zichlik funksiyaga ega bo‘lsa, u holda zichlik funksiyaning
ikkinchi xossasiga ko‘ra P(¢=-,/y)=0. Natijada F,(¥)=F.(/y)-F. (/).
Bundan y>0 lar uchun

1
f,(y)= m[ff(yn f.(—\/Y)].



Agar £,&5,..,<, ... tasodifiy migdorlarning har birining tagsimot

funksiyasi F(x) dan iborat bo‘lsa, u holda <&;,<5,-.,&,,..- tasodifiy

miqgdorlar ketma — ketligi bir xil tagsimlangan deyiladi.



Il. BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASIDA
YAQINLASHISHLAR

3-§. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun yaginlashish turlari

Biz tasodifiy miqdorlarni bitta <Q, F,P > ehtimollik fazosida berilgan
deb faraz qgilamiz. O‘lchovli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, o‘lchovli
funksiyalar ustida qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va (maxrajdagi funksiya
noldan fargli bo‘lsa) bo‘lish amali bajarish natijasida hosil bo‘ladigan funksiya
yana o‘lchovli, shu bilan birga o‘lchovli funksiyalar ketma-ketligining limiti
(agar mavjud bo‘lsa) yana o‘lchovli bo‘ladi. Shunga o‘xshash natijalar
tasodifiy miqdorlar uchun ham o‘rinli. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligining

yaginlashishi, masala talabiga garab, turlicha bo‘lishi mumkin.

3.1-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat &£>0 son uchun n—oda
P{&,-&=e}—>0 bo‘lsa, u holda ¢&.¢,,..&,... tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
P ehtimol bo‘yicha ¢ tasodifiy miqdorga yaqinlashadi deymiz va &, —2-¢&
kabi belgilaymiz. Aytaylik, g ixtiyoriy uzluksiz, chegaralangan funksiya

bo‘lsin. Agar & —2—¢& bo‘lsa, uholda

Mg(&,)—>Mg(<) (3.1)

Agar & va ¢ larning tagsimot funksiyalarini mos ravishda F,(x) va F(x)

deb belgilasak, u holda (3.1) ni quyidagicha yozamiz:
Jo()dF, 00 > [g()d F(x). (3.2)
3.2-ta’rif. Agar &,,¢,,...&,...  tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun

Plo:lim &, (@)=<¢(0)}=1

n—o0

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda ¢,,¢&,,....&,... tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi



& tasodifiy migdorga 1 ehtimol bilan yaginlashadi deymiz, ya’ni bunday

yaginlashish uchun |jmé, (@)=¢(w)  munosabatni ganoatlantirmaydigan o

n—oo

nugtalarning o‘lchovi nolga teng bo‘ladi.
Biz bir ehtimol bilan yaqinlashishni & —9 5 £ kabi belgilaymiz. 1 ehtimol

bo‘yicha yaginlashish |jm P{e :sup(¢&, - &> w)}=0 ga teng kuchlidir.

n—o0

33-ta’rif. Agar n—>ow da M|& -&" — 0 shart bajarilsa, {&,}tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi & ga o‘rtacha r- tartibda yaginlashadi deymiz. Bu
yaqinlashishni & ——»¢& kabi belgilaymiz. Xususan r = 2 da bu
yaqginlashish o‘rta kvadratik yaqginlashish deyiladi Lim&=¢& va kabi

belgilanadi. Yuqoridagi ta’riflardan 1 ehtimol bo‘yicha yaqinlashishdan
ehtimol bo‘yicha vyaginlashish kelib chigadi lekin aksinchasi, umuman

olganda, o‘rinli emasligini quyidagi misoldan ko‘rish mumkin.

3.1-misol. Faraz gilaylik, @ =[0,1], F esa Borel to‘plamlarining

o - algebrasi, P— Lebeg o‘Ichovi bo‘lsinva A%, =[k—_1,5}
n n

lagarm e A bo'lsa,

Xr'f—IAﬁ(a))—{

(buyerdagi 1 .. () ni A} to‘plamning indikatori deymiz). U holda

0, agar @A  bo'lsa

{X3, X2, X3, X2, X3}
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ehtimol bo‘yicha nolga intiladi, biroq
hech bir o <[0, 1] nuqtada limitga ega emas.

Endi o‘rtacha r- tartibda yaginlashishga to‘xtalib o‘tamiz. Chebishev

M T
tengsizligiga asosan  P{&, —&>e}< %

3.4-tarif. Agar {Fn(x)} tagsimot funksiyalar ketma-ketligi "— da

FO)=P{c<x} ga F(x) tagsimot funksiyaning har bir uzluksizlik nugtasida



yaqginlashsa, u holda {cn} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ¢ ga tagsimot

bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi va & —¢ Kabi belgilanadi (bu yerda D
inglizcha ,,distribution" — tagsimot so‘zining bosh harfidan olingan).

Avvalo tagsimot bo‘yicha yaqinlashishda nima uchun yaqinlashish nuqtalari

sifatida  hamma nuqtalar emas, balki fagatgina P&=X=0  shartni

ganoatlantiruvchi har bir X nuqta olinishini oydinlashtirib o‘taylik. Agar

1
==,£=0 . : o
> n > deb olsak, uholda Fn (x) va F (x) funksiyalarning grafiklari

quyidagicha bo‘ladi.

3.1 — shakl

Bundan  ko‘rinadiki, x = 0 nugtadan tashqari barcha x nuqtalarda
F.(x) >F(x) Shuning bilan birga, ixtiyoriy >0 uchun n-—o da
P{¢,|>c}—>0 bu esa ¢&, tasodifiy miqdorning tagsimot limiti tasodifiy
miqgdorning tagsimot funksiyasi atrofida jamlanishini ko‘rsatadi. Bu misol
£, tasodifiy miqdorlarning qiymatlarini &, limit giymatlari atrofida
,quyuglashuvini" F(x) funksiyaning uziladigan nuqgtalarida anglab
bo‘Imasligini ko‘rsatadi. Shuning uchun ham, hamma nuqtalarni emas,

balki, fagatgina P{&=x}=0 shartni ganoatlantiruvchi nugtalarni olamiz.

Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligining tagsimot bo‘yicha
yaqginlashishidan ularning ehtimol bo‘yicha yaginlashishi, umuman
olganda, kelib chigmaydi, ya’ni & (0)—2>&=>& L& {&, (w)}Hasodifiy

migdorlarning



{F: , 00

tagsimot  funksiyalar ketma-ketligini & tasodifiy miqdorning  tagsimot

funksiyasiga yaqinlashishini tekshirish oson ish emas, bunga nisbatan,

masalan, bu tagsimotlar momentlarining yaginlashishini tekshirish osonroq:
m, (n)= J.xdegn (X) > J'xdeg(x)z m,,N — oo (3.3)

Shu sababli tagsimot bo‘yicha yaginlashishga ekvivalent bo‘lgan tagsimot
xarakteristikalari sinfini ajratish tabiiy. Shunday xarakteristika sifatida Lebeg -

Stilt’es integralini olish qulay hisoblanadi:

[ £ 00dF. (0. (3.4)
Awvalo, ganday f(x) funksiyalar uchun F. ——F. vyagqinlashishdan
quyidagi

wjf (xdF, (x) > wj'f (x)dF. (x) (35)

yaginlashish kelib chigishini tushunib olaylik. Bu integrallar bir vagtda mavjud
bo‘lishligi uchun (o‘lchovli) chegaralangan f(x) funksiyani olamiz. Biroq

bunday funksiyalar uchun F. ——F. yagqinlashishdan, umuman olganda,

(3.5) yaginlashish kelib chigmaydi.

3.2-misol. Aytaylik, gn(x)E%, £0) =0

0, X <0,
f(x)=
() {1, x>0

borlsin, uholda [ f(GF; (0= MF(£)=f()=L



JFO0dF-00= MF ()= £ ) =0,

demak, F. —°F. ammo [ f()dF, () — [ f()dF.(x).

Birog f(x) uzluksiz va chegaralangan funksiya bo‘lsa, u holda

tagsimot bo‘yicha yaginlashishdan (3.5) kelib chigadi va, aksincha.
Aytaylik, H ={H) to‘plam H=H(x) funksiyalardan iborat sinf bo‘lib,

bu to‘plamdagi funksiyalar quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
a) H(x) — kamaymaydigan funksiya;

b) H(-»)=0, H(+x») <1;

v)  H(x) chapdan uzluksiz funksiya.

BizF={F} deb H sinfning shunday qism to‘plamini olamizki, bunda

F(+0)=1 ya’ni R(x) ¢ tasodifiy migdor tagsimot funksiyasining xuddi o*zi.

3.5- ta’rif. Agar ixtiyoriy uzluksiz va chegaralangan h(x) funksiya

uchun
lim j h(x)dH , (x) = j h(x)dH (x) (3.6)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, H>H, funksiyalar ketma-ketligi H > Hfunksiyaga
sust yaginlashadi deyiladi va gisqa H, ——»H" kabi belgilanadi, bu yerda
W harfi inglizcha ,,Weak" - ,,sust", so‘zining bosh harfidan olingan.

3.1 - teorema. Faraz qgilaylik, F,F € F, u holda
(F, —*>F)<=(F, —2->F) Bu teoremani H sinfdagi funksiyalar uchun

quyidagicha bayon etish mumkin.

3.2 — teorema. Faraz gilaylik, H, H eH, u holda

1) (H,—>H)=>(H, —>H) 37



2) H,—2>H,H, (+0)=>H, —Y>H. (3.8)

Yuqorida aytilganlarga ko‘ra turli yaqinlashishlar orasidagi bog’lanishni
ifodalovchi sxema keltirishimiz mumkin . ( 3.2- shakl)

3.2 -shakl

{¢.},n>1 tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ehtimol bo‘yicha, bir ehtimol

bo‘yicha va P 0<p<w ofrtacha tartibda fundamental deyiladi, agar mos

ravishda quydagishartlar bajarilsa:

Ixtiyoriy £>0 son uchun P{ & —-¢&, |<e}—>0 nm—w, deyiladi barcha
weQ lar uchun {& (o)},n>1 ketma-ketlik fundamental{¢, (»)}funksiyalar

ketma-ketligi L” manosida fundamental ya’ni M |& —&, |°—0,n,m — .

3.3-teorema. a) ¢, — &£ (deyarli hamma joyda P ehtimol bo‘yicha) bo‘lishi

uchun Y& >0 son uchun

P{SUP|& —¢ 2 e} —>0n— o (3.9)

k>n
ning bajarilishi zarur va yetarli.

b) {£,}.n>1 ketma-ketlik bir ehtimol bilan fundamental bo‘ladi fagat va fagat

Ve >0 son uchun

P{SUPI& —¢& <&} —>0,n > oo (3.10)



bajarilsa yoki bu

P{SUPI&hi —&n <> 0n—> o0 (3.11)

k=0

gat eng kuchli. A, A,... F dan olingan hodisalarning biror ketma-ketligi bo‘lsin

eslatib o‘tamiz { A, cheksiz son } deb A, A,... hodisalardan cheksiz ko‘pi ro‘y

beradigan limA, hodisa belgilangan.

Lemma. (Borel-Kontelli)

a) Agar iP(An)<oo bo‘lsa u holda P{A, cheksiz son} shu hodisaning

ehtimoli nolga teng.

b) Agar iP(An) = Va A, A,... hodisalarga bog’liq bo‘lmagan bo‘lsa, u holda

n=1

P{A, cheksiz son}=1.

3.4-teorema. Quyidagi impilikatsiyalar o‘rinli.

gn ﬂ)g = gn L)é:’ (312)
& —LEoE=E —FE p>0 (3.13)
& ——E=E1E, (3.14)

3.5-teorema. {&,},n>1shunday nomanfiy tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

& —2 & va ME, ——>M¢E <o U holda
M| -S> 0n—>w (3.15)
o‘rinli bo‘ladi.
3.6-teorema. (Deyarli hamma joyda yaginlashishning Koshi alomati)

{¢,}.n>1tasodifiy miqdorlar  ketma-ketligi  bir  ehtimol  bilan
yaginlashuvchi bo‘lishi uchun (biror ¢ tasodifiy miqdorga) u bir ehtimol bilan

fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.



3.7-teorema. Agar ketma-ketlik ehtimol bo‘yicha fundamental

(yaginlashuvchi) bo‘lsa , u holda undan bir ehtimol bo‘yicha fundamental {z, }

gismiy fundamental ketma-ketlikni ajratib olish mumkin.
3.8-teorema.(Ehtimol bo‘yicha yaginlashishning Koshi alomati)

{&,},n=>1 tasodiy miqdorlar ketma-ketligi ehtimol bo‘yicha yaginlashuvchi

bo‘lishi uchun u ehtimol bo‘yicha fundamental bo‘lishi zarur va yetarli .

4-§. Nol yoki bir qonunlari.
1. g% gator uzoglashadi, g(_l)% yaginlashadi. Quyidagi savolga

go‘llaymiz. i% gatorning yaqinlashishi yoki uzoglashishini nima deyish

mumkin, buyerda ¢&,¢, ...—P(flzl):P(fl:—l):% ehtimolga ega. Bog’liq
bo‘Imagan bir xil tagsimlangan Bernulli tasodifiy migdorlar ketma- ketligiga
boshgacha aytganda umumiy hadi J_r% bo‘lgan qator yaginlashishi hagida
nima deyish mumkin, bu yerda “+’’ va “-’ishoralar garalayotgan ¢&,,¢&, ...

ketma- ketlikka, tasodifiy mos tartibda ‘“Tarqalgan” i% gator

n=1

yaqginlashadigan chekli giymatlarga elementar natijalar to‘plamini

A = a)i% yaginlashadi deb belgilaymiz va bu to‘plamning P(A)
n=1

ehtimolini garaymiz.

Oldindan bu ehtimol ganday qiymatlar qabul qilishi mumkinligi
ma’lum emas. Yana ajoyib holat shuki oxirida bu ehtimol fagat ikkita 0 va 1
giymat —larini qgabul qilishi mumkin. Bu natija Kolmogorovning 0 va 1
gonuni natijasi hisoblanadi.

2. (Q,F,P) - ehtimollik fazasi ¢&,¢&,.. biror tasodifiy miqdorlar ketma-

ketligi bilan F." =0(&,,&,0,-) orgali &, ¢, ... tasodifiy migdorlar bilan



hosil bo‘lgan o - algebrani belgilaymiz va X:ﬁFﬁ bo‘lsin. o - algebralar

kesishmasi yana o - algebra bo‘lganligi  uchun u holda y-o - algebra. Bu
o- algebra “dumli” yoki “qoldiq” o -algebra deb ataladi, gruppa chunki
har ganday A<y hodisa ixtiyoriy chekli n sonidan ¢,..¢&, tasodifiy
miqdorlar  qiymatlariga  bog’liq  bo‘lmaydi, faqat “¢&,&,..7 ketma-

ketliklarning cheksiz uzoq qiymatlari o‘zgarishi bilan aniglanadi.
Ixtiyoriy k > 1 uchun A, E{Z% yaqinlashuvchi} yaginlahuvchi
n=1
{Zi—”yaqinlashuvchi 4F” bo‘lgani uchun u holda A, e[\F =x shunga
n=1 k
o‘xshagan, agar &,&,..  ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsa

A, :{an yaginlashadi }Z bo‘ladi. Quyidagi hodisalar ham “qoldiq”
n=1
hodisalar bo‘ladi. Buyerda 1,eB(R),n>1
A4:ﬁ?‘|é‘n<oo ; ASZ{W”M<OO},

n n

A, :{mm“}, A, :{anqinlashadi},
n n n

= ¢
A, =1 n -1,
° {I”mJZnIogn }
Ikkinchi tomondan, B, = 4 =o barcha n>1 B, = I'iin(§1+...+§n)

mavjud va Cdan kichik % ga tegishli bo‘lmagan misollar bo‘ladi. Endi

qaralayotgan tasodifiy miqdorlar bog’liq bo‘lmagan deb faraz qilamiz.

Borel- Kontelli lemmasidagi farazlar kelib chigadi.

P(A;)=0= > P(& el,) <o

P(A) =1 ) P, el,)=w.



Shunday qilib, A; hodisaning ehtimoli > P(£, e1,) shu gatorning

yaqinlashishi yoki uzoqglashishi bog’liq ravishda faqat ikkita O va 1 qiymatlarini
gabul qgilishi mumkin. Bu tasdiq  Bernullining “ 0 yoki 1” qonuni deb
ataladi.

4.1- teorema. (Kolmogorovning “ 0 yoki 1” qonuni) ¢£,,¢&,.. bog’liq
bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi va A<y bo‘lsin, u holda

P(A) ehtimol fagat ikkita O va 1 ni gabul gilishi mumkKin.

Isbot. Isbotlash yo‘li shundan iboratki har bir “dum ~ A hodisa

o‘ziga bog’liq emas va demak
P(A()A) =P(A)-P(A) yani P(A) = P?(A)
bunda P(A)=0 yoki 1 ekanligini ko‘rsatishdir.
Agar Ac y,bo'lsauholdaAeF" =0 §,5,... 3 G(U F"), va bu yerda

A eF", nx1 toplamlarning n— o daP(AAA,) —0 bundan,

P(A,) = P(A),P(A,[A) - P(A) (4.1)
kelib chigadi.
Lemma. Agar Aceybo‘lsa, u holda har bir n>1uchun A, va A
hodisalar bog’liq bo‘lmagan  P(A[)A,)=P(A)P(A,) bundan (4.1) ga ko‘ra

P(A)=P?(A), kelib chigadi va demak P(A)=0 yoki 1 teorema ishotlandi.

Natija— 77 - “dumli” },0 algebraga nisbatan o‘lchovli tasodifiy
migdorlar yani H€B & 7,BeB(R) bo‘lsin, u holda, 5 aynigan tasodifiy
miqdor bo‘ladi., ya’ni  shunday ¢ konstanta mavjudki P(7 =cC)=1.
3. Quyida Kkeltirilgan 4.2- teorema Kolmogorovning “ 0 yoki 1”

gonunining trival bo‘lmagan go‘llanilishiga misol bo‘lib xizmat qiladi.

E,E .. P(E,=)=P P& =-1)=q, p+tgq=1 n=>1, ehtimollarga esa bog’liq



bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma- ketligi va S=¢& +..+&, Dbo‘lsin,

Intensiv tushunarliki P:%.Simmetrik holda S,, n>1 tasodifiy deb olishning

“tekis” trayektoriyalari cheksiz ko‘p marta 0 dan o‘tadi P;t% holda esa
tengizlikka “ketadi” endi aniq natijani bayon etamiz.
4.2-teorema.

a) Agar p=1/2 bo‘lsau holda P(S, =0 cheksiz son marta) =1
b) Agar P¢% u holda P(S, =0 cheksiz son marta) =0

Isbot. Avvalo B=(S, =0 cheksiz son marta ) * dumli ~ bo‘lmasligini
ta’kidlaymiz, ya’'ni Bey=(F’ F’ =0 &,& ... shuning uchun, prinsp
jihatdan B hodisa ehtimoli fagat 0 yoki 1 giymatlarini gabul gilishi ravshan.

b) tasdig Borel Kantelle lemmasi bir gismini go‘llash bilan oson isbotlanadi,

hagigatdan agar,

B,, = % =0 bo‘lsa uholda Sterling formulasiga kora

non 0 (4pQ)"
P(B, )=C,. "P"-q" ~
(2) 2 q \/%

va demak, »,P(B,,) <o shuning uchun P(s, =0 cheksiz son marta) = 0

— S, .S : :
a) tasdigni isbotlash uchun A ={ \/;=oo mﬁ=— _hodisa bir

ehtimollikka ega bo‘lishini isbotlash yetarli chunki, A<B

A {l.m

Bu yerda oxirgi tengsizlikning Muavr-Laplas teoremasidan kelib chigadi.

>C TP(

>C)>O

=



Demak, barcha ¢>0 lar uchun P(A/)=1 va demak, P(A)=1LFEP(AC)=1
teorema isbotlandi.

4, Yana bir marta ta’kidlaymizki, B ={S,=0 cheksiz son marta}  hodisa
“dumli” hodisalar holidagi fagat O yoki 1 qiytmatlarni qabul giladi. Bu holat
tasodifiy emas va Xyuitta va Sevidja “ 0 yoki 17 qonunining katta jihati
hisoblanadi. U bog’liq bo‘Imagan bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar
holi uchun 4.1- teorema natijasini “ O‘rin almashtiruvchi ” hodisalar sinfiga

umumlashtiradi ( bu sinf o‘z ichiga “dumli” hodisalar sinfini ham oladi).

Zarur ta’rifni  keltiramiz: (1, 2, ...) to‘plam o°z-o‘ziga o‘zaro bir
giymatli 7= (r,,7,..) almashtirishni chekli o‘rin almashtirish deb ataymiz, agar
chekli sondan n-lardan tashqari barcha n-larda 7,=n bo‘lsa agar,
E=(&,¢,..) tasodifiy migdorlar ketma-ketligiga bo‘lsa u holda =(¢) orgali
(¢m, ém,..) ketma —ketlikni belgilaymiz. Agar, A=(£eB),BeB(R”) u holda,
z(A) orgali A= ¥<B ,BeB(R”) hodisani belgilaymiz. A=(£eB),BeB(R"),
hodisani o‘rin almashtirishli deymiz. Agar ixtiyoriy chekli = o‘rin
almashtirish uchun  z(A) hodisa A bilan ustma- ust tushsa o‘rin
almashtirishli hodisaga misol bo‘lib A =(S, =0 cheksiz son marta ) bu yerda
S, =(& +...+&,) hodisa xizmat giladi. Bundan tashqari S, =¢&,, S, =¢& +&,

miqgdorlar bilan hosil bo‘lgan 4
ZG} ﬂFnOO(S) =0 '%Sn ! Sn+1"" 3

“dumli ” o - algebradagi har bir hodisa o‘rin almashtirishli bo‘ladi.

4.3-teorema. (Xyuitta va Sevidja 0 yoki 1 qonuni ) . &,¢&,.. bog’liq
bo‘lmagan bir xil tagsimlangan tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi va
A= d(&.&,..)eB - o‘rin almashtirishli ~ hodisa  bo‘lsin. U holda
P(A)=0 yoki 1.



Isbot. A= 4eB o‘rin almashtirishli bo‘lsin.B, € B(R") to‘plamlarni

shunday tanlaymizki A, = &;(,.,,..&,)eB,
P(AAA,)) >0 new (4.2)

&, ¢, ..., tasodifiy miqdorlar bog’liq bo‘lmagan bir xil tagsimlangani uchun , u
holda P.(B)=P(¢seB) va P_ . (B)=P(z,(£)eB) ehtimollar tagsimoti  ustma-
ust tushadi. Demak, P(AAA )=P.(BAB)=P, .,(BAB) A hodisa o‘rin
almashtirishli bo‘lganligi uchun

A= deB F7,(A)= 4,(5)eB (4.3)

Shuning uchun

P, ()(BAB) =P (&) eB)A(r,(&)eB,) *

4.4) (4.3) va (4.4) dan
=P ¢ cB)A(r,()eB,) 3P AAx,(A) ] @4 @3 vade)

P(AA(A,) =P (AAz, (A,)) (4.5)
(4.2) ga ko‘ra bundan,
P(AA(Anﬂﬁn(A])))—)O n— o0 (4.6)

Kelib chigadi. Shuning uchun (4.2),(4.5) va (4.6)

P(A,) —>P(A), P(7z,(A,)) —>P(A),

4.7
P(A,[()7.(A)) = P(A), (4.7)

degan xulosa kelib chigaramiz. &;,<&, ... tasodifiy miqdorlmi  bog’lig

bo‘Imasligidan

P(A A7, (A,)) =P{(&,.. &) €
Bn’(é:nﬂ"“f é:Zn) < Bn}: P(An)P(ﬂ'n (An)) '

Bundan (4.7) ga ko‘ra  P(A)=P*A) va P(A)= 0 yoki 1

teorema ishotlandi.



5-§.Qatorlar yagqinlashishi.
1. &,¢&,... bog’liq bo‘lmagan miqdorlar ketma-ketligi S, =& +..+& va
A:i;’(a)) chekli limiti yaginlashadigan » elementar natijalar to‘plami deb
=}
faraz gilamiz. Kolmogorovning “ 0 yoki 1” gonunidan P(A)= 0 yoki 1 kelib
chigadi, yani bir ehtimol bilan igm gator vyaginlashadi yoki uzoglashadi. Bu

paragrifning  maqgsadi  bog’liq bo‘lmagan tasodifiy miqgdorlardan fagat
gator yaqinlashishini yoki uzoglashishini aniglashga imkon beruvchi alomatni
berishdan iborat.

5.1-teorema. (Kolmogorov va Xinchin)

a) Agar M&, =0, n>1 va il\/l;-‘n2 <o (5.1)

n=1

bo‘lsa u holda ign gator birlik ehtimol bilan yaginlashadi.

b) Agar shu bilan birga &, tasodifiy migdorlar tekis chegaralangan
P( & |<c)=Lc<wx), bo‘lsau holda, teskari ham o'rinli ,ya’ni > M¢,? <o
kelib chigadi.
Bu teorema isboti quyidagi tengsizlikka asoslanadi.
Kolmogorov tengsizliklari.

a) £.,5,,.E M¢& =0 ME? < oo, i<n shartlarni ganoatlantiruvchi

bog’lig bo‘Imagan tasodifiy miqgdorlar bo‘lsin, u holda ixtiyoriy >0 uchun

2
5,2 § M (5.2)

2
g

P max

1<k<n

b) Agar shu bilan birga P(|%|<c)=1 i<n bo‘lsauholda



Pl_aé)rfsk‘zgal_ MSn2 (53)
Isbot. @) A=maxlS|>s , A =[4|<e..k=1S|>¢ J 1<k<n deb

belgilaymiz. U  holda A=) A va MS*>Ms’l, => MS?l, lekin
MS, 7l e +2MS, (&g +oe+ E) L + MGy +o+ )Ly 2MS 71, chunki

MS, (& +tE)y =MS, 1, +..+&)=0 va faraz gilingan bog’liq bo‘Imaslik
va Mé& =0 i<n shartlarga ko‘ra. Shuning uchun
MS,* =D MS 1, >£°> P(A)=¢’P(A) (5.3) va bu birinchi tengsizlikni

isbotlaydi. (5.3) tenglikdan
MS,*1, =MS 2 —MS ’l, >MS,*> —£?P(A)) = MS,* —£2 +£*P(A) (5.4)

Ikkinchi tomondan A to‘plamda |S,,|<e&,[S,|<|S,.|+|& | < &+c va demak,
MS,“1, =D MS*ly +> M(l, (S, —S,)* <(g+¢)*> P(A)+
k k k

+ zn:ngz < P(A){(gﬂ;)z +Zn:|v|§f} =P(A) [.9+c)2 + anzj (5.5)

j=k+1

(5.4) va (5.5) dan

P(A) ME -6 (£+c)° o1 (e+0)’

(6102 +MEZ g2 (s40)° +MEZ g M 2

(5.3) tenglik isbotlandi.

5.1- teorema isboti. a) 3 paragraf 3.6-teoremaga ko‘ra (S,),n>1 ketma-

ketlik bir ehtimol bilan yaginlashadi fagat va fagat shundaki bu ketma-ketlik
bir ehtimol bilan fundamental bo‘lsa 3 paragraf 3.3-teoremaga ko‘ra

(S,),n>1 ketma- ketlik fundamental bo‘ladi fagat va fagat shundaki

P{sup|Sn+k —Sn|25}—>0 n— oo (5.6)
k>1



o‘rinli bo‘lganda (5.2) ga ko‘ra

o0

2 M&;

Y, &
Spu —Sa|2€ §|Imk8—2

n—o

Sn+|< _Sn|28}= Iim P max

1<k<N

P{sup

k>1

Shuning uchun agar ng“f <o bo‘lsa, u holda (5.6) chi shart bajariladi
k=n

va demak ign gator birlik ehtimol bilan yaginlashadi.

n=1

b) igm gator yaginlashsin , u holda (5.6) ga ko‘ra yetarlicha katta n-lar
n=1

uchun
1
P{sup|8n+k —Sn|2g}<— (5.7)
k=1 2
(5.3) gako‘ra

2
P{s.up|ser -s,|> g} SO CLl
k>1

2
2MS,
Shuning uchun agar ngﬁ = deb faraz gilsak u holda

k=n

P{sup|Sn+k -S,|2 g} =1
k>1

bu esa (5.7) tenglikka ziddir. Teorema isbotlandi.

5.1-misol: Agar

Enby—  P(E =+1) =P(&, =-1) :%.



Shartlarni qanoatlantiruvchi bog’liq bo‘lmagan Bernilli tasodifiy migdorlar

ketma-ketligi bo‘lsa u holda ifnan gator bu yerda  |a,|<c 1- ehtimol bilan
=i
fagat va fagat i a’s <o bo‘lganda yaginlashadi.
o
5.2-teorema. (“ikki gqator haqidagi teorema ”) .
Bog’liq bo‘lmagan tasodifiy migdorlardan tuzulgan il\/lfn gator bir
=

ehtimol bilan yaginlashishi uchun ian va ing gatorlar bir vagtda

yaginlashishi yetarli, agar shu bilan birga P(&,|<c)=1, n=1 bo‘lsa, u holda

bushart zarur shart ham bo‘ladi.
Isbot. Agar iDgn bo‘lsa u holda 5.1- teoremaga ko‘ra i(ﬁ—Mafn)
= =
gator yaginlashadi. Lekin farazga ko‘ra ngn yaginlashadi. Shuning
=
uchun ifn gator ham vyagqinlashadi. Zarururiyligini  isbotlash  uchun
=
“Simmetrik  yaqinlashishning ” quyidagi usulida  foydalanamiz. &,<, ...

ketma-ketlik bilan birga unga bog’liq bo‘lmagan c}l,éz .. bog’lig

bo‘Imagan tasodifiy migdorlar ketma-ketligini garaymiz & ham &,,n>1 kabi

tagsimotga ega. O‘z navbatida bu faraz umumiylikni chegaralamaydi. U holda

agar ign yaginlashsa u holda én, gator ham yaginlashadi. Demak

<2c)=1.

i(f—an) gator ham lekin i(f—M ) va P(gfn—é-‘n

Shuning uchun iD(fn - én)<0 bundan iDz}n :%i D(g—én) <,



Shuning uchun 5.1- teoremaga bir ehtimol bilan i(f—l\/l &.) gator
yaqin -lashadi. Demak ian gator ham vyaginlashadi. Demak ign qator
n=1 n=1

yaginlashishidan P(&,|<c)=1, n>1 farazda ikkita ian va iDgn

gatorlar yaqginlashadi. Teorema isbotlandi.

3. Quyidagi teorema ign gator yaginlashishining tasodifiy miqdorining
chegaralanganligi farazlarsiz zarur va yetarli shartini beradi.

C - biror konstanta va

. [& Kl=c
= _{0, E]>c

bo‘lsin.

5.3-teorema. (“ uchta gator ” hagidagi Kolmogoriv teoremasi).

£,¢&, ... bog’lig bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lsin igfn

n=1

gatorning bir- ehtimol bilan yaginlashishi uchun ixtiyoriy c¢>0 son uchun
ng“n, Z.O:Dg“n, iP(|§|2c) gatorlarning yaqginlashishi zarur va biror

¢>0 da bu gatorlar yaginlashishi uchun yetarli.

Isbot. Yetarliligi “Ikki qator ” haqidagi teoremaga asosan » &%  gator

n=1

bir ehtimol bilan yaginlashadi, lekin agar iP(|§n|2C)<oo bo‘lsa u holda

Borell Kontelli lemmasiga asosan bir ehtimol bilan demak, il(|§n|>c)<oo
n=1

chekli sondagilardan tashqari barcha n-larda &, =¢&° o‘rinli. Shuning uchun

ign gator ham  yaginlashadi.



Zarurlig. Agar ign gator yaginlashsa & —0 va demak ixtiyoriy ¢>0

chekli sondagi hodisalardan ko‘p bo‘lmaganlari uchun §|>c berilishi

mumkin.  Shuning uchun i|(|§n|>c)<oo va Borell Kontelli lemmasi

2 - gismiga ko‘ra ip(|§n|20)<oo gator igm gatorning uzoglashishidan
n=1 n=1

if% qator yaqinlashishi kelib chigadi. Shuning uchun “Ikki qator” haqidagi

n=1

teoremaga asosan > M¢&, va > D&, qatorlarning har biri yaginlashadi.
n=1 n=1
Teorema isbotlandi.

Natija. &,¢&,..—Mé& =0 bo‘lgan bog’liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar

bo‘lsin u holda agar ZM <o bo‘lsa, uhoda iéﬁ gator bir ehtimol
n=1 n=1

1+|§ |
bilan yaginlashadi.

Isbot.

|§| we  SMEIE <n+lE106]>) ko ekanligini

hisobga olamiz. Shuning uchun agar ¢ =¢&,1(4,|<)  bo‘lsa, u holda

Y M(& ) <o ME =0 bo‘lgani uchun

=Z°j:||\/|§n|(|§n|31)|:Z'j:||\/|;-‘n||(|gn >qsi|\/| £ 1(&]>1) <o

Demak, iMafln va inln gatorlarning har biri yaginlashadi.
Chebishev tengsizligiga asosan

PHEI>1 FPE105]>D)>1 FM(E1E) >D).

Shuning uchun iP(|§n|>1)<oo shu bilan ifn gatorning yaginlashishishi

“Uch gator” hagidagi teoremadan kelib chigadi.



Xulosa

Ushbu malakaviy bitiruv ishi tasodifiy miqdorlardan tuzilgan gatorning
yaginlashishini o‘rganishga bag’ishlangan. Bitiruv malakaviy ishi kirish,ikkita
bob, Dbeshta paragraf, xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatidan

iborat.



Birinchi paragrafda ehtimollar nazariyasi aksiomalari va ehtimolning

xossalari keltirilgan.

Ikkinchi paragrafda tasodifiy miqdor va tagsimot funksiyalar, tagsimot

turlari va tasodifiy migdorlar sonli xaraktristikalari keltirilgan.

Uchinchi paragrafda tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun yaginlashish

turlari va ularga doir teorema va tasdiglar keltirilgan.

To‘rtinchi paragrafda “qoldigli” hodisalar uchun Kolmogorovning
“0 yoki 17 gonuni keltirilgan. Shuningdek “qoldigli” hodisalar ¢ —algebrasi
elementlari va “qoldiqli” hodisa bo‘lmaydigan tasodifiy hodisalarga misollar
keltirilgan.

Beshinchi  paragrafda tasodifiy qatorlarning yaginlashishi to‘g’risidagi
asosily  teoremalar keltirilgan. Bog’liq bo‘lmagan tasodifiy migdorlardan
tuzilgan tasodifiy gatorning yaginlashishi to‘g’risidagi Kolmogorov- Xinchin,
“ikki gator”, “uch gator” yaqinlashishi haqidagi teoremalar keltirilgan. Bu
paragrafda tasodifiy qatorlar yaqginlashishi to‘g’risidagi teoremalarning
tadbig’iga doir yetarlilik shartlarining muhimligini ko‘rsatadigan tasodifiy

gatorlarga misollar keltirilgan.
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