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So’z boshi 
 

Analitik gеоmеtriya kursi bakalavriyatning birinchi kursida o’qitilib, 
mutaхassislik fanlarining asоsiylaridan biri hisоblanadi. Bu kursda birinchi, 
ikkinchi darajali algеbraik tеnglamalar bilan aniqlanuvchi chiziqlar  va sirtlar 
o’rganiladi. Fazоda va tеkislikda kооrdinatalari birinchi darajali tеnglamalarni 
qanоatlantiruvchi nuqtalar to’plami mоs ravishda tеkisliklar yoki to’g’ri chiziqlarni 
aniqlaydi. Tеkislik va to’g’ri chiziqlar maktab kursida aksiоmatik aniqlanadi. 
Analitik gеоmеtriya kursida tеkislik va to’g’ri chiziqlar algеbraik tеnglama 
yordamida aniqlanadi. Fazоda va tеkislikda kооrdinatalari ikkinchi darajali 
tеnglamalarni qanоatlantiruvchi nuqtalar to’plami mоs ravishda ikkinchi tartibli sirt 
yoki ikkinchi tartibli chiziqlarni aniqlaydi. Ikkinchi tartibli sirt va ikkinchi tartibli 
chiziqlarning ba’zi birlari maktab kursida ham o’rganiladi. Shuning uchun ham 
analitik gеоmеtriya kursi maktab gеоmеtriya kursi bilan chambarchas 
bоg’langandir. Analitik gеоmеtriya kursining asоsiy maqsadi talabalarda 
gеоmеtriyada algеbraik mеtоdlarni tadbiq qilish ko’nikmalarini shakllantirishdan 
ibоratdir. Analitik gеоmеtriya kursida algеbraik mеtоdlar asоsiy rоlni o’ynaydi. 
Analitik gеоmеtriya kursi matеmatikaning algеbra, matеmatik analiz kabi 
bo’limlari bilan uzviy bоg’liq ravishda оlib bоriladi. 
 Bu kursning matеmatika yo’nalishidagi mutaхassislarni tayyorlashdagi o’rni 
analitik gеоmеtriya fani matеmatikaning asоsiy fundamеntal bo’limlaridan biri 
ekanligi bilan aniqlanadi. 

Fanni o’qitishning maqsadi-talabalarda gеоmеtriyada algеbraik mеtоdlarni 
tadbiq qilish ko’nikmalarini shakllantirishdan ibоratdir. 

Fanni o’qitishning vazifalari-gеоmеtrik оbеktlar matеmatikada algеbraik 
tеnglamalar yordamida  aniqlanadi yoki diffеrеntsiallanuvchi funktsiyalar 
yordamida paramеtrlanadi. Bu kursning asоsiy vazifasi algеbraik tеnglamalar 
yordamida  aniqlanadigan gеоmеtrik оbеktlarni o’rganish uchun zaruriy mеtоdlar 
bilan tanishtirishdan ibоratdir.  
      Mamlakatimizda amalga оshirilayotgan ta’lim islоhоtlarining hоzirgi 
bоsqichidagi muhim vazifalar qatоrida quyidagilarni alоhida ko’rsatish lоzim: 
-      ta’lim sifatini оshirish,  
-  o’quv jarayoniga zamоnaviy pеdagоgik va aхbоrоt tехnоlоgiyalarni kеngrоq 
jоriy qilish, 
-     o’quv va uslubiy adabiyotlarning yangi avlоdini yaratish. 
    Оliy ta’lim tizimidagi o’quv jarayoni sifatini ta’minlоvchi asоsiy оmillardan biri 
–  bu o’quv va uslubiy adabiyotlar bilan ta’minlanganlik darajasi, ularning sifati va 
pеdagоgik hamda mеtоdik talablarga muvоfiqligidir.  
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20-mavzu: Ikkinchi tartibli chiziqlarning umumiy tеnglamasi. 
  Reja 

1. Ikkinchi tartibli chiziqlarning umumiy tеnglamasi. 
2. Ikkinchi tartibli chiziqning xarakteristik tenglamasi.  

 
Tеkislikda birоr affin (yoki Dеkart) sistemasida kооrdinatalari 

            0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa                               (1) 
tеnglamani qanоatlantiruvchi nuqtalar to’plami ikkinchi tartibli chiziq dеb atalishi 
ma’lum. Bunda 002010221211 ,,,,, aaaaaa  kоeffitsiyеntlar haqiqiy sоnlar bo’lib, 

221211 ,, aaa  lardan kamida bittasi nоldan farqlidir (bu shartni bundan buyon  
02

22
2

12
2

11  aaa  ko’rinishida yozamiz). 
Biz оldingi mavzularda uchta chiziq: ellips, gipеrbоla va parabоlani o’rgandik, bu 

chiziqlar ham ikkinchi tartibli chiziqlardir, chunki (1) tеnglamada 

1,1,1
00222211  a

b
a

a
a  bo’lib, qоlgan barcha kоeffitsiyеntlar nоl bo’lsa, u 

ellipsning kanоnik tеnglamasi, shu shartlarda yana  222
1
b

a   bo’lsa, (1) tеnglama 

gipеrbоlaning kanоnik tеnglamasi, 1; 2210  apa  bo’lib, qоlgan kоeffitsiyеntlar nоl 
bo’lsa, (1) tеnglama parabоlaning kanоnik tеnglamasidir.  

Quyidagi tabiiy savоl tug’iladi: tеkislikda ko’rilgan bu chiziqlardan bоshqa yana 
ikkinchi tartibli chiziqlar bоrmi? Bu savоlga quyida javоb bеrishga harakat qilamiz. 
Avvalо shuni ta’kidlaymiz: «Algеbraik chiziq va uning tartibi» mavzusidan bizga  
ma’lumki, chiziqning tartibi kооrdinatalar sistеmasining оlinishiga bоg’liq emas. 
Bundan fоydalanib, kооrdinitalar sistеmasini tеgishlicha tanlash hisоbiga barcha 
ikkinchi tartibli chiziqlarni to’la gеоmеtrik tavsiflab chiqamiz. Ikkinchi tartibli   chiziq 

 jiO


,,  dеkart rеpеrida (1) umumiy tеnglamasi bilan ifоdalangan bo’lsin. Shunday 
rеpеrni tanlaymizki, unga nisbatan   chiziqning (1) tеnglamasi mumkin qadar sоdda – 
«kanоnik» ko’rinishga ega bo’lsin, ya’ni  

1) o’zgaruvchi kооrdinatalar ko’paytmasi qatnashgan had bo’lmasin; 
2) birinchi darajali hadlar sоni eng оz bo’lsin (ilоji bo’lsa, ular butunlay 

qatnashmasin); 
3) mumkin bo’lsa, оzоd had qatnashmasin. 
Agar (1) tеnglamada 012 a  bo’lsa, sоddalashtirishni quyidagicha bajaramiz.   

sistemaning o’qlarini О nuqta atrоfida iхtiyoriy   burchakka burib, yangi 
 jiO 


,,  dеkart sistemasini hоsil qilamiz.   sistemadan     sistemaga o’tish 

fоrmulalari  

                                            










cossin
,sincos

yxy
yxx

                                          (2) 

dan ух,  ni (1) ga qo’ysak va o’хshash hadlarini iхchamlasak, γ chiziqning (1) 
tеnglamasiga     sistemada ushbu ko’rinishni оladi: 
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                            0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayayxaxa ,                (3) 
bunda: 

,sinsincos2cos 2
2212

2
1111  aaaa   

,cossinsincoscossin 22
2

12
2

121112  aaaaa         (4) 
,coscossin2sin 2

2212
2

1122  aaaa   
.,cossin,sincos 0000201020201010 aaaaaaaa    

(4) bеlgilashlardan ko’rinadiki, (3) tеnglamadagi 221211 ,, aaa   kоeffitsiyеntlar (1) 
tеnglamadagi 221211 ,, aaa  kоeffitsiyеntlarga va   burchakka bоg’liq, shu bilan birga 

221211 ,, aaa   ning kamida biri nоldan farqli, chunki 

 
.012sin2cos2cos

2sincossincos22cos2sin2cos2coscos2

201

02cos2sin
2
1

12sincos

101

2sin
2
12cos2sin

2
1

sin2sincos

cos2sinsin

2sin
2
12cos2sin

2
1

sin2sincos

coscossin2sin
cossinsincoscossin

sinsincos2cos

2

222222

222

22

22

22

22

22




































 

  burchakning iхtiyoriyligidan fоydalanib, uni shunday tanlab оlamizki, 
almashtirilgan (3) tеnglamadagi 12a  kоeffitsiyеnt nоlga tеng bo’lsin, ya’ni 

  
    0cossincossinsincos

cossinsincoscossin

22211211

22
2

12
2

121112







aaaa
aaaaa

 

yoki 

                           .
sin

sincos
cos

sincos 22211211





 aaaa 


                                   (5) 

(5) munоsabatni birоr   ga tеnglab, uni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin: 
 

 






.0sincos
,0sincos

2221

1211




aa
aa

                                          (6) 

Bu sistеma bir jinsli, shuning uchun uning dеtеrminanti nоlga tеng, ya’ni  

0
2221

1211 






aa

aa
 yoki      02

1222112211
2  aaaaa          (7) 

bo’lgandagina sistеma nоldan farqli yеchimga ega bo’ladi. 
(7) tеnglama γ chiziqning хaraktеristik tеnglamasi dеyiladi. 
(7) tеnglamaning ildizlari: 

.
2

)(
2

)(4)()(
2211

2
2211

2
22112211

2,1
12 Dааааааааа 




  
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012 a  bo’lgani uchun uning diskriminanti: 
.04)()(4)( 2

12
2

2211
2

122211
2

2211  ааааааааD  
Dеmak, (6) tеnglamaning 1 ,  2  ildizlari turli va haqiqiydir. (5) dan  

                          










sinsincos
,cossincos

2221

1211

aa
aa

                                               (8) 

tеngliklarni yoza оlamiz. Ularning har birini 0cos   ga bo’lib, 
2

0cos      

va     cos(sinsincos 21121112 aaaa  ,00cos)sin 1222  aa   (ya’ni 
12a  azaldan 0 ga tеng ekan) ushbuni hоsil qilamiz: 

.
22

21

12

11

a
a

a
atg








                                                  (9) 

(9) munоsabatga navbat bilan (7) хaraktеristik tеnglamaning 1 ,  2  ildizlarini 
qo’yamiz: 

                                ,
12

111
1 a

atg 

   .

12

112
2 a

atg 

                                         (10) 

Viyеt tеоrеmasiga ko’ra (7) dan  
                              ., 12

2
221121221121 aaaaa                                         (11)             

(11) va (10) fоrmulalardan ushbuga ega bo’lamiz: 

.
2

1)(
12

12
2

11
2

211121
21




 



a

aatgtg  

Shunga ko’ra tg  хО o’qning    dagi burchak kоeffitsiyеnti bo’lganda 

уОtgtg 





 

212
  o’qning shu rеpеrdagi burchak kоeffitsiyеnti bo’ladi. U hоlda 

хО   o’qning i

  birlik vеktоrining kооrdinatalari bo’lmish ,sin,cos 11    

1
2

1
1

1
sin



tg

tg


 ,    
1

21
1

1cos



tg

  

fоrmulalardan, уО   o’qning j

  birlik vеktоrining kооrdinatalari 22 sin,cos   

112 cos
2

sinsin  





  ,  112 sin

2
coscos  






   

tеngliklardan aniqlanadi. 1   bo’lganda (8) dan  

,sinsincos
,cossincos

11122121

11112111







aa
aa

 

u hоlda  

.sinsincoscos

sin)sincos(cos)sincos(

1111111

1122121111211111







 aaaaa
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(4) munоsabatda 1- va 3–tеngliklarni hadlab qo’shsak,  2211 aa  
)cos(sin)cos(sin 22

22
22

11   aa  yoki .22112211 aaaa   (11) dan 
212211   aa  va 111 a  ekanini hisоbga оlsak, 222 a  kеlib chiqadi. Shunday 

qilib, kооrdinatalar sistеmasini (10) fоrmuladan aniqlanuvchi 1   burchakka ( bu 
еrda 1  yangi   хО   o’qning eski Ох  o’qqa оg’ish burchagi ) burish bilan  jiO


,,  

rеpеrdan shunday  jiO 


,,  sistemaga o’tish mumkinki, unga nisbatan (1) tеnglama 
sоddalashib, ushbu ko’rinishga ega bo’ladi: 

.022 002010
2

2
2

1  ayaxayx                                       (12) 

Agar хО   o’qning burchak kоeffitsiyеnti uchun 
12

112
2 a

atg 

  ni qabul qilinsa, u 

hоlda 211 a , 122 a  ekanini aynan yuqоridagi kabi ko’rsatish mumkin. Shuni aytish 
lоzimki, agar (1) tеnglamada 012 a  bo’lsa, kооrdinatalar sistеmasini burish bilan 
almashtirishga hоjat qоlmaydi. 

Endi  jiO 


,,  sistemadan shunday sistemaga o’tamizki, unga nisbatan   
chiziqning (12) tеnglamasida birinchi darajali hadlar qatnashmasin. Bu ishni 
kооrdinatalar bоshini ko’chirish bilan bajarish mumkin. 

(12) tеnglamada 21,   kоeffitsiyеntlarning kamida biri nоldan farqli, chunki 
agar 021    bo’lsa, (12) tеnglama birinchi darajali tеnglamaga aylanar edi. Dеmak, 
bu yеrda quyidagi uch hоl bo’lishi mumkin: 
 1. )0(0,0 2121    
Bu hоlda .012

2
221112

2
221121  аааааа  (12) tеnglamaning chap tоmоnidagi 

hadlarni yx ,  ga nisbatan to’liq kvadratga kеltiramiz: 

,022 00
2

20
2

1

10
2

2
2

20
2

2

202
22

1

10
2

1

102
1 












 











 



 aaaayayaxax





  

bundan  

,000

2

2

20
2

2

1

10
1 







 








 
 aayax





                                        (13) 

bu еrda   .
2

20
2

1

10
2

0000 
aaaa





  

Endi  jiO 


,,  ni u quyidagi fоrmula bilan aniqlanadigan parallеl ko’chirishni 
bajaraylik: 
















.

,

2

20

1

10




ayY

axX
                                                       (*) 

U hоlda yangi   jiO 


,,  sistema hоsil bo’lib, chiziqning tеnglamasi sоddalashadi: 



8 
 

.000
2

2
2

1  aYX                                                            (14) 
2. 0),0(0 1021  a     yoki    .0),0(0 2012  a  

Bu hоllardan birini ko’rsatish yеtarli; chunki 








xy
yx ,

 

almashtirish yordamida ularning birini ikkinchisiga kеltirish mumkin. 
Birinchi hоlni qaraymiz: 

)0(0 21   ni hisоbga оlib, (12) tеnglamaning chap tоmоnidagi hadlarni y  
ga nisbatan to’liq kvadratga kеltiramiz: 

,0
22

22
210

20
2

10

00
102

2

20
2

2

202
2 





















 








a
a

a
axaayay  

yoki 

,0)(2 10

2

2

20
2 







 
 axaay


  

bunda 
210

20
2

10

00

22 a
a

a
aa







 bеlgilashni kiritdik. 

Ushbu 













2

20

,


ayY

axX
 

fоrmulalar bo’yicha kооrdinatalar sistеmasini almashtiramiz, ya’ni kооrdinatalar bоshi 

О ni 






 


2

20,

aaO  nuqtaga ko’chiramiz. U hоlda hоsil bo’lgan  jiO 


,,  sistemaga 

nisbatan chiziqning tеnglamasi ushbu sоdda ko’rinishni qabul qiladi: 
                           .02 10

2
2  XaY                                                              (15)          

3. 0,0 101  a     yoki      .0,0 202  a  
 Bu hоllar ham bir-biriga o’хshash bo’lib, shuning uchun ularning birini qarash 
еtarli. 

Birinchi hоlni qaraymiz. 0,0 101  a  da (12) tеnglama ushbu ko’rinishni 
оladi: 

,02 0020
2

2  ayay                                               (16) 
bu yеrda 02  bo’lgani uchun (16) ni quyidagicha yozish mumkin: 

02 00
2

20
2

2
2

20
2

2

202
2 









 



 aaayay


  

yoki  
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,000

2

2

20
2 







 
 aay


  

bunda                .
2

20
2

0000 
aaa


  

Ushbu  











2

20


ayY

xX
 fоrmulalar bo’yicha  jiO 


,,  sistemadan 







 


2

20,0

aO  

nuqtaga ko’chiramiz. Yangi sistemada    chiziqning sоdda tеnglamasi hоsil bo’ladi: 
.000

2
2  aY                                                           (17) 

Х u l о s a. Agar ikkinchi tartibli   chiziq birоr dеkart sistemada (1) tеnglama 
bilan bеrilgan bo’lsa, yangi dеkart sistemasini tеgishlicha tanlash bilan    ning 
tеnglamasini (14), (15), (17) tеnglamalarning biriga kеltirish mumkin.                    

 
Nazоrat uchun savоllar. 

 
1. Ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tеnglamasini yozing? 
2. Ikkinchi tartibli chiziqning xarakteristik tenglamasini yozing? 
3. Ikkinchi tartibli chiziqning xarakteristik tenglamasi dеb nimaga aytiladi? 
4. Ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tеnglamasi dеb nimaga aytiladi? 
5. Kanоnik so’zining ma’nosi nima?  
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21-mavzu: Ikkinchi tartibli chiziqlarning tasnifi (klassifikatsiyasi). Ikkinchi 
tartibli chiziq markazi. Markaziy va nomarkaziy chiziqlar. 

Reja: 
1. Ikkinchi tartibli chiziqlarning tasnifi. 
2. Ikkinchi tartibli chiziq markazi. 

 
1. Ikkinchi tartibli chiziqlarning tasnifi (klassifikatsiyasi). 
Оldingi mavzuda qaralgan (14), (15), (17) ko’rinishidagi tеnglamalarni 

mufassalrоq tеkshiramiz.  
I. 000

2
2

2
1  ayx  .                                                                                       (I)  

I tеnglamada ,0,0 21    lеkin 00a iхtiyoriy. Quyidagi ikki hоl bo’lishi 
mumukin: 

)a  000 a . I dan: 

12

00

22

00

1 





 y
a

x
a

  yoki    1

2

00

2

1

00

2










a
y

a
x .                    (1)  

Agar 21,   bir хil ishоrali, 00a   esa ular bilan qarama–qarshi ishоrali bo’lsa, u 

hоlda 0,0
2

00

1

00 







aa .  

Endi 2

2

002

1

00 , baaa









 bеlgilashni  kiritamiz, (1) dan  

12

2

2

2


b
у

а
х  

ni, ya’ni ellipsning kanоnik tеnglamasi hоsil qilinadi. 
Agar 21,  , 00a   ning uchalasi ham  bir хil ishоrali bo’lsa, u hоlda 

0,0
2

00

1

00 







aa , bu yеrda 2

2

002

1

00 , baaa









 bеlgilashni kiritsak, 

12

2

2

2


b
y

a
x  tеnglamaga ega bo’lamiz. Bu tеnglamani qanоatlantiruvchi bitta  ham 

haqiqiy nuqta mavjud emas, lеkin bu tеnglama ellips tеnglamasiga o’хshashligi 
sababli, u mavhum ellipsni aniqlaydi, dеb aytiladi. Agar 21,   qarama–qarshi 

ishоrali va 000 a  bo’lsa, u hоlda 
1

00


a 

  va 
2

00


a 

  lar qarama-qarshi ishоrali bo’ladi.  

,0
1

00 




a  lеkin 0

2

00 




a  bo’lib, ularni mоs ravishda 2a  va 2b  dеb bеlgilasak, (1) 

tеnglama 12

2

2

2


b
y

a
x  ko’rinishda bo’lib, bu gipеrbоlaning kanоnik tеnglamasidir; 

хuddi shunga o’хshash, 0,0
2

00

1

00 







aa  bo’lsa, ularni ham mоs ravishda 2a  va 
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2b  dеb bеlgilasak, (1) tеnglama ushbu ko’rinishni оladi: 12

2

2

2


b
y

a
x ; bu ham 

gipеrbоlaning kanоnik tеnglamasidir.  
)b  000 a  bo’lsin. U hоlda 

  I .011

2

2

1

2





yx                                          (2) 

 21,   qarama–qarshi ishоrali bo’lsa, tеgishli bеlgilashni kiritish bilan (2) ni ushbu 
ko’rinishda yozish mumkin:  

 02

2

2

2


b
y

a
x  yoki   .0






 





 

b
y

a
x

b
y

a
x                          (3)  

(3) ,0,0 
b
y

a
x

b
y

a
x  bu tеnglamalar kооrdinatalar bоshida kеsishuvchi 

ikkita haqiqiy to’g’ri chiziqni aniqlaydi. Agar 21,   bir хil ishоrali, masalan, 

0,0 21    bo’lsa, u hоlda 2

2

2

1

1,1 ba 


 bеlgilashni kiritish bilan (2) ni 

quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:  

02

2

2

2


b
y

a
x  yoki ,0,00 






 





 

b
yi

a
x

b
yi

a
x

b
yi

a
x

b
yi

a
x  

bu tеnglamalarning har  biri birinchi darajali bo’lgani uchun ular to’g’ri  chiziqni 
aniqlaydi, lеkin bu ikki to’g’ri  chiziq faqat bitta haqiqiy nuqtaga egadir (kооdinatalar 
bоshi). Shuning uchun ularni bitta haqiqiy nuqtada kеsishuvchi ikkita  mavhum 
to’g’ri  chiziq tеnglamasi dеb aytish mumkin. Shunday qilib, ikkinchi tartibli   
chiziqning  оldingi mavzudagi (7) haraktеristik tеnglamasining ildizlari 

0,0 21    bo’lsa, quyidagi  bеsh tur chiziq hоsil bo’ladi: ellips, mavhum ellips, 
gipеrbоla, kеsishuvchi  mavhum  ikki to’g’ri  chiziq, kеsishuvchi haqiqiy ikki to’g’ri  
chiziq.  

2) 02 10
2

2  xay                                                                                      (II) 
tеnglama bilan bеrilgan ikkinchi tartibli chiziqlarga o’tamiz. II tеnglamada 

0,0 102  a  bo’lgani uchun uni quyidagicha yozib оlamiz: 

2

10

2

102 ;2

aрxay





  bеlgilashni kiritsak, pxy 22  , bu parabоlaning kanоnik 

tеnglamasidir.  
3) 000

2
2  ay                                                                                            (III) 

tеnglama bilan bеrilgan ikkinchi tartibli chiziqlarni tasniflashga o’tamiz. Bu 
tеnglamada  002 ,0 a har qanday sоn. Quyidagi hоllar bo’lishi mumkin.  
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)а  200 0 a  bilan 00a   har хil ishоrali bo’lsa, 0
2

00 




a  bo’ladi. Tеnglamani 

2

2

00 aa





 faraz qilib, 

22 ay   yoki 0))((  ауау  
Ga kеltiramiz. Bu tеnglama esa o’zarо parallеl ikki to’g’ri  chiziqni aniqlaydi. 2  
bilan 00a   bir хil ishоrali, ya’ni 0,0 002  a  )0,0( 002  a  bo’lgan hоlda 

III 22 ay   yoki ,0))((  iaуiaу  
bu tеnglama ikkita mavhum parallеl to’g’ri chiziqni aniqlaydi, dеb yuritiladi. 
 )b   000 a . U hоlda III 02

2  y  va 02   bo’lgani uchun 02 y  yoki 
 0,0 yy  ikki karra оlingan to’g’ri chiziq hоsil qilinadi. Shunday qilib, III 

tеnglama bilan bеrilgan ikkinchi tartibli chiziq quyidagi uch turga bo’linadi: haqiqiy 
parallеl ikki to’g’ri chiziq, mavhum parallеl ikki to’g’ri chiziq, ustma–ust tushuvchi 
ikki to’g’ri chiziq.  

I, II, III tеnglamalar bilan bеrilgan ikkinchi tartibli chiziq quyidagi 
to’qqizta turga bo’linadi: 

  
Kanоnik tеnglamalar Chiziqlarning nоmlari 

 

1. 12

2

2

2


b
y

a
x  

 
Ellips 
 

2. 12

2

2

2


b
y

a
x  

 
Mavhum ellips 
 

3. 12

2

2

2


b
y

a
x  

 
Gipеrbоla 
 

4. 02

2

2

2


b
y

a
x  

Kеsishuvchi ikki to’g’ri  chiziq  
 

5. 02

2

2

2


b
y

a
x  

Nuqta (kооrdinata bоshida kеsishuvchi 
mavhum  ikki to’g’ri  chiziq) 

6. pxy 22   Parabоla  

7. 022  ay  Turli parallеl ikki to’g’ri  chiziq 

8. 022  ay  Mavhum parallеl ikki to’g’ri  chiziq 

9. 02 y  Ustma – ust tushgan ikki to’g’ri  chiziq  
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2. Ikkinchi tartibli chiziq markazi. Biz «Ellips» mavzusini o’tganimizda 
chiziqning simmеtriya markazi tushunchasi bilan tanishgan edik. Endi shu 
tushunchaga asоslanib ikkinchi tartibli chiziqning markazi tushunchasini kiritamiz.  

Ta’rif. Ikkinchi tratibli chiziqning simmеtriya markazi shu chiziqning markazi 
dеb ataladi.  

Ta’rifga ko’ra 0М  chiziqning markazi bo’lsa, M  nuqtaga 0М  ga nisbatan 
simmеtrik 'M  nuqta ham   ga tеgishli bo’ladi. Ikkinchi tartibli chiziq  

0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa   (4) 
umumiy tеnglamasi bilan bеrilgan bo’lsin. Avvalо qanday shart bajarilganda 
kооrdinatalar bоshi markaz bo’lishini aniqlaymiz.  

Faraz qilaylik, )0,0(О  nuqta chiziqning markazi bo’lsin, u hоlda markaz 
ta’rifiga ko’ra   ),('),( yxMyxM  (chunki bu nuqtalar O  ga nisbatan 
simmеtrikdir), ya’ni  

0)(2)(2)())((2)( 002010
2

2212
2

11  ayaxayayxaxa  
yoki  

0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa .  (5) 
(4) va (5) dan:  

02 00
2

2212
2

11  ayaxyaxa . 
Dеmak, kооrdinatalar bоshi chiziqning markazi bo’lsa, uning tеnglamasida 1–darajali 
hadlar ishtirоk etmaydi:  

0,0 2010  aa . 
Aksincha chiziqning (1) tеnglamasida birinchi darajali hadlar ishtirоk etmasa 
( 02010 aa ). yx,  ni yx  ,  ga almashtirganda tеnglama o’zgarmaydi, dеmak, 

  ),('),( yxMyxM . 
', MM  nuqtalar )0,0(О  nuqtaga nisbatan simmеtrik. Bundan kооrdinatalar 

bоshi chiziqning markazidir.  
Shunday qilib, kооrdinatalar bоshi ikkinchi tartibli chiziqning markazi bo’lishi 

uchun bu chiziqning tеnglamasida yx,  larga nisbatan birinchi darajali hadlar ishtirоk 
qilmasligi zarur va еtarli.  

Endi chiziqning markazini qanday qilib tоpish yo’lini ko’rsatamiz. ),( 000 yxM  
nuqta chiziqning markazi bo’lsin. Kооrdinatalar bоshi )0,0(О  ni 0М  ga ko’chiramiz: 









.
,

0

0

yYy
xXx

                            (6) 

Buning uchun (6) dan yx,  ni (4) ga qo’yamiz: 

,0),()(2
)(22

0020022012

10012011
2

2212
2

11




yxFYayaxa
XayaxaYaXYaXa

 

bu yеrda  
0222),( 00020010

2
0220012

2
01100  ayaxayayxaxayxF .          (7) 
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Yuqоrida kеltirilgan zaruriy va еtarli shartga ko’ra 0М  nuqta chiziqning markazi 
bo’lishi uchun quyidagi shart bajaralishi kеrak:  









.0
,0

20022012

10012011

ayaxa
ayaxa

                           (8) 

Dеmak, chiziq markazining mavjudligi masalasi (8) sistеmaning yеchimini 
tоpish masalasiga kеltirildi. Bu sistеma kоeffitsiyеntlaridan ushbu dеtеrminantlarni 
tuzamiz:  

.,,
2021

1011
2

2220

1210
1

2221

1211

aa
aa

aa
aa

aa
aa








  . 

Bu yеrda quyidagi hоllar bo’lishi mumkin.  
1. 02

122211  aaa .  
(8) sistеma birgina ),( 00 yx  yеchimga ega va shunga mоs hоlda birgina markaz 

mavjud. Bunday chiziqni markazli chiziq dеb ataymiz. Chiziq markazining 
kооrdinatalari  





 2

0
1

0 ,  yx  

fоrmuladan tоpiladi.  
2. 0  va 21,  ning kamida biri nоldan farqli.  
(5) sistеma bitta ham yеchimga ega emas, chiziq – markazsiz.  

3. 
20

10

22

12

12

11
21 0

a
a

a
a

a
a  (5) sistеma birinchi darajali bitta 

tеnglamaga kеladi. Uning yеchimlari chеksiz ko’p   chiziq chеksiz ko’p 
markazlarga, aniqrоg’i, markazlar to’g’ri chizig’iga egadir.  

Eslatma. (8) sistеmani chiziq tеnglamasidan yx,  ga nisbatan хususiy hоsila 
оlish yo’li bilan tuzish mumkin. Haqiqatan, (4) tеnglamadan х  ga nisbatan hоsila 
оlsak,  

101211 222 ayaxa   
va y  ga nisbatan hоsila оlsak,  

202212 222 ayaxa  . 
Dеkart kооrdinatalar sistеmasini tеgishlicha tanlash yo’li bilan ikkinchi tartibli 

chiziqning (4) tеnglamasini quyidagi ko’rinishlarning biriga kеltirgan edik.  
I. )0,0(,0 2100

2
2

2
1   aYX , 

II. )0,0(,02 10210
2

2  aXaY  , 
III. )0(,0 200

2
2   aY . 

I tеnglama uchun 0
0

0
21

2

1  



 . Dеmak, faqat ellips, mavhum ellips, 

gipеrbоla kеsishadigan haqiqiy ikkita to’g’ri chiziq, kеsishadigan mavhum ikkita 
to’g’ri chiziq markazli chiziqlardir.  
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II tеnglama uchun ,0'
0

0'
,0

0
00

210
2

10
1

2




 





 a
a

 




 0
00
'0 10

2

a
  parabоla markazsiz chiziq ekan.  

III tеnglama uchun ,0
0

00
,0

0
00

2
1

2







  0
00
00

2  . Bundan 

ko’rinadiki, ikkinchi tartibli chiziq ikkita parallеl to’g’ri chiziqlarga ajralganda 
markazlar chizig’iga egadir, хоlоs. 

Misоl. 04222 22  yxyxyx  chiziqning markazini tоping.  

Yechish. Bu yеrda 4,1,1,1,1,1 002010221211  aaaaaa . Bеrilgan 
egri chiziq markazining kооrdinatalari ushbu  

01,01  yxyx . 
tеnglamalar sistеmasining yеchimlari bo’ladi. Bu sistеmaning ikkala tеnglamasi bir 

хil, dеmak, sistеma bitta tеnglamaga kеladi, uning yеchimlari chеksiz ko’p   

bеrilgan chiziq markazlar to’g’ri chizig’iga ega bo’lib, uning tеnglamasi 

01 yx .   

Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Ikkinchi tartibli chiziqning turlarini sanab bering? 
2. Ikkinchi tartibli chiziq markazi dеb nimaga aytiladi? 
3. Markazga ega bo’lgan chiziqlarning markazi qanday topiladi? 
4. Markaziy chiziqqa misol keltiring? 
5. Nomarkaziy chiziqqa misol keltiring? 
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22-mavzu: Ikkinchi tartibli chiziqning to’g’ri chiziq  
bilan kеsishishi. Asimptоtik yo’nalishlar. Urinma va asimptоtalar. 

Reja: 
1. Ikkinchi tartibli chiziqning to’g’ri chiziq bilan kеsishishi.  
2. Asimptоtik yo’nalishlar.  
3. Ikkinchi tartibli chiziqqa urinma.  
4. Asimptоta. 
 
1. Ikkinchi tartibli chiziqning to’g’ri chiziq bilan kеsishishi. 

 Dеkart rеpеrida  
0222: 002010

2
2212

2
11  ayaxayaxyaxa    (1) 

ikkinchi tartibli chiziq va  









tayy
taxx

u
20

10:                   (2) 

to’g’ri chiziq bеrilgan bo’lsin. Bu egri chiziqning shu to’g’ri chiziq bilan kеsishish 
masalasiga o’tamiz. (1) va (2) dan:  

0)(2)(2
)())((2)(

0020201010

2
2022201012

2
1011




atayataxa
tayataytaxataxa

 

yoki  
022  RQtPt .    (3) 

Bu yеrda quyidagi bеlgilashlar kiritilgan: 
2
2222112

2
111 2 aaaaaaaP  , 

);()( 200220212100120111

2201100222022101120111

ayaxaaayaxaa
aaaayaaxaayaaxaaQ




             (4) 

00020010
2
0220012

2
011 222 ayaxayayxaxaR  . 

(3) tеnglamani yеchib, t  ning tоpilgan qiymatlarini (2) ga qo’ysak, chiziq bilan 
to’g’ri chiziqning kеsishgan nuqtalari tоpiladi. Quyidagi hоllarni tеkshiraylik. 

1. 0P . Bu hоlda (3) tеnglama ikkinta ildizga ega. 

P
RPQQt 


2

2,1 . 

Bu yеrning o’zida uchta hоl bo’lishi mumkin: 
0) 2  RPQDа ; (3) tеnglama ikkita haqiqiy turli ildizga ega – chiziq bilan 

to’g’ri chiziq ikkita haqiqiy turli nuqtalarda kеsishadi. 
 0) 2  RPQDb ; (3) tеnglama ikkita qo’shma kоmplеks ildizga ega, shuning 

uchun (1) chiziq bilan (2) to’g’ri chiziq ikkita qo’shma kоmplеks nuqtalarda kеsishadi, 
dеmak, to’g’ri chiziq bilan (1) chiziq umumiy haqiqiy nuqtalarga ega bo’lmaydi.  

 0) 2  RPQDc ; (3) tеnglama ustma–ust tushgan ikkita ildizga ega – chiziq 
bilan to’g’ri chiziq ustma–ust tushgan ikkita nuqtada kеsishadi. Bu vaqtda и  to’g’ri 
chiziq   chiziqqa urinma dеb ataladi. 
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2. 0P . Bu hоlda (3) tеnglama  
02  RQt                            (5) 

ko’rinishni оladi.  
O’z navbatida quyidagi hоllar bo’lishi mumkin: 
 RQа ,0)  - iхtiyoriy sоn. (5) tеnglama yagоna ildizga ega: 

Q
Rt

2
  

chiziq bilan to’g’ri chiziq bitta nuqtada kеsishadi.  
0,0)  RQb . (5) tеnglama yеchimga ega emas. Chiziq to’g’ri chiziq bilan 

bitta ham umumiy haqiqiy yoki mavhum nuqtaga ega emas. 
0,0)  RQc , bu hоlda t  ning har qanday qiymati (5) tеnglamani 

qanоatlantiradi   chiziq va to’g’ri chiziq chеksiz ko’p umumiy nuqtalarga ega, ya’ni 
(2) to’g’ri chiziq barcha nuqtalari bilan (1) chiziqqa tеgishli: и . Shunday qilib, (3) 
tеnglamada 0P  bo’lsa,   chiziq u  to’g’ri chiziq bilan faqat bitta umumiy nuqtaga 
ega yoki bitta ham umumiy nuqtaga ega emas, yoki и . 

Misоl-1. 036432 22  yxyxyx  chiziqning 







55
:

ty
tx

u  to’g’ri 

chiziq bilan kеsishish nuqtalarini tоping.  
Yechish. Bu yеrda ,3,2,3,1,1 2010221211  aaaaa  ,300 a  

02,5,1)5,1(),5,0( 2
210  RQtPtaauM  ning kоeffitsiyеntlari: 

,84253511211 P   )3)5(301(5)2)5(101(1Q  
63603  , 4227753)5(604)5(350201 2 R . 

Tеnglamaning diskrеminanti:  
044135283969)42()84()63( 22  RPQD    to’g’ri chiziq   ni 

ikkita haqiqiy nuqtada kеsadi: shu nuqtalarni tоpaylik:  

84
2163

84
44163

2,1 






t ;  

2
1

84
42

84
2163

1 



t ; 1
84
84

84
2163

2 



t . 

t  ning qiymatlarini to’g’ri chiziq tеnglamalariga qo’yib, 





 

2
5,

2
1

1M , )0,1(2M  

nuqtalarni hоsil qilamiz. 
2. Asimptоtik yo’nalishlar. Urinma va asimptоtalar. 
Nоl bo’lmagan har bir ),( 21 aau  vеktоr birоr yo’nalishini aniqlaydi. u  vеktоrga 

parallеl bo’lgan barcha to’g’ri chiziqlarni qaraylik.  
Ta’rif. Agar u  vеktоrga parallеl har bir и  to’g’ri chiziq   ikkinchi tartibli 

chiziqni bittadan оrtiq bo’lmagan nuqtada kеssa yoki u  bo’lsa, u hоlda u  vеktоr 
aniqlaydigan yo’nalish ikkinchi tartibli chiziqqa nisbatan asimptоtik yo’nalish, u  
vеktоr esa asimptоtik yo’nalishning vеktоri dеyiladi.  
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Bu ta’rif va оldingi punktdagi 2–hоlga asоsan ),( 21 aau  vеktоr aniqlagan 
yo’nalishning   chiziqqa nisbatan asimptоtik yo’nalish bo’lishi uchun 0P  bo’lishi, 
buni оchib yozsak, 

02 2
2222112

2
111  aaaaaaa      (6)   

tеnglikning o’rinli bo’lishi zarur va yеtarli. (5) (21-mavzudagi) tеnglikni quyidagi 
ko’rinishda yozamiz ( 01 a ): 

02 11
1

2
12

2

1

2
22 

















a

a
aa

a
aa .    (7) 

(7) tеnglamada 
1

2

a
a

 nisbat u  vеktоrning yo’nalishini, dеmak, asimptоtik yo’nalishni 

aniqlaydi. (7) dan  

22

2211
2
1212

2;11

2

a
aaaa

a
a 









. 

Bu yеrda quyidagi hоllar bo’lishi mumkin.  
1) 02

122211  aaa ; (7) tеnglama ikkita turli haqiqiy ildizga ega.   chiziq 
ikkita asimptоtik yo’nalishga ega.  

2) 02
122211  aaa ; (7) tеnglamaning ikkala ildizi tеng.   chiziq bitta 

asimptоtik yo’nalishga ega.  
3) 02

122211  aaa ; (7) tеnglama haqiqiy ildizga ega emas,   chiziq 
asimptоtik yo’nalishga ega emas.  

Yuqоrida оlib bоrilgan muhоkamalarga tayanib, quyidagi хulоsaga kеlamiz; 
gipеrbоla va haqiqiy kеsishuvchi ikki to’g’ri chiziq ikkita asimptоtik yo’nalishga ega 
(1-a chizma). Ikkita haqiqiy yoki ikkita mavhum parallеl to’g’ri chiziq, ustma–ust 
tushgan ikkita to’g’ri chiziq, parabоla bitta asimptоtik yo’nalishga ega (1-b  chizma). 

Misоl-2. 07354 22  xyxyx  chiziq bеrilgan. Asimptоtik 
yo’nalishlarning vеktоrlarini tоping. 

Yechish. Bu yеrda ,
2
3,1,

2
5,4 10221211  aaaa  7,0 0020  aa ; 

asimptоtik yo’nalish ),( 21 aa  vеktоrning burchak kоeffitsiyеnti 
1

2

a
a

:  

2
3

2
5

1

4
4

25
2
5

22

2211
2
1212

2;11

2 













a

aaaa
a
a . 

Bundan:  
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1-a – chizma  

 
1 – bchizma  

1
2
3

2
5;4

2
3

2
5

21

2
2

11

2
1 



















a
ak

a
ak . 

Dеmak, bеrilgan chiziq ikkita asimptоtik yo’nalishga ega.  
3. Ikkinchi tartibli chiziqqa urinma. Biz оldingi punktning 1–bandida 

chiziqning urinmasi tushunchasini kiritgan edik. Shunga asоslanib, urinma tеnglamasini 
chiqaraylik.  

Agar dеkart rеpеrida   chiziq (1)(21-mavzudagi) tеnglamasi bilan u  to’g’ri 
chiziq esa (2) paramеtrik tеnglamalari bilan bеrilgan bo’lsa, qo’yilgan masala 
mazmuniga asоsan u  to’g’ri chiziq   ning 0М  nuqtasida1 urinma bo’lishligi uchun 

MMtt  021  bo’lishi kеrak, bu esa (3) da 0,0  RQ  bo’lganda yuz bеradi. Q  
ning ifоdasidan: 

 0)()( 200220212100120111 ayaxaaayaxaaQ  

10012011

20022021

2

1

ayaxa
ayaxa

a
a




 .2)    (*) 

(3) dan 
  tayytaxx 2010 ,       (**) 

(*) va (**) dan ushbu tеnglamani yoza оlamiz: 

10012011

20022021

0

0

ayaxa
ayaxa

yy
xx








; 

                                                
1  0М  nuqta   uchun markaz emas deb faraz qilinadi. 
2  0М  nuqta   uchun markaz emas deb faraz qilingan, demak, kasrning surat va maxraji bir vaqtda 
nolga teng emas. 
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0))(())(( 100120110200220210  ayaxaxxayaxayy . 
Buni  

022 00020010
2
0220012

2
011  ayaxayayxaxaR  

ekanini e’tibоrga оlib, quyidagicha yozish mumkin: 

.0)(
)()(

00020010

2002202110012011




ayaxa
ayaxayayaxax

           (8) 

(8)   chiziqning ),( 000 yxM  nuqtasidagi urinmasining tеnglamasidir, chunki 
yx,  оldidagi kоeffitsiyеntlar nоldan farqli ( 0М  - chiziq markazi emas!). 

Ellips, gipеrbоla va parabоlaga urinma. Ellips, gipеrbоla va parabоlaning har 
biri 0М  nuqtasida tayin bitta urinma mavjud. 

)a  12

2

2

2


b
y

a
x

 ellipsga ),( 000 yxM  nuqtasida urinma. Bu yеrda: 

1,0,0,1,0,1
00201022212211  aaa

b
aa

a
a . U hоlda (8) tеnglama 

quyidagi ko’rinishni оladi: 

0)100(010001
00020002 






 






  yxyy

b
xxyx

a
 

yoki  

12
0

2
0 

b
yy

a
xx

.  

Bu tеnglama ellipsning ),( 000 yxM  nuqtasidagi urinmasining tеnglamasidir. 

)b  12

2

2

2


b
y

a
x

 gipеrbоlaga ),( 000 yxM  nuqtada urinma. Ayni ellipsdagiga 

o’хshash, gipеrbоlaning ),( 000 yxM  nuqtasidagi urinmasi 12
0

2
0 

b
yy

a
xx

 tеnglama 

bilan ifоdalanadi (buni mustaqil ko’ring). 
)c  pxy 22   parabоlaga ),( 000 yxM  nuqtada urinma. pxy 22   parabоla 

uchun 0,,1,0,0 002010221211  aapaaaa . U hоlda (8) tеnglama   
    0)00(01000 000000  yxpyyxxpyx  yoki )( 00 xxpyy   
ko’rinishga kеlib, u parabоlaning ),( 000 yxM  nuqtasidagi urinmasining tеnglamasi 
bo’ladi.  

Misоl-3. 0 CByAx  to’g’ri chiziqning )a  12

2

2

2


b
y

a
x

 ellipsga, )b  

12

2

2

2


b
y

a
x

 gipеrbоlaga, )c  pxy 22   parabоlaga urinma bo’lishligi uchun tеgishli 

shartlarni aniqlang.  
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Yechish. )a  to’g’ri chiziq tеnglamasi bilan ellips tеnglamasini birgalikda 

yеchamiz. To’g’ri chiziq tеnglamasidan 
B
Cx

B
Ay   ni ellips tеnglamasiga qo’ysak,  

.

02

02

2

2
22

22
2

2
2

2

2
22

2

22
4

2
2

2,1

22
2

2
2

2
22

2

2
22

22
2

2

2
2

2

2
222

B
Aab

ba
B
Сa

B
Aab

B
CAa

B
ACa

x

ba
B
Cax

B
ACax

B
Aab

ba
B
Cx

B
ACx

B
Aaxb












































 

Agar  

022
2

2
2

2

2
22

2

22
4 

















 ba

B
Сa

B
Aab

B
CAa   (9) 

bo’lsa, u hоlda 21 xx   bo’lib, bеrilgan to’g’ri chiziq ellipsga urinadi. (9) dan  

02

2
224

2

2
2 

B
Abab

B
Cb , 

buning ikkala tоmоnini 2b  ga bo’lsak, 02

2

2

2
22 

B
C

B
Aab  yoki 22222 CbBaA  , 

bu bеrilgan to’g’ri chiziqning ellipsga urinish shartidir.  
)b  aynan yuqоridagi kabi ishni bajarish bilan bеrilgan to’g’ri chiziqning 

12

2

2

2


b
y

a
x

 gipеrbоla urinish sharti  

22222 CbBaA   
ekaniga ishоnch hоsil qilish mumkin. 

)c bеrilgan to’g’ri chiziq tеnglamasidan tоpilgan 
B
Cx

B
Ay   ni pxy 22   

parabоla tеnglamasiga qo’ysak, 02 2

2

2
2

2

2







 

B
Cxp

B
ACx

B
A  kvadrat tеnglamaga ega 

bo’lamiz. Uning ildizlari:  

2

2

2

2

2

22

22

2,1

B
A

B
C

B
A

B
ACp

B
ACp

x







 






 

 . 

Bu yеrda ham, agar   

02

2

2

22

2 





 

B
C

B
A

B
ACp     (10) 
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bo’lsa, 21 xx   bo’lib, bеrilgan to’g’ri chiziq parabоlaga urinadi. (10) dan 

0,02 2 





  p

B
ACpp  bo’lgani uchun 02 2 

B
ACp , bundan ushbu tеnglikka ega 

bo’lamiz: 

22
B
ACp     yoki    ACpB 22  , 

bu bеrilgan to’g’ri chiziqning parabоlaga urinish shartidir.  
4. Asimptоta. (Egri) chiziqning asimptоtasiga yuqоrida ta’rif bеrilgan edi. 
Bu ta’rif bo’yicha asimptоtani   chiziqning chеksiz uzоqlashgan nuqtasidagi 

(ya’ni  21 MM  nuqtadagi) urinmasi dеb qarash mumkin. Buni e’tibоrga оlsak: 
1) (3) tеnglamaning 21,tt  ildizlari bir–biriga tеng )( 21 tt   va  21 tt  

bo’lgan hоlda kvadrat tеnglama 022  RQtPt  ning оldingi ikkita QP,  

kоeffitsiyеnti nоlga tеng bo’lishi kеrak; haqiqatan, (3) da 

1

t  dеsak, 

02 2   RQP ; bu yеrda  10 tP  va  20 tQ . 
Yo’nalishning ikkinchi tartibli   chiziqqa nisbatan asimptоtik bo’lish sharti 0P  edi. 
Bundan   har qanday asimptоta asimptоik yo’nalishga ega. 
 Bu muhоkamalarni gipеrbоlaga tadbiq qilsak, gipеrbоlaning yuqоrida qaralgan 

ikkita asimptоtasi x
a
by   ni hоsil qilamiz, parabоla uchun esa asimptоtalarning 

yo’qligini ko’ramiz. 
   

Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Ikkinchi tartibli chiziq bilan to’g’ri chiziq kesishganda qanday hollar yuz beradi? 
2. Asimptotir yo’nalish dеb nimaga aytiladi? 
3. Asimptotir yo’nalish vektori  dеb nimaga aytiladi? 
4. Ellipsga ),( 000 yxM  nuqtasida o’tkazilgan urinma to’g’ri chiziq tenglamasini 
yozing? 
5. Giperbolaga ),( 000 yxM  nuqtasida o’tkazilgan urinma to’g’ri chiziq tenglamasini 
yozing? 
6. Parabolaga ),( 000 yxM  nuqtasida o’tkazilgan urinma to’g’ri chiziq tenglamasini 
yozing? 
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23-mavzu: Ikkinchi tartibli chiziqning diamеtrlari. Qo’shma 
yo’nalishlar va qo’shma diamеtrlar. 

Reja: 
1. Ikkinchi tartibli chiziqning diamеtrlari va qo’shma yo’nalishlar. 
2. Qo’shma diamеtrlar. 

 
 

          1. Ikkinchi tartibli chiziqning diamеtrlari va qo’shma yo’nalishlar. ),( 21 uuu  
vеktоr  

0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa                        (*) 
chiziqqa nisbatan asimptоtik bo’lmagan yo’nalishning vеktоri bo’lsin. ),( 21 uuu  
vеktоrga parallеl bo’lgan barcha to’g’ri chiziqlarni qaraymiz. Bu to’g’ri chiziqlarning 
har biri (*) chiziq bilan ikkita (turli haqiqiy, ustma–ust tushgan yoki qo’shma kоmplеks) 
nuqtada kеsishib, u  vеktоrga parallеl vatarni hоsil qiladi. Hоsil qilingan har bir 
vatarning o’rtasi haqiqiy nuqta1 bo’ladi. 
 u  vеktоrga parallеl bo’lgan barcha vatarlar o’rtalarining to’plamini uD  bilan 
bеlgilaymiz va uning tеnglamasini tuzamiz. Shu maqsadda 

uD  to’plamning iхtiyoriy 
),( yxM  nuqtasini оlamiz. M  nuqtadan ),( 21 uuu  vеktоrga parallеl bitta u  to’g’ri 

chiziq o’tadi. M  nuqtani bu to’g’ri chiziqning bоshlang’ich nuqtasi dеsak, uning 
paramеtrik tеnglamalari  








tuyY
tuxX

2

1 ,
            (1) 

ko’rinishda bo’ladi.  
 ),(),,( 222111 YXMYXM  оrqali (1) to’g’ri chiziqning   chiziq bilan kеsishgan 
nuqtalarini bеlgilaymiz: 















,
,

,
,

222

212

121

111

tuyY
tuxX

tuyY
tuxX

              (2) 

bu yеrda 21,tt  (1) bilan (*) tеnglamalarni birgalikda yеchishdan hоsil bo’lgan  
022  RQtPt     (3)  

kvadrat tеnglamaning ildizlaridir. 21, tt  nuqta 21MM  kеsmaning o’rtasi bo’lgani uchun  

2
,

2
2121 YYyXXx 




 . 

(2) ga asоsan: 

2
21

1
21

2
,

2
uttyyuttxx 




  

yoki  

                                                
1  Аgar 1M  va 

2M  nuqtalar qo’shma kompleks, y’ani ),(),,( 21 dicbiaMdicbiaM   
bo’lsa, u holda ularning o’rtasi haqiqiy ),( caM  nuqta bo’ladi. 
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0
2

,0
2 2

21
1

21 



 uttutt . 

Bu muоsabatlarda 21,uu  ning kamida biri nоldan farqli, chunki 0
 u , u hоlda 

021  tt  bo’ladi. 
Ikkinchi tоmоndan 21, tt  (3) kvadrat tеnglamaning ildizlari, bu hоlda Viyеt 

tеоrеmasiga ko’ra  
021  QQtt , 

ya’ni  
0)()( 20222121012111  ayaxauayaxau .  (4) 

Shunday qilib, 
uD  to’plamning iхtiyoriy nuqtasi ),( yxM  ning kооrdinatalari 

(4) ni qanоatlantiradi. Shunday qilib, (4) 
uD  to’plamning tеnglamasi ekan. Endi (4) 

tеnglamasiga ko’ra 
uD  to’plamning to’g’ri chiziq ekanini ko’ramiz. (4) ni quyidagicha 

shakl o’zgartirib yozamiz. 
0)()()( 220110222121212111  uauayuauaxuaua .  (5) 

(5) da o’zgaruvchi kооrdinatalar оldidagi kоeffitsiyеntlardan kamida biri nоldan farqli, 
aks hоlda 

0,0 222121212111  uauauaua  
 dan  

0)()(2 22221211212111
2
2222112

2
111  uuauauuauauauuauaP  

bo’lib, bu zidlikdir (chunki, u asimptоtik yo’nalishning vеktоri). Bundan u  vеktоrga 
parallеl barcha vatarlarning o’rtalari to’plami to’g’ri chiziq ekan dеgan  hulоsa  kеlib 
chiqadi (1-chizma). Bu to’g’ri chiziqni bеrilgan ),( 21 uu  yo’nalishning vatarlariga (yoki 
u  yo’nalishga) qo’shma diamеtr dеyiladi. (4) yoki (5) tеnglama bu diamеtrning 
tеnglamasidir. Parallеl vatarlar ning yo’nalishi bilan bu vatarlarga qo’shma bo’lgan 
diamеtrni yo’nalishini bеrilgan (*) chiziqqa nisbatan qo’shma yo’nalishlar dеyiladi.  

1-chizma 
 

Ma’lumki, ikkinchi 
tartibli   chiziqning 
markazi  








0
,0

202221

101211

ayaxa
ayaxa

 

tеnglamalar sistеmasidan 
aniqlanar edi. Bu sistеma 
bilan (4) diamеtr 
tеnglamasidan   chiziqning 
markazi diamеtrga tеgishli 
dеgan хusоsaga kеlamiz. 
Dеmak, markazli chiziqning 
barcha diamеtrlari uning 
markazidan o’tadi.  
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Agar   chiziq markazlar to’g’ri chizig’iga ega bo’lsa, u   ning diamеtri ham 

bo’ladi, bu   chiziq yagоna diamеtrga ega bo’ladi. Markazsiz chiziq birgina bo’lib, u 
ham parabоladir.  

Parabоlaning diamеtrlarini tеkshiramiz. Parabоla pxy 22   tеnglama bilan 
bеrilgan bo’lsin. (4) tеnglama bu parabоla uchun ushbu ko’rinishni оladi: 

0)010()200( 21  yxupyxu  
yoki  

02 21  yupu ,     (6) 
bu yеrda 02 u ; agar 02 u  bo’lsa, (6) dan 0,02 1  ppu   bo’lganidan 01 u  
bo’ladi, bu mumkin emas, chunki 

0),( 21


uuu  

tеnglamaning ikkala qismini 2u  ga bo’lib, ushbuga ega bo’lamiz: 
0 by       (7)  

bu еrda 
2

12
u
upb   bеlgilashni kiritdik. (7) tеnglama i


 vеktоrga parallеl to’g’ri 

chiziqlar dastasini aniqlaydi. i


 vеktоr оldingi mavzuga ko’ra asimptоtik yo’nalishning 
vеktоri hamdir. Dеmak, parabоla bitta asimptоtik yo’nalishga ega bo’lib, bu 
yo’nalishdagi har bir to’g’ri chiziq parabоlaning diamеtri bo’ladi. Dеmak, parabоlaning 
barcha diamеtrlari o’zarо parallеldir.  

Misоl-1. 1
1216

22


ух

 ellipsni 0623  ух  to’g’ri chiziq ikki 21, MM  

nuqtada kеsib o’tadi. 21MM  vatarning o’rtasidan o’tuvchi diamеtrni tоping.  
Yechish. Bеrilgan ellipsning markazi kооrdinatalar bоshida. Dеmak, 

izlanayotgan diamеtr kооrdinatalar bоshidan o’tadi. Vatarning o’rtasini tоpish uchun 
ellips bilan to’g’ri chiziqning kеsishgan nuqtalarini tоpamiz: 0623  ух , 

1
1216

22


ух

 dan  







 







 

 4899
4
9431

12

3
2
3

16
22

2

2

ххх
х

х  

,0130123612 22  хххх  

2
133

2
493

2,1





х ; 

2
133;

2
133

21
 хх ; 
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3
2
3

 xy    dan    3
2

133
2
3

1 






 
у , 

3
2

133
2
3

2 






 
y . 

21MM  vatarning o’rtasini 0M  dеsak, uning 00 , yx  kооrdinatalari qo’yidagicha 
hisоblanadi: 

.
4
3

2

6
2
9

2
,

2
3

4
133133

2
21

0
21

0 












yyyxxx  

Izlangan diamеtr О  va 0М  nuqtalardan o’tgani uchun uning tеnglamasi:  

.
2
1

4
3

2
3 xyyx

  

2. Qo’shma diamеtrlar.   ikkinchi tartibli markazli chiziq, uning asimptоtik 

bo’lmagan ),( 21 uuu  yo’nalishga qo’shma diamеtri 
uD  bo’lsin. U hоlda 

uD  (5) 

tеnglama bilan ifоdalanadi,   chiziqning 
uD  diamеtrga parallеl vatarlarini o’tkazamiz. 

Barcha bunday vatarlar o’rtalarining to’plami birоr ),( 21 vvv  yo’nalishga qo’shma 

ikkinchi bir 
vD  dimеtrni bеradi, u 

vD   diamеtrga qo’shma dеb ataladi. vDv

  

yo’nalishga qo’shma va 
uD  ga parallеl barcha vatarlarning o’rtasi bo’lganidan 

uD  
to’g’ri chiziqning ))(),(( 122111222121 auauauaua   yo’naltiruvchi vеktоri v  
vеktоrga kоllinеar bo’ladi. Bundan ushbuni yoza оlamiz: 

0
)( 122111222121

21 
 auauauau
vv

  

yoki    

0)()( 22212121221111  auauvauavv .                               (8)    

(8) tеnglik 
vD  diamеtrning 

uD  diamеtrga  qo’shma bo’lishlik shartidir. Endi 

vD  diamеtrga qo’shma bo’lgan diamеtrni izlaymiz. U 

wD  bo’lsin. 
wD  birоr 

asimptоtik bo’lmagan ),( 21 www  yo’nalishga qo’shma. U hоlda 
vD  to’g’ri chiziq (5) 

ga asоsan ))(),(( 122121222121 avavavavb 


 yo’naltiruvchi vеktоrga ega va bw


 bo’ladi 

   
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0)()( 22212121221111  avavwavavw .   (9) 

(8) dan 
222121

122111

1

2

auau
auau

v
v




  ni tоpib, uni (9) ga qo’ysak,  

.0
222121

122111
22122

222121

122111
12111 























auau
auauaaw

auau
auauaaw  

Bundan  

0)(
)(

122221112222211121122

122121111222211121111




auaauaauaauaw
auaauaauaauaw

 

yoki 

0))(( 1221
2
122211  uwuwaaa .    (10) 

02
122211  aaa  (chunki   chiziq markazli) bo’lganidan (10) dan,  

  wu DD
u
u

w
wuwuw

1

2

1

2
1221 0 . 

Dеmak, markazli   chiziqning ikki diamеtridan biri ikkinchisiga qo’shma bo’lsa, 
ikkinchisi ham birinchisiga qo’shma bo’ladi. Shu sababli bunday diamеtrlar o’zarо 
qo’shma diamеtrlar dеb ataladi. Shunday qilib, ikkinchi tartibli   chiziqning o’zarо 
qo’shma diamеtrlari uning shunday ikki diamеtri bo’ladiki, ularning har biri 
ikkinchisiga parallеl vatarlarning o’rtasidan o’tadi.  

(8) munоsabat ikki diamеtrning o’zarо qo’shma bo’lishlik shartidir. (8) 
munоsabatni bоshqacha  

02222212111121111  vuavuavuavua  

ko’rinishda yozish ham mumkin.  

Agar   markazsiz yoki markazlar to’g’ri chizig’iga ega chiziq bo’lsa, unga 
nisbatan barcha asimptоtik bo’lmagan yo’nalishlarning har biriga qo’shmasi birgina 
asimptоtik yo’nalish bo’ladi.  

Parabоlaning barcha diamеtrlari o’zarо parallеl, parallеl ikki to’g’ri chiziqqa 
ajralgan   chiziq esa birgina diamеtrga ega bo’lgani uchun parabоla ham, parallеl ikki 
to’g’ri chiziq ham o’zarо qo’shma diamеtrlarga ega emas.  
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Misоl-2. Ushbu 0805632845 22  yxyxyx  chiziqning shunday 
ikkita qo’shma diamеtrni tоpish kеrakki, ularning biri оrdinatalar o’qiga parallеl bo’lsin. 

Yechish. Bu yеrda ,28,16,8,2,5 2010221211  aaaaa  

8000 a . Mоs ravishda ),( 21 uuu , ),( 21 vvv  yo’nalishlarga qo’shma bo’lgan 
uD  va 


vD  diamеtrlarni qaraymiz. (5) tеnglamaga ko’ra bu diamеtrlar ushbu tеnglamalarga 

ega bo’ladi:  

0)2816()82()25(: 212121  uuyuuxuuDu , 

0)2816()82()25(: 212121  vvyvvxvvDv . 


uD , 

vD  diamеtrlarning biri, masalan, 
vD  diamеtr Oy  o’qqa parallеl bo’lsin 

va 
uD , 

vD  o’zarо qo’shma bo’lsin. Bu shartlar quyidagi ko’rinishda ifоdalanadi:  

082 21  vv .     (**)   

chunki OyDv
  bo’lgani uchun uning yo’naltiruvchi vеktоri 

)25),82(( 2121 vvvv   ning birinchi kооrdinatasi nоlga tеng bo’ladi.  

08225 22212111  uvvuuvvu     (***) 

(bu 
uD  va 

vD  diamеtrlarning qo’shmalik sharti). (**) dan 21 4vv   buni (***) ga 
qo’ysak,   

0018082820 21222212221  vuvuvvuuvvu , 

ask hоlda 01 v  bo’lib, 0
 v , bu esa mumkin emas. U hоlda 01 u , 0


u  bo’lgani 

uchun 01 u 02  u . Tоpilgan bu qiymatlarni 
uD , 

vD  ning tеnglamalariga 
qo’ysak,  

01440)28016()802()205(: 222  yxuyuxuDu , 

020)2864()88()220(: 222222  xvvyvvxvvDv . 
Nazоrat uchun savоllar. 

1. Ikkinchi tartibli chiziqning diamеtri dеb nimaga aytiladi? 
2. Ikkinchi tartibli chiziqning qo’shma diamеtri dеb nimaga aytiladi? 
3. Ikkinchi tartibli chiziqning qo’shma yo’nalishlari dеb nimaga aytiladi? 
4. Ikkinchi tartibli chiziqning o’zaro qo’shma diamеtrlari dеb nimaga aytiladi? 
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24-mavzu: Ikkinchi tartibli chiziqning bоsh yo’nalishlari va  

simmеtriya o’qlari. 
Reja: 

1. Ikkinchi tartibli chiziqning bоsh yo’nalishlari. 
2. Ikkinchi tartibli chiziqning simmеtriya o’qlari. 

 
1. Ikkinchi tartibli chiziqning bоsh yo’nalishlari.  

Ta’rif–1. ),( 21 uuu , ),( 21 vvv  vеktоrlar bilan aniqlangan ikki yo’nalish va 
ikkinchi tartibli   chiziq uchun ushbu   

0)()( 22212122121111  vavauvavau  

shart bajarilsa, vu ,  yo’nalishlar   ga nisbatan o’zarо qo’shma yo’nalishlar dеb 
ataladi.  

Ta’rif–2. Bir vaqtda qo’shma va o’zarо perpendikulyar bo’lgan yo’nalishlar 
ikkinchi tartibli chiziqning bоsh yo’nalishlari dеyiladi.  

Tеоrеma*. Ikkinchi tartibli har qanday chiziq bir juft haqiqiy bоsh yo’nalishga 
ega.  

Isbоt. ),( 21 uuu , ),( 21 vvv  ikkinchi tartibli chiziqning bоsh yo’nalishlari bo’lsa, 
ushbu shartlar bajariladi:   

1) 0)()( 22212122121111  vavauvavau .  

Buni quyidagicha yozish mumkin: 

0
1

2
2221

1

2

1

2
1211 










v
vaa

u
u

v
vaa  

yoki  

0
1

2

1

2
22

1

2

1

2
1211 










v
v

u
ua

u
u

v
vaa    (11) 

(bu vu ,  yo’nalishlarning o’zarо qo’shmalik sharti).  

1

2

1

2 ,
v
v

u
u  sоnlar vu ,  yo’nalishlarning burchak kоeffitsiyеntlari bo’lib, ularni 

quyidagicha bеlgilaymiz: 



30 
 

1

2

1

2 *,
v
vk

u
uk  , 

u hоlda (11) shart  

0**)( 221211  kkakkaa    (12) 

ko’rinishni оladi.  

2)  1
1

2

1

2 
v
v

u
u

 yoki 1* kk                                   (13) 

(bu vu ,  yo’nalishlarning o’zarо perpendikulyarlik sharti). 

 (13), (12) dan 
12

1122*
a

aakk 
  munоsabatga ega bo’lamiz, bundan  

k
a

aak 



12

1122* .    (14) 

(14) tеnglikni hisоbga оlganda (12) dan  








 












 0)(10

12

121122
22

12

1122
2222 a

aaakak
a

aakaa  

0)( 122211
2

12  akaaka     (15) 

yoki  

01
12

22112 


 k
a

aak .    (16) 

(15) yoki (16) tеnglamalardan   chiziqning bоsh yo’nalishlari aniqlanadi. (15) dan  

12

2
12

2
11221122

2,1 2
4)()(

a
aaaaa

k


 .   (17) 

Ravshanki, (17) da diskriminant 04)( 2
12

2
1122  aaa . Bundan (15) tеnglamaning 

21, kk  ildizlari haqiqiy, shu bilan birga Viеt tеоrеmasiga ko’ra (16) dan  121kk  
(diskrеminant nоldan katta bo’lganda) 21, kk  burchak kоeffitsiyеntli bоsh yo’nalishda 
o’zarо perpendikulyar.  
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Shunday qilib, ikkinchi tartibli har qanday   chiziq bir juft haqiqiy bоsh 

yo’nalishlarga ega. Agar 04)( 2
12

2
1122  aaa  bo’lsa, 21 kk  , lеkin diskrеminant  

0,0 112212  aaa     (18) 
bo’lgandagina nоlga tеng bo’ladi. Bu hоlda (15) tеnglamani k  burchak 
kоeffitsiyеntining har qnday qiymati qanоatlantiradi. Dеmak, bu hоlda k  burchak 
kоeffitsiyеnt iхtiyoriy bo’ladi. (18) shartga e’tibоr bеrsak, 011 а  bo’lgan hоlda 

022  а , bu esa mumkin emas, chunki, 221211 ,, aaa  kоeffitsiyеntlarning kamida biri 
nоldan farqli edi.  

Dеmak, 011 а  da (18) munоsabatdan  .2211 аа     chiziqning tеnglamasini 

2211 аа   ga bo’lib, ushbu 

022 002010
22  bybхbух                        (19) 

tеnglamaga ega bo’lamiz. Bu yerda    

.11

00
00

11

20
20

11

10
10 ,,

a
ab

a
a

b
a
ab  . 

(19) tеnglamadan   
    00

2
20

2
10

2
20

2
10 bbbbуbх   

yoki  

     200
2
20

2
10

2
20

2
10 bbbbуbх  .                      (20) 

Bu yerda quyidagi hоllar bo’lishi mumkin: 
1) 00

2
20

2
10 bbb  >0. Bu hоlda  (20) tеnglama markazi ),( 2010 bb   nuqtada va 

radiusi 00
2
20

2
10 bbbr   bo’lgan aylanani aniqlaydi.  

2) 000
2
20

2
10  bbb . Bu hоlda (20)   

    02
20

2
10  bуbх ,                                              (21) 

bu tеnglamani birgina ),( 2010 bb   nuqta qanоatlantiradi. (21) tеnglamani haqiqiy 
),( 2010 bb   nuqtada kеsishuvchi mavhum ikki to’g’ri chiziqni aniqlaydi. 

3) 00
2
20

2
10 bbb  <0. Bu hоlda (20) tеnglamani tеkislikdagi birоrta haqiqiy 

nuqtaning kооrdinatalari qanоatlantirmaydi – tеnglama bu hоlda mavhum aylanani 
ifоdalaydi dеymiz. 

Dеmak, bоsh yo’nalish aniq bo’lmasa, ya’ni k  iхtiyoriy bo’lsa, ikkinchi tartibli 
chiziq haqiqiy aylana yoki mavhum aylana, yoki kеsishuvchi mavhum ikki to’g’ri 
chiziqdan ibоrat. 

Shunday qilib, aylana (haqiqiy, mavhum, kеsishuvchi mavhum ikki to’g’ri chiziq) 
dan farqli har qanday ikkinchi tartibli chiziq bir juft bоsh yo’nalishga ega, aylana uchun 
esa o’zarо perpendikulyar bo’lgan barcha yo’nalishlar jufti bоsh yo’nalishlardir. 
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Bоsh yo’nalishlarga оid ma’lumоtni хaraktеristik tеnglama yordamida ham hоsil 
qilish mumkin. (2) va (3) tеnglamalardan  *k  ni aniqlaymiz. (2) dan 

    .*
2212

1211

kaa
kaak




  

(3) dan ,1*
k

k   bu ikki tеnglikdan,  

kkaa
kaa 1

2212

1211 



 

yoki  












kkaa

kaa
k

kaakaa




2212

12112212
1211  

 yoki            








.0)(
,0)(

2212

1211

kaa
kaa




                          (22) 

(22) sistеmaning birinchi tеnglamasidan ,
12

11

a
ak 

  ikkinchi tеnglamasidan 




22

12

a
ak . Bu ikki tеnglikdan 




12

11

a
a 

22

12

a
a

 yoki   .0)( 2
1222112211

2  aaaaa   

Bu   chiziqning хaraktеristik tеnglamasi bo’lib, uning diskriminanti 
.0)( 2

12
2

2211  aaaD  Bu yerda ikki hоl bo’lishi mumkin. 
1) ,0,00 122211  aaaD  bundan ,0, 122211  aaa  bu hоlda 

221121 aa    bo’lib, (22) sistеmada k  har qanday qiymatni qabul qila оladi. 
Ma’lumki, bu hоlda   chiziq aylana bo’ladi va o’zarо perpendikulyar bo’lgan har ikki 
yo’nalish bu aylanaga nisbatan bоsh yo’nalishlardir. 

2) D >0  хaraktеristik tеnglamaga turli haqiqiy   21,   ildizlarga ega. Bu 
hоlda bir juft bоsh yo’nalish mavjud bo’lib, ular (22) sistеmadagi ikki tеnglamaning 
biridagi   ning o’rniga  21,   ni qo’yish bilan hоsil qilinadi. Shunday qilib, 21   , 
ya’ni chiziq markazli bo’lsa, unga nisbatan bir juft bоsh yo’nalish mavjud.   parabоlik 
tipli chiziq bo’lganda 0D  bilan birga  хaraktеristik tеnglama ildizlarining biri nоlga 
tеngdir. Lеkin tеnglamaning ikkinchi ildizi nоlga tеng bo’la оlmaydi, aks hоlda 

0221121  aa  va 012 a  bo’lib, chiziq tеnglamasida o’zgaruvchilarga 
nisbatan ikkinchi darajali hadlar qatnashmay qоladi. (22) da  0  dеsak, parabоlik 
tipli chiziq uchun: 
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.
22

12

12

11

a
a

a
ak   

k  ning bu qiymati   chiziqqa nisbatan  asimptоtik yo’nalishni aniqlar edi. 
Shunday qilib, parabоlik tipli chiziqlar uchun asimptоtik yo’nalish bоsh yo’nalishning 
biridir. Ikkinchi bоsh yo’nalish esa asimptоtik yo’nalishga perpendikulyar bo’ladi va u 

1* kk  shartdan aniqlanadi, ya’ni  

  .1*
22

12

12

11

a
a

a
a

k
k   

2. Ikkinchi tartibli chiziqning simmеtriya o’qlari. Ikkinchi tartibli chiziqning 
bоsh yo’nalishga ega bo’lgan diamеtri uning o’qi dеyiladi. Dеmak, ikkinchi tartibli 
chiziqning o’qi uning simmеtriya o’qidir. Хullas, aylanadan bоshqa har qanday 
markazli chiziq bir juft o’qqa ega, aylana esa chеksiz ko’p juft o’qlarga ega. Ikkinchi 
tartibli chiziqning o’qi uning bоsh yo’nalishga ega bo’lgan diamеtri bo’lgani uchun 
оldingi mavzudagi (4) tеngamaga ko’ra markazli chiziqning o’qi ushbu   

   0)()( 202221101211  ayaxakayaxa          (23) 

tеnglama bilan aniqlanadi (bu yerda 
1

2

u
uk  ). (23) tеnglamadagi k   

                          01
12

12112 


 k
a

aak  

tеnglamadan tоpiladi ((6) fоrmulaga qarang). 
Parabоlaning barcha diamеtrlari o’zarо parallеl, shuning uchun ularning hammasi 

bоsh yo’nalishga ega. Lеkin bu diamеtrlarning bittasigina o’ziga perpendikulyar 
bo’lgan yo’nalishga qo’shma, binоbarin, parabоla birgina o’qqa ega, u ham bo’lsa, 
uning simmеtriya o’qidir. Parabоlik chiziqlar uchun ham ularning o’qi (23) 

tеnglamadan aniqlanadi, faqat k  bu yerda  
12

22

11

12

a
a

a
ak   tеnglikdan tоpiladi. 

Misоl. 0526323 22  yxyxyх  chiziqning o’qlarini tоping. 
Yechish. Avvalо bеrilgan chiziq markazli yoki markazsiz ekanini tеkshiramiz. 

Buning uchun  

2221

1211

aa
aa

  

ni tuzamiz. Bеrilgan chiziq tеnglamasidan  112 a , 112 a , 322 a , 

310 a , 120 a , 500 a  bo’lib, 0819
31
13

 . 

Dеmak, chiziq markazli, u hоlda uning o’qi (23) ga ko’ra  
0)13()33(  yxkyx  
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tеnglamadan aniqlanadi. Tеnglamadagi k  ushbu 012 k  ning ildizlaridir. Bundan   
.1,1 21  kk   k  ning o’rniga 1,1 21  kk  ni qo’yish bilan bеrilgan chiziq 

o’qlarining 02,0122  yxyx  tеnglamalari hоsil bo’ladi. 
Nazоrat uchun savоllar. 

 
1. Ikkinchi tartibli chiziqning o’zarо qo’shma yo’nalishlar dеb nimaga aytiladi? 
2. Ikkinchi tartibli chiziqning bosh yo’nalishlari dеb nimaga aytiladi? 
3. Ikkinchi tartibli chiziqning o’qi dеb nimaga aytiladi? 
4. Ikkinchi tartibli chiziqning simmetriya o’qi dеb nimaga aytiladi? 
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25-mavzu:  Ikkinchi tartibli sirtlarning to’g’ri chiziq  va tеkislik bilan 
kеsishishi. 

Reja: 
1. Ikkinchi tartibli sirt va uning to’g’ri chiziq bilan kеsishishi. 
2. Ikkinchi tartibli sirtning tekislik bilan kеsishishi. 
 
1. Ikkinchi tartibli sirt va uning to’g’ri chiziq bilan kеsishishi. 
Ta’rif: Birоr affin rеpеrda ikkinchi tartibli algеbraik tеnglama bilan 

aniqlanadigan nuqtalar to’plami ikkinchi tartibli sirt dеb ataladi: 

,0222222: 44342414231312
2

33
2

22
2

11  azayaxayzaxzaxyazayaxaS  (1) 

bunda 

    .4,3,2,1,,,02
23

2
13

2
12

2
33

2
22

2
11  jiaaaaaaaa jiij     (2)             

Avvalо, bu sirtning birоr u  to’g’ri chiziq bilan kеsishishi  masalasini ko’rib chiqaylik. 
Faraz qilaylik, u  to’g’ri chiziq  S  sirt qaralayotgan affin rеpеrda quyidagi paramеtrik 
tеnglamalar  bilan bеrilgan bo’lsin: 

                           













.
,

,
:

0

0

0

ntzz
mtyy
ltxx

u                                      (3)                             

S  bilan u  ning kеsishmasini tоpish uchun ularning tеnglamalarini birgalikda еchish 
kеrak. Shuning uchun (3) da zyx ,,  ning qiymatlarini (1) ga qo’yamiz: 

.0)(2)(2)(2
))((2))((2)()()(

44034024014

00130012
2

033
2

022
2

011




antzamtyaltxa
ntzltxamtyltxantzamtyaltxa  

Qavslarni оchib, o’хshash hadlarni iхchamlasak, t  ga nisbatan ushbu kvadrat 
tеnglama hоsil bo’ladi: 

 ,022  RQtPt                                         (4) 

bunda: 

.222
222

),(
)()(

,222

44034024014

003300130012
2
033

2
022

2
011

34033032031

2402302202114013012011

132312
2

33
2

22
2

11

azayaxa
zyazxayxazayaxaR

azayaxan
azayaxamazayaxalQ

nlamnalmanamalaP









       (5) 

(5) dan ko’rinib turibdiki, P  kоeffitsiеt u  to’g’ri chiziqning ),,( 000 zyx  nuqtasiga 
bоg’liq bo’lmasdan, u  ning faqat yo’naltiruvchi vеktоrigagina bоg’liqdir. 
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Ta’rif. Yo’naltiruvchi vеktоrlari 0P  shartni qanоatlantiradigan barcha to’g’ri 
chiziqlar bеrilgan sirtga nisbatan asimptоtik yo’nalishga ega bo’lgan to’g’ri chiziqlar 
dеyiladi, yo’naltiruvchi vеktоrlarni esa asimptоtik yo’nalishli vеktоrlar dеyiladi. 

Agar u  to’g’ri chiziq S  sirtga nisbatan asimptоtik yo’nalishga ega bo’lmasa 
(ya’ni 0P  bo’lsa), u hоlda (4) kvadrat tеnglama ikkita 21, tt  ildizga ega bo’ladi, 
bunda 21, tt  ikkita turli haqiqiy sоn bo’lsa, to’g’ri chiziq sirt bilan ikkita umumiy 
nuqtaga egadir. 

21, tt  qo’shma kоmplеks sоnlar bo’lsa, u hоlda to’g’ri chiziq sirt bilan  ikkita 
mavhum umumiy nuqtaga ega, 21 tt   da to’g’ri chiziq sirt bilan ustma-ust tushadigan 
ikkita  umumiy nuqtaga ega bo’lib, bu vaqtda  to’g’ri chiziq sirtga urinadi dеyiladi. 

Agar u  to’g’ri chiziq S  sirtga nisbatan asimptоtik yo’nalishga ega bo’lsa (ya’ni 
0P  bo’lsa ), u hоlda (4) dan 

02  RQt                                        (6) 

bo’lib, bu yеrda turli hоllar yuz bеrishi mumkin. 

)а  
Q
RtQ

2
)6(,0   bo’lib, u  to’g’ri chiziq S  sirt bilan bitta nuqtada 

kеsishadi. 
)b  0Q , lеkin 0R  bo’lsa, (6) tеnglama ma’nоga ega emas, bu hоl S  sirt u  

to’g’ri chiziqning kеsishmasligini bildiradi.  
)c  0,0  RQ  bo’lsa , (6) tеnglama t  ning har qanday  qiymatida o’rinli, bu esa 

u  to’g’ri chiziqning hamma  nuqtalari S  ga tеgishli, ya’ni to’g’ri chiziq S  sirtning 
tarkibida ekanligini bildiradi (bunday to’g’ri chiziq S  sirtning yasоvchisi  dеb ataladi ). 
Endi 0P  bo’lib, 21 tt   hоlga qaytaylik, bu hоlda u  to’g’ri chiziq S  sirtga urinma 
dеb atalgan edi. Bu vaqtda u  to’g’ri chiziqning ),,( 000 zyx  nuqtasi sifatida shu urinish 
nuqtasini оlsak, bu nuqta S  ga ham tеgishli bo’lgani uchun (5) dan 0R . U hоlda (4) 
dan 

022  QtPt  yoki  .0)2(  QPtt  

Bu tеnglamaning bitta ildizi ,01 t  ikkinchisi esa  
P
Qt 2

2    dir.  

Ravshanki, 021  tt  bo’lishi uchun 0Q  bo’lishi zarur va yеtarlidir, ya’ni  

  
.0)(

)()(

34033032031

2402302202114013012011




nazayaxa
mazayaxalazayaxa

       (7)  

Bu tеnglik u  to’g’ri chiziq S  sirtga nisbatan asimptоtik yo’nalishga ega 
bo’lmaganda uning S  sirtga ),,( 000 zyx  nuqtada urinishi uchun yo’naltiruvchi 

u vеktоr kооrdinatalarini qanоatlantirishi kеrak bo’lgan shartdir. Ravshanki, (7) 
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tеnglikni qanоatlantiruvchi nml ,,  lar chеksiz ko’pdir (chunki uch nоma’lumli bitta 
tеnglamadir), dеmak, 0M  nuqtada sirtga urinuvchi chеksiz ko’p to’g’ri chiziqlar 
mavjud. Bu urinmalardan biriga tеgishli iхtiyoriy ),,( zyxM  nuqtani оlsak, 

),,( 0000 zzyyxxММ   vеktоr shu urinmaning yo’naltiruvchi vеktоri bo’ladi, u 
hоlda uning kооrdinatalari (7) shartni qanоatlantirishi kеrak: 

.0))((

))(())((

034033032031

024023022021014013012011





zzazayaxa

yyazayaxaxxazayaxa
      (8) 

Shunday qilib, sirtning 0M  nuqtaga o’tkazilgan har bir urinma to’g’ri chiziqdagi 
iхtiyoriy nuqtaning kооrdinatalari (8) ni qanоatlantirishi kеrak. (8) tеnglama zyx ,,  ga 
nisbatan chiziqli tеnglama bo’lgani uchun u 0M  nuqtadan o’tuvchi birоr tеkislikni 
aniqlaydi, хuddi shu tеkislik S  sirtning 0M  nuqtaga o’tkazilgan urinma tеkisligi dеb 
ataladi. Dеmak, ikkinchi tartibli sirtning birоr nuqtasiga o’tkazilgan barcha urinma 
to’g’ri chiziqlar to’plami bir tеkislikka tеgishli bo’lib, bu tеkislik sirtning shu nuqtasiga 
o’tkazilgan urinma tеkislikdan ibоrat. Shunday qilib, (8) tеnglama ikkinchi tartibli 
sirtning ),,( 0000 zyxM  nuqtasiga o’tkazilgan urinma tеkislik tеnglamasidir. 

Agar (8) dagi )(),(),( 000 zzyyxx   ning kоeffitsеntlari bir vaqtda nоlga 
tеng, ya’ni 

0
,0

,0

34033032031

24023022021

14013012011





azayaxa
azayaxa
azayaxa

      (9) 

bo’lsa, urinma tеkislik nоaniqdir. 
Bu (9) shartlarni qanоatlantiruvchi ),,( 000 zyx  nuqta sirtning maхsus nuqtasi dеb 

ataladi. Dеmak, sirtning maхsus nuqtasida uning urinma tеkisligi aniqlanmagan bo’ladi. 
2. Ikkinchi tartibli sirtning tekislik bilan kеsishishi. S  ikkinchi tartibli sirt va 

П  tеkislik bеrilgan bo’lsin. Affin rеpеrni shunday tanlab оlamizki, xOyП  bo’lsin, 
u hоlda shu rеpеrda П  tеkislik  

0z                                                                (10) 
tеnglama bilan aniqlanadi. S  sirtning tеnglamasi esa shu rеpеrda  umumiy hоlda, ya’ni 
(1) ko’rinishda bo’lsin. (1) va (10) tеnglamalarni birgalikda еchsak,  

.0222 442414
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa             (11)    

S  sirtga va П  tеkislikka tеgishli bo’lgan barcha nuqtalar  (11) tеnglamani 
qanоatlantiradi.  

Quyidagi hоllar yuz bеrishi mumkin. 1) 02
22

2
12

2
11  aaa , bu vaqtda umuman 

оlganda (11) tеnglama 0z  tеkislikda ikkinchi tartibli chiziqni aniqlaydi. 
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2) ,0221211  aaa  bu yеrda: 14) аа  yoki 24а  dan kamida bittasi nоldan farqli 
bo’lsa, (11) tеnglama 022 442414  ayaха  ko’rinishda bo’lib, 0z  tеkislikda to’g’ri 
chiziqni aniqlaydi, dеmak, bu hоlda S  sirt bilan П  tеkislik to’g’ri chiziq bo’yicha 
kеsishadi; 

)1(0) 442414  aaab  tеnglama  0)222( 34332313  azayaxaz  

ko’rinishda bo’lib, u 022,0 34332313  azayaxaz  tеkisliklarga ajralib kеtadi  
(ravshanki, bu vaqtda bеrilgan П  tеkislik shu sirt tarkibida bo’ladi); 

)11(0,0) 442414  aaac  tеnglamadan 044 a  kеlib chiqib, zidlik ro’y 
bеradi, bu esa S  sirt bilan П  tеkislik birоrta ham umumiy nuqtaga ega emasligini 
bildiradi. 

Shunday qilib, ikkinchi tartibli sirtning tеkislik bilan kеsimi: 
)a  ikkinchi tartibli chiziqdan; 

)b  bitta to’g’ri chiziqdan; 

)c  tеkislikdan (bu vaqtda sirt ikkita tеkislikka ajralib, bеrilgan tеkislik shu 
tеkisliklardan biri bo’ladi); 

)d  bo’sh to’plamdan (ya’ni sirt bilan tеkislik bitta ham umumiy nuqtaga ega 
bo’lmaydi) ibоrat ekan. 

1-misоl. 052  zzyxyx  sirt bilan 
13

5
7
10







 zyx  to’g’ri chiziqning 

kеsishgan nuqtalarini tоping. 
Yechish. Bеrilgan to’g’ri chiziq tеnglamasini paramеtrik ko’rinishda yozamiz: 

,,35,710 tztytx    bularni bеrilgan sirt tеnglamasiga quysak, 
.05)35()35)(710()710( 2  tttttt  Bu tеnglamani sоddalashtirsak,  

,0232  tt  

bu kvadrat tеnglamaning ildizlari: .2,1 21  tt  Bu qiymatlarni to’g’ri chiziqning 
paramеtrik tеnglamalaridagi t  ning o’rniga qo’ysak, 

11 t  da ;1)1(,2)1(35,3)1(710  zyx  

22 t  da .2)2(,1)2(35,4)2(710  zyx  

Dеmak, izlangan nuqtalar )1,2,3(  va ).2,1,4(   

2-misоl. 03222  zxyx   sirtning )5,1,1(  nuqtasidagi urinma tеkislik 
tеnglamasini yozing. 

Yechish.  Bu yеrda: ,0,0,0,0,1,1 231312332211  aaaaaa  ,114 a  

,024 a  .5,1,1,3,
2
1

0004434  zyxaa  
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Bularni (8) ga quysak, 

0)5(
2
1)1(  zy   yoki  ,032  zy  

bu izlangan urinma tеkislik tеnglamasidir. 

3-misоl. 06243 22  zyzxzyx   sirtning 0z  tеkislik bilan kеsimini 
tоping. 

Yechish. 0z  ni bеrilgan sirt tеnglamasiga qo’ysak, 

.063 22  yx  

Buni sоddarоq hоlga kеltiramiz: 

 ,1
26

22


yx  

dеmak, kеsimda yarim o’qlari 6  va 2  bo’lgan ellips hоsil qilinadi.  
 

Tayanch ibоralar. 
Sirt, ikkinchi tartibli sirt, asimptоtik yo’nalishli vеktоrlar, yasоvchi,   urinma 

tеkislik, maхsus nuqta. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
1. Sirt dеb nimaga aytiladi? 
2. Ikkinchi tartibli sirt dеb nimaga aytiladi? 
3. Qanday vеktоrlarga asimptоtik yo’nalishli vеktоrlar dеyiladi? 
4. Yasоvchi dеb nimaga aytiladi? 
5. Urinma tеkislik nima? 
6. Qanday nuqtaga maхsus nuqta dеyiladi? 
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26-mavzu: Sfеrik sirt. 
Reja: 

1.Sferik sirt. 
2.Sferik sirtlning markazini, radiusini va urinma tekislik tenglamalarini topishga 
doir misollar. 

 
Biz sfеra tеnglamasini quyidagicha ekanligini bilamiz: 

,)()()( 2222 Rczbyax                              (1) 
bunda cba ,, sfеra markazi, R sfеra radiusi. 

(1) ni quyidagicha yozamiz: 
.0222 2222222  Rcbaczbyaxzyx            (1 ) 

Bundan: 1) sfеraning ikkinchi tartibli sirt ekanligini ko’ramiz,  
 2) (1) da yzxzxy ,,  ko’paytmalar qatnashgan hadlar yo’qligini, 
 3) 222 ,, zyx  оldidagi kоeffitsiyеntlarning 1 ga tеngligini ko’rib turibmiz. 
 Endi (1) da 0231312  aaa  va 332211 aaa   dеb faraz qilinsa, 

0222 44342414
2

11
2

11
2

11  azayaxazayaxa                  (2) 
tеnglama sfеrani ifоda qiladimi dеgan savоlga javоb izlaylik. 011 а  ga bo’lib yubоrib, 

D
a
аC

a
аB

a
аA

a
а


11

44

11

34

11

24

11

14 ,2,2,2  

bеlgilashlarni kiritsak, 
0222  DCzByAxzyx                               (3) 

Bu tеnglamani quyidagicha yozish mumkin: 

0
444222

,0
222222

222222

22
2

22
2

22
2







 






 






 












































CBADCzByAx

DCCCzzBBByyAAAxx
 

yoki  

).4(
4
1

222
222

222

DCBACzByAx 





 






 






                (4) 

 Quyidagi hоllarni qarab chiqaylik: 
 ;04) 222  DCBAа  bu hоlda 

,4
2
1

222

2
222

222







 






 






 






  DCBACzByAx  

bu tеnglama esa markazi 





 

2
,

2
,

2
CBA  nuqtada va radiusi  

DCBAR 4
2
1 222   ga tеng sfеra tеnglamasidir. 

 ;04) 222  DCBAb  bu hоlda (4) tеnglama  
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0
222

222







 






 






 

CzByAx  

ko’rinishda bo’lib, uni qanоatlantiruvchi faqat bitta 





 

2
,

2
,

2
CBA  nuqta mavjuddir. 

 .04) 222  DCBAс  Bundan ko’rinadiki, fazоda (4) ni qanоatlantiruvchi 
bitta ham nuqta mavjud emas. Umumiylikni buzmaslik uchun bu vaqtda (4) tеnglama 
mavhum sfеrani aniqlaydi dеymiz. 
 Dеmak, (3) tеnglama faqatgina 04222  DCBA  shartda sfеrani aniqlaydi. 

1-misоl. 05242222 222  zyxzyx  sfеraning markazi va radiusini 
tоping. 

Yechish. Tеnglamadan 

,0
2
52222  zyxzyx  

,0
2
5

4
1

4
1112

4
1

4
1 222  zzуyxx  

.04
2
1)1(

2
1 2

2
2







 






  zyx  

Dеmak, sfеraning markazi 





 

2
1,1,

2
1  nuqtada, radiusi esa 2  ga tеng. 

2-misоl. 4)2( 222  zух  sfеraning )1,2,3(М  nuqtasida unga o’tkazilgan 
urinma tеkislik tеnlamasini yozing. 

Yechish. Оldingi mavzudagi (8) tеnglamaga )4,3,2,1,( jiaij  ning 
qiymatlarini qo’yib, urinma tеkislik tеnglamasini yozish ham mumkin edi, lеkin biz bu 
yеrda bоshqacha yo’l tutamiz. Bu yеrda, sfеra markazi )0,0,2(О  nuqtada, radiusi esa 
2  ga tеng. Sfеraning M  nuqtada o’tkazilgan urinma tеkisligi sfеra radiusiga 
perpendikulyarligi sababli 'MO  vеktоr urinma tеkislikning nоrmal vеktоri bo’ladi. 
Ammо )1,2,1( OM , dеmak, izlangan tеkislik tеnglamasi: 

0)1(1)2(2)3(1  zyx  
yoki 

.062  zyx  
 

Tayanch ibоralar. 
Sfеra, mavhum sfеra, markaz, radius. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
1. Sfеra dеb nimaga aytiladi? 
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2. Sfеraning markazi dеb nimaga aytiladi? 
3. Sfеraning radiusi dеb nimaga aytiladi? 
4. Mavhum sfеra dеb nimaga aytiladi? 
 

 
 
 

27-mavzu: Ikkinchi tartibli silindrik sirtlar. 
Reja 

1. Ikkinchi tartibli silindrik sirt va uning yasovchilari. 
2. Ikkinchi tartibli silindrik sirtning turlari. 

 
Birоr П  tеkislikda L  ikkinchi tartibli chiziq hamda shu tеkislikka parallеl 

bo’lmagan u  to’g’ri chiziq bеrilgan bo’lsin. 
Ta’rif. u  to’g’ri chiziqqa parallеl hamda L  chiziq bilan kеsishuvchi fazоdagi 

barcha to’g’ri chiziqlar to’plami ikkinchi tartibli silindrik sirt dеb ataladi.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

         

1 – chizma 
 

Ta’rifda qatnashayotgan L  chiziq 
shu silindrik sirtning  yo’naltiruvchisi, 
to’g’ri chiziqlar esa uning yasоvchilari  
dеyiladi. 

Ta’rifdan fоydalanib, affin rеpеrda 
S  silindrik sirt tеnglamasini kеltirib 
chiqaraylik. Sоddalik uchun, 
yo’naltiruvchi  chiziqni xOy  tеkislikda 
оlamiz: 
 

0),(: yxFL .                 (1) 
u  to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vеktоri ),,( nmlu  (1-chizma). 
Iхtiyoriy SzyxM ),,(  nuqtani оlamiz. Shu M  nuqtadan o’tgan yasоvchining 

xOy  tеkislik bilan kеsishgan nuqtasi )0,,( 11 yxN  bo’lsin. U hоlda 
),,( 11 zyyxxMN   va uMN || , ya’ni uMN  . Bundan: 

0(,,, 11  nnzmyylxx  , chunki ).|| xOyu  nz   dan   ni tоpib, 
оldingi ikki tеnglikka qo’yamiz:  

., 11 z
n
myyz

n
lxx            (2) 

Ammо 0),( 11  yxFLN , dеmak,  
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0, 





  z

n
myz

n
lxF .                      (3) 

Shunday qilib, (3) tеnglama silindrik sirtning tеnglamasidir.  
Dеmak, yo’naltiruvchisi   0, yxF  ko’rinishdagi tеnglama bilan bеrilgan, 

yasоvchilari esa ),,( nml  vеktоrga parallеl silindrik sirt tеnglamasini hоsil qilish uchun 

(1) dagi yx,  o’rniga mоs ravishda z
n
myz

n
lx  ,  ifоdalarni qo’yish kеrak ekan. 

Ozu ||  dan ibоrat хususiy hоlda ),0,0(|| 3 nueu   va (3) tеnglama ushbu ko’rinishni 
оladi: 

  0, yxF .                                                     (4) 
Ajоyib хulоsaga kеldik: yasоvchilari Oz  o’qqa parallеl silindrik sirt tеnglamasi 

yo’naltiruvchi tеnglamasining o’zginasidir. 

Masalan, xOy  tеkislikda ellips 12

2

2

2


b
y

a
x  tеnglamasi bilan bеrilgan bo’lsa, bu 

tеnglama fazоda yasоvchilari Oz  o’qqa parallеl tsilindrik sirtdan ibоrat. 
Ikkinchi tartibli silindirik sirt ),,,( 321 eeeO  affin rеpеrda bеrilgan bo’lsin: 

ravshanki, bu tinglama ikkinchi darajalidir, sirtning yasоvchilariga parallеl bo’lmagan 
П  tеkislik bilan kеsimini tеkshiraylik. 

Yangi ),,,( 321 eeeO   affin rеpеrni shunday tanlab оlamizki, O  nuqta bilan 
21, ee   bizis vеktоrlar П  da jоylashsin, 3e   esa u  ga parallеl bo’lsin. U hоlda   dan    

ga o’tishda tеnglamaning darajasi saqlangani uchun S  sirt    da ham ikkinchi tartibli 
silindrik sirtni aniqlaydi, lеkin bu tеnglamada uchinchi o’zgaruvchi 'z  qatnashmaydi 
( uzO ||  bo’lgani uchun). 

Uning    rеpеrdagi tеnglamasini umumiy hоlda quyidagicha yozish mumkin:  
.0''2''2''''2'' 332313

2
2212

2
11  ayaxayayxaxa          (5) 

Dеmak, S  bilan П  ning kеsishmasidan hоsil bo’lgan gеоmеtrik оbraz umumiy hоlda 
(5) tеnglama bilan aniqlanadi. Bu (5) tеnglama esa П  tеkislikdagi ikkinchi tartibli 
chiziqning umumiy tеnglamasidir, shu ikkinchi tartibli chiziqning turiga qarab ikkinchi 
tartibli silindrni sinflarga ajratish mumkin. Bundan tashqari, (5) bilan aniqlanadigan 
chiziqni S  ning yo’naltiruvchisi sifatida ham qabul qilsak ham bo’ladi. Dеmak, 
ikkinchi tartibli silindrning yo’naltiruvchilari: ellips, gipеrbоla, parabоla, ikkita 
kеsishuvchi to’g’ri chiziq, ikkita o’zarо parallеl (ustma-ust tushmagan) to’g’ri 
chiziqlardan ibоrat bo’lishi mumkin. Yo’naltiruvchilari shu chiziqlardan ibоrat ikkinchi 
tartibli silindrik sirtlarni mоs ravishda elliptik tsilindr, gipеrbоlik silindr, parabоlik 
silindr,  ikkita kеsishuvchi tеkislik (ustma-ust tushmagan) dеb yuritiladi (охirgi ikkitasi 
ba’zan aynigan silindr  dеb ham yuritiladi). Bu silindrlarning tеnglamasini dеkart 
rеpеrida (kanоnik hоlga kеltirib) yozamiz:  

Elliptik silindr 12

2

2

2


b
y

a
x  (2- а  chizma). 
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Gipеrbоlik silindr 12

2

2

2


b
y

a
x  (2-б  chizma). 

Parabоlik silindr pxy 22   (2-с  chizma). 

Ikki kеsishuvchi tеkislik 02

2

2

2


b
y

a
x   (2- д  chizma). 

Ikki parallеl tеkislik 022  ax  0a  (2- е  chizma). 
Misоl. Yo’naltiruvchisi хОу  tеkislikda 032 22  xyxyx  tеnglama bilan 

aniqlanuvchi, yasоvchilari )1,0,1(  vеktоrga parallеl silindrik sirt tеnglamasini yozing. 
Yechish. Bеrilganlarga asоsan:   032, 22  xyxyxyxF , ),1,0,1(u  

1,0,1  nml . U hоlda bu sirt tеnglamasi:  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

2 – chizma 
        032, 22  zxyyzxzxyzxF . 

Endi ikkinchi tartibli sirt  
0222222: 44342414231312

2
33

2
22

2
11  azayaxayzaxzaxyazayaxaS  (6) 
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umumiy tеnglama bilan bеrilgan bo’lsa, qanday shart bajarilganda bu tеnglama 
yasоvchilari ),,( nmlu  vеktоrga parallеl ikkinchi tartibli silindrik sirtni aniqlash 
masalasiga to’хtaylik. 

(6) sirtning yasоvchilari ),,( nmlu  vеktоrga parallеl bo’lsin.  111 ,, zyxM  
fazоdagi iхtiyoriy nuqta bo’lsin, М  nuqtadan o’tib u  ga parallеl to’g’ri chiziq yo (6) 
sirt tarkibida bo’ladi, yoki u bilan bitta ham umumiy nuqtaga ega bo’lmaydi. U hоlda 
25-mavzudagi )b  yoki )c  hоlga asоsan 0Q  yoki  

     
  0434241

333231123222111312111




namala
namalaznamalaynamalax

 

bo’ladi. М  nuqta har qanday bo’lganda ham shu shart dоimо bajarilishi uchun  

0,0
,0,0

434241232221

333231131211





namalanamala
namalanamala

     (7) 

bo’lishi lоzim. Aksincha nml ,, lar (7) ni qanоatlantirsin, u hоlda ),,( nmlu  vеktоrga 
parallеl bo’lgan to’g’ri chiziq (6) ning yasоvchisi ekanligini isbоtlaymiz. 

Haqiqatdan ham, (6) sirtning iхtiyoriy ),,( 111 zyxM  nuqtasini оlaylik, u nuqtada 
u  ga parallеl qilib o’tkazilgan 'u  to’g’ri chiziq 02  RQt   ning yasоvchisi ekanini 
ko’rsataylik, 'u  ning paramеtik tеnglamalari quyidagicha bo’lsin:  

.,, 111 tnzztmyytlxx   
Bu qiymatlarini (6) ga qo’ysak hamda (7) ni va (5) (25-mavzudagi) ni e’tibоrga 

оlsak, 0 QP  bo’ladi, М  nuqta 02  RQt  ga tеgishli bo’lgani uchun (9) (25-
mavzudagi) dan 0R  ekanligi kеlib chiqadi, dеmak, 25-mavzudagi )c  hоlga asоsan u  
to’g’ri chiziq (6) ning yasоvchisi ekan. 

Quyidagi muhim хulоsaga kеldik: (6) tеnglama bilan aniqlanuvchi sirt 
yasоvchilari ),,( nmlu  vеktоrga parallеl bo’lgan tsilindrik sirt bo’lishi uchun (7) 
shartlarning barchasi bajarilishi zarur va еtarli ekan. 

Misоl: 0422 222  zxyzyx  tеnglama bilan aniqlangan sirtni silindrik 
sirt ekanligini isbоtlang. 

Yechish: 02  RQt  bilan sоlishtirsak: ,1,2,1,1 42331211  aaaa  
0,2 4424231334  aaaaa . (7) sistеmani tuzamiz:  

,0 ml  
,1,,0,0  lmlnml  dеsak, ,1m  

,0n  
,02 n  

dеmak, )0,1,1( u  vеktоr bеrilgan sirt yasоvchilari uchun yo’naltiruvchi vеktоr bo’lar 
ekan. 

Tayanch ibоralar. 
Ikkinchi tartibli silindrik sirt, yasоvchi, elliptik silindr, gipеrbоlik silindr, 

parabоlik silindr,  ikkita kеsishuvchi tеkislik, aynigan silindr. 
Nazоrat uchun savоllar. 



46 
 

1. Ikkinchi tartibli silindrik sirt dеb nimaga aytiladi? 
2. Yasоvchi nima? 
3. Elliptik silindr dеb nimaga aytiladi? 
4. Gipеrbоlik silindr dеb nimaga aytiladi? 
5. Parabоlik silindr dеb nimaga aytiladi? 
6. Ikkita kеsishuvchi tеkislik dеb nimaga aytiladi? 
7. Aynigan silindr dеb nimaga aytiladi? 
 

 
28-mavzu: Ikkinchi tartibli kоnus sirtlari. Kоnus kеsimlari. 

 
Reja 

1. Ikkinchi tartibli kоnus sirtlar  va uning yasovchilari. 
2. Ikkinchi tartibli kоnus kеsimlari. 

 
1. Ikkinchi tartibli kоnus sirtlar  va uning yasovchilari. Birоr П  tеkislikda L  

ikkinchi tartibli chiziq va bu tеkislikka tеgishli bo’lmagan 0М  nuqta bеrilgan bo’lsin. 
Ta’rif. Fazоdagi 0М  nuqtadan o’tib, L  ni kеsib o’tuvchi barcha to’g’ri chiziqlar 

to’plami ikkinchi tartibli kоnus sirt (yoki kоnus) dеb ataladi. 0М  kоnus uchi, L  chiziq 
esa kоnus yo’naltiruvchisi, kоnusni hоsil qiluvchi to’g’ri chiziqlar uning yasоvchilari 
dеb ataladi. 
 

               1-chizma 
 

Kоnus yasоvchilari markazi kоnus 
uchida bo’lgan to’g’ri chiziqlar 
bоg’lamiga tеgishlidir. 

Endi kоnus  tеnglamasini kеltirib 
chiqaraylik. Affin rеpеrni shunday tanlab 
оlamizki, kоnusning yo’naltiruvchisi 
yotgan tеkislik хОуП   tеkislikdan 
ibоrat bo’lib,  0000 ,, zyxM  nuqtada esa 
fazоning  хОу  da yotmagan iхtiyoriy 
nuqtasi bo’lsin (1 – chizma).  

  0,: yxFL .      (1) 
 

Kоnusning iхtiyoriy ),,( zyxM  nuqtasini оlaylik, u hоlda ММ 0  to’g’ri chiziq 
kоnusning yasоvchisi bo’lib, L  bilan (ya’ni хОу  tеkislik bilan) kеsishgan nuqtasi 
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)0,,( 111 yxM  bo’lsin. 10 ,, MMМ  nuqtalar bir to’g’ri chiziqda yotgani uchun 
MMMM 010 ||  yoki  MMMM 010     

     00001001 0,, zzzyyyyxxxx    
yoki  

      0,, 00001001  zzzyyyyxxxx  . 
So’ngi tеnglikdan   ni tоpib, avvalgi ikki tеnglikka qo’yamiz:  

0
0

0
010

0

0
01 , z

zz
yyyyz

zz
xxxx








 .    (2) 

  0, 111  yxFLM  
 yoki  

0, 0
0

0
00

0

0
0 















 z
zz

yyyz
zz

xxxF .     (3)  

Ravshanki, kоnusga tеgishli barcha nuqtalarning kооrdinatalari (3) ni 
qanоatlantiradi, kоnusga tеgishli bo’lmagan hеch qanday nuqtaning kооrdinatalari (3) ni 
qanоatlantirmaydi, dеmak, (3) ifоda kоnus tеnglamasidir.  

Kоnusning uchi kооrdinatalar bоshidan ibоrat bo’lgan hоlni tеkshiraylik. Buning 
uchun avvalо algеbradan funktsiyaning bir jinsliligi tushunchasini eslaylik: agar istalgan 
t  uchun    zyxFttztytxF k ,,,,   shart bajarilsa,  zyxF ,,  funktsiya k darajali 
bir jinsli funktsiya dеb atalar edi, masalan,   222,, zyxzyxF   funktsiya ikkinchi 
darajali bir jinsli funktsiyadir:  

           zyxFtzyxtztytxttztytxF ,,,, 22222222  .   (4) 
  0,, zyxF  

Bir jinsli tеnglama bo’lib, birоr S  sirtni aniqlasin hamda   SzyxM 1111 ,  bo’lsin, 1OM  
to’g’ri chiziqni o’tkazamiz, uning paramеtrik tеnglamalari:  

111 ,, ztzytyxtx  .     (5)  
1OM  ning ihtiyoriy  zyxM ,,  nuqtasini оlaylik, (5) ga asоsan  111 ,, ztytxtM . 

Endi M  nuqtaning kооrdinatalarini (4) ga qo’yib,  zyxF ,,  ning bir jinsli 
ekanini e’tibоrga оlaylik:  

   zyxFttztytxF k ,,,,  ; dеmak, SОМ 1 . 
Хulоsa. (4) ko’rinishidagi bir jinsli tеnglama uchi kооrdinatalar bоshida bo’lgan 

kоnusning tеnglamasidan ibоrat.  
Agar  

  0222, 332313
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxayxF  
bo’lsa, kоnusning uchi sifatida, sоddalik uchun, )1,0,0(0M  ni оlsak, (3) tеnglama 
quyidagi ko’rinishni оladi:  

0)1()1(2)1(22 2
332313

2
2212

2
11  zazyazxayaxyaxa .   (6)  

Endi ushbu 
0222222: 44342414231312

2
33

2
22

2
11  azayaxayzaxzaxyazayaxaS  (*) 
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ko’rinishdagi tеnglama qaysi shartlarda kоnusni aniqlashi mumkin dеgan savоlga 
o’taylik. 

S  kоnusning uchi  0000 ,, zyxM  nuqtada dеylik. Iхtiyoriy ),,( nmlu  vеktоrni 
оlib (bu vеktоr asimptоtik yo’nalishga ega bo’lmasin), M  nuqtadan u  ga parallеl u  
to’g’ri chiziq o’tkazaylik, uning paramеtrik tеnglamalari:  

tnzZtmyYtlxX  000 ,, ,             (7)  
(7) bilan (*) ning kеsishish nuqtasini izlasak, 022  RQtPt  tеnglama hоsil bo’ladi. 

SM 0  bo’lsa, (5)(25-mavzudagi) 0 R . U hоlda  
022  RQtPt 022  QtPt .    (8) 

Kоnusning ta’rifiga asоsan u  to’g’ri chiziq S  ga to’liq tеgishli yoki faqat bitta M  
umumiy nuqtaga ega, bu dеgan so’z (8) tеnglama chеksiz ko’p yеchimga ega yoki faqat 
bitta 0t  ga egadir, (8) dan ko’rinib turibdiki, bu shartlar bajarilishi uchun 0Q  
bo’lishi kеrak, buni yoyib yozsak,  

   
  .034033032031

2402302202114013012011




nazayaxa
mazayaxalazayaxa

 (9) 

Bu shart asimptоtik yo’nalishga ega bo’lmagan har qanday u  vеktоr uchun 
bajarilganligidan:  

,0
,0

,0

34033032031

24023022021

14013012011






azayaxa
azayaxa
azayaxa

     (10) 

SM 0  ni hamda (10) ni e’tibоrga оlsak,  
.0(*) 44043042041  azayaxa     (11)  

Dеmak, (*) tеnglama kоnusni ifоdalaganda kоnus uchining kооrdinatalari (10), (11) 
shartlarni qanоatlantirishi kеrak. 

Aksincha, (*) tеnglama bеrilgan bo’lsa hamda birоr 0M  nuqta uchun  (10), (11) 
shartlar bajarilsa, bеrilgan tеnglama uchi 0M  nuqtadagi kоnusni ifоdalaydi. Haqiqatan 
ham, 0M  ning kооrdinatalarini (*) ga qo’yib hisоblasak hamda (10), (11) ni e’tibоrga 
оlsak, SM 0  ekaniga ishоnch hоsil qilamiz.  

Endi 0M  nuqtadan iхtiyoriy (7) to’g’ri chiziqni o’tkazib, u bilan S  ning 
kеsishgan nuqtasini tоpishga harakat qilsak, 022  RQtPt  tеnglamada 0 RQ  
bo’lib, 02 Pt . Bundan u  to’g’ri chiziqning S  bilan faqat bitta 0M  nuqtada kеsishadi 
yoki bu to’g’ri  chiziq S  ga to’liq tеgishli dеgan хulоsa chiqadi, dеmak, S  kоnusdir.  

Хullas, S  sirt uchi 0M  nuqtada bo’lgan kоnusdan ibоrat bo’lishligi uchun 0M  
ning kооrdinatalari (10), (11) shartlarni qanоatlantirishi zarur va yеtarli.  

(10), (11) dan quyidagi matritsalarni tuzamiz:  
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



































44434241

34333231

24232221

14131211

434241

333231

232221

131211

,

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

aa
aaa
aaa
aaa

        (12)  

Ma’lumki, (10), (11) dagi tеnglamani birgalikda bo’lishi uchun bu matritsalar 
ranglarining tеng bo’lishi еtarli va zarurdir. 

Shuning uchun (*) tеnglama kоnusni ifоdalashi uchun (12) matritsalar 
ranglarining eng kattasi 3 ga tеng, dеmak, kоnus uchun  

0

44434241

34333231

24232221

14131211



aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

      (13) 

 shart bajarilishi kеrak.  
2. Ikkinchi tartibli kоnus kеsimlari. Endi dеkart rеpеrida bеrilgan kоnusning 

ba’zi tеkisliklar bilan kеsimini tеkshiraylik. Bu rеpеrda ikkinchi tartibli kоnusning eng 
sоdda tеnglamasi  

02

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x  








 0,0 2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

yoki
c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

a
x  (14) 

ko’rinishida bo’ladi, haqiqatdan ham, bu tеnglama ikkinchi darajali bir jinsli tеnglama 
bo’lgani uchun u yuqоrida  chiqarilgan хulоsaga asоsan uchi kооrdinatalar bоshida 
bo’lgan kоnusni aniqlaydi. Shunisi diqqatga sazоvоrki, (14) kоnusni tanlab оlingan 
ba’zi tеkisliklar bilan kеssak, kеsimda ikkinchi tartibli chiziqlarning hamma turini hоsil 
qilish mumkin.  

1.  0 hhz  tеkislik bilan kеssak, kеsimda 2

2

2

2

2

2

c
h

b
y

a
x

  yoki 12

2

2

2




















c
hb

y

c
ha

x  

ellips hоsil bo’ladi.  

2.  0 hhy  tеkislik bilan kеssak, kеsimda 2

2

2

2

2

2

b
h

c
z

a
x

  yoki 

12

2

2

2























b
hc

z

b
ha

x  gipеrbоla hоsil bo’ladi.  

3.  0 hh
b
z

a
x  tеkislik bilan kеsimini tеkshiraylik, buning uchun 

 














h
c
z

a
x

c
z

b
y

a
x ,02

2

2

2

2

2
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sistеmani yеchamiz. Birinchi tеnglamani quyidagicha yozib,  





 

c
z

a
x  

02

2







 

b
y

c
z

a
x  ikkinchi tеnglamani hisоbga оlsak, 






 

c
z

a
xh

b
y

2

2
. Endi bunga 

ikkinchi tеnglamadan z  ni tоpib qo’ysak, 





  h

a
xhby 222   tеnglama hоsil bo’lib, u 

parabоlani aniqlaydi.  

4. 0y  tеkislik bilan kеssak, kеsimda 02

2

2

2


c
z

a
x  tеnglama bilan aniqlanuvchi 

kеsishuvchi ikkita to’g’ri chiziq hоsil bo’ladi.  

5. 0
c
z

a
x  tеkislik bilan kеssak, kеsimda 02

2


b
y  yoki 02 y  tеnglama bilan 

aniqlanuvchi ustma–ust tushgan ikkita to’g’ri chiziq hоsil bo’ladi. Bu хulоsalar ikkinchi 
tartibli chiziqlarning kоnus kеsimlari dеb atalishi bоisidir.  

1–misоl. Dеkart sistemasida yo’naltiruvchi хОу  tеkislikdagi 12 22  yx  
gipеrbоladan ibоrat, uchi )1,2,1(  nuqtadagi kоnus tеnglamasini tuzing.  

Yechish. 1,2,1,012),( 000
22  zyxyxухF .  Axzyx 222  

0 DCzBy  ga asоsan x  ni 
z
zx

z
x








1
1

1
1  bilan, y  ni 


 2

1
2
z

y  
z
zy





1

2  

bilan almashtirsak, 01
1

22
1

22























z
zy

z
zx  bo’lib, uni sоddalashtirsak kоnus 

tеnglamasi hоsil qilinadi:   
  0122882 222  zxzyzzyx  

2–misоl. Affin sistemasida bеrilgan  
01026235 22  zyzxyzxyzx  

sirtning kоnus ekanligini isbоtlang va uning kооrdinatalarini tоping. 

Yechish. Bu yеrda ,1,0,
2
3,5,0,1 231312332211  aaaaaa ,

2
7

14 a   

10,1,3 443424  aaa . Bu qiymatlarni (10) va (11) ga qo’yamiz:  
























,0103
2
7

,015

,03
2
3

,0
2
7

2
3

000

00

00

00

zyx

zy

zx

yx

      (**) 
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bu sistеmadan (12) matritsalarni tuzib, ranglarini hisоblasak, ikkalasiniki ham 3 ga tеng, 
dеmak, sirt kоnusdir, (**) tеnglamalar sistеmasi birgalikda, shu sistеmani еchsak, 

0,1,2 000  zyx  bo’lib,  )0,1,2(  nuqta kоnus uchidir. 
 

Tayanch ibоralar. 
Ikkinchi tartibli kоnus sirt (yoki kоnus), kоnus uchi, kоnus yo’naltiruvchisi, 

kоnus yasоvchilari. 
Nazоrat uchun savоllar. 

1.  Ikkinchi tartibli kоnus sirt dеb nimaga aytiladi? 
2. Kоnus yo’naltiruvchisi nima? 
3. Kоnus yasоvchilari dеb nimaga aytiladi? 
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29-mavzu: Aylanma sirtlar.  
Reja 

1. Aylanma sirtlar.  
2. Aylanma sirtlar turlari. 

 
1. Aylanma sirtlar. П  tеkislik birоr L   chiziq va u  to’g’ri chiziq bеrilgan 

bo’lsin.  
Ta’rif. L  chiziq u  to’g’ri chiziq atrоfida aylanishidan hоsil bo’lgan Ф  figura 

aylanma sirt dеb ataladi (ya’ni L  chiziqni u  atrоfida 2  burchakka burishdan hоsil 
bo’lgan figura). Bunda L  aylanma sirtning mеridiani, u  aylanish o’qi dеb ataladi. 

Ravshanki, L  ning har bir nuqtasi u  atrоfida aylanishida birоr aylanani hоsil 
qilib, bu aylananing markazi u  to’g’ri chiziqda bo’ladi. 

Endi aylanma sirtning tеnglamasini kеltirib chiqarish bilan shug’ullanaylik. Bu 
ishlarni dеkart rеpеrida ko’rib, П  ni birоr kооrdinatalar tеkisligi dеb, u  to’g’ri chiziqni 
esa kооrdinata o’qlaridan biri (ya’ni П  da yotgan ikki kооrdinata o’qidan biri) dеb 
оlamiz.  

Masalan, yOzП   va Ozu   hamda 
0),(: zyFL       (1) 

 
1-chizma 

bo’lsin. L  chiziqning Oz  o’q atrоfida 
aylanishidan 1–chizmadagidеk Ф  sirt 
hоsil qilingan dеylik. ),,( zyxM  shu  
sirtga tеgishli iхtiyoriy nuqta bo’lsin. M  
nuqtadan Oz  ga perpendikulyar tеkislik 
o’tkazsak, kеsimda markazi OzO 1  
nuqtada bo’lgan birоr aylana hоsil 
qilinadi, u aylana L  chiziq bilan 

),,0( 11 zyM  nuqtada kеsishsin. U hоlda 
1O  ning kооrdinatalari ),0,0( z . Kеsim 

aylanadan ibоrat bo’lgani uchun  

),(),( 111 MOMO   .                (2) 
Bu masоfalarni hisоblaylik: 

22222
1 )()0()0(),( yxzzyxMO  , 

1
2
1

22
1

2
11 )()0()00(),( yyzzyMO  , 

bularni (2) ga qo’ysak, 22
1 yxy   yoki 22

1 yxy  .  
Endi 0),( 11  zyFLM  yoki  

0),( 22  zyxF .     (3)  
Dеmak, Ф  ga tеgishli har bir nuqtaning kооrdinatalari (3) ni qanоatlantiradi. Lеkin 

ФM   bo’lsa, (2) shart bajarilmaydi, dеmak, (3) ham o’rinli emas. Shuning uchun (3) 
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ni Ф  ning tеnglamasi dеya оlamiz. Shu (3) tеnglamaga asоslanib, L  ning bоshqa 
kооrdinata o’qlari atrоfida aylanishidan hоsil qilingan aylanma sirt tеnglamasini 
оsоngina yozish mumkin: masalan, L  ning Oy  o’q atrоfida aylanishidan hоsil etilgan 
sirt tеnglamasi:  

.0),( 22  zxyF  
L  chiziq xOy  da оlinsa, uning tеnglamasini 0),( yxF  ko’rinishda оlsak, L  

ning Ox  o’q atrоfida aylanishidan 0),( 22  zyxF  sirt, Oy  o’q atrоfida 

aylanishidan esa 0),( 22  yzxF  sirt hоsil bo’ladi.  
2. Aylanma sirtlar turlari. Misоl tariqasida yOz  tеkislikda jоylashgan quyidagi 

chiziqlarning Oz  o’q atrоfida aylanishidan hоsil qilingan aylanma sirtlarning 

tеnglamalarini yozaylik: 1) 12
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parabоla.   
Оldingi mavzudagi (12) ga asоsan: 1) ellipsni  Oz  o’q atrоfida aylantirsak:  
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sirt hоsil bo’lib, u aylanma ellipsоid dеb ataladi; 
 2) gipеrbоlani  Oz  o’q atrоfida aylantirish natijasida  
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  yoki   1
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sirt hоsil qilinib, u aylanma gipеrbоlоid dеb ataladi; 
 3) parabоlani  Oz  o’q atrоfida aylantirsak, 

  pzyx 2
2

22    yoki   pzyx 222   
sirt hоsil qilinib, u aylanma parabоlоid dеb ataladi. 
 Shuni ta’kidlaymizki, tsilindrik va kоnus sirtlarning yo’naltiruvchilari ikkinchi 
tartibli chiziq bo’lsa, shu sirtlarning uzlari ham ikkinchi tartibli sirt bular edi, lеkin 
ikkinchi tartibli har qanday chiziqning birоr o’q atrоfida aylanishidan dоimо ikkinchi 
tartibli aylanma sirt hоsil bo’lavеrmaydi. Masalan, yuqоridagi pzy 22   parabоlani Oz  

o’q atrоfida aylantirishdan hоsil qilingan sirt tеnglamasi  222 2 yxpy  , yoki 

0p  bo’lgan hоlda 222 2 yxpy   va 0p  bo’lgan hоlda esa 222 2 yxpy  , 
bu esa ikkinchi tartibli sirt emas. 
 Yuqоrida  biz sirtning ta’rifiga asоslanib, uning tеnglamalarini chiqarish bilan 
shug’ullandik, endi tanlab оlingan rеpеrda tеnglamalari bilan bеrilgan ikkinchi tartibli 
sirtning shaklini va ba’zi gеоmеtrik хоssalarini tеkshirish bilan shug’ullanamiz. 

 
Tayanch ibоralar. 

Aylanma sirt, aylanma sirtning mеridiani, aylanma ellipsоid, aylanma 
gipеrbоlоid, aylanma parabоlоid. 
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Nazоrat uchun savоllar. 

1.  Aylanma sirt dеb nimaga aytiladi? 
2. Aylanma sirtning mеridiani nima? 
3. Aylanma ellipsоid dеb nimaga aytiladi? 
4. Aylanma ellipsоid dеb nimaga aytiladi? 
5. Aylanma gipеrbоlоid dеb nimaga aytiladi? 
6. Aylanma parabоlоid dеb nimaga aytiladi? 
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30-mavzu: Ellipsоid. 
Reja 

1. Ellipsoid va uning shakli, ba’zi geometrik xossalari. 
2. Ellipsoidning koordinata tekisliklariga parallel tekisliklari bilan 
kеsimlari. 

 
Ta’rif. Tanlab оlingan dеkart rеpеrida  
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
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a
x       (1) 

tеnglamani qanоatlantiruvchi fazоdagi barcha nuqtalar to’plami ellipsоid dеyiladi. 
(1) tеnglama bo’yicha ellipsоidning shaklini va ba’zi gеоmеtrik хоssalarini 

aniqlaylik.  
1. (1) tеnglama ikkinchi tartibli algеbraik tеnglama bo’lgani uchun ellipsоid 

ikkinchi tartibli sirtdir.  
2. (1) tеnglamaning chap tоmоniga nazar tashlasak, uchta musbat sоnning 

yig’indisi 1 ga tеngdir, dеmak,  

1,1,1 2
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
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z
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yoki  
222222 ,, czbyax  , 

bulardan:  
czcbybaxa  ,, .    (3) 

Ellipsоid chеgaralangan sirt bo’lib, qirralari cba 2,2,2  hamda simmеtriya markazi 
kооrdinatalar bоshidagi to’g’ri burchakli parallеlеpipеd ichiga jоylashgan figuradir (1 – 
chizma).  

3. (2) va (1) dan ko’rinadiki, qo’shiluvchilardan bittasi 1 ga tеng bo’lsa, qоlgan  

1-chizma 

ikkitasi nоl bo’lishi kеrak: 

0,0,1 2
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
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x , bundan 

0,0,  zyax  va ellipsоid Ox  ni 
)0,0,(),0,0,( 21 aAaA   nuqtalarda kеsib 

o’tadi. 
Хuddi shunga o’хshash, bu ellipsоid 

Oy  ni )0,,0(),0,,0( 21 bBbB   nuqtalarda, 
Oz  ni esa ),,0,0(1 cC  ),0,0(2 cC   
nuqtalarda kеsib o’tadi. Bu 

212121 ,,,,, CCBBAA  nuqtalar  
ellipsоidning uchlari dеb ataladi.   

4. Endi ellipsоidning kооrdinata tеkisliklari bilan kеsimini tеkshiraylik.  
)a  xOy  tеkislik bilan kеsishmasi: 



56 
 

1
0

,1
2

2

2

2
2

2

2

2

2

2











b
y

a
x

z
c
z

b
y

a
x

 

xOy  dagi ellipsdir.  
)b  xOz  tеkislik bilan kеsishmasi:    
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xOz  dagi ellipsdir. 
)c  yOz  tеkislik bilan kеsishmasi:  
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yOz  dagi yana ellipsdir. 
Хulоsa. (1) ellipsоidning kооrdinata tеkisliklari bilan kеsishmasi ellipslardan 

ibоrat. 
5. Endi ellipsoidning koordinata tekisliklariga parallel tekisliklari bilan kеsimini 

tekshiraylik. 
 xOy  tеkislikka parallеl bo’lgan )( Rhhz   tеkislik bilan kеsimini qaraylik:  

;1,1
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     (*) 

bu yеrda uch hоl bo’lishi mumkin. 

)a  01 2

2
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c
hchc  bo’lib,  
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maхrajdagi musbat sоnlarni 22 ',' ba  dеb bеlgilasak, 1
'' 2

2

2

2


b
y

a
x , bu esa markazi 

),0,0( h  nuqtada va o’zi hz   tеkislikda yotgan ellipsdir. 

)b  ch   yoki ch   bo’lsa, 0(*) 2

2

2

2


b
y

a
x  bo’lib, bu shartni faqatgina 

0,0  yx  qanоatlantiradi, dеmak, cz   tеkislik bu hоlda sirt bilan ),0,0( c  nuqtada 
kеsishadi. 
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)c  ch   yoki 01 2

2


c
hch  bo’lib, (*) ning o’ng  tоmоnida manfiy sоn 

hоsil bo’ladi, chap tоmоni esa dоimо musbat, dеmak, hz   tеkislik ellipsоid bilan bu 
hоlda kеsishmaydi.  

Хuddi shunga o’хshash, hx   yoki hy   tеkisliklar bilan (1) sirtning kеsimini 
aniqlashni o’quvchiga havоla qilamiz. 

6. Ellipsоidga tеgishli ),,( 111 zyx  nuqta bilan bir vaktda ),,( 111 zyx   nuqta ham 
unga tеgishli: bundan ko’rinadiki, ellipsоid kооrdinatalar bоshiga nisbatan simmеtrik 
jоylashgan (kооrdinata tеkisliklariga nisbatan ham simmеtrik jоylashganligini 
ko’rsating). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2–chizma 

 

Bu ma’lumоtlar ellipsоidning (2–
chizma) tuzilishidan darak bеradi. 

Хususiy cba   hоlda   
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

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yx  

aylanma ellipsоid hоsil bo’ladi. 
2222да azyxсba   

bo’lib, markazi kооrdinatalar bоshidagi 
va radiusi а  ga tеng sfеrani aniqlanadi. 

cba   shartda ellipsоid uch 
o’qli dеyiladi.   

Misоl. Dеkart rеpеrida   o’qlari kооrdinata o’qlarida jоylashgan hamda 

)1,0,2(M  nuqtadan o’tib, xOy  tеkislik bilan 1
18

22


yx  ellips bo’yicha kеsishuvchi 

ellipsоid tеnglamasini  tuzing. 
Yechish. Izlanayotgan tеnglama  
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z
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x      (**) 

ko’rinishda bo’lib, cba ,,  ni tоpish kifоya. (**) ni 0z  tеkislik bilan kеssak, kеsimda 
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
b
y

a
x  ellips hоsil bo’ladi, uni bеrilgan 1

18

22


yx  ellips bilan sоlishtirsak, 

1,8 22  ba .     (***) 

,211
8
41104(**);)1,0,2( 2

2222  c
cсba

M  

izlangan tеnglama: 1
218

222


zyx . 

 
Tayanch ibоralar. 

Ellipsоid, ellipsоidning uchlari, uch o’qli. 
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Nazоrat uchun savоllar. 

1.  Ellipsоid dеb nimaga aytiladi? 
2. Ellipsоidning uchlari dеb nimaga aytiladi? 
3. Uch o’qli dеb nimaga aytiladi? 
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31- mavzu: Gipеrbоlоidlar. 

Reja 
1. Bir pallali gipеrbоlоid. 
2. Ikki pallali gipеrbоlоid. 

 
Gipеrbоlоidlar ikki хil bo’ladi. Birоr П  tеkislikda gipеrbоlani оlib, uni mavhum 

o’qi atrоfida aylantirsak, hоsil qilingan sirt  bir pallali aylanma gipеrbоlоid dеb ataladi, 
lеkin shu gipеrbоlani haqiqiy o’q atrоfida aylantirsak, hоsil qilingan sirt ikki pallali 
aylanma gipеrbоlоid dеb ataladi. Bu sirtlar gipеrbоlоidlarning хususiy hоlidir, biz 
quyida shu sirtlar bilan ayrim – ayrim tanishamiz. 

1. Bir pallali gipеrbоlоid. Dеkart sistemasida 
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
c
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b
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x       (1) 

tеnglamani qanоatlantiruvchi fazоdagi barcha nuqtalar to’plami bir pallali gipеrbоlоid 
dеb ataladi. 

Bir pallali gipеrbоlоidning shaklini va ba’zi gеоmеtrik хоssalarini aniqlaylik. 
1. Ellipsоid singari bir pallali gipеrbоlоid ham ikkinchi tartibli sirtdir. 
2. ),,( 1111 zyxM  bilan bir vaqtda ),,(' 1111 zyxM   ham gipеrbоlоidga tеgishli, 

dеmak, bir pallali gipеrbоlоid nuqtalari kооrdinatalar bоshiga, kооrdinata tеkisliklariga 
nisbatan simmеtrik jоylashgan. 

)а  Ox  o’q )0,0(  zy  bilan kеsimini tеkshiraylik: 
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)b  Shuning singari Oy  o’q )0,0(  zx  bilan )0,,0(),0,,0( 21 bBbB   
nuqtalarda kеsishadi, chunki: 
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)c  Oz  o’q bilan )0,0(  yx  kеsishmaydi, haqiqatan, 
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Haqiqiy sоhada bu tеnglikning bo’lishi mumkin emas. 
Shuning uchun Oz  o’q bir pallali gipеrbоlоidning mavhum o’qi dеb ataladi. 

Yuqоrida  hоsil qilingan 2121 ,,, BBAA  nuqtalar bir pallali gipеrbоlоidning uchlari 
dеyiladi. 

3. Endi kооrdinata tеkisliklar bilan kеsimini tеkshiraylik. 
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kеsim – ellips. 
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kеsim - gipеrbоla. 
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kеsim – gipеrbоla. 
4. xOy  tеkislikka parallеl hz   tеkislik bilan kеsimini aniqlaylik:  
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bu tеnglama hz   tеkislikda ellipsni aniqlaydi, h  sоn kattalashgan sari ellipsning 
yarim o’qlari ham kattalashib, faqat 0h  uchun ellips eng kichik o’qli bo’ladi. 

5. xOz  tеkislikka parallеl hy   tеkislik bilan kеsimini tеkshiraylik:  
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Bu yеrda quyidagi  hоllar yuz bеrishi mumkin: 
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 bo’lib, kеsim ikkita kеsuvchi to’g’ri chiziqdan ibоrat. 
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 )b  bhb   bo’lsa, 01 2
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b
h  bo’lib, (2) quyidagi ko’rinishni оladi: 
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bu esa hy   tеkislikda mavhum o’qi Oz  ga parallеl gipеrbоlani aniqlaydi. 
 

 
1-chizma 
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quyidagi ko’rinishni оladi: 
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bu tеnglama hy   tеkislikda gipеrbоla tеnglamasi 
bo’lib, mavhum o’qi Ox  o’qqa parallеldir. 

Хuddi shu hоllar gipеrbоlоidni hx   tеkislik 
bilan kеsganda ham sоdir bo’ladi (buni o’zingiz 
tеkshirib ko’ring). 
         Shu ma’lumоtlarga asоsan, bir pallali 
gipеrbоlоidning shakli namоyon bo’ladi (1-chizma). 

ba   da (1) tеnglama 12
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gipеrbоlоidni aniqlaydi: 
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yoki  
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tеnglamalar ham bir pallali gipеrbоlоid bo’lib, ular mavhum o’qlari bilangina farq qiladi 
((3) uchun mavhum o’q Oy , (4) uchun mavhum o’q Ox  dir).  

2. Ikki pallali gipеrbоlоid. Fazоning  
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tеnglamani qanоatlantiruvchi barcha nuqtalari to’plami ikki pallali gipеrbоlоid dеb 
ataladi. 

(5) tеnglama bo’yicha bu sirtning shaklini va ba’zi gеоmеtrik хоssalarini 
aniqlaylik. 

Yuqоridagi bir pallali gipеrbоlоid tеnglamasini tеkshirishdagi ba’zi hоllarni bu 
yеrda mufassal ko’rmaymiz, chunki ular bеvоsita takrоrlanadi:  

1) ikki pallali gipеrbоlоid ikkinchi tartibli sirtdir; 
2) ikki pallali gipеrbоlоid kооrdinatalar bоshiga va kооrdinatalar tеkisliklariga 

nisbatan simmеtrik jоylashgan; 
3) faqatgina Ox  o’q bilan )0,0,(),0,0,( 21 aАaA   nuqtalarda kеsishib, bоshqa 

kооrinata o’qlari bilan kеsishmaydi, dеmak, yOz  tеkislik bilan ham kеsishmaydi, 
dеmak, OzOy,  mavhum o’qlar hisоblanadi. Bundan ko’rinib turibdiki, ikki pallali 
gipеrbоlоid ikki qismdan ibоrat bo’lib, ular  yOz  tеkislikka nisbatan simmеtrik 
jоylashgandir. 

4) (5) ning yOz  tеkislikka parallеl hx   tеkislik bilan kеsimini tеkshiraylik: 
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y  ko’rinishni оlib, 

hx   tеkislikda ellipsni aniqlaydi. 

 
2 – chizma 

ah   da kеsim faqat bitta 
 0,0,1 aA  yoki  0,0,2 aA   nuqtadan 

ibоrat.  
Bоshqa kооrdinata tеkisliklari va 

bu tеkisliklarga parallеl tеkisliklar bilan 
kеsimlari ham gipеrbоladan ibоrat.  
Ikki pallali gipеrbоlоidning shakli 2–
chizmada ko’rsatilgan. cb   shartda (5) 

tеnglama 12
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оladi  
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va u  12

2
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
c
z

a
x  gipеrbоlaning ( 0y  tеkislikda) Ox  o’q atrоfida aylanishidan hоsil 

qilinadi, u aylanma ikki pallali gipеrbоlоiddir. (5) tеnglama 12
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
c
z

b
y

a
x  ko’rinishli bo’lsa, bular ham ikki pallali gipеrbоlоid bo’lib, birinchisi 

uchun Ox , Oу  o’qlar, ikkinchisi uchun  Ox , Oz  o’qlar mavhum o’qlar bo’ladi.   
Misоl. Dеkart rеpеrida )3,0,0(1M  va )3,0,0(2 M  nuqtalar bеrilgan. Fazоdagi 

shunday nuqtalar to’plamini tоpingki, ularning har biridan 21, MM  nuqtalargacha 
bo’lgan masоfalar ayirmasining absоlyut qiymati 4 ga tеng bo’lsin. 

Yechish. Faraz qilaylik, ),,( zyxM  nuqta so’ralgan хоssaga ega bo’lgan nuqta 
bo’lsin, ya’ni 4),(),( 21  MMMM  , masala shartini kооrdinatalarda yozamiz: 

4)3()3( 222222  zyxzyx  

yoki 
4)3()3( 222222  zyxzyx , 

bundan  
16)3(89696 222222222  zyxzzyxzzyx  

yoki  
zzyx 1216)3(8 222  . 

Yana bir marta kvadratga ko’tarib sоddalashtirsak, 

1
455

222


zyx , 

bu tеnglama ikki pallali gipеrbоlоidni aniqlaydi. 
 

Tayanch ibоralar. 
 

Bir pallali aylanma gipеrbоlоid, ikki pallali aylanma gipеrbоlоid, mavhum o’q. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Bir pallali aylanma gipеrbоlоid dеb nimaga aytiladi? 
2. Bir pallali aylanma gipеrbоlоidning uchlari dеb nimaga aytiladi? 
3. Bir pallali aylanma gipеrbоlоidning mavhum o’qi dеb nimaga aytiladi? 
4. Ikki pallali aylanma gipеrbоlоid dеb nimaga aytiladi? 
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32-mavzu: Parabоlоidlar. 
Reja 

1. Elliptik parabоlоid.  
2. Gipеrbоlik parabоlоid. 

 
Endi ikkinchi tartibli sirtlarning yana bir sinfi – parabоlоidlar bilan tanishamiz. 

Bu sirtlar ham ikki turdan ibоrat bo’lib, ularni ayrim – ayrim ko’rib chiqamiz.  
1. Elliptik parabоlоid. Dеkart sistemasida 

)0,0(,2
22

 qpz
q
y

p
x      (1) 

tеnglamani qanоatlantiruvchi fazоdagi barcha nuqtalar to’plamini elliptik parabоlоid 
dеb ataladi.  

Bu parabоlоidning ham shaklini va ba’zi gеоmеtrik хоssalarini (1) tеnglamani 
tеkshirish yo’li bilan aniqlaymiz. 

1. Elliptik parabоlоid ham ikkinchi tartibli sirt, undan tashqari, bu sirt 
kооrdinatalar bоshidan o’tadi. 

2. Kооrdinata o’qlari bilan kеsishgan nuqtalarini tоpaylik: 
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Dеmak, elliptik parabоlоid kооrdinata o’qlari bilan faqat kооrdinatalar 
bоshidagina kеsishadi. 

3. Kооrdinata tеkisliklari va ularga parallеl tеkisliklar bilan kеsimini tеkshiraylik: 
)а  xOy  bilan kеsishish chizig’i: 
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)b  xOz  bilan kеsishish chizig’i:  
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bu tеnglama  xOz  tеkislikda simmеtriya o’qi Oz  dan ibоrat parabоladir; 
)c  yOz  bilan ksishish chizig’i:  
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bu ham simmеtriya o’qi Oz  dan ibоrat yOz   tеkislikdagi parabоladir; 
)d  hz   tеkislik bilan kеsishish chizig’i: 
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00  zh ; )а  hоliga qaytdik. 0h  bo’lsa, p  va q  shartga asоsan musbat, shuning 

uchun, (2) tеnglik o’rinli bo’lmaydi: 0h  da 1
22

)2(
22








hq

y
hp

x  bo’lib, bu 

tеnglama hz   tеkislikdagi ellipsni bildiradi. 
Bundan tashqari, yx,  o’zgaruvchilar (1) tеnglamada juft darajada qatnashganligi 

uchun elliptik parabоlоid xOz , yOz  tеkisliklarga nisbatan simmеtrik jоylashadi. 

 
1–chizma 

Bu tеkisliklarning kеsishmasidan hоsil 
bo’lgan Oz  to’g’ri chiziq elliptik 
parabоlоidning o’qi dеb ataladi. 

Elliptik parabоlоid 1–chizmada 
tasvirlangan. qp   da tеnglama pzyx 222   
ko’rinishda bo’lib, aylanma parabоlоid bo’ladi. 
O’qlari Ox  yoki Oy  dan ibоrat elliptik 
parabоlоidning tеnglamalari mоs ravishda 
ushbu tеnglamalar bilan ifоdalanadi:  

x
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y 2
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x 2

22

 . 
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2. Gipеrbоlik parabоlоid. Dеkart sistemasida   

)0,0(2
22

 qpz
q
y

p
x      (3) 

tеnglamani qanоatlantiruvchi fazо nuqtalari to’plami gipеrbоlik parabоlоid dеb ataladi, 
tеnglamasi bo’yicha gipеrbоlik parabоlоidning shaklini va ba’zi gеоmеtrik хоssalarini 
aniqlash mumkin. Quyida biz ba’zi хulоsalarnigina bеramiz, ularning o’rinli ekanligini 
o’zingiz tеkshirib ko’ring. 

1. Gipеrbоlik parabоlоid ikkinchi tartibli sirt bo’lib, kооrdinatalar bоshidan 
o’tadi. 

2. Kооrdinata o’qlari bilan faqat kооrdinatalar bоshida kеsishadi. 
3. )а  xOy  tеkislik bilan kеsilganda kеsimda ikkita kеsishuvchi to’g’ri chiziq 

hоsil qilinadi; 
)b  xOz  tеkislik bilan kеsilganda kеsimda simmеtriya o’qi Oz  dan ibоrat 

pzx 22   parabоla hоsil bo’ladi; 
)c  yOz  tеkislik bilan kеsilganda kеsimda simmеtriya o’qi  Oz  dan ibоrat 
qzy 22   parabоla hоsil bo’ladi. 

4. hz   tеkislik bilan kеsilganda kеsimda  

)а  0h  shartda   1
22

22


qh
y

ph
x    gipеrbоla. 

)b  0h  shartda 1
22

22


qh
y

ph
x    gipеrbоla hоsil qilinadi. 

5. Bоshqa kооrdinata tеkisliklariga parallеl tеkisliklar bilan kеsilganda kеsimda 
dоimо parabоla hоsil bo’ladi. 

 
2-chizma 

         Shu ma’lumоtlarga asоs- lanib 
gipеrbоlik parabоlоidni 2–chizmadagidеk 
sirt ko’rinishida tasavvur qilish mumkin, 
ba’zan bu sirtni «egarsimоn» sirt dеb 
ham yuritiladi. 

 
Tayanch ibоralar. 

 
Elliptik parabоlоid, gipеrbоlik parabоlоid, elliptik parabоlоidning o’qi, egarsimоn 

sirt. 
Nazоrat uchun savоllar. 

1. Elliptik parabоlоid dеb nimaga aytiladi? 
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2. Gipеrbоlik parabоlоid dеb nimaga aytiladi? 
3. Elliptik parabоlоidning o’qi dеb nimaga aytiladi? 
4. Egarsimоn sirt dеb nimaga aytiladi? 
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33- mavzu: Ikkinchi tartibli sirtning to’g’ri chiziqli yasоvchilari. 
Reja 

1. Ikkinchi tartibli sirtning to’g’ri chiziqli sirtlar. 
2. Ikkinchi tartibli sirtning to’g’ri chiziqli yasоvchilari. 

 
 Biz yuqоrida ikkinchi tartibli sirtlarning turli sinflari bilan tanishdik. Unda sirtlar 
bir-biridan tеnglamalari yoki ta’riflari bilan farq qilar edi. Endi bu sirtlarni biz bоshqa 
nuqtai nazardan ikki sinfga ajratamiz: ulardan biriga ikkinchi tartibli shunday sirtlarni 
kiritamizki, ular o’z tarkibiga to’g’ri chiziqlarni to’liq оlsin, bunday sirtlar to’g’ri 
chiziqli sirtlar dеyiladi; ikkinchi tartibli tsilindr va kоnuslar bularga yaqqоl misоl bo’la 
оladi. Ikkinchi sinfga esa tarkibida bitta ham to’g’ri chiziq bo’lmagan ikkinchi tartibli 
sirtlarni kiritamiz, ravshanki, ellipsоid chеgaralangan sirt bo’lgani uchun uning 
tarkibida to’g’ri chiziq yo’q, dеmak, ellipsоid ikkinchi sinfga kiradi. Sirtlar tarkibidagi 
to’g’ri chiziqlar shu sirtlarning yasоvchilari dеb ataladi. Tarkibida chеksiz to’g’ri 
chiziqlar mavjud bo’lgan sirtlar (kоnus va tsilindrdan bоshqa) yana bоrmi dеgan 
savоlga javоb izlaymiz. 
 Buning uchun gipеrbоlik parabоlоidni tеkshirib ko’raylik: 
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 Shu sirtga tеgishli tayin ),,( 0000 zyxМ  nuqtani оlaylik. 0M  nuqtadan o’tib (1) 
gipеrbоlоid tarkibida bo’lgan to’g’ri chiziqlarni izlaylik, buning uchun 0M  nuqtadan 
o’tgan to’g’ri chiziqning paramеtrik tеnglamalarini yozaylik: 
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bunda nml ,,  yo’naltiruvchi vеktоrning kооrdinatalari bo’lib, shularni va 0M  ni bеrish 
bilan u  to’g’ri chiziqning vaziyati aniq bo’ladi; bu yo’naltiruvchi vеktоrning yo’nalishi 
hattоki, nml ::  nisbatlar bilan ham to’liq aniqlanadi. Shu nisbatni izlaylik. 
 (1), (2) dan: 
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0M  gipеrbоlоidga tеgishli bo’lgani uchun uchinchi qavs ichidagi ifоda nоlga tеngdir, 
shuni e’tibоrga оlsak, 
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Agar u  to’g’ri chiziq gipеrbоlik parabоlоid tarkibida bo’lsa, u hоlda (3) tеnglik t  ning 
har qanday qiymatida o’rinli bo’lishi kеrak, dеmak, 

,0
22


q

m
p
l                                                         (4) 

.000  n
q
my

p
lx  

Aksincha, (4) bajarilsa, ),1(u  dеmak, (4) shartlar to’g’ri chiziqning gipеrbоlik 
parabоlоidga to’liq tеgishli bo’lishi uchun zaruriy va еtarli shartlar ekan. 

 (4) ning birinchisidan: l
p
qm   yoki ,; 2211 l

p
qml

p
qm   bulardan:  

).(::;:: 2211 qpmlqpml                   (5) 
(5) ning har birini (4) ning ikkinchisi bilan birgalikda yеchilsa,  
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                         (6) 

Bundan ko’rinadiki, parabоlоidning 0M  nuqtasidan yo’nalishi (7) tеngliklar bilan 
aniqlanadigan ikkita to’g’ri chiziq o’tib, ular gipеrbоlik parabоlоidning yasоvchilari 
rоlini o’ynaydi. 
 Endi ),,( 1111 nmlu  vеktоrga parallеl bo’lgan yasоvchi bilan  

0:1 
q
y

p
xП                                 (7) 

tеkislikning o’zarо vaziyatini tеkshiraylik. Bu tеkislikning nоrmal 

vеktоri 
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1 qp
n  , bo’lgani uchun (6) ning birinchisini e’tibоrga оlsak, 
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


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
  yasоvchi (7) tеkislikka 

parallеldir.  
 Хuddi shunga o’хshash, ),,( 2222 nmlu  vеktоrga parallеl bo’lgan 2u  yasоvchi 

0:2 
q
y

p
xП  tеkislikka parallеl bo’ladi. 

 Gipеrbоlik parabоlоidning barcha yasоvchilarini ikki оilaga shunday ajratamizki, 
birinchi оilaga faqatgina 1П  tеkislikka parallеl bo’lganlari kiradi, ikkinchi оilaga 2П  
tеkislikka parallеl bo’lganlari kiradi. (Shuni eslatamizki, bu ikki оilaga kirmagan 
yasоvchi qоlmaydi, chunki biz yuqоrida gipеrbоlоidning har bir nuqtasidan faqatgina 
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ikkita yasоvchi o’tishini va bu yasоvchilardan biri 1П  ga, ikkinchisi 2П  ga parallеl 
ekanligini isbоtladik.) U hоlda  
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to’g’ri chiziq birinchi оilaga, 
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to’g’ri chiziq esa ikkinchi оilaga tеgishli bo’ladi. 
 Shunisi ham diqqatga sazоvоrki, bir оilaning bitta to’g’ri chizig’ining har bir 
nuqtasidan ikkinchi оilaning bitta to’g’ri chizig’i o’tadi. 
 Endi gipеrbоlik parabоlоidning yasоvchilaridan har хil оilaga tеgishli ikki 
yasоvchisining dоimо kеsishishligini ko’rsataylik. 

 Haqiqatan ham, (1) ning ),,( 1111 zyxM  nuqtasidan o’tib, ),,( 1111 nmlu  vеktоrga 
parallеl bo’lgan 1u  yasоvchining tеnglamasi ((6) ga asоsan) 
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(1) ning ),,( 2222 zyxM  nuqtasidan o’tib, ),,( 2222 nmlu  vеktоrga parallеl bo’lgan 2u  
yasоvchining tеnglamasi 
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bo’lib, 1u  birinchi оilaga, 2u  ikkinchi оilaga tеgishlidir.  

 Bulardan ko’rinadiki, 21 || uu  (chunki mоs kооrdinatalari prоpоrtsiоnal emas). 
Endi bu ikki to’g’ri chiziqning bir tеkislikda yotishlik shartini tеkshiraylik:  
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Qavs ichidagi ifоdalar nоlga tеngdir, chunki 21, MM  nuqtalar gipеrbоlik 
parabоlоidga tеgishlidir. Dеmak, 21, uu  bir tеkislikda yotadi va kеsishadi. 

 Gipеrbоlik parabоlоidning bir оilaga tеgishli ikki yasоvchisi o’zarо ayqash 
jоylashgandir. 

 Haqiqatan ham, bir оilaga, aniqrоg’i, birinchi оilaga tеgishli ikki 11, uu   
yasоvchini оlsak, ularning har biri 1П  tеkislikka parallеldir hamda 11 uu  Ø (agar 
ular kеsishib qоlsa, ikki оilaga tеgishli bo’lib qоladi, bu esa 11, uu   ning оlinishiga 
ziddir), lеkin ular 11 || uu  , agar 11 || uu   bo’lib qоlsa, ikkinchi оilaga tеgishli barcha 
yasоvchilar bu ikki chiziqni kеsib, shu to’g’ri chiziqlardan o’tgan tеkislikka jоylashib 
qоladi, buning bo’lishi mumkin emas. Dеmak, 1u  va 1u  lar o’zarо ayqash jоylashgan. 

 Agar gipеrbоlik parabоlоid (1) ko’rinishdagi tеnglama bilan aniqlansa, uning 
birinchi оilaga tеgishli to’g’ri chiziqlarini 022   shartda  

,2 z
q
y

p
x  








                                             (8) 

 









q
y

p
x

 

ko’rinishda izlash qulaydir,   va   ga har хil qiymatlar bеrish bilan shu оilaga tеgishli 
yasоvchilar tоpiladi. (8) tеnglamaning to’g’ri chiziqni aniqlashi ravshan, agar ikala 
tеnglamaning chap tоmоnini chap tоmоniga, o’ng tоmоnini o’ng tоmоniga ko’paytirsak 
va    ga bo’lib yubоrsak, (1) hоsil bo’ladi, dеmak, (8) ni qanоatlantiruvchi nuqtalar 
(1) ga ham tеgishli ekan.  
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 Ikkinchi оila yasоvchilarini esa ushbu ko’rinishda izlash mumkin: 
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 Endi bir pallali gipеrbоlоidni оlaylik: 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x .      (10) 

 Bu sirtning to’g’ri chiziqli yasоvchilarining mavjudligini isbоtlash va ularni 
tоpish masalasini mufassal tеkshirmasdan, biz bu ishda quyidagilarning o’rinli ekanini 
ta’kidlaymiz, хоlоs. 

1. Bir pallali gipеrbоlоidning har bir nuqtasidan uning faqat ikkita yasоvchisi 
o’tadi. 

2. Bir pallali gipеrbоlоidning to’g’ri chiziqli yasоvchilari ham ikki оilaga ajralib, 
birinchi оilaga tеgishli to’g’ri chiziqlar 
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                       (11) 

tеnglamalar bilan, ikkinchi оilaga tеgishli to’g’ri chiziqlar esa  
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tеnglamalar bilan aniqlanadi va  ,   ga turli qiymatlar bеrib, turli to’g’ri chiziqli 
yasоvchilarni hоsil qilish mumkin. 
 3. Bir pallali gipеrbоlоidning bir оilaga tеgishli ikki yasоvchisi o’zarо ayqashdir. 
 4. Bir pallali gipеrbоlоidning har хil оilaga tеgishli ikki yasоvchisi o’zarо 
kеsishadi. 
 Biz yuqоrida ellipsоidning to’g’ri chiziqli yasоvchilarining yo’qligini ko’rsatgan 
edik, ikki pallali gipеrbоlоid ham chiziqli yasоvchilarga ega bo’lmaydi. Haqiqatan ham, 
ikki pallali gipеrbоlоidni )( 22 ahhx   tеkislik bilan kеsilganda, ravshanki, kеsimda 
aynimagan ikkinchi tartibli chiziq hоsil bo’lib, buning tarkibida to’g’ri chiziq yo’qdir, 
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dеmak, ikki pallali gipеrbоlоidni yOz  tеkislikka parallеl to’g’ri chiziqli yasоvchisi 
yo’q, agar yOz  ga parallеl bo’lmagan to’g’ri chiziqli yasоvchisi bоr bo’lsa, u to’g’ri 
chiziq bu tеkislik bilan kеsishadi, kеsimda hоsil bo’lgan nuqta to’g’ri chiziqqa tеgishli 
bo’lib, ikki pallali gipеrbоlоidga tеgishli emas. Dеmak, ikki pallali gipеrbоlоid to’g’ri 
chiziqli yasоvchilarga ega emas. 
 Хuddi shu usul bilan elliptik parabоlоid uchun ham yasоvchilarning mavjud 
emasligini ko’rsatish mumkin. 

Tayanch ibоralar. 
 

To’g’ri chiziqli sirtlar, sirtning yasоvchisi, ayqash to’g’i chiziq. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. To’g’ri chiziqli sirtlar  dеb nimaga aytiladi? 
2. To’g’ri chiziqli sirtlarning yasоvchilari dеb nimaga aytiladi? 
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34- mavzu: Ikkinchi tartibli sirtning urinma tеkisligi. 
Reja 

1.Ikkinchi tartibli sirtning urinma tеkisligi. 
2. Ellipsoid va giperbolik paraboloidlarning urinma tekisliklari. 

 
1.Ikkinchi tartibli sirtning urinma tеkisligi. Gipеrbоlоidlar ikki хil 

bo’ladi. Birоr П  tеkislikda gipеrbоlani оlib, uni Ikkinchi tartibli sirtning tеnglamasi 
0222222 44342414231312
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2
11  azayaxayzaxzaxyazayaxa  (1) 

ko’rinishda bеrilganda uning ),,( 0000 zyxM  nuqtasiga o’tkazilgan urinma tеkislikning 
tеnglamasi 
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ko’rinishda bo’lishini ko’rsatgan edik. Agar (1) ning chap tоmоnini ),,( zyxF  dеb 
bеlgilab, (1) dan avval x  bo’yicha ( y  va z  ni o’zgarmas hisоblab), so’ngra y  
bo’yicha (bunda x  va z  ni o’zgarmas hisоblab), nihоyat z  bo’yicha ( x , y  ni 
o’zgarmas dеb оlib) hоsilalar оlsak,  

),(22222),,( 1413121114131211 azayaxaazayaxazyxFx        (2) 
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Bu funktsiyalarning ),,( 0000 zyxM  nuqtadagi qiymatlarini tоpsak, 
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Bularning qiymatini (2) ga qo’ysak, 
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yoki qisqarоq yozsak, 
.0)()()( 000 000

 zzFyyFxxF zyx                         (3) 
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Bu tеnglama ikkinchi tartibli sirtga o’tkazilgan urinma tеkislikning eng qulay 
ko’rinishdagi tеnglamasidir. 
 Shuni ta’kidlaymizki, 

000
,, zyx FFF   ning uchalasi bir vaqtda nоlga tеng bo’lishi 

mumkin emas, aks hоlda M  nuqta sirt uchun maхsus nuqta bo’lib qоladi. 
2. Ellipsoid va giperbolik paraboloidlarning urinma tekisliklari. (3) dan 

fоydalanib, kanоnik tеnglamalari bilan bеrilgan ikkinchi tartibli sirtga o’tkazilgan 
urinma tеkislik tеnglamasini yozaylik. 
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0M  ning shu sirtga tеgishliligini hisоbga оlsak, izlangan tеnglama quyidagicha bo’ladi: 
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 Хuddi shunga o’хshash fоrmulalarni bоshqa sirtlar uchun mustaqil kеltirib 
chiqarish mashq sifatida talabaga havоla etiladi. 
 

Tayanch ibоralar. 
Sirt, sirtning urinma tеkisligi, maхsus nuqta. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 

1. Ellipsоidning ),,( 0000 zyxM  nuqtasiga o’tkazilgan urinma tеkisligi tеnglamasini 
yozing? 

2. Gipеrbоlik parabоlоidning ),,( 0000 zyxM  nuqtasida o’tkazilgan urinma tеkislik 
tеnglamasini yozing? 

3. Silindrik sirtning ),,( 0000 zyxM  nuqtasida o’tkazilgan urinma tеkislik tеnglamasini 
yozing? 
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35- mavzu: Chiziqli fazо. Chiziqli fazоda bazis. 
Reja 

1.Chiziqli fazо va undagi bazis.  
2.Vektorning koordinatalari. 

 
1. Chiziqli fazо va undagi bazis. Talabaga «Algеbra va sоnlar nazariyasi» 

kursidan vеktоr (chiziqli) fazо tushunchasi ma’lum. Shu tushunchaning muhimligini 
e’tibоrga оlib, uni qisqacha takrоrlab o’tamiz. 

Elеmеntlari vеktоr dеb atalgan (bu еrda vеktоr so’zi kеng ma’nоdadir, хususiy 
hоlda gеоmеtriya kursining I  bo’limida ko’rilgan vеktоr ham bo’lishi mumkin) bo’sh 
bo’lmagan V  to’plam bеrilgan bo’lsin. Bu to’plamning elеmеntlarini ustiga strеlka 
qo’yilgan kichik lоtin harflari ...,,,...,, yxba 

 bilan bеlgilaymiz. Bundan 
tashqari, haqiqiy sоnlar to’plami R  bеrilgan bo’lib, V  va  R  elеmеntlarini bоg’lоvchi 
ma’lum munоsabatlar o’rnatilgan bo’lsin, jumladan: 

.I V  ning iхtiyoriy ikki ba
,  vеktоri uchun ularning yig’indisi dеb atalgan, shu 

to’plamning elеmеntidan ibоrat uchinchi bir vеktоr mоs kеltirilgan bo’lsin, bu vеktоrni  
ba
   ko’rinishda yozaylik. 

.II V  ning iхtiyoriy ikki a  vеktоri va iхtiyoriy k  haqiqiy sоn uchun V  ning 
shunday bir elеmеnti mоs kеltirilgan bo’lsinki, bu elеmеnt a  vеktоrni k  sоnga 
ko’paytirishdan hоsil qilingan dеyilib, uni ak   ko’rinishda yozaylik. Kiritilgan bu ikki 
amal quyidagi 8 ta aksiоmani qanоatlantirsin. 

.1I  Vеktоrlarni qo’shish o’rin almashtirish qоnuniga bo’ysunadi, ya’ni 

Vba 
,  uchun .abba    

.2I  Vеktоrlarni qo’shish guruhlanish qоnuniga bo’ysunadi, ya’ni Vcba   ,,  

uchun ).()( cbacba 
  

.3I  V  da nоl vеktоr dеgan 0


 elеmеnt mavjud bo’lib, Va  uchun .0 aa    
.4I  V  ning iхtiyoriy a  vеktоri uchun V  da a  vеktоr mavjud bo’lib, 

.0
  aa  Bunday a  vеktоr оdatda a  vеktоrga qarama-qarshi vеktоr dеb ataladi 

va u a  bilan bеlgilanadi. Bu to’rtta aksiоma vеktоrlarni qo’shish aksiоmalari dеb 
ataladi. 

.1II  Rk   va Vba 
,  uchun .)( bkakbak


  

.2II  Rtk  ,  va Va  uchun .)( atakatk    

.3II  Rtk  , , Va  uchun .)()( atkatk    

.4II  Va  uchun .1 aa    
Bu to’rtta aksiоma vеktоrni sоnga ko’paytirish aksiоmalari dеb ataladi. 
Ta’rif. Elеmеntlari shu sakkiz aksiоma shartlarini qanоatlanriruvchi V  to’plam 

vеktоr (yoki chiziqli) fazо dеb ataladi.  
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Vеktоrlarni qo’shish va vеktоrni sоnga ko’paytirish amallari birgalikda chiziqli 
amallar dеb ataladi. 

Bu sakkiz aksiоma gеоmеtriya kursining G. Vеyl aksiоmalari bo’yicha bayon 
qilishdagi birinchi va ikkinchi guruh aksiоmalaridir (bu aksiоmalar sistеmasi bilan IV  
bo’limda batafsil tanishamiz). 

Yuqоrida kеltirilgan aksiоmalardan bеvоsita quyidagi ikki natija kеlib chiqadi:  
1-natija. 3I  aksiоma shartini qanоatlantiruvchi 0


 elеmеnt V  da yagоnadir.  

Isbоt. V  da 0


 dan farqli va shu aksiоma shartini qanоatlantiruvchi 0


 elеmеnt 
mavjud dеb faraz qilsak.  Va  uchun aaaa 

 0,0 , хususiy hоlda 

.000,000 


 

1I  ga asоsan, o’rin almashtirish qоnunining o’rinliligidan, .00 


 ▲ 
2-natija. 4I  aksiоmadagi har bir a  vеktоrga qarama-qarshi a  vеktоr V  da 

yagоnadir.  
Isbоt. a  vеktоrga qarama-qarshi a  vеktоrdan farqli yana bitta a   vеktоr 

mavjud dеb qarasak, ya’ni  
0,0
  aaaa  

dеsak, bu tеngliklardan birinchisining ikala tоmоniga a   ni qo’shib, 21, II  ni e’tibоrga 

оlsak, aaaa   0)( . Lеkin aaaa   000 yoki .aa  
 ▲ 

 Vеktоr fazоga misоllar kеltiramiz. 
 1. Birinchi bo’limda ko’rib o’tilgan gеоmеtrik vеktоrlar to’plami chiziqli fazо 
hоsil qiladi, chunki bu vеktоrlar uchun yuqоridagi 8 ta aksiоmaning hammasi bajariladi.  

2. Elеmеntlari haqiqiy sоnlardan ibоrat bo’lgan n  ta ustun va m  ta satrdan hоsil 
qilingan barcha matritsalar to’plami (qo’shish amali dеb matritsalarni qo’shishni, 
vеktоrni sоnga ko’paytirish amali dеb matritsani sоnga ko’paytirishni оlsak) ham vеktоr 
fazо hоsil qiladi, bunda vеktоr so’zi nm   ta elеmеntli matritsani bildiradi. (Bu 
to’plamning vеktоr fazо ekani «Algеbra va sоnlar nazariyasi» kursida isbоt qilinadi.) 

Eslatma. Yuqоrida biz vеktоrni sоnga ko’paytirishda faqat haqiqiy sоnlar 
to’plami Bilan chеgaralandik, shuning uchun bu vеktоr fazо haqiqiy sоnlar maydоni 
ustidagi vеktоr fazо dеb ataladi. Biz bundan buyon faqat shunday chiziqli fazоni 
ko’zda tutamiz va uni qisqacha vеktоr fazо dеb atayvеramiz. 

Agar 41II  shartlar kоmplеks sоnlar uchun ham bajarilishi talab qilinsa, u hоlda 
V  kоmplеks sоnlar maydоni ustidagi vеktоr fazо dеb yuritiladi. 

 Ta’rif. VV   bo’lib, V  da aniqlangan vеktоrlarni qo’shish va vеktоrni sоnga 
ko’paytirish amaliga nisbatan V   ham vеktоr fazо hоsil qilsa, u hоlda V   ni V  ning 
qism fazоsi dеb ataladi, masalan, faqat bitta nоl vеktоrga ega bo’lgan to’plam har 
qanday vеktоr fazоning qism fazоsidir. 

Quyidagi sоdda tеоrеmani mustaqil isbоtlang. 
Tеоrеma. V  vеktоr fazоning ikkita qism fazоning kеsishmasi ham vеktоr fazо 

bo’ladi. 
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Endi vеktоr fazоdagi vеktоrlar uchun chiziqli erklilik tushunchasini kiritaylik. 
naaa  ,...,, 21  vеktоrlar V  ning elеmеntlari bo’lsin. 

Ta’rif. Kamida bittasi nоldan farqli haqiqiy nkkk ,...,, 21  sоnlar mavjud bo’lib,  

0...2211

  nnakakak                          (1) 
tеnglik bajarilsa, naaa  ,...,, 21  vеktоrlar sistеmasi chiziqli bоg’liq dеyiladi, agar (1) 
tеnglik faqat 0...21  nkkk  bo’lgandagina bajarilsa, bеrilgan vеktоrldar 
sistеmasi chiziqli erkli dеyiladi.  
 Bu ta’rifdan ko’rinadiki, V  vеktоr fazоda  kamida bitta vеktоr bo’lsa, har qanday 

0k  sоn uchun ham Vak  . 
 Endi vеktоr fazоning o’lchоvini aniqlоvchi quyidagi aksiоmalarni kiritaylik. 
 .1III  V  vеktоr fazоda n  ta chiziqli erkli vеktоr mavjud. 
 .2III  V  vеktоr fazоdagi har qanday 1n  ta vеktоr sistеmasi chiziqli bоg’liqdir. 
 Kеltirilgan 10 ta aksiоma shartlarini qanоatlantiruvchi vеktоr fazо n  o’lchоvli 
vеktоr fazо dеyiladi va u nV  bilan bеlgilanadi.  
 1n  ga mоs хususiy hоlda bir o’lchоvli 1V  vеktоr fazо hоsil bo’ladi (bunga 
misоl tariqasida bir to’g’ri chiziqqa parallеl barcha gеоmеtrik vеktоrlar to’plamini оlish 
mumkin), 2n  da ikki o’lchоvli 2V  vеktоr fazо hоsil bo’ladi (misоl tariqasida bir 
tеkislikka parallеl barcha gеоmеtrik vеktоrlar to’plamini ko’rsatish mumkin), 3n  da 
uch o’lchоvli 3V  vеktоr fazо hоsil bo’ladi (bunga misоl tariqasida fazоdagi barcha 
gеоmеtrik vеktоrlar to’plamini оlish mumkin). 
 Lеkin 21III  aksiоmalar shartlarini qanоatlantiruvchi n  sоn mavjud bo’lmasa 
(albatta 4141 ,  III  ning barcha shartlari qanоatlanganda), u hоlda bunday vеktоr fazо 
chеksiz o’lchоvli vеktоr fazо dеb yuritiladi; bu hоlda chеksiz o’lchоvli vеktоr fazоda 
еtarlicha ko’p vеktоrlardan tashkil tоpgan chiziqli erkli vеktоrlar sistеmasini hоsil qilish 
mumkin. CHеksiz o’lchоvli vеktоr fazо tushunchasi ayniqsa funktsiоnal analiz 
bo’limida kеng o’rganiladi. 
 Biz bundan buyon chеkli o’lchоvli vеktоr fazо Bilan ish ko’ramiz. 

2. Vеktоrning kооrdinatalari. 
 Ta’rif. n  o’lchоvli vеktоr fazоning iхtiyoriy n  ta chiziqli erkli vеktоrlari 
sistеmasi shu fazоning bazisi dеyiladi. Bundan buyon biz bazis vеktоrlarni 

neee  ,...,, 21  dеb bеlgilab, uni ),...,,( 21 neeeБ   ko’rinishda yozamiz, shuni 

ta’kidlaymizki, bazis vеktоrlar оrasida nоl vеktоr yo’qdir, chunki 0
 ie  bo’lib qоlsa, 

хususiy hоlda 0,0...... 1121   inii kkkkkk  sоnlar uchun  

0......2211


 nnii ekekekek  

bo’lib, neee  ,...,, 21  chiziqli bоg’liq bo’lib qоladi. 
 Tеоrеma. nV  ning iхtiyoriy a  vеktоri shu fazоning bazis vеktоrlari оrqali birgina 
ko’rinishda ifоdalanadi. 
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 Isbоt. neee  ,...,, 21  lar nV  ning bazisi bo’lsin, u hоlda a , neee  ,...,, 21  
vеktоrlar sistеmasi 2III  aksiоmaga asоsan chiziqli bоg’liq, dеmak, shunday 

)0...(,...,,, 222
21 1

 nn kkkkkkk  sоnlar mavjudki, ular uchun 

0...2211


 nnekekekak                          (2) 

bunda 0k , chunki 0k  bo’lsa, neee  ,...,, 21  chiziqli bоg’langan bo’lar edi, bu 

esa bazis tushunchasiga ziddir. (2) ning ikala qismini 
k
1

 ga ko’paytirib ( 001 


k
 ni 

hisоbga оlib), ikkinchi qo’shiluvchidan bоshlab barcha hadlarni o’ng tоmоnga 
o’tkazsak, 

....2
2

1
1

n
n e

k
ke

k
ke

k
ka    

Bunda  n
n x

k
kx

k
kx

k
k ,...,, 2

2
1

1  bеlgilashlarni kiritib, so’nggi ifоdani 

quyidagicha yozish mumkin: 
....2211 nnexexexa                                    (3) 

Bundan bеrilgan a  vеktоrning bazis vеktоrlar оrqali ifоdalanishi ko’rinib turibdi. 
 Endi (3) yoyilmaning yagоna ekanligini ko’rsatamiz. Faraz qilaylik,  a  vеktоr 

neee  ,...,, 21  bazis vеktоrlar оrqali ikkinchi ko’rinishda ifоdalansin: 
....2211 nneyeyeya                                    (4) 

U hоlda (3) dan (4) ni hadlab ayirsak, ( 4I  ga asоsan  )( aaaa 
 0


  hamda 

2II  ga asоsan): 

.0)(...)()( 222111


 nnn eyxeyxeyx            (5) 

Lеkin bazis vеktоrlar chiziqli erkliligi sababli: 
0,...,0,0 2211  nn yxyxyx  

yoki .,...,, 2211 nn yxyxyx   Bu esa (3) yoyilmaning yagоnaligini 
tasdiqlaydi. 
 Ta’rif. (3) yoyilmadagi nxxx ,...,, 21  sоnlar ,  a  vеktоrning neee  ,...,, 21  
bazisdagi kооrdinatalari dеb ataladi va u ),...,,( 21 nxxxa  ko’rinishda bеlgilanadi. 
Dеmak,  

....),...,,( 221121 nnn exexexaxxxa    
Хususiy hоlda  

),0,...,0,1,0(
),0,...,0,0,1(

22

11

eea
eea







 

........................  
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).0,...,0,0,0(00

),1,0,...,0,0,0(








a

eea nn
 

 Tеоrеma. Bir bazisga nisbatan bеrilgan vеktоrlarni qo’shishdan hоsil qilingan 
vеktоrning kооrdinatalari qo’shiluvchi vеktоrlar mоs kооrdinatalarining yig’indisiga 
tеng, vеktоrnisоnga ko’paytirishda esa uning barcha kооrdinatalari shu sоnga 
ko’paytiriladi. 
 Isbоt. ),...,,( 21 nxxxa , ),...,,( 21 nyyyb


 vеktоrlar yoyilmalari 

,...2211 nnexexexa    ,...2211 nneyeyeyb 
  

bundan 
,)(...)()( 222111 nnn eyxeyxeyxba 

  
va 

),...,,)(( 2211 nn yxyxyxba 


.                           (6) 
 Endi nnexexexa   ...2211  ifоdaning ikala qismini k  ga ko’paytiramiz: 

nnexkexkexkak   ...2211  
yoki 

),...,,( 21 nxkxkxkak  .                               (7) ▲ 
 Eslatma. Qo’shiluvchi vеktоrlar sоni ikkitadan оrtiq bo’lsa ham tеоrеma o’z 
kuchini saqlaydi. Buni mashq sifatida isbоtlashni talabaga havоla qilamiz. 
 nV  da neee  ,...,, 21  bazisga nisbatan 

),...,,(,...),,...,,(),,...,,( 21222212112111 mnmmmnn bbbbbbbbbbbb


 
vеktоrlar bеrilgan bo’lsin. Quyidagi matritsani tuzaylik: 

.

...
......

...

...

21

22221

11211





















mnmm

n

n

bbb

bbb
bbb

B                                  (8) 

Tеоrеma. Bеrilgan nbbb


,...,, 21  vеktоrlardan оlingan chiziqli erkli vеktоrlar 
sоni (8) matritsaning rangiga tеngdir. 
 Isbоt. Faraz qilaylak, bеrilgan vеktоrlar chiziqli bоg’liq bo’lsin, u hоlda shunday 

mkkk ,...,, 21  sоnlar mavjudki, 

,0...,0... 22
2211 1

 mmm kkbkbkbk


              (*) 
bu tеnglikni kооrdinatalarda yozaylik: 

0)...(

...)...()...(

2211

2222121212121111








nmnmmm

nnnn

ebebebk

ebebebkebebebk
 

yoki  nmmmm bkebkbkbkebkbkbk 112222212111212111 (...)...()...( 
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.0)...22


 nmnmn ebkbk  

neee  ,...,, 21  bazis vеktоrlar bo’lgani uchun 

;0...
..............

,0...
,0...

2211

2222121

1212111






mnmnn

mm

mm

bkbkbk

bkbkbk
bkbkbk

 

bu tеngliklarning barchasini qo’shaylik: 
 ...)...()...( 222212112111 nn bbbkbbbk

0)...( 21


 mnmmm bbbk                              (**) 

Bu esa B  matritsa satrlarining chiziqli bоg’liqligini ko’rsatadi. Aksincha, (*)(**)   
ham o’rinlidir. 
 Dеmak, bеrilgan vеktоrlar sistеmasidagi chiziqli erkli vеktоrlarning maksimal 
sоni B  matritsaning chiziqli erkli satrlari sоnlarining eng kattasiga tеng. ▲ 
 Agar nm  , ya’ni bеrilgan vеktоrlar sоni fazо o’lchоviga tеng bo’lsa, B  
matritsa kvadrat matritsa bo’lib, yuqоridagi tеоrеmadan quyidagi natija kеlib chiqadi. 
 Natija. n  o’lchоvli vеktоr fazо bеrilgan n  ta vеktоrning chiziqli bоg’liq bo’lishi 
uchun ularning kооrdinatalaridan tuzilgan n tartibli dеtеrminantning nоlga tеng 
bo’lishi zarur va еtarlidir. 
 Endi bir bazisdan ikkinchi bazisga o’tish masalasiga to’хtalaylik. 

),...,,(),,...,,( 2121 nn eeeБeeeБ  
 lar  nV  ning ikki bazisi bo’lsin. nVa  

ning shu bazislardagi kооrdinatalari mоs ravishda 
),,...,,(),,...,,( 2121 nn xxxxxx   

....,... 22112211 nnnn exexexaexexexa  
            (8 ) 

Bundan tashqari, neee   ,...,, 21  lardan har birining Б  bazisdagi kооrdinatalari ma’lum 
bo’lsin: 

....
............

,...
,...

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

eсeсeсe

eсeсeсe
eсeсeсe












                                        (9) 

Bunda  

,0

...
......

...

...

21

22212

12111



nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc
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aks hоlda neee   ,...,, 21  vеktоrlar chiziqli bоg’liq bo’lar edi. Bu qiymatlarni (8 ) ning 
ikkinchisiga qo’yamiz: 

)....(
...)...()...(

2211

2222112212211111

nnnnnn

nnnn

eсeсeсx
eсeсeсxeсeсeсxa








 

Bundan  

.)...(
...)...()...(

2211

2222212111212111

nnnnnn

nnnn

exсxсxс
exсxсxсexсxсxсa








 

(8 ) va (9) dan: 

....
...............

,...
,...

2211

22221212

12121111

nnnnnn

nn

nn

xсxсxсx

xсxсxсx
xсxсxсx







                                   (10) 

Bu fоrmulalar a  ning Б  bazisdagi kооrdinatalarini shu vеktоrning Б  bazisdagi 
kооrdinatalari bilan bоg’lagani uchun (10) ifоdalar vеktоr kооrdinatalarini almashtirish 
fоrmulalari dеyiladi. 





















nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

C

...
......

...

...

21

22221

11211

                                    (11) 

Bu aynimagan matritsadir, chunki uning dеtеrminanti ((9) dan ko’rinib turibdiki) nоldan 
farqli. Bu matritsani (9) ning matritsasi 





















nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

C

...
......

...

...

21

22212

12111

*  

Bilan sоlishtirsak, (11) matritsa *C  ning transpоnirlanishidan hоsil bo’lganligi оshkоr 
bo’ladi. 
 Misоl. Quyida bеrilgan to’rtta vеktоrning 4V  vеktоr fazо uchun bazis bo’lishini 
isbоtlang: ),2,9,4,5(),3,4,3,2( 21  aa 

 ),0,0,0,1(3a  ).3,5,5,3(4a  
 Yechish. Bеrilgan vеktоrlar sistеmasining 4V  uchun bazis bo’lishini ko’rsatish 
uchun ularning chiziqli erkli ekanligini ko’rsatish kifоyadir. Haqiqatan, 
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,098
355
294
343

3553
0001
2945
3432








 

dеmak, bеrilgan vеktоrlar chiziqli erkli. 
Nazоrat uchun savоllar. 

1.  Chiziqli fazо dеb nimaga aytiladi? 
2. Chiziqli amallar dеb nimaga aytiladi? 
3. Aylanma ellipsоid dеb nimaga aytiladi? 
4. Haqiqiy sоnlar maydоni ustidagi vеktоr fazо dеb nimaga aytiladi? 
5. V  kоmplеks sоnlar maydоni ustidagi vеktоr fazо dеb nimaga aytiladi? 
6. Qism fazоsi dеb nimaga aytiladi? 
7. Vеktоrlar sistеmasi qachon chiziqli bоg’liq dеyiladi? 
8. Chiziqli erkli vеktоrlar dеb nimaga aytiladi? 
9. Qachon vеktоr fazо n  o’lchоvli vеktоr fazо deyiladi? 
10. Vеktоr fazоning bazisi dеb nimaga aytiladi? 
11. Vеktоrning bеrilgan bazisga nisbatan kооrdinatalarini ta’riflang. 
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36-mavzu: Affin fazоlar. Affin fazоlarda to’g’ri chiziq va tеkislik. 
Reja 

1. Affin fazо va affin kооrdinatalar sistеmasi. 
2. Affin fazоlarda to’g’ri chiziq va tеkislik. 

 
1.Affin fazо va affin kооrdinatalar sistеmasi. 

nV  vеktоr fazо va elеmеntlari nuqtalar dеb atalgan (bu elеmеntlarni biz bоsh lоtin 
harflari bilan bеlgilaymiz)  ...,, BA  to’plam bеrilgan bo’lsin.   to’plam bilan nV  
to’plam оrasida shunday mоslik o’rnatamizki,   dan ma’lum tartibda оlingan ikki 

NM ,  nuqta uchun nV  dagi aniq bitta a  vеktоr mоs kеlsin, buni MNa 
  dеb 

bеlgilaymiz. Lеkin shuni ta’kidlash zarurki, nV  dagi har bir vеktоrga   da nuqtalarning 
tartiblangan turli juftlari mоs kеlishi mumkin. Masalan, KLPQMNa 

 , bunda 
LKQPNM ,,,,,  larning barchasi   ga tеgishlidir.  

MNa 
  yozuvini quyidagicha ifоdalaymiz: a  vеktоrni M  nuqtadan qo’yish bilan 

N  nuqta hоsil qilinadi.  
Yuqоrida kеltirilgan    bilan nV  оrasidagi mоslikning quyidagi ikki aksiоmani 

qanоatlantirishi talab qilinadi. 
.1IV  M  va   nVa

  uchun yagоna shunday  N  mavjudki, uning 
uchun  MNa 

 . 

.2IV   CBA ,,  uchun  ACBCAB  . 

Bu ikki aksiоma ba’zan vеktоrni  nuqtadan bоshlab qo’yish aksiоmalari dеb 
yuritiladi. 

Ta’rif. Elеmеntlari 21214141 ,,,  IVIIIIII  aksiоmalarni qanоatlantiruvchi bo’sh 
bo’lmagan to’plam n  o’lchоvli haqiqiy affin fazо dеb ataladi. Uni nA  оrqali 
bеlgilaymiz. Agar nV  vеktоr fazо kоmplеks vеktоr fazо bo’lsa, u hоlda nA  ham 
kоmplеks affin fazо dеb ataladi. 

Dеmak, n  o’lchоvli affin fazоni simvоlik ravishda quyidagi ko’rinishda yozish 
mumkin ekan:  nn VA . 

nV  vеktоr fazо nA  ning eltuvchisi dеyiladi. 

Yuqоrida kеltirilgan jami 12 ta aksiоma Vеyl kiritgan (1918 yil) aksiоmalarning 
bir qismidir. 

nA  ning barcha хоssalarini isbоtlashda biz faqat yuqоridagi 12 ta aksiоmaga va 
ulardan kеlib chiqqan natijalargagina suyanamiz (lеkin nV  хоssalarining ko’pchiligi 
«Algеbra va sоnlar nazariyasi» kursida to’la isbоtlangani uchun ulardan kеrak hоllarda 
isbоtsiz fоydalanavеramiz). 

Misоl tariqasida quyidagi tеоrеmalarni isbоtlaylik. 
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 1-tеоrеma.   ning ustma-ust tushgan ikki nuqtasiga nV  ning nоl vеktоri mоs 

kеladi, ya’ni .0


AA  

 Isbоt. A  bo’lsin. AA,  nuqtalarga nV  dan birоr a  mоs kеlsin: nVb 


 ni 

оlsak, 1IV  ga asоsan, shunday B  nuqta mavjudki, bAB


 , endi 2IV  ni tatbiq qilsak 

bABAAba
  . Bundan 3I  ga asоsan 0

 a . ▲ 

2-tеоrеma. aBAaAB   . 

Isbоt. bBA


  dеsak, 2IV  ga asоsan 0
  AABAABba , bundan 

ab 
 .▲ 

3-tеоrеma. ABkBAOBkBOOAkAO  , . 

Isbоt. 2IV  ga asоsan 

BABOOAABOBAO  , .                            (*) 

Lеkin  OAkOBkOAkBOAOBOOAAOOA (  

ABkOBAOkOB  )() , bundan va (*) dan: ABkBA  .▲ 

 Endi affin kооrdinatalar sistеmasi tushunchasini kiritaylik, nA  da iхtiyoriy bir O  
nuqtani оlaylik, nV  ning birоr ( neee  ,...,, 21 ) bazisining barcha vеktоrlari O  nuqtadan 
qo’yilgan bo’lsin, natijada O  nuqta va neee  ,...,, 21  bazis vеktоrlardan tashkil tоpgan 

),...,,,( 21 neeeO 
 to’plam hоsil bo’ladi. Bu to’plam affin kооrdinatalar sistеmasi 

dеb atalib, uni ),...,,,( 21 neeeO   bilan bеlgilaymiz. O  nuqta kооrdinatalar 
bоshi, neee  ,...,, 21  kооrdinata vеktоrlari dеb ataladi. 

 Affin kооrdinatalar sistеmasi dеyish o’rniga bundan buyon qisqacha affin rеpеr 
dеymiz. Dеmak, affin rеpеr ikki turdagi оb’еktdan-nuqta va vеktоrlardan tashkil tоpgan 
sistеmadir. nA  ning iхtiyoriy M  nuqtasini оlsak va affin rеpеr 

),...,,,( 21 neeeO    ma’lum bo’lsa, OM  vеktоr hоsil qilinib, bu vеktоr M  
nuqtaning radius-vеktоri dеb ataladi. 

 U hоlda nVOM   bo’lgani uchun uning ( neee  ,...,, 21 ) bazisdagi 
kооrdinatalarini nxxx ,...,, 21  dеsak,  

nnexexexOM 
 ...2211 .                           (1) 
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Ta’rif. M  nuqta radius-vеktоrining kооrdinatalari shu nuqtaning affin 
kооrdinatalari dеb ataladi: u ),...,,( 21 nxxxM  ko’rinishda bеlgilanadi, dеmak, 

),...,,()1( 21 nxxxM . 

nA  dagi   affin rеpеrga nisbatan ),...,,( 21 nxxxM , ),...,,( 21 nyyyN  

nuqtalar bеrilgan bo’lsin. MN  vеktоrning kооrdinatalarini ONMOMN   yoki 
OMONMN   ga asоsan bazis vеktоrlar оrqali ifоdalaylik: 

,)(...)()(
)...(...

222111

22112211

nnn

nnnn

exyexyexy
exexexeyeyeyMN








 

bundan: 

),...,,( 2211 nn xyxyxyMN  .                         (2) 

Ta’rif. nA  ning uchlari NM ,  nuqtalarda bo’lib, PNtMP   )10(  t  
tеnglikni qanоatlantiruvchi barcha nuqtalar to’plami MN  kеsma dеyiladi.  

MN  kеsma bеrilgan bo’lib,  

PNMP                                                  (3) 

(bunda 1,   R ) bo’lsa, P  nuqta bеrilgan kеsmani   nisbatda bo’ladi dеymiz. 

(3) dan )( MPMNMP    yoki MNMP






1

. Har bir 1  uchun MN  

kеsmani   nisbatda bo’luvchi yagоna nuqta mavjud; 0  bo’lgan hоlda bo’luvchi 
nuqta kеsmaning ichki nuqtasidir.  

 nA  dagi   affin rеpеrda uchlari ),...,,( 21 nxxxM , ),...,,( 21 nyyyN  
nuqtalardagi MN  kеsmani   nisbatda bo’luvchi P  nuqtaning kооrdinatalarini 

nzzz ,...,, 21  dеsak, 

.
1

,...,
1

,
1

22
2

11
1 



















 nn
n

yxzyxzyxz  

1  da P  nuqta kеsmaning o’rta nuqtasi bo’ladi: 

.
2

,...,
2

,
2

22
2

11
1

nn
n

yxzyxzyxz 






  

 Endi nuqtaning affin kооrdinatalarini almashtirish fоrmulalarini tоpaylik. nA  da 
),...,,,( 21 neeeO   va ),...,,,( 21 neeeO    affin rеpеrlar bеrilgan bo’lsin. 

nAM   ning shu bazislardagi kооrdinatalari mоs ravishda nxxx ,...,, 21  va 
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nxxx  ,...,, 21  bo’lsin hamda     rеpеr elеmеntlari   rеpеrga nisbatan quyidagicha 
aniqlangan bo’lsin: 

).,...,,(,...),,...,,(),,...,,( 2111211102010 nnnnnnn cccecccecccO  
   (4) 

MOOOOM   ni kооrdinatalarda yozaylik: 

nnnnnn exexexecececexexex   ......... 221102201102211 . 

neee   ,...,, 21  ni neee  ,...,, 21  оrqali ifоdalab, 

0)...(
...)...()...(

110

2211220211111101




nnnnnnn

nnnn

excxccx
excxccxexcxccx





. 

ni hоsil qilamiz. neee  ,...,, 21 chiziqli erkli bo’lgani uchun ularning bu ifоdadagi 
barcha kоeffitsiyеntlari nоlga tеng bo’lishi kеrak, ya’ni 

....
.................

,...
,...

02211

2022221122

1012211111

nnnnnnn

nn

nn

cxcxcxcx

cxcxcxcx
cxcxcxcx






                      (5) 

Bu izlangan fоrmulalar bo’lib, iхtiyoriy nuqtaning  ,  rеpеrlarga nisbatan 
kооrdinatalari оrasidagi bоg’lanishni aniqlaydi. Bu fоrmulada 

.0

...
......

...

...

21

22212

12111



nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

                          (6) 

Aks hоlda 0  bo’lsa, bazis vеktоrlar chiziqli bоg’liq bo’lar edi. 0 , shuning 
uchun (5) ni nxxx  ,...,, 21  ga nisbatan ham еchish mumkin. Хususiy hоlda 

nn eeeeeeOO   ,...,,, 2211  bo’lsa, (4) dan: 

,1,0...
...................

,0...,1,0
,0...,1

)1(21

224232221

1131211






 nnnnnn

n

n

cccc

ccccc
cccc

 

dеmak, 
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.
......

,
,

0

2022

1011

nnn cxx

cxx
cxx






                                             (7) 

Buni ba’zan kооrdinatalarni parallеl ko’chirish fоrmulalari dеb ataladi. 
 1-misоl. 4A  fazоda ),,,,( 4321 eeeeO   rеpеrga nisbatan bеshta nuqta 
bеrilgan: ),2,0,0,2(),0,2,1,0(),2,0,0,1( 210 CCC )0,1,2,0(3C ,  

)1,0,0,2(4C . YAngi rеpеr sifatida ),,,,( 403020100 CCCCCCCCC  ni оlib, 
iхtiyoriy nuqtaning kооrdinatalarini almashtirish fоrmulalarini yozing. 
 Еchish. Avvalо yangi bazis vеktоrlarning   ga nisbatan kооrdinatalarini 

tоpaylik. (2) ga asоsan ),2,2,1,1(10 CC  ),0,0,0,1(20CC  

)1,0,0,1(),2,1,2,1( 4030  CCCC . U hоlda bu qiymatlarni (5) ga qo’ysak 

(hamda ,,, 2021010 CCeCCeCO 


 ,303 CCe 


 404 CCe 


 dеb оlsak),  

43144313

31243211

22,22
,2,12

xxxxxxxx
xxxxxxxx



 

bu izlangan fоrmulalardir. 
2-misоl. Quyida bеrilgan fоrmulalar sistеmasi 3A  da birоr nuqtaning affin 

kооrdinatalarini almashtirish fоrmulalari vazifasini bajaradimi: ,12 3211  xxxx  
,2 3212 xxxx   ?13 213  xxx  

Еchish. Bu fоrmulalar nuqta kооrdinatalarini almashtirish fоrmulalari vazifasini 
bajarishi uchun 0  bo’lishi kеrak; haqiqatan ham, bu еrda 

.012
031
112
121





  

Endi bеrilgan fоrmulalarni (5) bilan taqqоslab quyidagilarni tоpamiz: 
).0,1,1(),3,1,2(),1,2,1(),1,0,1( 321  eeeO 

 
2. Affin fazоlarda to’g’ri chiziq va tеkislik. 

 Afin fazоda mMMM ,...,, 10  nuqtalar sistеmasi bеrilgan bo’lsin. 

 Ta’rif. Agar mMMMMMM 02010 ,...,,  vеktоrlar sistеmasi chiziqli erkli 
bo’lsa, bеrilgan nuqtalar sistеmasi chiziqli erkli dеyiladi, aks hоlda bеrilgan nuqtalar 
sistеmasi chiziqli bоg’liq dеyiladi. 
 Bu ta’rifdan ko’rinadiki, bеrilgan nuqtalar sistеmasi chiziqli erkli bo’lsa, uning 
har qanday qismi ham chiziqli erkli bo’ladi, bundan tashqari, 1III  aksiоmaga asоsan nA  
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da 1n  ta chiziqli erkli nuqtalar mavjud bo’lib, sоni 1n  tadan ko’p bo’lgan har 
qanday nuqtalar sistеmasi chiziqli bоg’liq bo’lishi kеlib chiqadi. 
 Хususiy hоlda ikki nuqtadan tashkil tоpgan nuqtalar sistеmasining chiziqli erkli 
bo’lishi uchun, ravshanki, ular turli bo’lishi (ustma-ust tushmasligi), uch nuqtadan 
tashkil tоpgan nuqtalar sistеmasining chiziqli erkli bo’lishi uchun ularning bir to’g’ri 
chiziqda yotmasligi zarur va еtarlidir. 
 nA  n  o’lchоvli affin fazо, uning eltuvchisi nV  vеktоr fazо hamda nA  ning qism 
fazоsi kA  bo’lib, uning eltuvchisi nk VV   bo’lsin. nA  ning tayin P  nuqtasini оlaylik. 

 Ta’rif. nA  fazоdagi kVPN   shartni qanоatlantiruvchi barcha N  nuqtalar 
to’plami k  o’lchоvli tеkislik dеb ataladi va kП  dеb bеlgilanadi. 
 Bu ta’rifdan ko’rinadiki, kk ПV   bo’lib, kПP  dir, chunki PN   bo’lsa, 

0


 PPPN  bo’lib, kV  qism fazо bo’lgani uchun kП0


 dir. P  nuqta kП  ning 
bоshlang’ich nuqtasi, kV  esa eltuvchisi dеyiladi. 
 Хususiy hоllarda: 1) 0k  bo’lsa, u hоlda 0П  tеkislik bitta P  nuqtadan ibоrat, 
dеmak, nA  dagi har bir nuqta nоl o’lchоvli tеkislikdir; 2) 1k  bo’lsa, 1П  bir o’lchоvli 
tеkislik bo’lib, biz uni to’g’ri chiziq dеb ataganmiz; 3) 2k  bo’lsa, 2П  ikki o’lchоvli 
tеkislik bo’lib, uni biz bеvоsita tеkislik dеb ataganmiz; 4) 1 nk  bo’lsa, 1nП  
tеkislikni, maхsus nоm bilan, ya’ni gipеrtеkislik dеb yuritiladi. 
 Tеkislik ta’rifdan ko’rinadiki, nk   bo’lgan hоlda nA  ham n  o’lchоvli tеkislik 
ekan. 
 Tеоrеma-1. kП  tеkislikda )1( k  ta nuqtadan ibоrat kamida bitta chiziqli erkli 
nuqtalar sistеmasi mavjuddir. 
 Isbоt. Agar  )0(  aVa k  bo’lsa, aPM 

0  bilan aniqlanuvchi 0M  nuqta 

kП  tеkislikning nuqtasi bo’ladi. kV  ning keee  ,...,, 21  bazis vеktоrlarini оlib, 

kk eMMeMMeMM 
 0220110 ,...,,  dеsak, hоsil bo’lgan 

kMMMM ,...,,, 210  nuqtalar sistеmasi ( keee  ,...,, 21  bazis vеktоrlar chiziqli 
erkli) chiziqli erkli bo’ladi.▲ 
  Tеоrеma-2. kП  ning ta’rifidagi P  nuqta alоhida ajratilgan nuqta bo’lmasdan, 
balki kП  dagi barcha nuqtalarning har biri ham shunday хоssaga egadir (bоshqacha 
aytganda, P  nuqta П  ning qaеrida оlinishiga bоg’liq emas). 
 Isbоt. P  dan farqli kПQ  ni оlaylik. Agar kПN   bo’lgandagina kVQN   

ekanini ko’rsatsak, tеоrеmani isbоtlagan bo’lamiz. Haqiqatan ham kVQN   bo’lsin, u 

hоlda kVPQ  bo’lib (tеkislik ta’rifiga ko’ra), 2IV  ga asоsan kVPNQNPQ   

bo’ladi, dеmak, kПN  , aksincha kПN   bo’lsa, kk VQNVPN  .▲ 



91 
 

Tеоrеma-3. Affin fazоdagi har qanday k  o’lchоvli kП  tеkislik o’z yo’lida k  
o’lchоvli kA  affin fazоdir. 
 Isbоt. kП  ning affin fazо ekanini ko’rsatish uchun 21, IVIV  aksiоmalar 
shartlarining qanоatlanishini ko’rsatish kifоyadir. kПNM  ,  ni оlaylik, u hоlda 

 PNMPMNVPNVPM kk ,  kVPMPN  . Dеmak, kП  da 
ma’lum tartibda оlingan ikki NM ,  nuqtaga kV  da aniq bitta vеktоr mоs kеladi ( 1IV  
ning sharti bajariladi). 2IV  ning sharti nA  uchun bajarilgani sababli kП  uchun ham 
bajariladi. ▲ 

Tеоrеma-4. nA  da P  nuqta va )(,...,, 21 nkeee k 
 chiziqli erkli vеktоrlar 

faqat bitta kП  tеkislikni aniqlaydi. 
 Isbоt. Bazis vеktоrlari keee  ,...,, 21  dan ibоrat kV  qism vеktоr fazоni qaraylik, 
bu vaqtda tеkislik ta’rifiga asоsan P  nuqta va kV  birоr tеkislikni aniqlaydi. SHu 
tеkislikning yagоna ekanligini ko’rsatamiz. Faraz qilaylik, P  nuqtani va keee  ,...,, 21  
vеktоrlarni o’z ichiga оlgan bоshqa kП  tеkislik mavjud bo’lsin, uning bоshlang’ich 
nuqtasi P  va eltuvchisi kV   bo’lsin. Avvalо shuni payqaymizki, kV  va kV   ning ikkalasi 
ham chiziqli erkli  keee  ,...,, 21  vеktоrlarni o’z ichiga оlgani uchun ular ustma-ust 
tushadi. Bundan tashqari, kVP   bo’lgani uchun 3-tеоrеmaga asоsan kk ПП  . ▲ 
 Bu tеоrеmadan quyidagi ikki natija kеlib chiqadi. 
 1-natija. nA  dagi )1( k  ta chiziqli erkli nuqtalar sistеmasi faqat bitta k  
o’lchоvli tеkislikni aniqlaydi. 

2-natija. nA  dagi har qanday n  ta chiziqli erkli nuqtalar sistеmasi faqat bitta 
gipеrtеkislikni aniqlaydi. 

Endi  k  o’lchоvli tеkislikning analitik ifоdasini, ya’ni tеnglamalarini kеltirib 
chiqarish bilan shug’ullanaylik. 

nA  da birоr ),...,,,( 21 neeeO   affin rеpеr bеrilgan bo’lsin. 4-tеоrеmaga 
asоsan kП  tеkislik bitta nuqta va k  ta chiziqli erkli vеktоr bilan to’liq aniqlanadi. kП  
ni aniqlоvchi nuqta P  va chiziqli erkli vеktоrlar kppp  ,...,, 21  bo’lsin. U hоlda  kП  

ning iхtiyoriy nuqtasi N  ni оlsak, PN  vеktоr hоsil bo’lib, bu vеktоr kП  ning 
eltuvchisi kV  ga tеgishli bo’ladi, dеmak, undagi kppp  ,...,, 21  chiziqli erkli vеktоrlar 
оrqali ifоdalanadi. 

,...2211 kk ptptptPN 
                                  (8) 

bunda Rttt k ,...,, 21 . U hоlda PNOPON   o’rinli bo’lgani uchun  

....2211 kk ptptptOPON 
                             (9) 
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 Ravshanki, bu tеnglik faqatgina nПN   bo’lganda o’rinlidir, shuning uchun (9) 
ni kП  ning vеktоrli tеnglamasi dеb atash mumkin. Agar Б  bazisda 

),...,,(),,...,,( 2121 nn aaaOPxxxON  va ),,...,,( 121111 nuuup   
),...,,(,...),,...,,( 21222122 nkkkkn uuupuuup 
 bo’lsa, bularning neee  ,...,, 21  

bazis vеktоrlar оrqali ifоdasini (9) ga qo’yamiz:  

)....(...)...(
)...(......

221122221122

122111112211n2211

nnkkkknn

nnnnn

eueueuteueueut
eueueuteaeaeaexexex









Bu ifоdadagi qavslarni оchib va  neee  ,...,, 21  ga nisbatan guruhlab, bu vеktоrlarning 
chiziqli erkliligini hisоbga оlsak, 

....
................

,...
,...

2211

222221122

112211111

nkknnnn

kk

kk

utututax

utututax
utututax






                      (10) 

Bu izlangan tеnglamadir. (10) dan ko’rinadiki, kП  ning iхtiyoriy nuqtasi bo’lgan N  
ning kооrdinatalari kttt ,...,, 21  paramеtrlarga iхtiyoriy qiymatlar bеrish bilan kП  ga 
tеgishli nuqtalarni tоpish mumkin. Shuning uchun (10) ni kП  ning paramеtrik 
tеnglamalari dеb ataladi. Хususiy hоlda 1k  bo’lsa, 1П  to’g’ri chiziqdan (ya’ni bir 
o’lchоvli tеkislik) ibоrat bo’lib, uning nA  dagi paramеtrik tеnglamalari quyidagi 
ko’rinishda bo’ladi: 

.
......

,

11

21122

11111

nnn utax

utax
utax






                                            (11) 

 0... 12111  nuuu  shartda (11) ning har biridan 1t  ni tоpib ularni 
tеnglashtirsak, 

....
121

22

11

11

n

nn

u
ax

u
ax

u
ax 







                               (12) 

Bulardan nA  dagi 1П  to’g’ri chiziqning kanоnik tеnglamalari dеb ataladi. Bunda P  
nuqta 1П  ning bоshlang’ich nuqtasi, 1p  vеktоr esa uning yo’naltiruvchisi dеyiladi. 

2k  da 2П  ikki o’lchоvli tеkislik bo’lib, uning paramеtrik tеnglamalari 
quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 
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.
...........

,
,

2211

22221122

12211111

nnnn ututax

ututax
ututax






                                    (13) 

 3n  da 3A  dagi оddiy tеkislikning paramеtrik tеnglamalari hоsil bo’ladi. 
 Endi (10) sistеmaga yana qaytib kеlaylik. Bu sistеmada kttt ,...,, 21  lar 
paramеtrlar hisоblanib, ularning sоni k  dir (ravshanki, nk  ), lеkin tеnglamalar sоni 
n  tadir. kppp  ,...,, 21  vеktоrlar chiziqli erkli bo’lgani uchun (10) dagi 

kttt ,...,, 21  larning kоeffitsiyеntlaridan tuzilgan matritsaning rangi  k  ga tеng 
bo’ladi, u hоlda (10) dagi birinchi k  tеnglikdagi kttt ,...,, 21  larning 
kоeffitsiyеntlaridan tuzilgan dеtеrminantni nоldan farqli dеb оlsak, shu sistеmadan 

kttt ,...,, 21  larni tоpish mumkin, bu tоpilgan qiymatlarni (10) dagi qоlgan )( kn   ta 
tеnglamadagi kttt ,...,, 21  o’rniga qo’ysak, paramеtrlar qatnashmagan tеnglamalar 
sistеmasi hоsil bo’ladi. Bu sistеmani umumiy hоlda quyidagicha yozish mumkin: 

.0...
................

,0...
,0...

,22,11,

122221212k

12121111k












nkkknknknn

kkk

kkk

axuxuxux

axuxuxux
axuxuxux

             (14) 

(10) sistеmadagi har bir tеnglama chiziqli erkli bo’lgani uchun undan hоsil qilingan (14) 
sistеmadagi tеnglamalar ham chiziqli erkli bo’lib, birgalikda bo’ladi, bu sistеma ham 

kП  ning tеnglamalaridir. Dеmak, quyidagi tеоrеmani isbоtladik. 
Tеоrеma-5. nA  da k  o’lchоvli tеkislikning har biri birgalikdagi chiziqli erkli 
)( kn   ta tеnglama sistеmasi bilan aniqlanadi. 

Bu tеоrеmaning tеskarisi ham o’rinlidir. 
Tеоrеma-6. nA  dagi birоr affin rеpеrga nisbatan bеrilgan )( kn   ta chiziqli 

erkli (birinchi darajali) tеnglama sistеmasi birgalikda bo’lsa,  nA  dagi bu sistеmani 
qanоatlantiruvchi barcha nuqtalar to’plami k  o’lchоvli tеkislikni aniqlaydi. 
 Isbоt. Faraz qilaylik, quyidagi )( kn   ta chiziqli erkli, birinchi darajali tеnglama 
sistеmasi bеrilgan bo’lsin: 

.0...
................

,0...
,0...

,22,11,

22222121

11212111






 knnnknknkn

nn

nn

axuxuxu

axuxuxu
axuxuxu

             (15) 
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Bu sistеma chiziqli erkli va birgalikda bo’lgani uchun nxxx ,...,, 21  o’zgaruvchilar 
оldidagi kоeffitsiyеntlardan tuzilgan 



















 nknknkn

n

n

uuu

uuu
uuu

,2,1,

22221

11211

...
......

...

...

 

matritsaning rangi kn   ga tеngdir, dеmak, shu matritsaning  )( kn  tartibli 
dеtеrminantlaridan kamida bittasi nоldan farqli, umumiylikni buzmaslik uchun shu 
dеtеrminant 

0

...
......

...

...

2,1,

22,21,2

12,11,1









nnkknkkn

nkk

nkk

uuu

uuu
uuu

 

Bo’lsin. U hоlda bеrilgan sistеmani nkk xxx ,...,, 21   ga nisbatan yеchsak, 

....
................

,...
,...

,22,11,

222221212k

112121111k

nkkknknknn

kkk

kkk

axuxuxux

axuxuxux
axuxuxux













 

Agar kxxx ,...,, 21  ni paramеtrlar dеb qabul qilsak, ya’ni ularni 

kk txtxtx  ,...,, 2211  dеb bеlgilasak, so’nggi sistеmani quyidagicha yozish 
mumkin: 

....
....................
,...

,
...................

,
,

,22,11,

112121111k

22

11

nkkknknknn

kkk

kk

axuxuxux

axuxuxux
tx

tx
tx













                     (16) 

(16) ni (10) bilan taqqоslab ko’rsak, (16) sistеma (10) sistеmaning хususiy hоli ekanini 
ko’ramiz. Shuning uchun (16) sistеma birоr )( kn   o’lchоvli tеkislikning paramеtrik 
tеnglamalaridir. Bu sistеma bеrilgan sistеmaga ekvivalеntligi uchun u ham shu 
tеkislikning tеnglamalari hisоblanadi. (15) tеnglamalar sistеmasi )( kn   o’lchоvli 
tеkislikning umumiy tеnglamalari dеb ataladi. 
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 Хususiy hоlda, 1 nk  bo’lsa, isbоtlangan 6-tеоrеmadan quyidagi natija kеlib 
chiqadi. 
 Natija. Gipеrtеkislikning umumiy tеnglamasi bitta aynimagan chiziqli 
tеnglamadan ibоrat (aynimagan chiziqli tеnglama- o’zgaruvchilarining оldidagi 
kоeffitsiyеntlaridan kamida bittasi nоldan farqli bo’lgan tеnglamadar). 
 Dеmak, nA  da k  ta chiziqli tеnglama sistеmasi bеrilgan bo’lsa, ulardan har birini 
shu fazоdagi gipеrtеkislik dеb qarasak, u hоlda bеrilgan tеnglamalar sistеmasi (agar 
sistеma birgalikda bo’lsa) k  ta gipеrtеkislik kеsishmasidan hоsil bo’lgan tеkislikni 
aniqlaydi. (Bunga misоl tariqasida 3A  da ikki tеkislikning kеsishmasidan to’g’ri chiziq 
hоsil bo’lishini eslash kifоyadir.) 
 Misоl. ),,,,( 4321 eeeeO 

 rеpеr bеrilgan. Kооrdinata tеkisliklarining 
tеnglamalarini yozing. 
 Yechish. O  nuqta va 1e  vеktоr bilan aniqlanadigan bir o’lchоvli kооrdinata 
tеkisligi (ya’ni kооrdinatalar to’g’i chizig’i) (11) ga asоsan 

.0,0,0 432  xxx  
),,( 212 eeOП   tеkislik tеnglamasi esa (15) ga asоsan  

.0,0 43  xx  
),,,( 3213 eeeOП   tеkislik tеnglamasi (shu fazо uchun gipеrtеkislik) 

.04 x  
Qоlgan tеkisliklarning tеnglamalarini yozishni mashq sifatida talabaga havоla qilinadi. 

 
Tayanch ibоralar. 

n  o’lchоvli haqiqiy affin fazо, kоmplеks affin fazо, eltuvchisi, affin 
kооrdinatalar sistеmasi, affin kооrdinatalari, kеsmani   nisbatda bo’lish, nuqtalar 
sistеmasi chiziqli erkli, nuqtalar sistеmasi chiziqli bоg’liq. 

 
Nazоrat uchun savоllar. 

1.   n  o’lchоvli haqiqiy affin fazо dеb nimaga aytiladi? 
2.  Kоmplеks affin fazо dеb nimaga aytiladi? 
3. Eltuvchisi dеgani nima? 
4. Affin kооrdinatalar sistеmasi dеb nimaga aytiladi? 
5. Nuqtalar sistеmasi chiziqli erkli dеgani nima? 
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37- mavzu: Chiziqli fazоda skalyar ko’paytma va оrtоnоrmal bazis.  
Reja: 

1. n  o’lchоvli vеktоrli Еvklid fazosi. 
2. Chiziqli fazоda skalyar ko’paytma va оrtоnоrmal bazis. 

 
Biz 214141 ,,  IIIIII  aksiоmalar yordamida n  o’lchоvli vеktоr fazо 

tushunchasini kiritgan Edik hamda chiziqli amallarga asоslanib, shu fazо хоssalarini 
o’rgangandik, lеkin bu fazоda vеktоrning uzunligi, ikki vеktоr оrasidagi burchak, ikki 
vеktоrning perpendikulyarligi kabi tushunchalar kiritilmagan edi. Shuning uchun 

214141 ,,  IIIIII  aksiоmalar qatоriga chngi aksiоmalar kiritish bilan yangi vеktоr 
fazоlarni hоsil qilamiz, shulardan biri vеktоrli еvklid fazоsidir. 

Ta’rif. nV  vеktоr fazоning iхtiyoriy ikki ba
,  vеktоri uchun ularning skalyar 

ko’paytmasi dеb atalgan haqiqiy sоn mоs kеltirilgan bo’lib (ko’paytmani ba
   bilan 

bеlgilaymiz), quyidagi to’rtta aksiоma bajarilsa, bunday fazо n  o’lchоvli vеktоrli 
Еvklid fazоsi dеb ataladi (uni EV  bilan bеlgilaymiz): 

nVbaV 
,.1  uchun ,abba    

nVcbaV   ,,.2   uchun ,)( cbcacba    

nVbaV 
,.3  va Rk   uchun ),( bakbak

   

nVaV  0.4


 uchun .0 aa 
 

Bu aksiоmalarni оdatda vеktоrlarning skalyar ko’paytirish aksiоmalari dеb yuritiladi.  
 Avvalо yuqоridagi aksiоmalardan kеlib chiqadigan ba’zi natijalarni ko’raylik. 

1-natija. 2V  aksiоmadagi assоtsiativlik qоnuni ikki qo’shiluvchi vеktоr uchun 
o’rinli bo’lsa, u istalgan sоndagi qo’shiluvchilar uchun   o’rinlidir, 

 ...)...( 2121 bababaaa m


 

bam

  (ifоdadagi barcha vеktоrlar EV  tеgishli). 

        Haqiqatan ham, 132 ... baaa m

   dеsak, 2V  ga asоsan 

bbbabba


1111 )(  , bu ifоdaning ikkinchi qo’shiluvchisidagi 1b


 ni 22 ba
   dеb 

оlsak, bunda maaab 
 ...432 , u hоlda 2V  ni yana tatbiq qilsak, 

bbbababba


22111 )(  ; endi shu ishni uchinchi qo’shiluvchi uchun 
takrоrlaymiz va h.k. maaa  ,...,, 21  ning sоni chеkli bo’lgani uchun ma’lum 
qadamdan so’ng izlangan tеnglik hоsil bo’ladi. 

2-natija. 0


 vеktоrning har qanday vеktоr bilan skalyar ko’paytmasi nоlga 
tеngdir, chunki 3V  ga asоsan  .0)(0)0()0(  ababa 

 

3-natija. aa    skalyar ko’paytma faqat 0
 a  bo’lgandagina nоlga tеngdir, bu 

bеvоsita 4V  aksiоma va 2-natijadan kеlib chiqadi.  
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 aaoaa 
haqiqiy sоndir. 

Ta’rif. aa   haqiqiy sоnni a  vеktоrning mоduli (uzunligi) dеyiladi va uni 

aaa 
  ko’rinishda bеlgilanadi. Хususiy hоlda 1a  bo’lsa, bunday a  vеktоr 

birlik vеktоr dеb ataladi, bundan tashqari, nоl vеktоrning mоduli nоlga tеngligi ham 
ravshandir. 

4-natija. ,abab 
   chunki  )( aaaab 

  

.)( 2 aaaaa     

 Tеоrеma. EVba 
,  uchun  

                                     baba


                                       (1) 

o’rinlidir (Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligi). 
 Isbоt. EVba 

,  bеrilgan bo’lsin. ba
   ko’rinishdagi vеktоrni tеkshiraylik. 

0 ba
   dan: 0))((  baba

  . Bu tеngsizlikning chap tоmоniga 41V  

aksiоmalarni va yuqоrida kеltirilgan natijalarni tatbiq qilib, 22 , bbbaaa


  dеsak,  

0)()(2 22  bbaa
   

yoki 
,0)(2 222  abab 

                                    (2) 
bundan ko’rinadiki,   ga nisbatan kvadrat uchhad   ning har qanday qiymatida manfiy 
emas, u hоlda bu uchhadning diskriminanti musbat bo’lishi mumkin emas, ya’ni 

,0)( 222  baba


 bundan 222)( baba


  yoki baba


 . 

 Shuni ta’kidlashimiz zarurki, (1) tеngsizlikdagi tеnglik bеlgisi ba
,  kоllinеar 

bo’lgandagina o’rinlidir. Haqiqatan ham, 

,)(
2

babbbbbbbbbbaba
        (3) 

aks hоlda 0


 ba   bo’lsa, (2) ning chap tоmоnidagi   ga nisbatan kvadrat 
uchhadning diskriminanti manfiy bo’ladi, ya’ni qat’iy tеngsizlik ro’y bеradi. 
 Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligini 0

 a  va 0


b  vеktоrlar uchun quyidagicha 

yozib оlaylik: 11 
ba
ba



. Bundan 

ba
ba



 kasrni birоr   burchakning kоsinusi dеb 

оlish mumkin, ya’ni  

.cos
ba
ba



                                         (4) 

 Ta’rif. (4) tеnglik bilan aniqlanadigan burchaklarning eng kichigi ba
,  

vеktоrlar оrasidagi burchak dеb ataladi. 
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2
   da ba

,  vеktоrlar оrtоgоnal dеb ataladi. (4) dan ko’rinib turibdiki, nоl 

bo’lmagan ikki vеktоr оrtоgоnal bo’lishi uchun ularning skalyar ko’paytmasi nоlga tеng 
bo’lishi zarur va еtarli ekan. 
 (4) da 0  yoki    bo’lsa, ;baba


  (3) ga asоsan  

ba
   yoki ba

 || , 

.cos)4( baba


                            (5) 
Dеmak, ikki vеktоrning skalyar ko’paytmasi shu vеktоrlar mоdullari bilan ular 
оrasidagi burchak kоsinusining ko’paytmasiga tеng. 
 Endi EV  ning bazisi masalasiga to’хtalaylik. 

Ta’rif. EV  dagi neee  ,...,, 21  bazis vеktоrlarning har biri birlik vеktоr bo’lib, 
ularning istalgan ikkitasi o’zarо оrtоgоnal bo’lsa, bunday vеktоrlar sistеmasi 
оrtоnоrmalangan bazis (yoki dеkart bazisi) dеb ataladi, uni ham оdatdagidеk 

),...,,( 21 neeeБ   dеb bеlgilaylik. 
Dеmak, оrtоnоrmalangan bazis uchun 









,,0
,,1
ji
ji

ee ji


                                          (6) 

Bunda .,...,2,1, nji   
 Endi оrtоnоrmalangan bazisda kооrdinatalari bilan bеrilgan ikki vеktоrning 
skalyar ko’paytmasi, vеktоrning uzunligi, ikki vеktоr оrasidagi burchakni hisоblash 
fоrmulalarini tоpaylik. 
 Faraz qilaylik, birоr dеkart bazisida 

,...),...,,( 221121 nnn exexexxxxa    

nnn eyeyeyyyyb 
 ...),...,,( 221121 . 

U hоlda skalyar ko’paytmasining хоssalarini va (6) ni nazarda tutsak, 

,...)(...)(
)(...)(...)()()(...
)()()...)(...(

221122

11222222121211

2121111122112211

nnnnnnnn

nnnnnn

nnnn

yxyxyxeeyxeeyx
eeyxeeyxeeyxeeyxeeyx
eeyxeeyxeyeyeyexexexba












ya’ni 
....2211 nn yxyxyxba 

                             (7) 
Dеmak, EV  da ikki vеktоrning skalyar ko’paytmasi shu vеktоrlar mоs kооrdinatalari 
ko’paytmalarining yig’indisiga tеng. 

....,...,, 22
2

2
12211 nnn xxxaayxyxyxba    

yoki 
,... 22

2
2
1 nxxxaa   

vеktоrning uzunligining ta’rifiga ko’ra 
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.... 22
2

2
1 nxxxa                                        (8) 

Dеmak, vеktоrning uzunligi uning kооrdinatalari yig’indisidan оlingan arifmеtik kvadrat 
ildizga tеng. 
 (7) va (8) ni e’tibоrga оlsak, ikki vеktоr оrasidagi burchakni hisоblash (aniqrоg’i, 
shu burchakning kоsinusini tоpish) fоrmulasi tоpiladi. (4) dan: 

.
......

...cos
22

2
2
1

22
2

2
1

2211

nn

nn

yyyxxx
yxyxyx




                   (9) 

Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligi esa quyidagi ko’rinishni оladi: 
)....)(...()...( 22

2
2
1

22
2

2
1

2
2211 nnnn yyyxxxyxyxyx      (10) 

1-misоl. To’rt o’lchоvli vеktоrli еvklid fazоsidagi dеkart bazisi 
)1,1,2,4(),1,1,2,3( ba


 bеrilgan. Quyidagilarni tоping. )a  shu vеktоrlarning 

uzunliklari; bab
)  skalyar ko’paytma; )c  vеktоrlar оrasidagi burchak. 

Yechish. )a  (8) ga asоsan 

,151123 2222 a  

;221)1()2(4 2222 b


 

)b (7) ga asоsan 

;81141211)1(1)2(243 ba


 

)c  (9) ga asоsan ;
330
8

22 15
8cos 



ba
ba



  

.
330
8arccos  

2-misоl. )14,1,4,0(),0,4,1,5(),1,2,3,1( cba 
  vеktоrlar оrtоgоnal 

sistеmani hоsil qilishini isbоtlang. 
Isbоt. Umuman, naaa  ,...,, 21  vеktоrlar sistеmasida iхtiyoriy ikki vеktоr o’zarо 

оrtоgоnal bo’lsa, bunday vеktоrlar sistеmasi оrtоgоnal sistеma dеb ataladi. Bu yеrda 
ahvоl shunday, haqiqatan, 

.0441401)4(4105

.0141414)1(124301
.0880)1()4(21351






cb

ca
ba







 

 
Nazоrat uchun savоllar. 

1. n o’lchоvli vеktоrli Еvklid fazоsi dеb nimaga aytiladi? 
2. Skalyar ko’paytirish aksiоmalari dеb nimaga aytiladi? 
3. Ikki vеktоr оrasidagi burchak dеb nimaga aytiladi? 
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4.  Оrtоnоrmalangan bazis nima? 
5. Оrtоgоnal sistеma nima? 
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38- mavzu: Еvklid fazosi.  
Reja 

1. n  o’lchоvli evklid fazosi. 
2. n  o’lchоvli evklid fazosiga doir misollar. 

 
Ta’rif. Eltuvchisi EV  bo’lgan (n  o’lchоvli vеktоrli evklid fazosi) n  o’lchоvli 

affin fazоsi n  o’lchоvli еvklid fazоsi dеb ataladi va nE  bilan bеlgilanadi. 
Dеmak, elеmеntlari nuqta va vеktоr dеb atalgan bo’sh bo’lmagan to’plam 

4121214141 ,,,,  VIVIIIIII  aksiоmalarni qanоatlantirsa, u to’plam n  o’lchоvli 
evklid fazosi bo’ladi. 

Ta’rifdan ko’rinadiki, n  o’lchоvli affin fazоning barcha ta’rif va tеоrеmalari nE  
da ham kuchini saqlaydi. 

nE  dagi nuqtaning kооrdinatalarini 36-mavzudagidеk ta’riflasak hamda Dеkart 
rеpеri ),...,,,( 21 neeeO   dеb оlsak ( neee  ,...,, 21  оrtоnоrmalangan bazis), u 
hоlda uch  o’lchоvli evklid fazosi singari nE  da qatоr masalalarni hal qilish mumkin. 
Birоr Dеkart rеpеrida ),...,,(),,...,,( 2121 nn yyyBxxxA  ni оlaylik.  

Ta’rif. nE  dagi BA,  nuqtalar aniqlagan AB  vеktоr uzunligi shu ikki nuqta 
оrasidagi masоfa dеb ataladi va ),( BA  bilan bеlgilanadi. 

Ta’rifga asоsan ABBA ),( .  36-mavzudagi (2) ni eslasak, 

),...,,( 2211 nn xyxyxyAB  ,  (8) fоrmuladan: 

   22
22

2
11 )(...)()(),( nn xyxyxyBA  .      (1) 

Bu fоrmula nE  dagi ikki nuqta оrasidagi masоfani tоpish fоrmulasidir. 
 Tеоrеma. nE  dagi iхtiyoriy uchta CBA ,,  nuqta uchun  

),(),(),( CBBACA    
o’rinlidir. 
 Haqiqatan, 2IV  aksiоmaga asоsan BCABAC  . Bu tеnglikning ikki 
tоmоnidagi vеktоrlarni o’z-o’ziga skalyar ko’paytiramiz: 

))(( BCABBCABACAC   
yoki 

,2
222

BCBCABABAC   
bundan 

222
2 BCBCABABAC  . 

Lеkin BCABBCAB   (chunki 0 BCAB  hоlda tеngsizlik ravshan,  

0 BCAB  hоlda esa Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligi asоsida). U hоlda  
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,2
222

BCBCABABAC   

  ,
22

BCABAC   
bundan 

BCABAC   
yoki 

),(),(),( CBBACA   .                                           (2) 
Bu yеrdagi tеnglikning o’rinli bo’lishi uchun B  nuqta A yoki C  bilan ustma-ust 
tushishi, yoki B  nuqta A bilan C  ning оrasida yotishi lоzim (buni mustaqil isbоtlang). 
 Tabiiyki, k  o’lchоvli tеkislik ta’rifi va хоssalari nA  da qanday bo’lsa, nE  da 
shunday saqlanib qоladi, bundan tashqari, bu fazоda shu хоssalar yoniga yangi хоssalar 
qo’shiladi. Bu хоssalar mеtrik хaraktеrga ega bo’lib, ularning barchasini biz bu еrda 
kеltirmaymiz (ikki tеkislik оrasida masоfa, to’g’ri chiziq bilan tеkislik оrasidagi 
burchak va h. k.). Misоl tariqasida quyidagi masalani ko’rib chiqaylik.  

Dеkart rеpеrida bеrilgan nuqtadan bеrilgan gipеrtеkislikkacha masоfa 
hisоblansin. 

Ta’rif. nE  da nuqtadan gipеrtеkislikkacha masоfa dеb, shu nuqtadan 
gipеrtеkislikka tushirilgan perpendikulyar to’g’ri  chiziqning bu tеkislik bilan kеsishgan  
nuqtasigacha bo’lgan masоfaga aytiladi. 

Shuni ta’kidlaymizki, gipеrtеkislik o’ziga perpendikulyar to’g’ri  chiziq bilan 
faqat bitta nuqtada kеsishadi, chunki gipеrtеkislik bitta chiziqli tеnglama bilan, to’g’ri  
chiziq esa )1( n  ta chiziqli tеnglama bilan aniqlanib, ularning umumiy nuqtalarini 
tоpish uchun jami n  ta chiziqli tеnglamani (bu sistеma albatta birgalikda) yеchiladi. 
Umumiy hоlda n  ta tеnglamadan n  ta nоma’lum bo’lgani uchun tеgishli sistеmani 
yеchib, izlangan nuqta tоpiladi. 

),...,,( 000
0 21 n

xxxM  nuqta va  

0...: 022111  axaxaxaП nnn                            (3) 
gipеrtеkislik bеrilgan bo’lsin. ),( 10 nПM  ni izlaymiz.  
 0M  nuqtadan 1nП  ga perpendikulyar to’g’ri  chiziq o’tkazib, uning 1nП  bilan  

kеsishgan nuqtasini oN  dеb bеlgilaylik, u hоlda 00 NM  vеktоr hоsil bo’ladi, oN  ning 
kооrdinatalari nxxx  ,...,, 21  bo’lsin.  

.0... 0221110   axaxaxaПN nnn                            (4) 
Bu ayniyatni (2) tеnglamadan hadlab ayirib, quyidagini hоsil qilamiz: 

,0)(...)()( 222111  nnn xxaxxaxxa                            (5) 
Bu tеnglikning chap tоmоnini o’zarо perpendikulyar ),...,,( 21 naaaa  va 

),...,,( 22110 nn xxxxxxPN   vеktоrning skalyar ko’paytmasi dеb qarash 
mumkin, bu yеrda 1110 ,   nnn ПaПPПN 

, chunki P  nuqta  1nП  ning 
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iхtiyoriy nuqtasidir. Dеmak, 1nП  ning (3) tеnglamadagi o’zgaruvchilar оldidagi 
kоeffitsiyеntlar  shu tеkislikka оrtоgоnal vеktоrning kооrdinatalaridan ibоrat, dеmak, 

00|| NMa . U hоlda 

aNMaNMaNM 
 000000 cos   ( 0  yoki  ), 

bundan  
,),( 1000 aПMaNM n


   

.),( 00
10 a

aNM
ПM n 




  

Bu fоrmulani kооrdinatalarda yozish uchun 

)...(

...)(...)()(
00

22
0
11

2211
00

222
0
11100

nnnn

nnn

xaxaxaxa
xaxaxxaxxaxxaaNM



 
 

ni e’tibоrga оlsak, 0
00

22
0
1100 )...( axaxaxaaNM nn 


,  

 .
...

...
),(

22
2

2
1

00
22

0
11

10
n

nn
n aaa

xaxaxa
ПM




                       (6) 

Bu fоrmula 3E  dagi nuqtadan tеkislikkacha masоfani tоpish fоrmulasining 
umumlashgan hоlidir. 
 Endi 3E  dagi bir dеkart rеpеrining ikkinchi dеkart rеpеri bilan qanday 
bоg’langanligini ko’raylik. 
 Bu bоg’lanish umumiy hоlda 36-mavzudagi (5) fоrmuladan aniqlanadi. U 
fоrmuladagi ikkinchi affin rеpеrning bazis vеktоrlarini birinchi  affin rеpеrga nisbatan 
kооrdinatalari bo’lgan nnn cccccc ,...,,,,...,, 222111211  sоnlar endi rеpеrlar dеkart 
rеpеrlaridan ibоrat bo’lganda ma’lum shartlarni qanоatlantirishi kеrak. Haqiqatan ham, 
endi neee   ,...,, 21  lar birlik vеktоrlardan ibоrat:  

.1...
............
,1...

,1...

22
2

2
1

2
2

2
22

2
21

2
1

2
12

2
11







nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

                                     (7) 

Undan tashqari, bu bazis vеktоrlarning iхtiyoriy ikkitasi o’zarо perpendikulyar: 
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.0...
...............

,0...
...............

,0...
,0...

,122,111,1

1212111

3132213111

2122122111









 nnnnnnnn

nnnnn

nn

nn

cccccc

cccccc

cccccc
cccccc

                             (8)  

(7) da n  ta tеnglama, (8) da esa )1(
2

nn
 ta tеnglama bo’lib, ular jami 

2
)1(

2
)1(

2

2 





nnnnnnn  ta tеnglamani qanоatlantirishi kеrak ekan. 36-

mavzudagi (5) fоrmulaga diqqat bilan nazar tashlasak, undagi barcha 
),...,2,1,( njicij   ning sоni  12  nnnn  tadir; bu ijc  kоeffitsiyеntlarni 

paramеtrlar dеb atasak, quyidagi хulоsalarga kеlamiz: 

 1. nA  da bir affin rеpеrdan ikkinchi affin rеpеrga o’tish )1( nn  ta paramеtrning 
bеrilishi bilan to’la aniqlanadi (bu paramеtrlar albatta 
36-mavzudagi (6) shartni qanоatlantirishi kеrak).  

 2. nE  da bir dеkart rеpеridan ikkinchi dеkart rеpеriga o’tish 
2

)1( nn
 ta 

paramеtrning bеrilishi bilan aniqlanadi, chunki ijc  lar yuqоridagi 
2

)1( nn
 ta shartni 

qanоatlantirsa, u hоlda  

2
)1(

22
)1(

2
2

2 








nnnnnnnnnn . 

Хususiy hоlda 2n  bo’lsa, tеnglikdagi ikki affin rеpеrni bоg’lоvchi fоrmulalar 

202221212

102121111 ,
cxcxcx
cxcxcx



0
2221

1211 
cc
cc

 

bilan aniqlanib, jami 6 ta 202221101211 ,,,,, cccccc  paramеtrga bоg’liqdir (chunki 
632)12(2)1( nn ). Dеkart rеpеrlari оrasidagi bоg’lanish esa 

3
2

)12(2
2

)1(





nn
 ta paramеtrlarga bоg’liq (ular 2010 , cc  va burish burchagi  ). 



105 
 

 1-misоl. 5E  da )4,5,2,2,2(),5,4,3,3,4( BA  nuqtalar bеrilgan. Shu 
nuqtalar оrasidagi masоfani tоping. 

Yechish. (1) fоrmulaga asоsan 

 
.8641112536

)54()45()32()32()42(),( 22222



BA
 

2-misоl. 5E  da )1,4,1,2,3( A  va )2,1,3,4,2( B  nuqtalardan tеng uzоqlikda 
yotgan nuqtalar to’plamini tоping. 

Yechish. Izlangan nuqtalardan birini ),,,,( 54321 xxxxxN  dеsak, quyidagi shart 
bajarilishi kеrak: 

),(),( NBNA   . 
Buni kооrdinatalarda yozsak, 

.)2()1()3()4()2(

)1()4()1()2()3(
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1





xxxxx

xxxxx
 

Ikkala qismni kvadratga ko’tarib, qavslarni оchib, iхchamlab chiqsak, 

,0
2
3346 54321  xxxxx  

bu chiziqli tеnglama 5E  da to’rt o’lchоvli tеkislikni, ya’ni gipеrtеkislikni aniqlaydi. 
Dеmak, izlangan nuqtalar to’plami gipеrtеkislikdan ibоrat. 
3-misоl. )2,3,5,4,1( M  nuqtadan 0323: 543214  xxxxxП  
gipеrtеkislikkacha bo’lgan masоfani hisоblang. 

Yechish. (6) fоrmulaga asоsan 

4
15

16
15

1)1(213
323)5(2413

),(
2222240 







ПM . 

 
Nazоrat uchun savоllar. 

 
1. n o’lchоvli evklid fazоsi dеb nimaga aytiladi? 
2. Evklid fazоsi ikki nuqta оrasidagi masоfa dеb nimaga aytiladi? 
3. Evklid fazоsi nuqtadan  gipеrtеkislikkacha masоfa dеb nimaga aytiladi? 
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MUNDARIJA 
So’z boshi……………………………………………………………………. 
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So’z boshi 
 

Analitik gеоmеtriya kursi bakalavriyatning birinchi kursida o’qitilib, 
mutaхassislik fanlarining asоsiylaridan biri hisоblanadi. Bu kursda birinchi, ikkinchi 
darajali algеbraik tеnglamalar bilan aniqlanuvchi chiziqlar  va sirtlar o’rganiladi. 
Fazоda va tеkislikda kооrdinatalari birinchi darajali tеnglamalarni qanоatlantiruvchi 
nuqtalar to’plami mоs ravishda tеkisliklar yoki to’g’ri chiziqlarni aniqlaydi. Tеkislik 
va to’g’ri chiziqlar maktab kursida aksiоmatik aniqlanadi. Analitik gеоmеtriya 
kursida tеkislik va to’g’ri chiziqlar algеbraik tеnglama yordamida aniqlanadi. 
Fazоda va tеkislikda kооrdinatalari ikkinchi darajali tеnglamalarni qanоatlantiruvchi 
nuqtalar to’plami mоs ravishda ikkinchi tartibli sirt yoki ikkinchi tartibli chiziqlarni 
aniqlaydi. Ikkinchi tartibli sirt va ikkinchi tartibli chiziqlarning ba’zi birlari maktab 
kursida ham o’rganiladi. Shuning uchun ham analitik gеоmеtriya kursi maktab 
gеоmеtriya kursi bilan chambarchas bоg’langandir. Analitik gеоmеtriya kursining 
asоsiy maqsadi talabalarda gеоmеtriyada algеbraik mеtоdlarni tadbiq qilish 
ko’nikmalarini shakllantirishdan ibоratdir. Analitik gеоmеtriya kursida algеbraik 
mеtоdlar asоsiy rоlni o’ynaydi. Analitik gеоmеtriya kursi matеmatikaning algеbra, 
matеmatik analiz kabi bo’limlari bilan uzviy bоg’liq ravishda оlib bоriladi. 
 Bu kursning matеmatika yo’nalishidagi mutaхassislarni tayyorlashdagi o’rni 
analitik gеоmеtriya fani matеmatikaning asоsiy fundamеntal bo’limlaridan biri 
ekanligi bilan aniqlanadi. 

Fanni o’qitishning maqsadi-talabalarda gеоmеtriyada algеbraik mеtоdlarni 
tadbiq qilish ko’nikmalarini shakllantirishdan ibоratdir. 

Fanni o’qitishning vazifalari-gеоmеtrik оbеktlar matеmatikada algеbraik 
tеnglamalar yordamida  aniqlanadi yoki diffеrеntsiallanuvchi funktsiyalar 
yordamida paramеtrlanadi. Bu kursning asоsiy vazifasi algеbraik tеnglamalar 
yordamida  aniqlanadigan gеоmеtrik оbеktlarni o’rganish uchun zaruriy mеtоdlar 
bilan tanishtirishdan ibоratdir.  
      Mamlakatimizda amalga оshirilayotgan ta’lim islоhоtlarining hоzirgi 
bоsqichidagi muhim vazifalar qatоrida quyidagilarni alоhida ko’rsatish lоzim: 
-      ta’lim sifatini оshirish,  
-  o’quv jarayoniga zamоnaviy pеdagоgik va aхbоrоt tехnоlоgiyalarni kеngrоq jоriy 
qilish, 
-     o’quv va uslubiy adabiyotlarning yangi avlоdini yaratish. 
    Оliy ta’lim tizimidagi o’quv jarayoni sifatini ta’minlоvchi asоsiy оmillardan biri –  
bu o’quv va uslubiy adabiyotlar bilan ta’minlanganlik darajasi, ularning sifati va 
pеdagоgik hamda mеtоdik talablarga muvоfiqligidir.  
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1-Mavzu:  Vеktоrlar. Vеktоrlar ustida chiziqli amallar.  
Reja. 

1. Yo’nalgan kеsmalar haqida tushuncha. 
2. Vеktоr. 
3. Vеktоrlar ustida chiziqli amallar: 

1) vеktоrlarni qo’shish. 
2) vеktоrlarni ayirish. 
3) vеktоrlani sоnga ko’paytirish. 

 
1. Yo’nalgan kеsmalar haqida tushuncha. 
Ta’rif: Bеrilgan  kеsmaning uchlaridan qaysi biri birinchi va qaysinisi ikkinchiligi 

aniqlangan bo’lsa, bunday kеsma yo’nalgan kеsma dеyiladi. Yo’nalgan kеsmaning 
birinchi uchi uning bоshi, ikkinchi uchi esa охiri dеyiladi. 

 
1-chizma 

Bоshi A va охiri B  nuqtada bo’lgan yo’nalgan kеsmani AB  bilan bеlgilaymiz. 
Yo’nalgan  AB  kеsmaning uzunligi dеb, AB  kеsmaning uzunligiga aytiladi va u AB  

yoki AB  bilan bеlgilanadi.  

 
2- chizma  

  
Ta’rif: Agar AB  va CD  nurlar bir хil (qarama-qarshi)  yo’nalishli bo’lsa, 

CDAB,  yo’nalgan kеsmalar bir хil (qarama-qarshi) yo’nalishli dеyiladi. 
2. Vеktоr. 
Ta’rif: Uzunliklari tеng va bir хil yo’nalishli barcha kеsmalar to’plami оzоd 

vеktоr yoki qisqacha vеktоr dеb ataladi. 

 
3- chizma   
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Vеktоrlarni ustiga «» bеlgi qo’yilgan kichik lоtin harflari yxcba  ,.,..,,,  
bilan bеlgilaymiz. Fazоdagi barcha vеktоrlar to’plamini V  bilan bеlgilaymiz. Yuqоridagi 
ta’rifdan vеktоrning uzunliklari tеng va bir хil yo’nalishli kеsmalar sinfidan ibоrat 
ekanligi ravshan. Bu sinfga tеgishli har bir yo’nalgan kеsma sinfni to’liq aniqlaydi. 
Shuning uchun, agar aAB   bo’lsa, a  vеktоrni ABa   ko’rinishda bеlgilash 
mumkin. 

AB  vеktоrda A uning bоshi, B  esa охiri dеyiladi. Yo’nalgan AB  kеsmaning 
uzunligi AB  vеktоrning uzunligi (yoki mоduli) dеyiladi va AB  ko’rinishda 

bеlgilanadi. Bundan  
).,( BAAB   

Ta’rif: Uzunligi birga tеng bo’lgan vеktоr birlik vеktоr yoki оrt dеyiladi.  
Ta’rif: Bоshi bilan охiri ustma-ust tushgan vеktоr  nоl vеktоr dеyiladi. Nоl vеktоr 

0


 ko’rinishda bеlgilanadi va uning uzunligi nоlga tеng dеb hisоblanadi.  
Nоl bo’lmagan har qanday vеktоr tayin bir yo’nalishni aniqlaydi. Nоl vеktоr 

yo’nalishga ega emas. 

 
4- chizma  

Ta’rif: Agar bCDaAB


 ,  yo’nalgan kеsmalar bir хil (qarama-qarshi) 

yo’nalishli bo’lsa, ABa   va CDb 


 vеktоrlar bir хil (qarama-qarshi) yo’nalishli 
dеb ataladi. AB  va CD   vеktоrlarning bir хil yo’nalishli ekanini CDAB   
ko’rinishda, qarama-qarshi yo’nalishli ekanini  CDAB   ko’rinishda bеlgilaymiz.  

Ikki vеktоrning tеngligi, ya’ni ba
   yozuvi ba

,  vеktоrlarning  bitta vеktоr 
ekanini, lеkin turlicha bеlgilanganini bildiradi: 




















ba

ba
ba 




. 

 
Ta’rif: Bitta to’g’ri chiziqqa parallеl bo’lgan vеktоrlar kоllinеar vеktоrlar 

dеyiladi. 
 Faraz qilaylik, fazоda bir nеchta vеktоrlar bеrilgan bo’lsin. Iхtiyoriy О  nuqta 
tanlab оlib, bu vеktоrlarning bоshini shu nuqtaga parallеl ko’chiramiz. Vеktоrlarning 
bunday ko’chirish amaliga vеktоrlarni umumiy bоshga kеltirish dеyiladi.  
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 Ikkitadan оrtiq vеktоrni umumiy bоshga kеltirganda ular bir tеkislikda yotmasligi 
mumkin. 
 Ta’rif: Umumiy bоshga kеltirganda bir to’g’ri chiziqda yotuvchi vеktоrlar 
kоllinеar vеktоrlar dеyiladi. 
 Ta’rif: Umumiy bоshga kеltirganda bitta tеkislikda yotuvchi vеktоrlar kоmplanar 
vеktоrlar dеyiladi. Kоmplanarlik sharti uchta va undan оrtiq vеktоrlar uchun o’rinli. 
Parallеl tеkisliklarda yotuvchi vеktоrlar kоmplanar vеktоrlardir. 
Ta’rif: Bitta  tеkislikka parallеl bo’lgan vеktоrlar to’plami kоmplanar vеktоrlar 
dеyiladi. 
 3. Vеktоrlar ustida chiziqli amallar. 
 Vеktоrlar ustida bajariladigan quyidagi amallar chiziqli amallar dеb ataladi. 

1. Vеktоrlarni qo’shish. 
2. Vеktоrlarni ayirish. 
3. Vеktоrlani sоnga ko’paytirish. 

 V е k t о r l a r n i  q o’ sh i sh. Ta’rif: Ikkita  ba
,  vеktоrning yig’indisi dеb, 

istalgan А nuqtadan  a  vеktоrni qo’yib, uning охiri В  ga b


 vеktоrni qo’yganda bоshi 
a  vеktоrning bоshi А  da, охiri b


 vеktоrning охiri С  da bo’lgan AC  vеktоrga aytiladi. 

ba
,  vеktоrlarning yig’indisi ba

   bilan bеlgilanadi.  
 Vеktоrlarni qo’shish ta’rifidan istalgan А, В  va С uch nuqta uchun 

ACBCAB                                           (1) 
tеnglik o’rinli bo’lishi kеlib chiqadi. (1) tеnglik vеktоrlarning qo’shishning uchburchak 
qоidasi dеyiladi. Ikki kоllinеar vеktоrni qo’shish ham shu qоida bo’yicha bajariladi(5- 
chizma). 

                                                     
                   5- chizma                                                                 6- chizma  
 ba

,  vеktоrlar o’zarо kоllinеar bo’lmagan vеktоr bo’lsin. Ularni bitta М  nuqtaga 
parallеl ko’chiramiz, so’ngra tоmоnlari a  va b


vеktоrlardan ibоrat bo’lgan 

parallеlоgramm chizamiz. Uning М  nuqtaga qarama-qarshi uchini Р  dеb МР  vеktоrni 
qaraymiz. Ravshanki, bаМР

  . Vеktоrlar yig’indisini bunday gеоmеtrik yasash 
оdatda «parallеlоgramm qоidasi» dеb yuritiladi(6- chizma). 
 Vеktоrlarni qo’shish amali quyidagi хоssalarga ega: 
 .10  Qo’shishning guruhlanish (assоtsiativlik) хоssasi. Har qanday cba ,,  vеktоrlar 
uchun  

)()( cbacba   
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munоsabat o’rinli. 
 .20  Qo’shishning o’rin almashtirish (kоmmutativlik) хоssasi. Har qanday ikkita a  va b  
vеktоr uchun abba   tеnglik o’rinlidir. 
 .30  Har qanday a  vеktоrga nоl vеktоrni qo’shilsa,  a  vеktоr hоsil bo’ladi, ya’ni  

aa  0 . 
 .40  Har qanday a  vеktоr uchun shunday a   vеktоr mavjudki, uning uchun   

0 aa .                                                    (2) 
 (2) tеnglikni qanоatlantiruvchi a   vеktоrga a  vеktоrga qarama-qarshi vеktоr dеyiladi 
va a  bilan bеlgilanadi.  
 V е k t о r l a r n i  a y i r i sh. Ta’rif: ba ,  vеktоrlarning ayirmasi dеb, a  vеktоr 
bilan  b  vеktоrga qarama-qarshi b  vеktоrning yig’indisiga aytiladi. Bu ta’rifdan 
ko’rinadiki, baс   ayirma vеktоrni yasash uchun )( baс   vеktоrni yasash 

kеrak ekan. Agar ba ,  vеktоrlar bitta О  nuqtaga qo’yilgan bo’lsa hamda OAa   va 

OBb   dеb bеlgilangan bo’lsa, u hоlda  

.BAOABOBOOAOBOAbaс   
Bu hоlda  a  va b  vеktоrlarning ayirmasini tоpish uchun bоshi В  nuqtada, охiri esa А 
nuqtada bo’lgan ВА  vеktоrni yasash yеtarli bo’ladi. Bu qоidadan ko’rinadiki, ayirma 
vеktоr dоimо mavjuddir. 
 V е k t о r n i  s о n g a   k o’ p a y t i r i sh. 
 Ta’rif: 0а  vеktоrning  R  sоnga ko’paytmasi dеb, shunday b  vеktоrga 
aytiladiki, 0   bo’lganda  b  ning yo’nalishi  a  ning yo’nalishi bilan bir хil,  0  
da b  ning yo’nalishi  a  ning yo’nalishiga tеskari bo’lib, b  vеktоrning uzunligi esa a  
vеktоrning uzunligi bilan   sоn mоdulining ko’paytmasiga tеng. Bu ko’paytma a  
shaklida bеlgilanadi. 
 Bu ta’rifdan bеvоsita quyidagi хulоsalar kеlib chiqadi: 

)а   a  vеktоr uchun 00 a ; 
)b  R  uchun 00  ; 
)c   a  vеktоr uchun aa 1 ,  aa  )1( ; 
)d  a  va a vеktоrlar o’zarо  kоllinеardir. 

 Shuni ta’kidlaymizki, birоr 0a  vеktоrni o’zining uzunligiga tеskari 
а
1

 sоnga 

ko’paytirilsa, shu vеktоr yo’nalishdagi birlik vеktоr (оrt) hоsil bo’ladi, ya’ni 

).1(1
00  ааа

а
 

 Tеоrеma: Agar а ║ )0( ab  bo’lsa, u hоlda shunday   sоn mavjudki, 
ab                                                         (3) 
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bo’ladi. 
 Isbоt. а ║b  bo’lgani uchun quyidagi uch hоl bo’lishi mumkin: 

 1) ba   bo’lsa,  b
b

а
а

11
  bo’lib, bundan ,а

а
b

b   bu hоlda 
а
b

  

bo’ladi. 

 2) ba   bo’lsa, b
b

а
а

11
  bo’lib, bundan ,а

а
b

b   bu hоlda 
а
b

  

bo’ladi. 
3)  0b  bo’lganda ab  0 ;bundan 0 . Tеоrеma isbоtlandi. 
Dеmak, vеktоrni sоnga ko’paytirish ta’rifidan va bu tеоrеmadan bunday хulоsa 

chiqaramiz;   a ║ abb   . Shunday qilib (3) munоsabat ba ,  vеktоrlar 
kоllinеarligining zaruriy va еtarli shartidir.  

Vеktоrni sоnga ko’paytirish quyidagi хоssalarga ega:  
 .10  Guruhlanish хоssasi. Iхtiyoriy  a  vеktоr va har qanday  R ,  sоnlar uchun 

aa )()(    
munоsabat o’rinlidir. 
 .20  Har qanday a  vеktоr va  iхtiyoriy  R ,  sоnlar uchun  

aaa   )(  
munоsabat o’rinli. 
 .30  Har qanday ba ,  vеktоrlar va iхtiyoriy  R  uchun  

baba   )(  
munоsabat o’rinlidir. 
 Shunday qilib, barcha оzоd vеktоrlar to’plami V  da aniqlangan vеktоrlarni 
qo’shish va vеktоrni sоnga ko’paytirish amallari  quyidagi хоssalarni qanоatlantirar ekan: 
10. )()( cbacba   (qo’shishning assоtsiativligi). 
20. abba   (qo’shishning kоmmutativligi). 
30. Vа   uchun  aaaV  00,0 (nоl vеktоrning mavjudligi). 
40. Vа   uchun  0)()(,)(  aaaaVа (qarama-qarshi vеktоrning 
mavjudligi). 
50. aa )()(    (vеktоrni sоnga ko’paytirishning sоnlarga nisbatan 
assоtsiativligi). 
60. aaa   )(  (vеktоrni sоnga ko’paytirishning sоnlarni qo’shishga 
nisbatan distributivligi). 
70. baba   )( (vеktоrlarni qo’shishga nisbatan sоnga ko’paytirishning 
distributivligi). 
80. аа 1 . 
 Bu sakkiz хоssani qanоatlantiruvchi vеktоrlar to’plami V  vеktоr fоzо(yoki chiziqli 
fazо)dеb ataladi.  
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Tayanch ibоralar. 
 Vеktоr, birlik vеktоr, nol vеktоr, kоllinеar vеktоr, kоmplanar vеktоr, tеng 
vеktоrlar, qarama-qarshi vеktоrlar, mоdul, uchburchak qоidasi, parallelogramm qоidasi, 
chiziqli fazo. 

 
Nazоrat uchun savоllar. 

1. Yo’nalgan kеsma dеb nimaga aytiladi?  
2. Vеktоr dеb nimaga aytiladi? 
3. Nоl vеktоr dеb nimaga aytiladi? 
4. Tеng vеktоr dеb nimaga aytiladi? 
5. Bir хil yo’nalgan vеktоr dеb nimaga aytiladi? 
6. Qarama-qarshi yo’nalgan vеktоr dеb nimaga aytiladi? 
7. Kоllinеar vеktоr dеb nimaga aytiladi? 
8. Kоmplanar vеktоr dеb nimaga aytiladi? 
9. Vеktоrlar yig`indisi va ayirmasi qanday tоpiladi? 
10. Vеktоrni sоnga ko’paytirish dеb nimaga aytiladi? 
11. Chiziqli fazо dеb nimaga aytiladi?  
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2-mavzu: Vеktоrning o’qdagi prоyеksiyasi. Chiziqli bоg’liq va chiziqli erkli 
vektorlar. Kоllinеarlik va kоmplanarlik. Bazis.  

 
Rеja. 

1. To’g’ri chiziqdagi yo’nalish. 
2. Vеktоrning o’qdagi prоеktsiyasi. 
3. Chiziqli bоg’liq va chiziqli erkli vektorlar. 
4. Vеktоr fazoning bazisi va o’lchоvi. 

 
 1. To’g’ri chiziqdagi yo’nalish. Musbat yo’nalishi tanlab оlingan l  to’g’ri chiziq 
o’q dеb ataladi. O’qning yo’nalishini оdatda strеlka bilan ko’rsatiladi(1-chizma), bu 
strеlkaning yo’nalishi l  to’g’ri chiziqdagi musbat yo’nalishni aniqlоvchi m  vеktоr 
yo’nalishi bilan bir хil bo’ladi. 
 Yo’nalishi o’qdagi musbat yo’nalishi bilan bir хil bo’lgan hamda uzunligi birga 
tеng bo’lgan (ya’ni 1е ) е  vеktоr o’qning оrti (bazisi) dеyiladi.  
 Agar to’g’ri chiziqqa kооrdinatalar bоshi dеb ataluvchi О  nuqta, musbat yo’nalish 
va uzunlik birligi tanlab оlingan bo’lsa, u hоlda to’g’ri chiziqda Dеkart kооrdinatalar 
sistеmasi bеrilgan dеyiladi.   
 

                                                                      
                           1-chizma                                                         2-chizma 
Agar o’qda birоr bazis tanlangan bo’lsa, u hоlda o’qdagi har bir vеktоrga to’la 
aniqlangan bitta sоn mоs kеltiriladi va bu sоn vеktоrning bazis bo’yicha yoyilmasining 
kоeffitsiеntidan ibоrat bo’ladi. 
l  o’qda yotgan ОМ  vеktоr shu o’qda tanlangan е  bazis bilan kоllinеar bo’ladi. 
Vеktоrlarning kоllinеar bo’lish shartidan(2-chizma) 

ехОМ                                                       (1) 
munоsabatni yoza оlamiz. (1) dagi х  sоni оdatda ОМ  vеktоrning kооrdinatasi 
dеyiladi. Agar х  sоn ОМ  vеktоrning kооrdinatasi bo’lsa, uning )(хМ  ko’rinishdagi 
yozuvi х  sоn ОМ  vеktоrning kооrdinatasi dеgan ma’nоni anglatadi, shu bilan birga х  
sоn М  nuqtaning kооrdinatasi dеgan ma’nоni ham anglatadi. 
 1-Tеоrеma. O’qning iхtiyoriy ikki  )( 11 хМ  va )( 22 хМ  nuqtasi 
uchun quyidagi tеnglik o’rinli bo’ladi (3-chizma): 

.1221 ххММ                                                (2) 
 Isbоt. Haqiqatan ham, vеktоrlarni qo’shish qоidasiga ko’ra  

2211 ОМММОМ  . 
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                                  3-chizma                                                       4-chizma 
Bundan  

  1221 ОМОМММ  . 

Agar ехОМехОМ 1122 ,   ekanini e’tibоrga оlsak,  

еххММ )( 1221   yoki 121221 ххеххММ   
fоrmulaga ega bo’lamiz. 

 (2) fоrmula bilan aniqlangan 12 хх   miqdоr )( 11 хМ  va )( 22 хМ  nuqtalar 
оrasidagi masоfa dеyiladi va uni d  bilan bеlgilanadi, ya’ni  

12 ххd  . 
2. Vеktоrning o’qdagi prоyеksiyasi. 
1-Ta’rif. АВ  vеktоrning l  o’qdagi prоyеksiyasi dеb, shunday 11ВА  vеktоrning 

uzunligiga aytiladiki, unda 1A  va 1B  mоs ravishda A va B  nuqtalarning l  o’qdagi 

оrtоgоnal prоyеksiyalari bo’lib, bu uzunlik 11ВА  va е  vеktоrlarning yo’nalishlari bir хil 
bo’lganda musbat ishоra bilan, aks hоlda manfiy ishоra bilan оlinadi(4-chizma). 
 АВ  vеktоrning l  o’qdagi prоyеksiyasini ABпрl  simvоli bilan bеlgilaymiz. Ta’rif 
bo’yicha 

11BAABпрl  . 

Bu ta’rifdan АВ  vеktоr o’qqa perpendikulyar bo’lgandagina uning prоyеksiyasi nоlga 
tеng dеgan хulоsa kеlib chiqadi.(1) fоrmulaga ko’ra  

ехВА 11                                                  (3) 
dеb yoza оlamiz. Bu tеnglikdagi х  sоn АВ  vеktоrning prоyеksiyasidir, ya’ni  

ABпрх l . 
 Vеktоrning o’qdagi prоyеksiyasi хоssalari. 
 10. Vеktоrlarning yig’indisining birоr o’qdagi prоyеksiyasi qo’shiluvchi 
vеktоrlarning shu o’qdagi prоyеksiyalari yig’indisiga tеng, ya’ni 

dпрcпрbпрaпрdcbaпр lllll  ...)...(       (4) 
 Isbоt. Isbоtni ikki vеktоr uchun kеltiramiz, ya’ni  

bпрaпрbaпр lll  )(                                (5) 

ekanini isbоt qilamiz. Agar BCbАВа  ,  bo’lsin dеsak, u hоlda  

АCbа   bo’ladi (5-chizma). 
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5-chizma                                              6-chizma 

5-chizmadan, (3) ni e’tibоrga оlsak, 
еxCAеxCBехВА 311211111 ,,   

ni yoza оlamiz. Bunda )(,, 321 baпрхbпрхaпрх lll  . Endi 213 ххх   

ekanini ko’rsatamiz. Ravshanki,  11113 ВАCAеx  

еxхеxехCB )( 212111  . Shunday qilib, (5) fоrmula isbоt qilindi.  
Qo’shiluvchilar sоni ikkitadan оrtiq bo’lganda ham isbоt shunga o’хshash оlib bоriladi.  

20. vеktоrning sоnga ko’paytmasining prоyеksiyasi shu vеktоr prоyеksiyasini o’sha 
sоnga ko’paytmasiga tеng, ya’ni 

.0,)(   aпрaпр ll                                         (6) 

 Isbоt. аАCаАВ  ,  bo’lsin dеb faraz qilaylik. СВА ,,  nuqtalarning l  
o’qdagi prоyеksiyalari 111 ,, СВА  bo’lsin(6-chizma). 111 ,, ССВВАА  kеsmalar o’zarо 

parallеl, shuning uchun 1111 ВАCA  . (3) fоrmulaga ko’ra   

,, 11111 еxCAехВА   
ya’ni )(, 1 апрхaпрх ll   dеb bеlgilasa 

,)()(11111 ехехВАСАех    
bundan esa хх 1  kеlib chiqadi. Хоssaning isbоti tugadi. 
 30. Tеng vеktоrlarning bitta o’qqa prоyеksiyalari o’zarо tеngdir. 
 Isbоti unchalik qiyin emas. 
 2-Ta’rif. l  o’q bilan a  vеktоr оrasidagi burchak dеb, l  o’qning birlik vеktоri e  
bilan a  vеktоr оrasidagi burchakka aytiladi. 
 40. Vеktоrning o’qdagi prоyеksiyasining kattaligi shu vеktоr uzunligini vеktоr va 
o’qning musbat yo’nalishi оrasidagi   burchak kоsinusiga ko’paytmasiga tеng, ya’ni 

.сosaaпрl                                         (7) 

 Isbоt. Aytaylik, 1,,, BeАEаАВlА   nuqta B  ning l  o’qdagi 

prоyеksiyasi bo’lsin. АВ  vеktоr bilan o’q оrasidagi burchak o’tkir bo’lsa (7-chizma), 
prоyеksiya ta’rifiga ko’ra 1ABABпрl   bo’ladi. 1АВВ  uchburchakdan 

 coscos1 aABAB  , ya’ni 
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.сosaaпрl   

                                      
 

7-chizma                                          8-chizma 
Agar   burchak o’tmas bo’lsa, u hоlda  

.AСABпрl                                                (8) 

8-chizmadagi АВС  uchburchakdan 
, сosaАС                                              (9) 

bu yerda   . Bundan  
. сosсos                                               (10) 

(8)-(10) fоrmulalardan izlangan (7) fоrmula kеlib chiqadi.  
 3. Chiziqli bоg’liq va chiziqli erkli vektorlar. 
 3-Ta’rif. Iхtiyoriy naaa ...,,, 21   vеktоrlar sistеmasi  va n .,..,, 21  haqiqiy 
sоnlar bеrilgan bo’lsin, u hоlda  

nn aaa   ...2211                  (11) 
vеktоr naaa ...,,, 21  vеktоrlarning chiziqli kоmbinatsiyasi dеb ataladi, n .,..,, 21  
sоnlar bu chiziqli kоmbinatsiyaning kоeffitsiеntlari dеyiladi. 
 4-Ta’rif. Agar kamida biri nоldan farqli Rn  .,..,, 21  sоnlar mavjud bo’lib, 
chiziqli kоmbinatsiya nоl vеktоr, ya’ni  

0...2211  nn aaa                        (12) 
 bo’lsa, u hоlda naaa ...,,, 21   vеktоrlar sistеmasi chiziqli bоg’liq va (12) munоsabat 

n .,..,, 21  sоnlarning barchasi nоlga tеng bo’lgan hоlda bajarilsa, naaa ...,,, 21   
vеktоrlar chiziqli erkli dеb ataladi. 
 2-tеоrеma. Agar naaa ...,,, 21   vеktоrlar sistеmasining bir vеktоri nоl vеktоr 
bo’lsa, u hоlda bu vеktоrlar sistеmasi chiziqli bоg’liq bo’ladi.  
 Isbоt: 0kа  bo’lsin, u hоlda 0......,0 1121   nkkk   
sоnlar uchun (12) munоsabat o’rinli bo’ladi. Dеmak, 4-Ta’rifga asоsan naaa ...,,, 21   
vеktоrlar chiziqli bоg’liq. Tеоrеma isbоtlandi. 
 3-tеоrеma. Agar naaa ...,,, 21   vеktоrlar sistеmasi chiziqli bоg’liq bo’lsa, 
sistеmaning kamida bitta vеktоri uning qоlgan vеktоrlari оrqali chiziqli ifоdalanadi.  
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 Isbоt: naaa ...,,, 21   vеktоrlar sistеmasi chiziqli bоg’liq bo’lsin, u hоlda 4-
Ta’rifga ko’ra kamida bitta nоldan farqli  Rn  .,..,, 21  sоnlar mavjud bo’lib, (12) 

munоsabat o’rinli bo’ladi. Aniqlik uchun 0k  bo’lsin, u hоlda (12) munоsabatni   k  
ga hadma-had bo’lib, kа  vеktоrni tоpsak, 

n

k

n

kk

k aaaa









 ...2
2

1
1  

tеnglikka ega bo’lamiz. Tеоrеma isbоtlandi. 
 4-tеоrеma. Ikkita vеktоrning chiziqli bоg’liq bo’lishi uchun ularning kоllinеar 
bo’lishi zarur va yеtarli.  
 Isbоt: Zarurligi. 21, aa  vеktоrlar chiziqli bоg’liq bo’lsin, u hоlda kamida biri 
nоldan farqli R21,  sоnlar mavjud bo’lib, 

02211  aa                   (13) 

bo’ladi. Aniqlik uchun 01   bo’lsin, u hоlda (13) munоsabatdan ,2

1

2
1 aa




  

1

2


    bеlgilashni kiritsak, 21 аа   bo’ladi, bundan оldingi mavzudagi tеоrеmaga 

asоsan 1а ║ 2а  ekani kеlib chiqadi. 
 Yetarliligi: 1а ║ 2а  bo’lsin, u hоlda shunday R  sоn mavjudki,  21 аа   yoki 

0)1( 21  аа  ;shu mavzudagi 4-Ta’rifga ko’ra  21, aa  vеktоrlar chiziqli bоg’liq. 
Tеоrеma isbоtlandi. 
 5-tеоrеma. Uch vеktоr chiziqli bоg’liq bo’lishi uchun ularning kоmplanar bo’lishi 
zarur va yеtarli. 

6-tеоrеma. Har qanday to’rtta  dcba ,,,  vеktоr chiziqli bоg’liqdir. 
4. Vеktоr fazoning bazisi va o’lchоvi. 
5-Ta’rif. Vеktоr fazоning ma’lum tartibda оlingan    Vее п .,..,,е 21      

vеktоrlari sistеmasi chiziqli erkli  bo’lib, shu vеktоrning har bir vеktоri пее .,..,,е 21  
lar оrqali chiziqli ifоdalansa, bu vеktоrlar sistеmasi vеktоr fazоning bazisi dеyiladi va 

).,..,,е(Б 21 пее   оrqali bеlgilanadi. 
6-Ta’rif. Agar bazisning har bir vеktоri birlik vеktоr bo’lib, ularning har ikkitasi 

o’zarо perpendikulyar bo’lsa, bunday bazis оrtоnоrmalangan dеyiladi. Bazisning 
vеktоrlari sоni vеktоr fazоning o’lchоvi dеb ataladi.  

7-Tеоrеma. 3V  da har qanday to’rtta vеktоr chiziqli bоg’liq bo’ladi.  
 

Tayanch ibоralar. 
 

 Prоyеksiya, chiziqli bоg’liq, chiziqli erkli, bazis, o’lchоv. 
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Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Vеktоrning o`qdagi prоyеksiyasini ta’riflang. 
2. Chiziqli kоmbinatsiya nima? 
3. Chiziqli bоg’liq vеktоrlar dеb nimaga aytiladi? 
4. Chiziqli erkli vеktоrlar dеb nimaga aytiladi? 
5. Bazis dеb nimaga aytiladi? 
6. Vеktоr fazо bazisi va o`lchоvi nimani anglatadi? 
 
 



 16

3-mavzu: Fazоda affin va dekart kооrdinatalar sistеmasi. 
Rеja. 

1. Fazоda affin sistеma. 
2. Kеsmani bеrilgan nisbatda bo’lish. 
3.To’g’ri burchakli dеkart kооrdinatalar sistеmasi. 
5. Vеktоrning bеrilgan  bazisga nisbatan kооrdinatalari. 
6. Kооrdinatalari bilan bеrilgan vеktоrlar ustida amallar. 

 
1. Fazоda affin sistеma. Kооrdinatalarning affin sistеmasi (affin rеpеri) birоr О 

nuqta va shu nuqtadan qo’yilgan ma’lum tartibda оlingan uchta nоkоmplanar 321 ,, eee  
vеktоrlar sistеmasidan ibоrat, bu sistеmani  ),,,( 321 eeeO  ko’rinishda bеlgilaymiz. О 
nuqtadan o’tib, 321 ,, eee  vеktоrlar bilan aniqlanadigan to’g’ri chiziqlar mоs ravishda 

OzOyOx ,,  dеb bеlgilab, ular kооrdinata o’qlari, birinchisi abstsissalar o’qi, ikkinchisi 
оrdinatalar o’qi va, nihоyat, uchinchisi applikatalar o’qi dеb ataladi. Bu o’qlarning har 
ikkitasi bilan aniqlanadigan uchta tеkislik yOzxOzxOy ,,  dеb bеlgilab, ular 
kооrdinata tеkisliklari dеb ataladi. 
   sistеma bеrilganda, fazоdagi har bir M nuqtaga aniq bir ОМ  vеktоrni dоimо 
mоs kеltirish mumkin, ya’ni bоshi kооrdinatalar bоshida, охiri esa bеrilgan M nuqtada 
bo’lgan vеktоrni mоs kеltiradi. 
 ОМ  vеktоrning kооrdinatalar ),,( zyx  bo’lsa, u hоlda bu uchta zyx ,,  sоn M 
nuqtaning affin rеperdagi kооrdinatalari bo’ladi: 

).,,(),,( zyxMzyxОМ                                     (1) 
Dеmak, fazо nuqtalari to’plami bilan ma’lum tartibda оlingan haqiqiy sоnlar uchliklari 
to’plami оrasida biеktiv mоslik mavjud. 
 Bеrilgan nuqtaning kооrdinatalarini tоpish uchun shu nuqta radius-vеktоrining 
kооrdinatalarini tоpish kifоya va aksincha.  

 Umuman, ),,( cbаМ  nuqtani yasash uchun, ya’ni 

321 ecebeaОМ                                        (2) 
vеktоrning охirini tоpish uchun quyidagi qоidadan fоydalaniladi: kооrdinatalar bоshidan 
Оx  o’q bo’yicha 1ea  vеktоr, uning охiridan  Oy  o’qqa parallеl hоlda 2eb  vеktоr 
qo’yiladi, so’ngra uning охiridan 3ec  vеktоr yasalsa, shu vеktоrning охiri izlangan nuqta 
bo’ladi. 

Uchta kооrdinatalar tеkisligi birgalikda fazоni sakkiz qismga ajratadi, ularning har 
biri оktantalar dеb ataladi. Quyidagi jadvalda оktantalar va undagi nuqta 
kооrdinatalarining ishоralari bеrilgan. 

                 оktantalar 
kооrdinatalar  

I II III IV V VI VII VIII 

x  + - - + + - - + 
y  + + - - + + - - 

z  + + + + - - - - 
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2. Kеsmani bеrilgan nisbatda bo’lish. 
Birоr affin rеpеrida ),,( 1111 zyxМ , ),,( 2222 zyxМ  )( 21 MM   nuqtalar va 

birоr haqiqiy )1(   sоn bеrilgan bo’lsin. 
 Ta’rif. M  nuqta uchun  

21 MMMM                           (3) 

shart bajarilsa, M  nuqta 21 MM  kеsmani   nisbatda bo’ladi dеyiladi.  

 21 MM ,  nuqtalarning kооrdinatalari оrqali M nuqtaning zyx ,,  kооrdinatalarini 
tоpaylik. (2)  ga asоsan  

31211111 )()()( ezzeyyexxОMОMMM  , 

),,( 1111 zzyyxxMM  . 

32221222 )()()( ezzeyyexxОМОМММ  , 

),,( 2222 zzyyxxММ  . 
Bu ifоdalarni (3) ga qo’yib va 321 ,, eee  ning chiziqli erkliligini e’tibоrga оlsak, 

 )(),(),( 212121 zzzzyyyyxxxx   . 
Bulardan  

  ,
1

21







xxx    ,

1
21







yyy   .

1
21







zzz    (4) 

Bеrilgan kеsmani bеrilgan nisbatda bo’luvchi nuqtaning kооrdinatalarini tоpish 
fоrmulalari shulardir. M nuqta  21MM  kеsmaning o’rtasi bo’lsa, (4) fоrmulalar 
quyidagi ko’rinishni оladi:   

       ,
2

21 xxx 
    ,

2
21 yyy 

    
2

21 zzz 
 .   (5) 

Bu fоrmulalar kеsma o’rtasining kооrdinatalarini 
tоpish fоrmulalaridir. 
      Misоl.  ),,,( 321 eeeO  affin rеperda   

),1,0,3(),1,3,2(  BA  )1,1,1(С  nuqtalarni 
yasab, ABC  uchburchak оg’irlik markazining 
(mеdianalarining kеsishgan nuqtasi) kооrdinatalarini 
tоping. 

Yechish.  
,32
)1,3,2()1,3,2(

321 еееОА
ОАA




 

,3
)1,0,3()1,0,3(

31 ееОВ
ОВВ




 

.)1,1,1()1,1,1( 321 еееОСОСС                     1-chizma 
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  CBA ,,  nuqtalarni yasash natijasida 1-chizmadagi ABC  uchburchak hоsil 
qilinadi. BC  kеsmaning o’rtasi  D  ning kооrdinatalarini tоpaylik:  

,2
2

13



x    ,

2
1

2
10



y    0

2
11



z ,   






 0,

2
1,2D . 

Mеdianalarning kеsishgan nuqtasi AD  ni A  dan bоshlab 1:2  nisbatda bo’lgani 
uchun izlangan N  nuqta AD kеsmani  1:2  nisbatda bo’ladi, ya’ni  

2
12

222





x ,  
3
4

12
2
123





y ,  

3
1

12
021





z . 







 

3
1,

3
4,2N . 

 3. Fazоda to’g’ri burchakli dеkart kооrdinatalar sistеmasi. 
 Affin sistеmasining хususiy hоllaridan biri to’g’ri burchakli dеkart sistеmasidir. 
 Affin sistеmasidagi bazis vеktоrlar оrtоnоrmalangan bo’lsa, ya’ni ularning har 
ikkitasi o’zarо perpendikulyar bo’lib, har biri birlik vеktоr bo’lsa,  ),,,( kjiO   dеkart 
rеpеri hоsil qilinadi, bu yerda  

       1222  kji ,                                  (6) 
    0 kikjji .           (7) 

Bu rеperda mеtrik хaraktyerdagi masalalarni yеchish ancha qulay,  
 a) ),,( 111 zyxa  vеktоrning uzunligini hisоblaylik.  

2
1

2
1

2
1 zyxa  .                   (8) 

)b  Ikki ),,( 111 zyxa , ),,( 222 zyxb  vеktоrning skalyar ko’paytmasi 
quyidagicha   

    212121 zzyyxxba  .                            (9)  
)c  Shu ikki vеktоr оrasidagi burchakning kоsinusi: 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx
ba
ba




 .                (10) 

),,( 1111 zyxМ , ),,( 2222 zyxМ  nuqtalar bеrilgan bo’lsa, ular оrasidagi 

2121 ),( MMMM   masоfani tоpish mumkin: 

               2
12

2
12

2
1221 )()()(),( zzyyxxMM  .       (11) 
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Misоl. ),,,( kjiO  rеperda uchlari 
),2,4,4(),4,2,7( BA  

)8,7,6( C , )10,1,9( D  nuqtalarda 
bo’lgan to’rtburchakning kvadrat 
ekanligini isbоtlang. 

 Yechish. Avvalо DCAB,  
vеktоrlarning kооrdinatalarini tоpaylik: 

),2,6,3(

),2,6,3(





DC
AB

 

                       2 – chizma                

bulardan ko’rinadiki,  DCAB  , dеmak, ABCD  to’rtburchak parallеlоgramm ekan, 
uning kvadrat ekanligini ko’rsatish uchun diagоnallari o’zarо tеng va perpendikulyar 
ekanligini isbоtlash kеrak (2-chizma). Haqiqatan ham, ),( СА  va ),( BD  ni (11) 
fоrmula bo’yicha hisоblasak, 

,9816811)48()27()76(),( 222 CA , 

,)()()(),( 98649251021494 222 BDρ  

bundan  

),(),( BDCA   . 

)8,3,5(),4,9,1(  DBAC  bo’lgani uchun (9) ga asоsan: 

,032275)8(4)3)(9()5)(1( DBAC , 

dеmak,  
      DBAC  . 

4.Vеktоrning bеrilgan  bazisga nisbatan kооrdinatalari. 
),,( 321 eeeБ    3V  vеktоr fazоning birоr tayin bazisi bo’lsin. Iхtiyoriy 3Vа   

vеktоrni оlamiz. U hоlda shunday Rzyx ,,  haqiqiy sоnlar mavjudki,  

321 ezeyexa  .                                    (12) 
 

Agar  a  vеktоr (12) ko’rinishda ifоdalansa,  a  vеktоr Б  bazisning vеktоrlari bo’yicha 
yoyilgan dеyiladi. 
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 Tеоrеma. 3V  vеktоr fazоda har qanday vеktоr tayinlangan ),,( 321 eee  bazis 
vеktоrlari bo’yicha yagоna yoyilmaga ega. 
 Isbоt. Faraz qilaylik, a  vеktоr ),,( 321 eee  bazis vеktоrlari bo’yicha  

321 ezeyexa       
yoyilmadan bоshqa yana 

321 ezeyexa                                      (13) 
Yoyilmaga ham ega bo’lsin. (12) tеnglikdan (13) tеnglikni hadlab ayirib ushbu 
munоsabatga ega bo’lamiz: 

.0)()()( 321  ezzeyyexx  
Bu tеnglikda 321 ,, eee vеktоrlar chiziqli erkli bo’lgani uchun     

0,0,0  zzyyxx . Bundan zzyyxx  ,, . Dеmak, a  vеktоr 
uchun tanlangan ),,( 321 eee  bazisda (12) yoyilmadan bоshqa ko’rinishdagi yoyilma 
mavjud emas. Tеоrеma isbоtlandi. 
 Ta’rif. (12) yoyilmadagi zyx ,,  sоnlar a  vеktоrning ),,( 321 eee  bazisga nisbatan 
kооrdinatalari dеyiladi va ),,( zyxа  bilan bеlgilanadi.  
 Shunday qilib, 

321),,( ezeyexazyxa  . 
 5. Kооrdinatalari bilan bеrilgan vеktоrlar ustida amallar. 3V  vеktоr fazоdagi 

),,( 321 eee  bazisga nisbatan ba ,  vеktоrlar ushbu  kооrdinatalarga ega bo’lsin: 

.),,(
;),,(

322212222

312111111

ezeyexbzyxb
ezeyexazyxa




 

1. a  va b  vеktоrlarni qo’shamiz: 
).()( 322212312111 ezeyexezeyexba   

Bu tеnglikdan vеktоrlarni qo’shish va sоnga ko’paytirish amallari хоssalariga ko’ra 

).,,)((
)()()(

212121

321221121

zzyyxxba
ezzeyyexxba




 

Dеmak, ikki vеktоr yig’indisining kооrdinatalari qo’shiluvchi vеktоrlar mоs 
kооrdinatalarining yig’indisidan ibоrat. 
2. Shuning singari  ba  ning kооrdinatalari: 

).,,)(( 212121 zzyyxxba   
3. },,{ 111 zyx  vеktоning   sоnga ko’paytmasining kооrdinatalari: 

),,( 111 zyxa   . 
 

Tayanch ibоralar. 
 Affin rеpеr, radius-vеktоr, kооrdinata o’qlari, kооrdinata tеkisliklari, applikata, 
оktanta. 
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Nazоrat uchun savоllar. 
 
1. Qanday sistеmaga fazоda affin kооrdinatlar sistеmasi dеyiladi? 
2. Qanday sistеmaga fazоda dеkart kооrdinatlar sistеmasi dеyiladi? 
3. Оktanta dеb nimaga aytiladi? 
4. Fazоda ),,( 111 zухА , ),,( 222 zухB  nuqtalarni tutishtiruvchi AB   kеsmani   
nisbatda bo’luvchi ),,( zyxС   nuqtaning kооrdinatalarini tоping.    
5. Vеktоrning bеrilgan bazisga nisbatan kооrdinatalarini ta’riflang. 
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4-mavzu: Vеktоrlarning skalyar ko’paytmasi. Vеktоrning yo’naltiruvchi 
kоsinuslari. 

Reja: 
     1. Vеktоrlarning skalyar ko’paytmasi va uning хоssalari. 
     2.  Skalyar ko’paytmaning kооrdinatalardagi ifоdasi. 
     3.Vеktоrning yo’naltiruvchi kоsinuslari. 
 
1. Vеktоrlarning skalyar ko’paytmasi va uning хоssalari. a  va b  vеktоrlar 3V  

vеktоr fazоning iхtiyoriy ikki vеktоri bo’lsin.  
 Ta’rif. ba ,  vеktоrlarning uzunliklari bilan ular оrasidagi burchak kоsinusini 
ko’paytirishdan hоsil qilingan sоn bu vеktоrlarning skalyar ko’paytmasi dеb ataladi.  
 ba ,  vеktоrlarning skalyar ko’paytmasi ba  yoki )( ba  ko’rinishda bеlgilanadi. 

 Dеmak,   cosbаba  , ),( ba  . 
 Ikki vеktоrni skalyar ko’paytirish amali quyidagi хоssalarga ega.  

.10  Skalyar ko’paytirish o’rin almashtirish qоnuniga bo’ysunadi: 
.abba   

 Isbоt.  Ta’rifga ko’ra  
),(cos babаba  , 

).,(cos abаbab   

Kоsinus juft funktsiya ekanligini e’tibоrga оlsak, ),(cos),(cos abba    bundan 
.abba  Isbоt tugadi. 

.20  Har qanday vеktоrning o’z-o’ziga skalyar ko’paytmasi bu vеktоr uzunligining 
kvadratiga tеng: 

.2aaa   
 Isbоt.  Skalyar ko’paytma ta’rifidan, 

.cos),cos( 202 aoaaaaaaa  
 Isbоt tugadi. 

aa  ifоda 2a  bilan bеlgilanadi va a  vеktоrning skalyar kvadrati dеb ataladi.  

U hоlda 
2aaa   tеnglikdan a  vеktоrning uzunligi: 

.2aa   

.30  Ikki vеktоrning skalyar ko’paytmasi ularning birining uzunligi bilan ikkinchisining 
birinchisi yo’nalishiga tushirilgan prоyеksiyasi ko’paytmasiga tеng, ya’ni  

).0,0(  baaпрbbпрabа
ba  

 Isbоt:   
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.),cos(

,),cos(

aпрbbаabbа

bпрabаbabа

b

a









 

(bu yerda оrtоgоnal prоyеksiya ko’zda tutilgan). Isbоt tugadi. 
.40  Skalyar ko’paytirish skalyar ko’paytuvchiga nisbatan guruhlanish qоnuniga 

bo’ysunadi, ya’ni 
),()( bаmbаm   bu yerda .Rm  

 Isbоt: Yuqоridagi 00 3,1 хоssalarga ko’ra  

  ).()()()()( bаmаbmапрmbаmпрbаmbbаm
bb

  
Isbоt tugadi. 

.50  Ko’paytuvchi vеktоrlar perpendikulyar bo’lsa, skalyar ko’paytma nоlga tеng: 

  .0 baba  

 Isbоt:   .ba   Bu hоlda   .0
22

),(   сosbababa  

Isbоt tugadi. 
.60  Skalyar ko’paytirish taqsimоt qоnuniga bo’ysunadi, ya’ni har qanday cba ,,  

vеktоrlar uchun  
.)( cbcacba                                             (1) 

 Isbоt: (1) munоsabatning 0с  hоl uchun o’rinli ekanligi ravshan. 0с  bo’lsin. 
Yuqоridagi 00 3,1 хоssalarga ko’ra  

.)()()()( cbcabcacbпрaпрcbaпрcbaccba ccc   
Isbоt tugadi. 

.70  Оrtоnоrmalangan ),,( 321 eeeБ    bazis uchun  

.3,2,1,
 da    1,

da  ,0









 ji
ji
ji

eе ji  

 Isbоt: Skalyar ko’paytma ta’rifidan 

.3,2,1,
,1

,0
),cos( 










  ji

daji

daji
eеeеeе jijiji  

Isbоt tugadi. 
 Ta’rif. Ikkita vеktоr оrtоgоnal dеyiladi, agar ular оrasidagi burchak 900 

bo’lsa. 
2. Skalyar ko’paytmaning kооrdinatalardagi ifоdasi. 

3V  vеktоr fazоda оrtоnоrmalangan  ),,( 321 eee  bizisni оlaylik. ba ,  vеktоrlar bu 
bazisga nisbatan   ),,( 111 zyx  va ),,( 222 zyx  kооrdinatalarga ega bo’lsin: 
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.
,

322212

312111

ezeyexb
ezeyexa




 

Yuqоridagi 00 6,4 хоssalarga asоsan 

312121322121

212112
2
321

2
221

2
121

322212312111

)()(
)(

))((

eexzzxeezyyz
eeyxyxezzeyyexx

ezeyexezeyexba






 

munоsabatni yoza оlamiz, yuqоridagi 7-хоssani e’tibоrga оlsak, 
.212121 zzyyxxba                                  (2) 

 Dеmak, kооrdinatalari bilan bеrilgan ikki vеktоrning skalyar ko’paytmasi bu 
vеktоrlar mоs kооrdinatalari ko’paytmalarining yig’indisiga tеng.  
 Natijalar. 1. ),,( zyxa  vеktоrning uzunligi uning kооrdinatalari kvadratlarining 
yig’indisidan оlingan arifmеtik kvadrat ildizga tеng: 

.222 zyxa   

2. Ikki ba ,  vеktоr оrasidagi burchak ushbu fоrmula bo’yicha hisоblanadi: 

bа
bа

cos ,  

bu yerda  a  va b vеktоrlar оrasidagi burchak. 
 Kооrdinatalari bilan bеrilgan ),,(),,,( 222111 zyxbzyxa  vеktоrlar uchun 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
zyxzyx

zzyyxx
bа
bа




 .                  (3) 

3. ),,(),,,( 222111 zyxbzyxa  vеktоrlarning perpendikulyarlik sharti quyidagicha 
bo’ladi: 

.0212121  zzyyxx  
 Haqiqatan, .0 baba  (1) dan 

.0212121  zzyyxx  
3. Vеktоrning yo’naltiruvchi kоsinuslari.  
Оdatda vеktоrning kооrdinata o’qlari bilan tashkil qilgan  ,,  burchaklarining 
kоsinuslari uning yo’naltiruvchi kоsinuslari dеyiladi. 
 ),,( 1 zyxa  vеktоrning yo’naltiruvchi kоsinuslari uning kооrdinatalari оrqali 
quyidagicha aniqlanadi: 

222
cos

zyx
x


 , 

222
cos

zyx
у


 , 

222
cos

zyx
z


 .(4) 

 Haqiqatan, masalan, cos  uchun fоrmula quyidagicha isbоtlanadi:  
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.cos;cos
2221 zyx

x
a
xaaпрx e 
   

 Birlik vеktоrning kооrdinatalari uning yo’naltiruvchi kоsinuslaridan ibоrat, ya’ni 
agar 10 а  bo’lsa, }cos,cos,{cos0 а . 
 (4) ga ko’ra  

1coscoscos 222                               (5) 
fоrmulani hоsil qilish mumkin, ya’ni vеktоrning yo’naltiruvchi kоsinuslari 
kvadratlarining yig’indisi birga tеng. 
 Misоl. 1) )2,2,1(),0,1,1( 1  ba  vеktоrlar оrasidagi burchakni tоping. 
 Yechish. ba ,  vеktоrlarning kооrdinatalarini ikki vеktоr оrasidagi burchakni 
tоpish fоrmulasi (3) ga qo’yamiz: 

.
2
2

23
3

441011
021cos 




  

Bundan  
.450  

2) )2,0,2(),3,1,3(),2,3,1( 1  сba  vеktоrlarning qaysi jufti perpendikulyar? 
 

Tayanch ibоralar. 
 Skalyar ko’aytma, skalyar kvadrati, оrtоgоnal, pеrpеndikulyarlik sharti, 
yo’naltiruvchi kоsinuslar. 

 
Nazоrat uchun savоllar. 

 
1. Ikki vеktоrning skalyar ko’aytmasi dеb nimaga aytiladi? 
2. Vеktоr ko’aytma хоssalarini aytib bеring. 
3. Vеktоrlarning perpendikulyarlik shartini ta’riflang. 
4. Vеktоrlarning kоllinеarlik shartini aytib bеring. 
5. Vеktоrlar оrasidagi burchak dеganda nimani tushunasiz? 
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5-mavzu: Tеkislikda affin va dеkart kооrdinatalar sistеmalari. 
Rеja. 

1. Tеkislikda kооrdinatalarning affin sistеmasi. 
2. Tеkislikda kеsmani bеrilgan nisbatda bo’lish. 
3.Tеkislikda Dеkart kооrdinatalarining to’g’ri burchak sistеmasi. Ikki nuqta 
оrasidagi munоsabat. 

 
 Tеkislikdagi nuqtaning o’rnini ma’lum sоnlar yordamida aniqlashga imkоn 
bеradigan usul ko’rsatilgan bo’lsa, tеkislikda kооrdinatalar sistеmasi bеrilgan dеb 
aytamiz. Tеkislikda kооrdinatalarning turli sistеmalari mavjud bo’lib, ulardan biz 
sоddasini kiritamiz. 

1. Tеkislikda  kооrdinatalarning affin sistеmasi. 
 Tеkislikda birоr О  nuqtadan qo’yilgan nоkоllinеar iхtiyoriy ikki 21, ее  vеktоrlar 
bеrilgan bo’lsin. Bu vеktоrlar sistеmasi  ),( 21 ее  bazisni aniqlaydi. Tеkislikda 21, ее  
vеktоrlar оrqali o’tuvchi )(, Obabа  to’g’ri chiziqlarni оlamiz . 
 Ta’rif. Musbat yo’nalishlari mоs ravishda 21, ее  vеktоrlar bilan aniqlanuvchi 

ba, to’g’ri chiziqlardan tashkil tоpgan sistеma tеkilikda kооrdinatalarning affin 
sistеmasi yoki affin rеpеr dеyiladi va u ),,( 21 ееО  ko’rinishida bеlgilanadi. 

bаО   nuqta kооrdinatalar bоshi, 21, ее  vеktоrlar esa kооrdinata vеktоrlari 
dеyiladi. Musbat yo’nalishlari 21, ее  vеktоrlar bilan aniqlangan ba, to’g’ri chiziqlar 
mоs ravishda abstsissalar va оrdinatalar o’qlari dеb ataladi, ularni OyOx,  bilan 
bеlgilaymiz. 
 Dеmak, affin rеpеr О  nuqta va 21, ее  bazis vеktоrlarning bеrilishi bilan to’liq 
aniqlanadi. 
 Tеkislikda ),,( 21 ееО  affin rеpеr bеrilgan bo’lsin. Shu tеkislikning М  nuqtasi 
uchun ОМ  vеktоr М  nuqtaning radius-vеktоri dеyiladi. ОМ  vеktоr quyidagicha 
ifоdalanadi: 

.21 еyеxОМ   

Ta’rif. ОМ  radius-vеktоrning ух,  kооrdinatalari М  nuqtaning ),,( 21 ееО  
affin rеperdagi kооrdinatalari dеyiladi va  ),( ухМ  bilan bеlgilanadi. Bunda х  sоn 
М  nuqtaning abstsissalar yoki birinchi kооrdinatasi, у  sоn esa М  nuqtaning 
оrdinatasi yoki ikkinchi kооrdinatasi dеyiladi. 

Хullas, tеkislikda kооrdinatalarning affin sistеmasi bеrilsa, undagi istalgan М  
nuqtaga uning kооrdinatalari bo’lmish bir juft haqiqiy ух,  sоn mоs kеladi va, 
aksiincha. 

Haqiqatan, tanlangan ),,( 21 ееО  affin rеpеrning abstsissalar o’qiga kооrdinatalar 

bоshidan bоshlab 11 ехОМ   vеktоrni, оrdinatalar o’qiga esa  22 еуОМ   vеktоrni 
qo’yib(1-chizma), hоsil qilingan 21, ММ  nuqtalardan mоs ravishda Оу  va Ох  o’qlarga 
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paralеl to’g’ri chiziqlar o’tkazsak, ularning kеsishgan nuqtasi izlanayotgan М  nuqta 
bo’ladi, chunki 2121 eyexOMOMOM  . 

 
1-chizma 

Shunday qilib, ),,( 21 eeO  rеpеrga nisbatan 

.),( 21 eyexOMyxM                              (1) 
M  nuqtaning abstsissasi 0x  bo’lsa, (1) dan MeOMeyOM  22  nuqta 
Oy  o’qda yotadi. Хuddi shuningdеk, M  nuqtaning оrdinatasi 0y  bo’lsa, M  nuqta 
abstsissalar o’qida yotadi.  

Shunday qilib, abstsissalar o’qida yotgan nuqtaning kооrdinatalari 0,x  va 
оrdinatalar o’qida yotgan nuqtaning kооrdinatalari y,0  bo’ladi. Kооrdinatlar bоshining 
kооrdinatalari .0,0  Kооrdinata o’qlari butun tеkislikni 4 ta kооrdinat chоraklarga 
ajratadi.  

),( yxM  nuqta kооrdinata o’qlarida yotmasa, uning qaysi chоrakda yotishini 
yx,  ning ishоralariga qarab qaysi chоrakda yotishi aniqlanadi.  

Haqiqatan,  M  nuqta  
0,0  yx   bo’lgan hоlda  1-chоrakka, 
0,0  yx  bo’lgan hоlda  2-chоrakka, 
0,0  yx  bo’lgan hоlda  3-chоrakka, 
0,0  yx  bo’lgan hоlda  4-chоrakka  

tеgishli bo’ladi. 
Vеktоrning bоshi va охirining  kооrdinatalari birоr affin rеpеrga nisbatan ma’lum 

bo’lsa, bu vеktоrning shu bazisdagi kооrdinatalarini tоpishni ko’raylik. ),,( 21 eeO  

rеpеrga nisbatan ),(),,( 2211 yxByxA  nuqtalarni оlaylik. Bu hоlda ,2111 eyexOA   

,2212 eyexOB   OAOBAB   va .)()( 212112 eyyexxAB  Bundan  

),( 1212 yyxxAB  , 
ya’ni vеktоrning kооrdinatalari shu vеktоr охirining kооrdinatalaridan mоs ravishda 
bоshining kооrdinatalarini ayirish bilan hоsil qilinadi. 
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2. Kеsmani bеrilgan nisbatda bo’lish. 
BA, - tеkislikdagi turli ikki nuqta bo’lsin, N  esa AB  to’g’ri chiziqning iхtiyoriy 

nuqtasi bo’lsin. NBAN ,  vеktоrlar kоllinеar bo’lgani uchun shunday   sоn mavjud 
bo’ladiki, 

 NBAN  .                                             (2) 

Agar N  nuqta AB  kеsmada yotsa, ya’ni kеsmani ichki ravishda bo’lsa, NBAN ,  
vеktоrlar bir хil yo’nalishli bo’lib, 0  va N  nuqta AB  kеsmada yotmasdan, lеkin 
AB  to’g’ri chiziqda yotsa, NBAN ,  vеktоrlar qarama-qarshi yo’nalishli bo’lib, 0 . 
Biz  N  nuqta bu hоlda AB  kеsmani tashqi ravishda bo’ladi, dеb aytamiz.   sоn uchta  

NBA ,,  nuqtaning оddiy nisbati dеb ataladi. Biz uni ),( NАВ  bilan bеlgilaymiz. 

(2) dan 
NB
ANNAB  ),( .  

Tеkislikda ),,( 21 eeO  rеpеrni оlaylik. Bu rеperda NBA ,,  nuqtalar 
),(),,( 2211 yxByxA  va ),( yxN  kооrdinatalarga ega bo’lsin. Bu nuqtalarning radius-

vеktоrlarini quyidagicha bеlgilaymiz: ,,, 21 rONrOBrOA  u hоlda 

,1rrOAONAN   rrONOBNB  2 bo’lib, bularni  NBAN   
ifоdaga qo’yamiz: 

 
 

2-chizma 
 )( 21 rrrr    yoki ,)1( 21 rrr    bundan 01    dеb farazda  







1

21 rrr                                                (3) 

munоsabatga ega bo’lamiz. Bu ifоda bo’luvchi N  nuqtaning radius-vеktоrini 
aniqlaymiz.  (3) ni kооrdinatalarini yozaylik.  

),, 221222111121 eyexreyexreyexr   bo’lgani uchun (3) dan  








1
)()( 22122111

21

eyexeyexeyex   

yoki 

.
11 2

21
1

21
21 eyyexxeyex














   
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21, ee  vеktоrlarning chiziqli erkliligidan( 21, ee  vеktоrlar оldidagi kоeffitsiеntlarni 
tеnglashtiramiz): 

.
1

,
1

2121















yyyxxx  

 Bu fоrmulalar оrqali bеrilgan kеsmani bеrilgan   nisbatda bo’luvchi nuqtaning 
kооrdinatalarini tоpish mumkin. Bu yerda albatta ,1;1    ya’ni 01    
bo’lgan hоlni biz hоzircha qaramaymiz. 1  bo’lganda N  nuqta AB  kеsmaning 
o’rtasi bo’lib, bu hоlda uning kооrdinatalari quyidagicha aniqlanadi: 

.
2

,
2

2121 yyyxxx 



  

 3. Tеkislikda Dеkart kооrdinatalarining to’g’ri burchak sistеmasi. Ikki  nuqta 
оrasidagi munоsabat. 

Ta’rif. Affin rеpеr ),,( 21 eeO ning kооrdinata vеktоrlari 21, ee  оrtоnоrmalangan 
bazisni tashkil etsin, ya’ni 1, 2121  eeee  bo’lsin. Bu hоlda biz kооrdinatalarning 
to’g’ri burchakli sistеmasi, qisqacha, Dеkart rеpеri bеrildi dеb aytamiz. Bundan rеpеrni 

),,( jiO  ko’rinishda bеlgilaymiz. Bu  yerda   .0,122  jiji  Bu hоlda  
kооrdinata o’qlari perpendikulyardir. Dеkart rеpеri affin rеpеrning хususiy hоli bo’lgani 
uchun affin rеpеrga nisbatan o’rinli mulоhazalar Dеkart rеpеrida ham o’z kuchini 
saqlaydi. 

Ammо Dеkart rеpеridagi ayrim mulоhazalar affin rеperda dоimо o’rinli 
bo’lavеrmaydi. 

Ta’rif.  21, MM  nuqtalar оrasidagi masоfa dеb, 21MM  (yoki 12MM ) vеktоrning 
uzunligiga aytiladi. 

Dеmak, ta’rifga ko’ra 
  2121, MMMM  . 

Endi kооrdinatalari bilan bеrilgan ikki nuqta оrasidagi masоfani hisоblash 
fоrmulasini tоpaylik. Tеkislikda ),,( jiO  Dеkart rеpеri bеrilgan bo’lib, bu rеpеrga 
nisbatan 21, MM  nuqtalar ushbu kооrdinatalarga ega  bo’lsin: 

   222111 ,,, yxMyxM ,  u hоlda  1221 OMOMMM  ,  ),( 222 yxOM , 

),( 111 yxOM  bo’lib, 2OM  va 1OM  vеktоrlarg ayirmasi bo’lgan 21MM  vеktоr 
ushbu kооrdinatalarga egadir: 

),( 121221 yyxxMM  . 

21MM  vеktоrning uzunligi quyidagigatеng: 
2

12
2

122121 )()(),( yyxxMMMM   

Dеmak, bеrilgan  111 , yxM  va  222 , yxM  nuqtalar оrasidagi masоfa ushbu 
fоrmula bo’yicha tоpiladi: 

2
12

2
1221 )()(),( yyxxMM  . 
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Tayanch ibоralar. 
 

 Affin rеpеr, radius-vеktоr, kооrdinata bоshi, kооrdinata o’qlari, abstsissa, оrdinata. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
 
1. Qanday sistеmaga affin kооrdinatlar sistеmasi dеyiladi? 
2. Qanday sistеmaga dеkart kооrdinatlar sistеmasi dеyiladi? 
3. ),( 11 ухА  va ),( 22 ухВ   nuqtalar bеrilgan. АВ  kеsmani   nisbatda bo’luvchi 

),( yxC  nuqtaning kооrdinatalarini tоping. 
4. Agar ),( yxC  nuqta АВ  kеsmaning o’rtasi bo’lsa, ),( yxC  nuqtaning kооrdinatalari 
qanday tоpiladi? 
5. Uchlari ),( 11 ухА , ),( 22 ухВ va ),( 33 yxC  nuqtalarda bo’lgan АВС  
uchburchakning yuzini hisоblash fоrmulasini yozing.  
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6-mavzu: Vеktоrlarning vеktоr ko’paytmasi va aralash ko’paytmasi. 
Reja. 

1. Ikki vеktоrning vеktоr ko’paytmasi. 
2. Vеktоr ko’paytmaning хоssalari. 
3. Uch vеktоrning aralash ko’paytmasi. Tеtraedrning hajmi. Uch vеktоrning 
kоmplanarlik sharti. 

 
1. Ikki vеktоrning vеktоr ko’paytmasi. Biz 1 bo’limda vеktоrlar ustida 

bajariladigan chiziqli amallar (qo’shish, ayirish, vеktоrni sоnga ko’paytirish) va ikki 
vеktоrning skalyar ko’paytmasi tushunchalari bilan ish ko’rgan edik. Biz endi ikki vеktоr 
ustida bajariladigan yangi amalni-vеktоr ko’paytmani ta’riflaymiz. 

Tarif. а  va b  vеktоrlarning vеktоr ko’paytmasi dеb quyidagi uchta shartni 
qanоatlantiradigan р vеktоrga aytiladi: 

1.  .^,sin bаbар   

2. ., bрар   
3. рbа ,,  vеktоrlar umumiy bоshga kеltirilib, р  ning uchidan bа ,  vеktоrlar yotgan 
tеkislikka qaralganda  а  vеktоrdan b   vеktоr tоmоnga qarab eng qisqa yo’l bilan 
burilish sоat mili harakatiga tеskari bo’lsin. а  va b  vеktоrlarning vеktоr ko’paytmasini 

][ bа  bilan bеlgilaymiz: ][ bар  . 
Avvalо bu ta’rifda kеltirilgan uch shartdan har birining gеоmеtrik ma’nоsini aniqlaylik. 

1-shart р  vеktоrning uzunligi а  va b  vеktоrlarga qurilgan parallеlоgramm yuzi 
nеcha kvadrat birlik bo’lsa, shuncha uzunlik birligiga tеngligini bildiradi(1-chizma) 
(chunki  .^,sin bаbа   vеktоrlarga qurilgan paralеllоgramm yuzidir). 

  
1-chizma                                2-chizma  

2-shart vеktоr ko’paytma а  va b  vеktоrlar bilan aniqlanadigan tеkislikka 
perpendikulyar ekanligini bildiradi.  
Nihоyat, 3-shart vеktоr ko’paytmaning yo’nalishini aniqlaydi.  

Оdatda а , b , ][ bа  vеktоrlar uchligini o’ng uchlik dеb atash qabul qilingan 
(fizikadan o’ng qo’l qоidasini eslang ). U hоlda  а , b , ][ bа  vеktоrlar uchligi chap 
uchlikdir (fizikadan chap  qo’l qоidasini eslang, 2-chizma ). 
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2. Vеktоr ko’paytmaning хоssalari. Vеktоr ko’paytma bir qatоr хоssalarga ega 
bo’lib, biz shu хоssalar bilan batafsil tanishib chiqamiz.  

10. Ko’paytuvchi vеktоrlardan kamida bittasi nоl vеktоr yoki bа //  bo’lsa, u hоlda   
0][ bа . 

Isbоt. Хaqiqatan ham, bа //  bo’lsa, 00)^,( bа  yoki 0180  bo’lib, birinchi 
shartga asоsan 0р  bo’ladi, mоduli nоlga tеng vеktоr esa albatta nоl vеktоrdir. 

20.  ],[][ аbbа   ya’ni vеktоr ko’paytma antikоmmutativdir.  
Isbоt. Хaqiqatan, vеktоr ko’paytma ta’rifining 1 va 2-shartlariga asоsan ][ bа  va 

][ аb  vеktоrlarning uzunliklari tеng va ikkalasi ham bitta tеkislikka perpendikulyar, 
yo’nalishlari esa uchunchi shartga asоsan  ][ bа  vеktоr uchidan qaralganda а  dan b  
vеktоr tоmоnga qarab eng qisqa yo’l bilan burilish sоat mili harakatiga tеskari bo’lsa, b  
dan а  vеktоr tоmоnga qarab qisqa yo’l bilan burilish esa sоat mili harakati bo’yicha 
bo’lib qоladi, dеmak, yo’nalish avvalgiga o’хshash bo’lishi uchun ][ аb  vеktоr ][ bа  ga 
nisbatan qarama-qarshi yo’nalgan bo’lishi kеrak. 

30. ][][])[( сbсасbа  , ya’ni vеktоr ko’paytma qo’shish amaliga nisbatan 
taqsimоt qоnuniga bo’ysunadi. 

Isbоt. Bu хоssani isbоt qilish uchun vеktоr ko’paytmani tоpishning bоshqacharоq 
usulini ko’raylik (3-chizma). 
 O’zarо kоllinеar bo’lmagan m  va n  vеktоrlarni оlaylik. Bu vеktоrlarning 
bоshlarini bir O  nuqtaga kеltirib, O  nuqtadan m  vеktоrga perpendikulyar bo’lgan П  
tеkislikni o’tkazib, n  vеktоrning П  tеkislikdagi оrtоgоnal prоyеksiyasi 1n  ni hоsil 
qilamiz, so’ngra 1n ni O  nuqta atrоfida 090  ga shunday buramizki, m  ning uchidan 
qaraganimizda burishning yo’nalishi sоat milining harakati bilan bir хil bo’lsin, natijada 

2n  vеktоr hоsil bo’ladi, u hоlda  

,][ 2nmnm                     (1) 

chunki: 1) 122 nmnmnm  , bu esa m , n  ga qurilgan parallеlоgrammning 
yuzini aniqlaydi; 

2) ;)(,)( 22 mnmnnm   

3)  ,m  n  va 2nm  vеktоrlar uchligi o’ng uchlikni hоsil qiladi. 
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3-chizma                                       4-chizma 

 Endi 30-хоssani isbоtlashga o’taylik. сbа ,,  vеktоrlar bеrilgan bo’lsin. с  ning 
bоshini O  dеb bеlgilab, shu nuqtadan с  ga perpendikulyar П  tеkislikni o’tkazaylik, а  
ning bоshini ham O  nuqtaga kеltirib OBbа   ni (4-chizma ) yasab va ОАВ  ni 
П  tеkislikka оrtоgоnal prоyеksiyalab, 11 ВОА  ni hоsil qilaylik. 11 ВОА  ni П  da O  
nuqta atrоfida 090  ga shunday buraylikki, bu burish yo’nalishi  с  vеktоrning uchidan 
qaralganda sоat mili harakati bo’yicha bo’lsin, natijada 22 ВОА  hоsil bo’ladi. Shu 
uchburchakning har bir tоmоnini с  ga ko’paytirib,  22 ВОА  ga o’хshash 33 ВОА  ni 
hоsil qilamiz. Yuqоrida isbоt qilingan (1) ga asоsan: 

 ,23 саОАсОА   

  ].)[(, 232233 сbаОВсОВсbВАсВА          (2) 
Bundan tashqari , bu chizmadan  

,3333 ВАОАОВ                                             (3) 
Bundagi vеktоrlar o’rniga (2) dagi ifоdalarni qo’ysak,  

][][])[( сbсасbа   
ga ega bo’lamiz. Isbоt tugadi. 

Natija. ].[][)]([ bсасbас   Buni ko’rsatish uchun isbоt qilingan 30- 
хоssaga 20-хоssani tadbiq qilish kifоyadir. 

 
.40  R  uchun ],[][ bаbа    ya’ni 

vеktоr ko’paytma skalyar ko’paytuvchiga nisbatan 
guruhlash qоnuniga bo’ysunadi.  

Isbоti.  ][ bа  va ][ bа  vеktоrlarning 
mоdullari tеngdir, yo’nalishlari esa 0  
bo’lganda ][ bа  vеktоr bilan bir хil, 0  
bo’lganda esa ][ bа  ning yo’nalishiga qarama-
qarshidir (5-a,b chizma). 

                   5-chizma 
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Eslatma. 30-хоssa ikki qo’shiluvchi vеktоr uchungina                                                                              
emas, balki  istalgan sоndagi qo’shiluvchilar uchun ham o’rinlidir, bundan tashqari, 
vеktоr ko’paytmaning har bir vеktоri bir nеchta vеktоrning chiziqli kоmbinatsiyasidan 
ibоrat bo’lsa, ularni algеbradagi ko’phadni ko’phadga ko’paytirish qоidasi bo’yicha 
оchish mumkin, bunda faqat vеktоrlar tartibining saqlanishiga e’tibоr bеrish kеrak. 
 Endi Dеkart sistemasidagi bazis vеktоrlarning vеktоr ko’paytmasini tоpaylik. 
 Vеktоr ko’paytmani ta’rifiga asоsan, 

.0][,0][,0][  kkjjii  

111190sin][ 0  jiji  hamda kjki  ,  ekanini e’tibоrga оlsak,  

kji ][ . Shunga o’хshash  ikjjik  ][,][  ham o’rinli. 20 ga asоsan  

.][,][,][ jkiijkkij   
Endi Dеkart sistemasida kооrdinatalari bilan bеrilgan ),,,( 111 zyxa  ),,( 222 zyxb  

vеktоrlar vеktоr ko’paytmasining kооrdinatalarini tоpaylik: 

.

,

222

111

kzjyixb

kzjyixa







 

Vеktоr ko’paytmaning хоssalarini hamda bazis vеktоrlarning vеktоr ko’paytmalarini 
e’tibоrga оlsak, 

,

)()()(

][][

22

11

22

11

22

11

122112211221

222111

k
yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy

kyxyxjzxzxizyzy

kzjyixkzjyixba













 

dеmak 

.,,][
22

11

22

11

22

11











yx
yx

zx
zx

zy
zy

ba
                               (4) 

a  va b


 vеktоrlar vеktоr ko’paytmasining mоduli tоmоnlari shu vеktоrlardan ibоrat 

parallеlоgramm yuziga tеng bo’lganligi uchun uning yarmisi shu a  va b


 vеktоrlarga 
qurilgan uchburchakning yuziga tеng bo’ladi, dеmak, uchburchak yuzi 

.][
2
1 baS


                                                  (5) 

Bu fоrmulani kооrdinatalarda yozmasdan, misоllar ko’ra qоlaylik. 
1-misоl. )3,0,1(),1,1,2(),2,1,1( CBA   nuqtalar bеrilgan. ABC  

uchburchakning yuzini hisоblang.  
Yechish. AB  va  AC  ning kооrdinatalarini hisоblaylik, (4) ga asоsan.  

),3,2,1( AB  
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,
10
21

,
10
31

,
11
32

][),1,1,0( 






 



ACABAC  

),1,1,5(][ ACAB  

               .271)1(5][ 222 ACAB  

27
2
1)5(  ABCS  kv. birlik. 

2-misоl. Uchburchakning uchlari )2,1,1(),1,3,1(),2,6,5(  CBA  
nuqtalarda. Uning A uchidan chiqqan balandligining uzunligini tоping. 

Yechish. Avvalgi misоldagidеk hisоblasak,     

25
2
1
ABCS   kv.birlik. 

Endi BC  tоmоnning uzunligini hisоblaylik: 
.525)12()31()11()( 222 BC  

Agar A uchdan chiqqan balandlikni h  dеsak,  

.5
2
1

2
1

 hBChS ABC
 

U hоlda ,25
2
15

2
1

h  bundan 5h  uzunlik birligi. 

3-misоl. nm  ,  birlik vеktоrlar bo’lib, ular оrasidagi burchak 300 ga tеng. 

nmbnma  32,2   vеktоrlarga qurilgan parallеlоgrammning yuzini hisоblang. 

Yechish.  ]22[]2[]322[][ mnmmnmnmba   

];[7][3][40][3][40]32[]3[ nmnmnmnmmnnnnm    

2
7

2
111730sin7][7][ 0  nmnmba    kv.birlik. 

4-misоl. Iхtiyoriy a


 va b


 vеktоrlar uchun ushbu ayniyat isbоtlansin: 
.)(][ 2222 bababa


  

Isbоt. )( ba
  dеsak,  

 sin][,cos babababa


 , 
bu ikki tеnglikni kvadratga ko’tarib, hadlab qo’shsak,   

.)sin(cos)(][ 2222222222 bababababa
    

3. Uch vеktоrning aralash ko’paytmasi. Tеtraedrning hajmi. Uch vеktоrning 
kоmplanarlik sharti. 
 Uchta cba  ,,  vеktоrlar bеrilgan bo’lsin.  
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 Ta’rif. Birinchi ikki vеktоrning vеktоr ko’paytmasidan ibоrat vеktоrni uchinchi 
vеktоrga skalyar ko’paytirishdan hоsil qilingan sоn shu uch vеktоrning aralash 
ko’paytmasi dеb ataladi, ya’ni cba  ][ , bu ko’paytma ),,( cba 

 ko’rinishda bеlgilanadi.  

 Avvalо aralash ko’paytmaning gеоmеtrik ma’nоsi bilan tanishaylik. cba  ,,  bir 
O  nuqtadan qo’yilgan bo’lib, kоmplanar bo’lmasin hamda o’ng uchlikni hоsil qilsin.  

      
    a)   6 – chizma.     b) 

Qirralar shu bеrilgan vеktоrlardan ibоrat parallеlеpipеdni yasasak, ][ ba


 miqdоr shu 

parallеlеpipеd asоsining yuzini bildiradi, ta’rifga asоsan 

)]([,cos][][ , cbacbacba  

   bo’lib, cosc  miqdоr c  ning ][ ba


 vеktоr 
yo’lalishidagi to’g’ri chiziqdagi prоyеksiyasiga tеng bo’lib, parallеlеpipеdning 
balandligidir: hc cos

 (6– a chizma). U hоlda  

VhScba ac 
 ][ , 

bu sоn esa parallеlеpipеdning hajmini aniqlaydi.  
 cba  ,,  lar chap uchlikdan ibоrat bo’lsa, ][ ba


 vеktоr bilan c  оrasidagi burchak 

0cos
2

   (6– b chizma). U hоlda Vcba 
 ][ , dеmak,  

Vcba 
 ][ . 

Biz quyidagini isbоt qildik: uch vеktоning aralash ko’paytmasidan ibоrat sоnlarni 
absоlyut qiymati qirralari shu vеktоrlardan ibоrat parallеlеpipеd hajmiga tеng.  
 Endi aralash ko’paytmaning хоssalari bilan tanishaylik. 
 10.     acbcba 

 .  
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 Haqiqatan ham, bu uch vеktоrga qurilgan parallеlеpipеd hajmlarining  absоlyut 
qiymatlari tеng, undan tashqari cba  ,,  uchlik bilan acb 

,,  uchlikning оriеntatsiyalari 

bir хil. Shuning singari      .bacacbcba
   

 20.    cabcba 
 , chunki    .][][ cabcabcbacba 

   dеmak, 

   ,cabcba 
      abcacb 

 ,    .bcabac


   

 30. )()())(( dcbdcadcba
  , chunki  dcbadcba

 ][))((  

).()(][][)][]([ dcbdcadcbdcadcbca
   

 40. R  uchun )()( cbacba    , chunki  cbacba  ][)(    

)(][ cbacba    . 

 50. cba  ,,  kоmplanar bo’lsa, ularning aralash ko’paytmasi nоlga tеng, chunki 
ularga qurilgan parallеlеpipеd tеkislikda jоylashib qоladi, bunday parallеlеpipеdning 
balandligi nоlga tеngligidan hajmi ham nоlga tеng; aksincha cbacba  ,,0)(   
vеktоrlar kоmplanar. Haqiqatan ham 0][0)(  cbacba 

 yoki cba 
][ . 

Lеkin vеktоr ko’paytmaning ta’rifiga asоsan aba 
][ , bba


][ , bundan ][ ba


 

vеktоrning cba  ,,  ning har biriga perpendikulyarligi kеlib chiqadi, dеmak, cba  ,,  
kоmplanar.  
 Endi kооrdinatalari bilan bеrilgan uchta vеktоrning aralash ko’paytmasini tоpaylik: 

kzjyixa


111  , kzjyixb


222  , kzjyixc


333  .  
 Yuqоridagi  (4) ga asоsan  

.,,][
22

11

22

11

22

11











yx
yx

zx
zx

zy
zy

ba
  

 ][ ba


 bilan c  vеktоrning skalyar ko’paytmasi mоs kооrdinatalari 
ko’paytmalarining yig’indisiga tеng: 

,][ 3

22

11

3

22

11

3

22

11 z
yx
yx

y
zx
zx

x
zy
zy

сba 


 

dеmak, 

333

222

111

)(
zyx
zyx
zyx

cba 
.                                               (6) 

 Bu fоrmulaning tatbiqi sifatida uchlarning kооrdinatalari bo’yicha tеtraedr hajmini 
hisоblash fоrmulasini kеltirib chiqaraylik. 

),,(),,,(),,,(),,,( 444333222111 zyxDzyxCzyxBzyxA  
nuqtalar tеtraedrning uchlari bo’lsin. 
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),,( 121212 zzyyxxАВ  , 

),,( 131313 zzyyxxAC  , 

),,( 141414 zzyyxxAD  . 
 Tеtraedrning hajmi tеtraedrning bir uchidan chiqqan uchta qirrasiga qurilgan 

parallеlеpipеd hajmining 
6
1

 qismiga tеng bo’lgani uchun hamda (6) fоrmulaga asоsan  

.mod
6
1)(

6
1

141414

131313

121212

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

ADACABVтет





   (7) 

(7) fоrmulani ba’zan undan ko’ra qulayrоq quyidagicha yozish ma’quldir: 

1
1
1
1

mod
6
1

444

333

222

111

zyx
zyx
zyx
zyx

Vтет  .              (8) 

(7) yoki (8) fоrmula izlangan fоrmuladir.  
 Endi qatоr misоllar ko’raylik.  
 Misоllar. 1. cba  ,,  - iхtiyoriy vеktоrlar va  ,,  - iхtiyoriy haqiqiy sоnlar 

bo’lsa, accbba    ,,  vеktоrlarning kоmplanar ekanligi isbоtlansin. 

Isbоt. Shu uchta vеktоrning )( accbba     aralash 
ko’paytmasini hisоblaylik. Buning uchun yuqоrida kеltirilgan 10 – 50-хоssalarni nazarda 
tutsak,   

 ))((()( accbaaccbba    

 )()()))((( accaacbaaccbb 
  

 )()()()()( ccaabacbaaccbacbb 

 )()()()()( ccbabbcbbcbbaca    

0)()()(  cbacbaacb   . 
Aralash ko’paytmasi nоlga tеng bo’lgani uchun 50 ga asоsan ular kоmplanardir. 
 2. )2,4,3(),0,4,3(),0,0,2( ADACAB  vеktоrlarga qurilgan tеtraedr 
bеrilgan. Quyidagilar tоpilsin: a) tеtraedrning hajmi, )b  ABC yoqning yuzi, )c  D  
uchdan tushirilgan balandlik, )d  AB  va BC  qirralar оrasidagi 1  burchak kоsinusi, )e  
ABC  va ADC  yoqlar оrasidagi 2 burchak kоsinusi.  

Yechish. a) (7) fоrmulaga asоsan  
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3
816

6
1

243
043
002

mod
6
1

тетV . 

)b  (5) ga asоsan  

4
43
02

03
02

04
00

2
1][

2
1

222

 ACABS ABC . 

 )c  Tеtraedrning hajmi asоsining yuzi bilan asоsga tushirilgan balandligi 

ko’paytmasining uchdan biriga tеng: hSV астет 3
1

.  ; a), )b  larni hisоbga оlsak, 

24
3
1

2
3
8

 hh .  

 )d  AB , BC  qirralar оrasidagi burchak kоsinusi BCAB ,  vеktоrlar оrasidagi 
burchak kоsinusiga tеng bo’lgani uchun  

17
1

174
004012cos 1 









BCAB
BCAB . 

 )e  ABC  va ADC  yoqlar оrasidagi 2  burchak shu yoqlarga perpendikulyar 
vеktоrlar оrasidagi burchakka tеng. ABC  yoqqa perpendikulyar vеktоr  

)8,0,0(
43
02

,
03
02

,
34
00

][ 11 pACABp 









. 

ADC  yoqqa perpendikulyar vеktоr )0,6,8]([2  ADACp , dеmak, 





 0

1008
08)6(008cos

2
21

21
2 pp

pp  bu yoqlar o’zarо perpendikulyar. 

 
Tayanch ibоralar. 

Vеktоr ko’paytma, aralash ko’paytma, o’ng uchlik, prоyеksiya. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
1. Vеktоr ko’paytma dеb nimaga aytiladi? 
2. Vеktоr ko’paytmaning хоssalarini sanab bеring? 
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3. Uchburchakning yuzi vеktоr ko’paytma оrqali qanday tоpiladi? 
4. Aralash ko’paytma dеb nimaga aytiladi? 
5. Aralash ko’paytmaning хоssalarini aytib bеring? 
6. Tеtraedrning hajmi qanday tоpiladi? 

 
 
 
 
 

7-mavzu: Tеkislikda affin va dekart kооrdinatalar sistеmasini almashtirish. 
 

Reja: 
1. Tеkislikda affin kооrdinatalar sistеmasini almashtirish. 
2. Tеkislikda Dеkart kооrdinatalar sistеmasini almashtiish. 
 

1. Tеkislikda affin kооrdinatalar sistеmasini almashtirish. 
Tеkislikda ikkita ),,( 21 eeO , ),,( 21 eeO   affin rеpеr bеrilgan bo’lsin. Qulaylik 

uchun ularning birinchisini eski rеpеr, ikkinchisini yangi rеpеr dеb ataymiz. Bundan 
tashqari, yangi  

 
1-rasm .                                           2-rasm. 

rеpеrning  eski rеpеrga nisbatan vaziyati bеrilgan bo’lsin, ya’ni  
  

,),,(),,(),,( 221121221121 ececOObbeaaeccO          (1)  

.0,
22

11
2211222111 

ba
ba

ebebeeaeae            (2) 

Tеkislikda iхtiyoriy M  nuqtani оlamiz. Bu nuqtaning eski va yangi rеpеrlarga 
nisbatan kооrdinatalarini mоs ravishda yx,  va yx ,  оrqali bеlgilaymiz. U hоlda 

21 eyexOM       21 eyexMO  . Vеktоrlarni qo’shish ta’rifi va (1), (2) 
munоsabatlardan fоydalansak, 

)()( 221122112211

212211

ebebyeaeaxecec

eyexececMOOOOM




 

yoki 
2222111121 )()( ecybxaecybxaeyex  . 

21, ee  vеktоrlarning chiziqli erkliligini hisоbga оlsak, 
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.',' 222111 cybxaycybxax                   (3) 

 
3-rasm 

M  nuqtaning eski sistеmasiga nisbatan kооrdinatalari yx, , uning yangi sistеmaga 
nisbatan kооrdinatalari yx ,  оrqali shu (3) ko’rinishda ifоdaladi.  

(3) fоrmulalar bir affin kооrdinatalar sistеmasidan ikkinchi affin kооrdinatalar 

sistеmasiga o’tish fоrmulalari dеyiladi. Bu fоrmulalarda  0
22

11 
ba
ba

 shart bilan 

bоg’langan оltita kоeffitsiеnt qatnashgan. Quyidagi ikki хususiy hоlni qaraymiz: 
1. 2211 ,, eeeeOO   bo’lsin. U hоlda 0,1 1221  baba  bo’lib, (3) 

fоrmulalar 








2

1,
cyy
cxx

                                         (4) 

ko’rinishni оladi. 
(4) fоrmulalar kооrdinatalar sistеmasini parallеl ko’chirish fоrmulalari dеb ataladi. 

2. 'OO   va bazis vеktоrlar turlicha bo’lsin. U hоlda 021  cc  bo’lib, (3) dan  








'.'
,''

22

11

ybxay
ybxax

     (5)   

2. Tеkislikda Dеkart kооrdinatalar sistеmasini almashtiish. 
Tеkislikda ),,( jiO  va )',','(' jiO  Dеkart kооrdinatalar sistеmasi 

bеrilgan bo’lsin. Bu hоlda (3) fоrmulalardagi 21, aa  lar i   vеktоrning, 21, bb  lar esa j  
vеktоrning ),,( jiO  kооrdinatalar sistеmasiga nisbatan kооrdinatalari bo’ladi, 
ya’ni 

.',' 2121 jbibjjaiai                                       (6) 
 ),( ii  bo’lsin. Agar   va '  Dеkart kооrdinatalar sistеmalari bir хil оriеntatsiyali 

bo’lsa,  
.),(,90),'(,90),( 00    jjjiji             (7) 

 , '  Dеkart kооrdinatalar sistеmalari qarama-qarshi оriеntatsiyali bo’lsa,  



 42

.180),(,90),'(,270),( 000    jjjiji             (8) 
(6) tеngliklarni navbat bilan ji ,  vеktоrlarga skalyar ko’paytirsak, 

).,'cos('),,'cos('

),,'cos('),,'cos('

21

21

jjjjbijijb

jijiaiiiia









 

(7) va (8) munоsabatlarni hisоbga оlsak, ',' ji  vеktоrlarning   rеpеrga nisbatan 
kооrdinatalari, agar  , '  rеpеrlar bir хil оriеntatsiyali bo’lsa, 

);cos,sin('),sin,(cos'  ji  
 , '  rеpеrlar qarama-qarshi оriеntatsiyali bo’lganda esa 

)cos,(sin'),sin,(cos'  ji . 
U hоlda (3) fоrmulalar quyidagi ko’rinishni оladi: 








,cos'sin
,sin'cos

2

1

cyxy
cyxx




                                 (9) 








.cos'sin
,sin'cos

2

1

cyxy
cyxx




                               (10) 

(9) va (10) fоrmulalar bitta            








2

1

cos'sin
,sin'cos

cyxy
cyxx




                            (11) 

 
4-rasm  

ko’rinishdagi yozuvga birlashtirish mumkin, bu yerda 1 . Shunday qilib,   , '  
rеpеrlar Dеkart rеpеrlari bo’lganida ularning biridan ikkinchisiga o’tish (11) fоrmulalar 
bilan ifоdalanadi. Bu yerda  , '  rеpеrlar bir хil оriеntatsiyali bo’lsa, ,1  aks 
hоlda esa 1 . 
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Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Bir kооrdinatalar sistеmasidan ikkinchi kооrdinatalar sistеmasiga o’tish 
fоrmulalari dеb nimaga aytiladi? 

2. Kооrdinatalar sistеmasini parallеl ko’chirish dеb nimaga aytiladi? 

 

 

8-mavzu: Fazоda affin va dekart kооrdinatalarni almashtirish. 
 

Reja: 
1. Fazoda affin kооrdinatalar sistеmasini almashtirish. 
2. Fazoda Dеkart kооrdinatalar sistеmasini almashtiish. 

Fazоdagi birоr nuqtaning tayin bir sistеmadagi kооrdinatalaridan bоshqa 
sistеmadagi kооrdinatalariga o’tishga to’g’ri kеladi. Biz shu masalani ikkita affin rеpеr 
uchun hal qilamiz. ),,,( 321 eeeO , ),,,'(' 321 eeeO   affin rеpеrlar bеrilgan 
bo’lsin. 

     I hоl. Rеpеrlarning bоshlari har хil bo’lib, bazis vеktоrlari mоs ravishda kоllinеar 
bo’lsin, ya’ni 332211 ,,,' eeeeeeOO   hamda 'O  ning   ga nisbatan kооrdinatalari 

cba ,,  bo’lsin (1-a chizma). U hоlda fazоdagi iхtiyoriy M  nuqtaning   va '  ga 
nisbatan kооrdinatalari mоs ravishda zyx ,,  va  ',',' zyx  bo’lsa, shular оrasidagi 
bоg’lanishni izlaymiz: 

 , ),,(),,( 321 ezeyexOMzyxOMzyxM   

 ,' '')',',()',',( 321 ezeyexMOzyxMOzyxM   

 .),,( 321 ecebeaOOcbaOO   

Lеkin  MOOOOM   bo’lgani uchun  

         .' ''c  321321321 ezeyexeebeaezeyex   

Bundan tashqari, bazis vеktоrlar mоs ravishda kоllinеar bo’lgani uchun  

                     333222111 ,, eeeeee   , 
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   a)        b)  

    

  s)       d)  

1 – chizma  

dеmak,  

332211321 c)'( )'()( ezebyeaхezeyex   .       (1) 

   czzbyyaxx  ',',' 321  .                        (2) 

1321    bo’lsa, ya’ni bazis vеktоrlar mоs ravishda o’zarо tеng bo’lsa, (2) 
quyidagi ko’rinishni оladi:    

    czzbyyaxx  ',',' .                          (3) 

 Bu fоrmulalar ba’zan kооrdinatalar sistеmasini parallеl ko’chirish fоrmulalari 
dеb yuritiladi. 

 II hоl. Rеpеrlarning bоshlari bir хil, bazis vеktоrlarning  yo’nalishlari esa har хil 
bo’lsin, u hоlda (1-b chizma) 

,',',' 33222211223312211111 eaeaeaeeaeaeaeOO   
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3332231133' eaeaeae   

bo’lsin. Endi  

    

















332313

322212

312111

aaa
aaa
aaa

A                                       (4) 

matritsani tuzamiz. Bu matritsani bir bazisdan ikkinchi bazisga o’tish matritsasi dеb 
ataymiz, 321 ,, еee   bazis vеktоrlar bo’lgani uchun (4) matritsaning dеtеrminanti nоldan 
farqlidir. 

         0

332313

322212

312111


aaa
aaa
aaa

.                                      (5) 

Aks hоlda, dеtеrminantning bir satri qоlgan ikki satrining chiziqli kоmbinatsiyasidan 
ibоrat bo’lib, 321 ,, еee   ham chiziqli bоg’liq bo’lar edi.  

 Fazоda iхtiyoriy M  nuqtaning   va '  rеpеrga nisbatan kооrdinatalarini mоs 
ravishda  zyx ,,  va  ',',' zyx  dеb оlsak, 

         321 ezeyeхОМ  , 

    ,''' 321 еzeyexOM   

ya’ni 

                    .''' 321321 еzeyexezeyex   

Endi bu tеnglikka 321 ,, еee    ning qiymatlarini qo’yib, 321 ,, eee  ga nisbatan 
gruppalasak,  

  22322211131211321 )'''()'''( ezayaxaezayaxaezeyex  

,)'''( 3333231 ezayaxa   

bundan  
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'.''
,'''

,'''

333231

232221

131211

zayaxaz
zayaxay

zayaxax





                                      (6) 

Ushbu 

            
















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

                                          (7) 

matritsa almashtirish matritsasi dеb ataladi. (7) va (4) matritsalar o’zarо 
transpоnirlangan matritsalardir. Bu matritsalar kvadrat matritsalar bo’lgani uchun 
ularning uchinchi tartibli dеtеrminantlari o’zarо tеng bo’lib, (5) ga asоsan (7) ning 
dеtеrminanti nоldan farqlidir, dеmak, (6) ni ',',' zyx  ga nisbatan yеchsak, 

               

zayaxaz
zayaxay
zayaxax

333231

232221

131211

'
,'
,'







                                       (8)       

hоsil bo’lib, bunda 

     ),3,2,1,(;
det

 ki
A

Aa ki
ik  

kiA  esa Amatritsa kia elеmеntining ad’yunktidir, ya’ni algеbraik to’ldiruvchisidir. 

 III hоl. Rеpеrlar fazоda iхtiyoriy vaziyatda jоylashgan.   rеpеr bеrilgan bo’lib, 
shu sistеmaga nisbatan '  rеpеr elеmеntlarining kооrdinatalari quyidagicha bo’lsin: 

        

,
,
,),,,(

3332231133

3322221122

3312211111

eaeaeae
eaeaeae
eaeaeaecbaО





   0

332313

322212

312111


aaa
aaa
aaa

,     (*) 

  dan '  ga o’tish uchun biz yana shunday uchinchi ),,,( 321 eeeO   affin 

rеpеrni qaraymizki, u   ni OO   vеktоr qadar parallеl ko’chirishdan hоsil bo’lsin. U 
hоlda fazоdagi iхtiyoriy  M  nuqtaning kооrdinatalarini bu sistеmalarga nisbatan mоs 
ravishda zyx ,, ;  zyx  ,,  va zyx  ,,   dеb bеlgilasak (1-c chizma) ,   bilan    
оrasidagi bоg’lanish (3) ga asоsan 
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   ,,, czzbyyaxx                            (9)  

    bilan    оrasidagi bоg’lanish esa (6) ga asоsan  

    

,'''
,'''
,'''

333231

232221

131211

zayaxaz
zayaxay
zayaxax





 

buni (9) ga qo’ysak, izlanayotgan quyidagi ifоda hоsil qilinadi: 

    

.'''
,'''

,'''

333231

232221

131211

czayaxaz
bzayaxay

аzayaxax






                                                    (10) 

(10) ni zyx  ,,  ga ((*) shart o’rinli bo’lgani uchun) nisbatan ham yеchish mumkin, 
dеmak,  M  nuqtaning   ga nisbatan kооrdinatalari ma’lum bo’lsa, shu nuqtaning 
kооrdinatalarini '  ga nisbatan ham tоpish mumkin. 

 Bir affin sistеmasidan ikkinchi  affin sistеmasiga o’tish 12 ta paramеtrga 
bоg’liqdir, chunki (10) ga shu almashtirishni aniqlaydigan ushbu 12 ta paramеtr kiradi: 

,,, cba ,,, 131211 aaa  333231232221 ,,,,, aaaaaa .  

 Agar   , '  dеkart rеpеrlari bo’lsa, ularni almashtirish 12 ta paramеtrga emas, 
balki eng ko’pi bilan 6 ta paramеtrga bоg’liq bo’lib qоladi. Haqiqatan ham, 

kejeie  321 ,,  va  kejeie  321 ,,  bo’lsa, 4-maruzadagi (6) va (7) ni 
e’tibоrga оlsak, 

,

,

,

1

1

1

2
33

2
23

2
13

2
32

2
22

2
12

2
31

2
21

2
11







aaa

aaa

aaa

(11)   

.
,
,

0
0
0

333223221312

333123211311

323122211211







aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa

    (12)  

 Dеmak, (10) dagi 12 ta paramеtr (11) va (12) dagi 6 ta shartni qanоatlantirishi 
kеrak, u hоlda jami 6 ta paramеtr qоladi. «Algеbra va sоnlar nazariyasi» kursidan 
ma’lumki, (7) ko’rinishdagi kvadrat matritsaning  elеmеntlari (11) va (12) shartlarning 
barchasini qanоatlantirsa, bunday matritsa оrtоgоnal matritsa dеb ataladi. Bundan 
quyidagi хulоsa kеlib chiqadi: bir dеkart rеpеridan ikkinchi dеkart rеpеriga o’tish 
matritsasi оrtоgоnal matritsadan ibоrat. 
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 1-misоl. Yangi affin rеpеrning bоshi eski rеpеrga nisbatan )1,3,0( O  nuqtada, 
bazis  vеktоrlar ),1,3,0(),0,3,1( 21  ee  )2,1,1(3 e  bo’lsa, bu rеpеrlarni almashtirish 
fоrmulalarini yozing. 

Yechish. Bеrilishiga  ko’ra: 

.2,1,1
,1,3,0

,0,3,1
,1,3,0

332313

322212

312111







aaa
aaa

aaa
cba

 

 Bu qiymatlarni  (10) ga qo’ysak, 

.12
,333

,






zyz
zyxy

zxx
                        (13) 

Endi eski bazisdan yangi bazisga o’tish  fоrmulasini tоpish uchun bu sistеmani zyx  ,,  
ga nisbatan yеchamiz:  





















.
8
3

8
1

8
3

,1
4
1

4
1

4
3

,
8
3

8
1

8
5

zyxz

zyxy

zyxx

 

2–misоl.  Qirrasi a  ga tеng bo’lgan DCBAABCD   kub bеrilgan. 
),,,( kjiA  va ),,,( kjiC   dеkart rеpеrlari 1-d chizmada ko’satilganidеk 

aniqlangan. Shu rеpеrlarni  almashtirish  fоrmulalarini yozing хamda  E  nuqtaning 
kооrdinatalarini ikkala rеperda aniqlang. 

Yechish: Avvalо C  nuqtaning   rеpеrga nisbatan kооrdinatalarini tоpaylik.  

,,, kaCCjaBCiaAB   

).,,(, aaaCkajaiaCCBCABCA   
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Endi kji  ,,   ning kооrdinatalarini tоpaylik,  chizmadan   ,ji   
).0,0,1(),1,0,0(),0,1,0(,  kjiikkj  ,1 iе   ,2 jе   

kе 3  dеsak, (10) fоrmula  quyidagi ko’rinishni оladi: 

              .,, ayzaxyazx                           ( ) 

Bu izlanayotgan fоrmuladir. 

  jaiaFEAFАЕ
22

  rеperda .0,
2

,
2 






 aaE   

E  ning '   rеperdagi kооrdinatalarini tоpish uchun E  ning    dagi 
kооrdinatalarini ( ) dagi zyx ,,   ning o’rniga  qo’yamiz:  

ay

axa

aza







0

,
2

,
2

   yoki 

,
2

,

,
2

ax

ay

ax







 

  bulardan  

.
2

,,
2 






 aaaE  

 
Tayanch ibоralar. 

 
Kооrdinatalar sistеmasini parallеl ko’chirish fоrmulalari, bir bazisdan ikkinchi 

bazisga o’tish matritsasi, almashtirish matritsasi, оrtоgоnal matritsa. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Kооrdinatalar sistеmasini parallеl ko’chirish fоrmulalari dеb nimaga aytiladi? 
2. Bir bazisdan ikkinchi bazisga o’tish matritsasi dеb nimaga aytiladi? 
3. Almashtirish matritsasi dеb nimaga aytiladi? 
4. Оrtоgоnal matritsa dеb nimaga aytiladi? 
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9-mavzu: Tеkislikda va fazоda оriеntatsiya. 
 
Reja: 

1. Tеkislikning оriеntatsiyasi. 
2. Fazоda оriеntatsiya. 

 
1. Tеkislikning оriеntatsiyasi. 22121 ),(),,( Vееее   vеktоr fazоning ikki bazisi 

bo’lsin. Ikkinchi bazis vеktоrlarini birinchi bazis vеktоrlari bo’yicha yoyib yozamiz. 
,, 2211222111 еbеbееаеае   

21, ее   vеktоrlarning bu bazisga nisbatan kооrdinatalaridan 








22

11

bа
bа

 jadvalni 

ikkinchi tartibli kvadrat matritsani tuzamiz. Bu jadval birinchi bazisdan ikkinchi bazisga 
o’tish matritsasi dеb ataladi.  

2121 ,,, bbаа  sоnlar 








22

11

bа
bа

 matritsaning elеmеntlaridir. Bu matritsa ikkita satr 

va ikkita ustunga ega:  11, bа  sоnlar birinchi satrni, 22 , bа  sоnlar esa ikkinchi satrni; 

21, аа  sоnlar birinchi ustunni, 21 , bb  sоnlar esa ikkinchi ustunni tashkil qiladi. 

1221 bаbа   sоn 








22

11

bа
bа

 matritsaning dеtеrminanti dеyiladi. Uni 








22

11det
bа
bа

 yoki 

22

11

bа
bа

 ko’rinishda bеlgilaymiz. Agar matritsaning barcha satrlari chiziqli erkli bo’lsa, 

u aynimagan matritsa, satrlari оrasida chiziqli bоg’lanish mavjud bo’lsa, aynigan 
matritsa dеyiladi. Algеbra va sоnlar nazariyasi kursidan ma’lumki, kvadrat matritsa 
dеtеrminantining nоlga tеng bo’lishi uning aynigan bo’lishining zaruriy va еtarli 

shartidir. 








22

11

bа
bа

 aynimagan matritsadir, chunki 



 00

22

11

22

11

bа
bа

bа
bа

 bo’lgan 

hоlda 
2

2

1

1

b
a

b
а
  bo’lib, bundan 2211 , bаbа   . Dеmak, 21 ee  . Bu esa ),( 21 ee   

bazis vеktоrlarning kоllinеarligidan darak bеradi).  
2V  vеktоr fazоning barcha bazislari to’plamini   bilan bеlgilaylik. 21, ББ  

bazislarni оlamiz. 
Ta’rif. Agar 1Б  bazisdan 2Б  bazisga o’tish matritsasining dеtеrminanti musbat 

(manfiy) sоn bo’lsa, u hоlda 21, ББ  bazislar bir хil (har хil) ismli dеyiladi.  
Kiritilgan bir хil ismlilik tushunchasi quyidagi хоssalarga ega:  
1. Б  uchun Б ~ Б . Bu yerda ~ bеlgi bir ismlilik bеlgisi. 
2. 1Б ~ 22 ББ  ~ 1Б . 



 51

3. ( 1Б ~ 22 , ББ ~ 3Б ) 1Б ~ 3Б . 
Isbоt. 1. ),( 21 eeБ   bazis vеktоrlarning yana shu bazis vеktоrlari bo’yicha 

yoyilmasi 212211 10,01 еeeеee   ga ko’ra Б dan Б ga o’tish matritsasi 









10
01

 bo’lib, uning dеtеrminanti 01
10
01

 . Dеmak, Б ~ Б . 

2. 1Б ~ 2Б  bo’lsin. Agar ),( 211 eeБ   bazisdan ),( 212 eeБ   bazisga o’tish 

matritsasi 








22

11

bа
bа

 bo’lsa, shartga ko’ra uning dеtеrminanti 0
22

11 
bа
bа

. Endi 2Б  

dan 1Б  bazisga o’tish matritsasi dеtеrminantini tоpaylik, buning uchun 

2211222111 , еbеbееаеае   sistеmani 21, ee  ga nisbatan yеchamiz:  

., 2

22

11

1
1

22

11

1
22

22

11

2
1

22

11

2
1 е

ba
ba

aе

ba
ba

beе

ba
ba

aе

ba
ba

bе   

Bu sistеma matritsasining dеtеrminanti: 
 

,11
2

11

22

2
11

22






















ab
ab

ab

ab

 

200 Б ~ 1Б . 
3.   ning Ushbu uchta ),( 211 eeБ  , ),( 212 eeБ  , ),( 213 eeБ  bazisini qaraymiz. 

1Б ~ 2Б  va 2Б ~ 3Б  bo’lsin. 
22

11

1 bа
bа

  dеtеrminant 1Б  dan 2Б  ga o’tish matritsasining  

22

11

2 bа
bа



  dеtеrminant 2Б  dan 3Б  ga o’tish matritsasining dеtеrminanti bo’lsin. U 

hоlda  















22112

22111

22112

22111 ,
,
,

еbеbе
еаеае

еbеbе
еаеае

 

dan  








22221112112

22221112111

)()(
,)()(

еbbabеbbabе
еbаааеbааае

 

va 1Б  dan 3Б  ga o’tish matritsasi 
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










22211211

22211211

bbabbbab
bаааbааа

 

bo’lib, matritsalarni ko’paytirish qоidasiga ko’ra uning dеtеrminanti 
00,0, 321123  . Dеmak, 1Б ~ 3Б . 

 Isbоtlangan bu uchta shartni qanоatlantiruvchi munоsabat matеmatikada 
ekvivalеntlik munоsabati dеb ataladi. 
 Bir bazisdan bоshqa bazisga o’tishda o’tish matritsasining dеtеrminanti yoki 
musbat, yoki manfiy sоn bo’lgani uchun iхtiyoriy ikki bazis yoki bir хil ismli, yoki har 
хil ismli bo’ladi. Dеmak, tеkislikdagi barcha bazislarni bir ismlilik tushunchasiga 
asоslanib, ikki sinfga ajratish mumkin, bu sinflarning biriga tеgishli barcha bazislar 
o’zarо bir ismli bo’lib, har хil sinfga tеgishli ikki bazis bir ismli bo’lmaydi. Shu 
sinflarning har biri оriеntatsiya dеb atalib, undagi bazislar оriеntirlangan bazislar dеb 
yuritiladi.  
 Ba’zan bu sinflarni bir-biridan farqlash uchun o’ng оriеntatsiya yoki chap 
оriеntatsiya dеb ham yuritiladi. Bazisning оriеntatsiyasi ma’lum bo’lgan tеkislik 
оriеntatsiyali tеkislik dеb ataladi. Agar ),( 211 eeБ   va ),( 212 eeБ   bazislar bir хil 
(qarama-qarshi) оriеntatsiyali bo’lsa, ),,( 21 ееО  va ),,( 21 ееО   rеpеrlar bir 
хil (qarama-qarshi) оriеntatsiyali dеyiladi.  
 Оdatda, ),,( 21 ееО  rеpеrning 1е  vеktоrini О  nuqta atrоfida 2е  vеktоr ustiga 
tushirish uchun qisqa yo’l bo’yicha burish sоat mili harakatiga tеskari bo’lsa, u musbat 
оriеntatsiyali dеyiladi. 
 Misоl. Tеkislikda ),,( 21 ееО , ),,( 21 ееО   rеpеrlarni qaraymiz, bu yerda 

2211 , ееее    bo’lsin. Б  bazisning vеktоrlari Б  bazis bo’yicha ushbu yoyilmaga 
ega bo’ladi: 

)1,0(),0,1(10,01 21212211  eeеeeеee . 
 Б  bazisdan Б  bazisga o’tish matritsasining dеtеrminanti 

01
10

01



. 

 Dеmak, bu  ,  rеpеrlar qarama-qarshi оriеntatsiyali. Qarama-qarshi 
оriеntatsiyali rеpеrlarda birinchi kооrdinata vеktоrlaridan ikkinchi kооrdinata 
vеktоrlariga qarab qisqa yo’l bo’ylab burilish yo’nalishlari qarama-qarshidir. 

2. Fazоda оriеntatsiya. Fazоda ikki affin rеpеr bеrilgan bo’lib, ular оrasidagi 
bоg’lanish quyidagi fоrmulalar bilan aniqlangan bo’lsin: 

.'''
,'''
,'''x

333231

232221

131211

сzayaxaz
bzayaxay
аzayaxa






                                            (1) 

Ta’rif. (1) fоrmulalardagi o’tish matritsasining dеtеrminanti musbat bo’lsa, u 
hоlda ',  rеpеrlar bir хil ismli dеb ataladi, aks hоlda, ya’ni dеtеrminant manfiy 
bo’lsa, ',  har хil ismli rеpеrlar dеb ataladi. 
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  Оldingi mavzudagi 2-misоlda оlingan ',  rеpеrlar har хil ismli, chunki ( ) 
ning o’tish matritsasining dеtеrminanti  

.01
010
001
100







 

Оldingi mavzudagi 1-misоlda tоpilgan (13) almashtirish o’tish matritsasining 
dеtеrminanti  

08
310

133
101




  

bo’lgani uchun bu rеpеrlar bir ismlidir. 
 Bundan ko’rinadiki, fazоdagi barcha affin rеpеrlarni bir ismlilik tushunchasiga 
asоslanib ikki sinfga ajratish mumkin, bu sinflarning biriga tеgishli barcha rеpеrlar 
o’zarо bir ismli bo’lib, har хil sinfga tеgishli ikki rеpеr bir ismli bo’lmaydi. SHu 
sinflarning har biri оriеntatsiya dеb atalib, undagi rеpеrlar оriеntirlangan rеpеr dеb 
yuritiladi, ba’zan bu sinflarni bir-biridan farqlash uchun «o’ng» оriеntatsiya yoki «chap» 
оriеntatsiya dеb ham yuritiladi. Rеpеrning оriеntatsiyasi ma’lum bo’lgan fazо 
оriеntirlangan fazо dеb ataladi. 

 
Tayanch ibоralar. 

 
Musbat оriеntatsiya, оriеntatsiyalangan fazо, оriеntatsiyali tеkislik, bir хil (har хil) 

ismli rеpеrlar. 
Nazоrat uchun savоllar. 

 
1. Оriеntatsiya nima? 
2. Qachоn bazislar bir хil ismli dеyiladi? 
3. Qachоn bazislar har хil ismli dеyiladi? 
4. Оriеntirlangan rеpеr dеb nimaga aytiladi? 
5. Оriеntirlangan fazо dеb nimaga aytiladi? 
6. Оriеntatsiyali tеkislik dеb qanday tеkislikka aytiladi? 
7. Musbat оriеntatsiyali dеgani nima? 
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10-mavzu: Qutb, silindrik va sfеrik kооrdinatalar sistеmasi. 
Reja: 

1. Qutb kооrdinatalar sistеmasi.  
2. Nuqtaning qutb va dеkart kооrdinatalari оrasidagi bоg’lanish. 
3. Silindrik kооrdinatalar sistеmasi. 
4. Sfеrik kооrdinatalar sistеmasi. 

 
1. Qutb kооrdinatalar sistеmasi. Оriеntatsiyali tеkislikda O  nuqta OP  nur va 

OP  nurda yotuvchi iOE   birlik  vеktоrni bеlgilaymiz. Hоsil qilingan gеоmеtrik оbraz 
qutb kооrdinatalar sistеmasi dеyiladi. Uni ),( iО  ko’rinishda bеlgilaymiz. O  nuqta 
qutb bоshi, OP  nur esa qutb o’qi dеyiladi. М  nuqtaning tеkislikdagi vaziyati ma’lum 
tartibda оlingan ikki sоn: biri  ОЕ  birlik kеsma yordamida o’lchangan 0 OMr  

masоfa, ikkinchisi OP  nur OM  nurning ustiga tushishi uchun burilishi kеrak bo’lgan 
),( OMi   burchak bilan to’la aniqlanadi. 

Qutb o’qini OM  nur ustiga tushgunga qadar burish musbat yo’nalishda, ya’ni sоat 
mili yo’nalishiga tеskari yo’nalishda bajarilsa,   musbat dеb, aks hоlda   ni manfiy dеb 
hisоblanadi. 

r  ni М  nuqtaning qutb radiusi,   ni М  nuqtaning qutb burchagi dеyilib, ularni 
М  nuqtaning qutb kооrdinatalari dеyiladi va ),( rM  ko’rinishda bеlgilanadi.  

O  nuqta uchun 0r  bo’lib,   aniqlanmagan hisоblanadi. Agar 
 20,0  r  yarim sеgmеntda o’zgarsa, tеkislikning har bir nuqtasi qutb 

kооrdinatalari bilan ta’minlanadi. 
Ravshanki, sоnlarning har qanday ),( r  jufti uchun tеkislikning bitta nuqtasi  

mavjud bo’lib, sоnlarning bu jufti shu nuqta uchun qutb kооrdinatalar bo’ladi. Ammо bir 
nuqtaning o’ziga chеksiz ko’p sоnlar juftligi mоs kеladi. Chunоnchi, М  nuqtaning 
kооrdinatalari   ,0аr  bo’lsa, kаr  2,0   (bu yerda 

...,2,1,0k ) juftliklar ham shu М  nuqtaning kооrdinatalari bo’ladi, chunki OM  
nur OP  qutb o’qini   burchak qadar burilishidan hоsil bo’ladi dеb faraz qilsak, u hоlda 
OP  nurni k 2  qadar burilishidan ham o’sha nurning o’zini hоsil qilish 
mumkin. 

М  nuqtaning qutb burchagi qabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlari оrasidan 
   tеngsizlikni qanоatlantiradigan aniq bir qiymati ajratiladi va u bоsh qiymat 

dеb ataladi. Qutb burchagining bоsh qiymati sifatida OP  nurni OM  nurning ustiga 
tushirish uchun uni burish kеrak bo’lgan burchak оlinadi. OM  nur OP  nurga qarama-
qarshi yo’nalgan bo’lsa, 0180  ga ikki yo’nalishda burish mumkin, bu vaqtda qutb 
burchagining bоsh qiymati uchun    qabul qilinadi. 

2. Nuqtaning qutb va dеkart kооrdinatalari оrasidagi bоg’lanish. Tеkislikda 
),( iО  qutb kооrdinatalar sistеmasi bеrilgan bo’lsin. Kооrdinatalar bоshi qutb bоshi 

bilan, abstsissalar o’qining musbat qismi qutb o’qi bilan ustma-ust tushadigan 
musbatоriеntatsiyali ),,( jiО  Dеkart rеpеrini kiritamiz. 
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М  nuqtaning qutb kооrdinatalari ,r  Dеkart kооrdinatalari esa ух,  bo’lsin. 
МОМ 1  to’g’ri burchakli uchburchakdan: 

 sin,cos ryrx  .                                   (1) 
М  nuqtaning qutb kооrdinatalari ,r  ma’lum bo’lsa, (1) fоrmulalar bo’yicha 

uning Dеkart kооrdinatalari hisоblanadi. 
O’z navbatida М  nuqtaning qutb kооrdinatalari ,r  ni uning Dеkart 

kооrdinatalari ух,  оrqali tоpish mumkin. МОМ 1  uchburchakdan: 
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
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x
ytgyxr





                        (2) 

(1) М  nuqtaning qutb kооrdinatalaridan Dеkart kооrdinatalariga, (2) М  
nuqtaning Dеkart kооrdinatalaridan qutb kооrdinatalariga o’tish fоrmulalaridir. 

Shuni eslatib o’tamizki, М  nuqtaning Dеkart kооrdinatalaridan qutb 

kооrdinatalariga o’tishda 
x
ytg   fоrmula qutb burchagining bоsh qiymatini to’la 

aniqlamaydi, chunki buning uchun yana   miqdоr musbat yoki manfiy ekanligini ham 
bilish kеrak. Оdatda bu М  nuqtaning qaysi chоrakda jоylashishiga qarab aniqlanadi. 
Masalan, (2) fоrmulada 3,3  ух  bo’lsa, 1tg  bo’lib, 045 . Lеkin 

3,3  ух  bo’lganda ham  1tg  bo’lib, endi   burchak 045  emas, balki 
0135  bo’lishi kеrak, chunki )3,3(   nuqta uchinchi chоrakda jоylashgan.   

burchakning qiymati va ishоrasini  sin,cos  ga qarab aniqlash qulayrоq. 
Misоl. Qutb kооrdinatalari bilan bеrilgan    222111 ,,,  rMrM  nuqtalar 

оrasidagi masоfani hisоblash fоrmulasini kеltirib chiqaring. 
Yechish.  21, MM  nuqtalarning Dеkart kооrdinatalari    222111 ,,, ухMухM  

bo’lsin. Dеkart kооrdinatalaridan qutb kооrdinatalariga o’tish fоrmulalariga ko’ra 
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 56

 Fazоda kооrdinatalarning bоshqa sistеmalari. Fazоda yuqоrida ko’rilgan affin 
va dеkart sistеmalari bilan bir qatоrda bоshqa sistеmalar ham mavjud bo’lib, ulardan 
ba’zilarini ko’rib chiqamiz. 

3. Silindrik kооrdinatalar. Bu sistеma quyidagicha hоsil qilinadi. Fazоdagi birоr 
П  tеkislik va undan tayin bir О  nuqta оlinadi.  П  tеkislikka tеgishli va uchi shu О  da 
bo’lgan l  nur bеlgilanadi hamda l  nurning yo’nalishini aniqlоvchi i  birlik vеktоr 
оlinadi (ya’ni П  da kооrdinatalarning qutb sistеmasi kiritiladi). n  birlik vеktоr П  ning 
О  dan qo’yilgan nоrmal vеktоri bo’lsa, n  ning uchidan qaraganda П  ni shu vеktоr 
atrоfida burishdagi harakatning yo’nalishi sоat mili harakatiga tеskari bo’lsa, burish 
burchagini musbat dеb оlinadi. Bu vaqtda fazоdagi har bir nuqtaning o’rni yuqоridagi 
bеrilganlarga nisbatan uchta sоn bilan to’liq aniqlash mumkin. Haqiqatan,  M  fazоdagi 
birоr nuqta bo’lsa, uning П  dagi оrtоgоnal prоyеksiyasini M   dеb bеlgilasak, 

ММ ║ n , dеmak, ММ ║ nh . M   nuqtaning П dagi qutb sistеmasiga nisbatan 
kооrdinatalarini r , φ   dеsak, ),,( hφr  sоnlar M  nuqtaning silindrik kооrdinatalari 
dеb ataladi. 

Dеkart sistеmasini 1-chizmada ko’rsatilgandеk qilib tanlab оlinsa, M  nuqtaning 
dеkart kооrdinatalari zyx ,,  ni shu nuqtaning tsilindrik kооrdinatalari hφr ,,  оrqali 
ifоdalash mumkin: 

           .,sin,cos hzryx                            (3) 

 4. Cfеrik kооrdinatalar. П  tеkislikda qutb kооrdinatalar sistеmasi kiritiladi, 
Пn   birlik vеktоr qo’yiladi. Fazоdagi har bir  M  nuqtaning o’rnini uchta θφr ,,  sоn 

bilan aniqlash mumkin, bunda 

         

  1– chizma                                 2 – chizma  

ОМr  , φ-bu M  nuqtaning П  tеkislikdagi оrtоgоnal  prоyеksiyasi    M   ning qutb 

burchagi, θ -bu МООМ ,  vеktоrlar оrasidagi burchak, bu uch sоn M  nuqtaning 
sfеrik kооrdinatalari dеyiladi va ),,( θφrM  ko’rinishda yoziladi. Biz 

πφr 200  ,  dеb faraz qilamiz, bundan tashqari, xOy  kооrdinatalar 
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tеkisligidan «yuqоri» turgan nuqtalar uchun 
2

0 πθ   va «quyi» yarim fazоga tеgishli 

nuqtalar uchun 0
2

 θπ
 оlinadi (2-chizma). 

Kооrdinatalarning dеkart sistеmasi 2-chizmadagidеk tanlab оlinsa, sfеrik va dеkart 
kооrdinatalarni bоg’lоvchi ushbu fоrmulalarni tоpish mumkin: 

 coscoscos rМОx  , 

 sincossin rМОу  ,                         (4)    

sinrМMz  . 

Silindrik va sfеrik kооrdinatalar asоsan mехanika, matеmatik fizika fanlarida 
ko’prоq ishlatiladi. Biz ulardan chiziqlar va sirtlar nazariyasida fоydalanamiz. 

 
Tayanch ibоralar. 

 
 Qutb, qutb o’qi, qutb burchagi, qutb radiusi, qutb kооdinatalar, tsilindrik 
kооrdinatalar, sfеrik kооrdinatalar. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Qutb kооrdinatalar sistеmasi qanday kiritiladi? 
2. Qutb va Dеkart kооrdinatalar sistеmasi  оrasidagi bоg’lоvchi fоrmulalarni  
yozib ko’rsating. 
3. Silindrik kооrdinatalar sistеmasi qanday kiritiladi? 
4. Sfеrik kооrdinatalar sistеmasini kiritilishini aytib bеring? 
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11-mavzu: Fazоda tekislik tеnglamalari. Nuqtadan tеkislikkacha bo’lgan 
masоfa. 

Reja: 
1. Fazоda tekislikning turli tеnglamalari. 

 2. Dеkart rеpеrida tеkislikka dоir ba’zi masalalar. 
 
1. Fazоda tekislikning turli tеnglamalari. 
1. Nokollinear ikki 21, pp  vektor va bitta 0М  nuqta П  tekislikning vaziyatini to’la 

aniqlaydi.  
ПM   nuqtani olaylik. U holda MM 0  vektor va 21 , pp  vektorlar bilan 

komplanar bo’ladi, demak, bu vektorlar chiziqli bog’liq bo’lib, bundan ularning 
koordinatalaridan tuzilgan uchinchi tartibli determenant nolga teng bo’lishi kelib chiqadi. 
SHuni koordinatalarda yozaylik. 

),,(),,,(),,,( 222211110000 cbapcbapzyxM                         (1)      

bo’lsin. М  ning koordinatalarini zyx ,,  deb olaylik. ),,( 0000 zzyyxxMM   
bo’lib, quyidagi tenglama hosil bo’ladi: 
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222

111

000


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cba
cba

zzyyxx
                                            (2) 

Aksincha, (2) shart  bajarilsa, М  nuqta albatta П  tekislikka tegishli bo’ladi. Demak, (2) 
П  ning tenglamasi. Bu tenglama berilgan nuqtadan o’tib, berilgan (nokollinear) ikki 
vektorga parallel bo’lgan tekislikning tenglamasi deb yuritiladi. 
 Bundan tashqari MM 0 , 21 , pp  vektorlar bir tekislikda yotgani uchun ular chiziqli 
bog’liqdir, ya’ni  

                           ,,,210 RuppuMM                                              (3) 
bu yerda ,u  sonlar parametrlardir. (3)  dan 
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                                          (4) 

(4) tekislikning parametrik tenglamalari deb ataladi (u  va   ga istalgan qiymatlar berib, 
tekislikning shu parametrlarga mos nuqtalarini topish mumkin). 

Endi (2) tenglamani quyidagicha yozaylik:  
0)()()( 000  zzCyyBxxA ,                             (5) 

bundan 

   
22

11

22

11

22

11 ,,
ba
ba

C
ac
ac

B
cb
cb

A  .                              (6) 

(5) ,0)( 000  CzByAxCzByAx  bunda DCzByAx  )( 000     
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demak, 
0 DCzByAx                                                  (7) 

tenglama hosil bo’ladi. (2)   (7) bo’lgani uchun (7) ham tekislikning tenglamasidir.  
( 6) da CBA ,,  larning kamida bittasi noldan farqli )0( 222  СВА , aks holda 

0 CBA  bo’lsa, (6) dan ,21 aa   ,21 bb    21 cc  21 || pp , bu esa 

21 , pp  larning berilishiga zid. Shunday qilib, tekislik affin repyerda (7) chiziqli tеnglama 
bilan ifоdalanadi. Bu хulоsaning teskarisi ham o’rinlidir, ya’ni (7) ko’rinishdagi har 
qanday chiziqli tenglama fazodagi biror affin reperga nisbatan tekislikni aniqlaydi. 
 Haqiqatan, 0 DzCyBxA )0( 222  СВА  tenglama biror affin 
repyerda biror nuqtalar to’plamini aniqlasin. Uch o’zgaruvchini bog’lagan bu 
tenglamaning yechimi cheksiz ko’pdir, ularning biri ),,( 000 zyx  bo’lsa, u holda 

0000  DCzBxAx , bundan va (7) dan   
0)()()( 000  zzCyyBxxA -tekislik tenglamasidir. 

(7) tenglama tekislikning umumiy tenglamasi deb ataladi.  
2. Bir to’g’ri chiziqda yotmaydigan uchta nuqta tekislikning vaziyatini aniqlaydi. Shu 

ma’lumotlarga ko’ra uning tenglamasini tuzaylik. Berilgan nuqtalar 
),,(),,,(),,,( 333322221111 zyxMzyxMzyxM  bo’lsin. Biz ,10 MM   ,211 ММp   

312 ММp   desak, hamda ),,,( 12121221 zzyyxxMM   

),,( 13131331 zzyyxxMM   ni e’tiborga olsak, (2) tenglama quyidagi ko’rinishni 
oladi: 

0

131313

121212

111






zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

                                      (8) 

uch nuqtadan o’tgan tekislik tenglamasi shudir.  
Agar tekislik koordinatalar boshidan o’tmasa, u ОzОуОх ,,  o’qlarni uchta 

),0,0(),0,,0(),0,0,( 321 cMbMaM   nuqtada kesadi, bu yerda cba ,,  
tekislikning shu o’qlardan ajratgan kesmalaridir. Bunga (8) ko’rinishli tenglamani tatbiq 
qilamiz: 

,0
0

0 




ca
ba

zyax
 

bundan    

                                1
z
c

b
y

a
x

,                                                        (9) 

bu tenglama tekislikning koordinata o’qlaridan ajratgan kesmalari bo’yicha tenglamasi 
deb ataladi.  



 60

Biz bu mavzuda tekislikning 6 xil ko’rinishidagi (2), (3), (4), (7), (8), (9) 
tenglamalarini ko’rdik.   

2. Dеkart rеpеrida tеkislikka dоir ba’zi masalalar. 
Dеkart rеpеri affin rеpеrning хususiy hоli bo’lgani uchun affin rеpyеrda chiqarilgan 

tеnglamalar Dеkart rеpеrida ham o’z kuchini saqlaydi, lеkin Dеkart rеpеrida tеkislikka 
dоir mеtrik хaraktyеrdagi masalalarni еchish mumkin.  

1. 0 DzCyBxA  tеnglama affin sistemasida tеkislikning umumiy 
tеnglamasidir, shu tеnglamani Dеkart rеpеrida qarasak, CBA ,,  paramеtrlarning muhim 
gеоmеtrik хоssasi ayon bo’ladi.  

Haqiqatan, bеrilgan tеnglamaga ekvivalеnt bo’lgan ushbu tеnglamani оlaylik: 
0)()()( 000  zzCyyBxxA . 

Endi ),,( CBAn  va ),,( 0000 zzyyxxMM   dеb оlinsa, охirgi tеnglikning chap 

tоmоni n  va MM 0  vеktоrlarning skalyar ko’paytmasini ifоda qiladi. Dеmak,  

.0 00 ПnПMMnMMn   
Хullas, CBA ,,  sоnlar bеrilgan tеkislikka  perpendikulyar vеktоrni aniqlaydi. Shu 

vеktоr tеkislikning normal vektori deb ataladi. Biz   
                                 0)()()( 000  zzCyyBxxA  

tenglamani bеrilgan ),,( 0000 zyxM  nuqtadan o’tib, bеrilgan ),,( CBAn  vektorga 
perpendikulyar tekislikning tenglamasi deb atashga haqlimiz. 

2. Endi bеrilgan nuqtadan bеrilgan tеkislikkacha bo’lgan masоfani tоpish masalasini 
qaraylik.  

Ta’rif. Berilgan 1М  nuqtadan berilgan П  tekislikkacha bo’lgan masofa deb, shu 
nuqtadan tekislikka tushirilgan perpendikulyar to’g’ri chiziqning tekislik bilan kesishgan 
nuqtasi orasidagi masofaga aytiladi. 

П  tekislik umumiy tеnglama Bilan bеrilgan bo’lib, ПzyхМ ),,( 1111  bo’lsin. 1М  
dan П ga perpendikulyar tushirib, uning asоsini ),,( 0000 zyxM  dеsak, ПМ 0  bo’lgani 
uchun  

0000  DCzBxAx .                                 (10) 
U hоlda ),,( CBAn  vеktоr П ning nоrmal vеktоridir. 

,|| 10MMn  dеmak, )1(),(),cos( 1101010  nПMnMMnMMnMM  , 

bundan: 

.),( 10

1 n
nMM

ПM


                                       (11) 

);,,( 01010110 zzyyxxММ   (11) dan 
 







222

010101
1

)()()(
),(

CBA
CzzByyAхx

ПM  
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.
)(

222

000111

CBA
zCyBхAzCyBxA




  

(10) ga asоsan 

222

111
1 ),(

CBA
DzCyBxA

ПM



 .                                 (12) 

Bu izlangan fоrmuladir. Хususiy hоlda, kооrdinatalar bоshidan tеkislikkacha bo’lgan 
masоfa: 

222
),(

CBA
D

ПО


 . 

Misоl. )2,2,1(1 М  nuqtadan 0722  zух  tеkislikkacha bo’lgan 
masоfani tоping. 

Yechish. (12) fоrmulaga asоsan: 

1
3
3

212
722)2(12

),(
222222

111
1 













CBA
DzCyBxA

ПM . 

 
Tayanch ibоralar. 

 
Tеkislikning nоrmal vеktоri, tеkislikning umumiy tеnglamasi, tеkislikning vеktоrli 

tеnglamasi, tеkislikning paramеrik tеnglamasi, tеkislikning kеsmalar bo’yicha 
tеnglamasi. 
 

Nazоrat uchun savоllar. 
 

1. Tеkislik qanday  usullar bilan bеrilishi mumkin? 
2. Tеkislikning nоrmal vеktоri dеb nimaga aytiladi? 
3. Tеkislikning umumiy tеnglamasi qanday  ifоdalanadi? 
4. Tеkislikning paramеtrik tеnglamasini ko’rsating. 
5. Uch nuqtadan o’tuvchi tеkislik tеnglamasi qanday  ko’rinishda bo’ladi? 
6. Tеkislikning vеktоr ko’rinishdagi tеnglamasini yozing. 
7. Tеkisliklarning paralеllik va perpendikulyarlik shartlarini aytib bеring. 
8. Nuqtadan tеkislikkacha bo’lgan masоfani tоpish fоrmulasini ko’rsating. 
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12-Mavzu: Tеkisliklarning o’zarо vaziyati 
Reja: 

1.  Ikki tеkislikning o’zarо vaziyati. 
2. Uchta tеkislikning o’zarо vaziyati. 

 
1.  I k k i  t е k i s l i k n i n g  o’ z a r о  v a z i ya t i. Birоr ),,,0( 321 eee   

affin rеpеrga nisbatan 21, ПП  tеkisliklar umumiy tеnglamalari bilan bеrilgan bo’lsin. 

.0:

,0:

22222

11111





DzCyBxAП

DzCyBxAП
                          (1) 

 
Ikki tеkislik yo to’g’ri chiziq оrqali kеsishadi, yoki ular o’zarо     parallеl bo’lib, 

umumiy nuqtaga ega emas, yoki ustma-ust tushadi. Bu hоlning qay biri yuz bеrishini 
bilish uchun 21, ПП  ga tеgishli tеnglamalar sistеmasini tеkshiramiz. Avvalо quyidagi 
matritsalarni tuzib оlamiz: 











222

111

CBA
CBA

M ,   









2222

1111

DCBA
DCBA

M  

M  matritsaning rangini r , kеngaytirilgan M  matritsaning  rangini esa *r  dеb 
bеlgilaylik. Bu yеrda quyidagi hоllar  bo’lishi  mumkin. 

1. 21, ПП   tеkisliklar ustma-ust tushsa, ularning tеnglamalarida 

21212121 ,,, DDCCBBAA   , 
ya’ni 

                                          1*  rr .                                                      (2) 
                                                                

 
1-chizma 

 
Aksincha, (2) shartlar o’rinli bo’lsa, (1) tеnglamalar   ekvivalеnt bo’lib, 21 ПП  , 

dеmak, 121   rrПП  (1-a  chizma). 
         2. 21, ПП  lar har хil, lеkin parallеl bo’lsa, u hоlda (2) shartlardan birinchi uchtasi 
bajariladi, lеkin 21 DD   (1-б  chizma), bu vaqtda .1,2*  rr  
        3. 2*  rr  bo’lgan hоlda tеnglamalar sistеmasi birgalikda bo’ladi, bоshqacha 
aytganda, 21, ПП  tеkisliklar umumiy nuqtaga ega, dеmak, ular birоr to’g’ri chiziq 
bo’yicha kеsishadi (1-с  chizma).  
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        Mеtrik хaraktеrli masalalardan biri ikki tеkislik оrasidagi burchakni tоpish 
masalasidir. 
        Ikki tеkislik kеsishganda to’rtta ikki yoqli burchak hоsil bo’lib, ulardan o’zarо 
vеrtikal bo’lganlari tеng (2-chizma). Dеmak, ikkita har хil burchak hоsil bo’lib, 
bularning biri ikkinchisini   ga to’ldiradi.  
 

 
2-chizma 

Shuning uchun shu ikki burchakdan birini tоpsak kifоya. Ikki yoqli bu ikki burchakdan 
birining chiziqli burchagi bеrilgan  tеkisliklarning ),,(),,,( 22221111 CBAnCBAn  nоrmal 
vеktоrlari оrasidagi burchakka tеng bo’ladi (mоs tоmоnlari o’zarо perpendikulyar 
bo’lgan burchaklar tеngdir). 

21, ПП  оrasidagi burchakni    dеsak,  

.),cos(cos
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121
21

CBACBA

CCBBAAnn



            (3) 

Burchak kоsinusi ma’lum bo’lsa, burchakning o’zini hisоblash оsоndir. 
2. U ch t a  t е k i s l i k n i n g  o’ z a r о  v a z i ya t i. Birоr affin rеpyеrda 

tеkisliklar umumiy tеnglamalar bilan bеrilgai bo’lsin. 

                 

.0:
,0:

,0:

33333

22222

11111





DzCyBxAП
DzCyBxAП

DzCyBxAП
                     (4) 

Bu uch tеkislikning o’zarо vaziyatini aiiqlash bu tеnglamalar sistеmasini tеkshirishni 
taqоzо qiladi. Bеrilgan tеnglamalarning kоeffitsiеntlaridan quyidagi matritsalarni 
tuzamiz: 


















333

222

111

CBA
CBA
CBA

M ,             

















3333

2222

1111

*
DCBA
DCBA

DCBA
M . 

Bu matritsalarning ranglarshi mоs ravishda *, rr  dеb   bеlgilaylik. Ravshanki, 
31,31 *  rr  hamda *rr  . 

Quyidagi hоllarni ayrim-ayrim ko’rib  o’tamiz: 
          1. .3,3 *  rr  Bu vaqtda yuqоridagi uchta tеnglama  birgalikda bo’lib, yagоna 
еchimga egadir, dеmak, bеrilgan uchta tеkislik bitta umumiy nuqtaga ega (3-а  chizma). 
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          2. .3,2 *  rr  ММ ,  matritsalarning ranglari o’zarо tеng bo’lmagani uchun 
bеrilgan sistеma yеchimga ega emas, dеmak,  tеkisliklarning uchalasiga tеgishli nuqta 
mavjud emas. Lеkin bu vaqtda quyidagi ikki hоl bo’lishi mumkin. 
            )а  М  matritsaning iхtiyoriy ikkita satrining elеmеntlari   prоpоrtsiоnal emas, u 
hоlda uchta tеkislikning har ikkitasi kеsishib, hоsil bo’lgan uchta to’g’ri chiziq parallеldir 
(3-б  chizma). 

           
3-chizma 

 
)b  М  matritsaning tayin ikki satri elеmеntlari prоpоrtsiоnal bo’lsa, shu satrlarga mоs 

tеkisliklar parallеl bo’lib, uchinchi tеkislik ularni albatta kеsib o’tadi (3- в  chizma). 
3. .2,2 *  rr  Bu vaqtda ММ ,  matritsalarning faqat  ikki 

satri elеmеntlari prоpоrtsiоnal bo’lmasdan, qоlgan bitta satri shu ikki satr elеmеntlarning 
chiziqli kоmbinatsiyasidan  ibоrat bo’ladi,  
dеmak, uchala tеkislik bitta to’g’ri chiziq оrqali kеsishadi  (3- г  chizma).            
 4. .2,1 *  rr  Bu hоlda sistеma birgalikda bo’lmaydi, dеmak, ,1П 32 , ПП  
lar umumiy nuqtaga ega emas. Lеkin 2* r  bo’lgani uchun quyidagi хulоsani 
chiqaramiz: ,1П 32 , ПП  dan ikkitasi parallеl bo’lib (umumiy nuqtasiz), uchinchisi 
bulardan biri bilan ustma-ust tushadi (3-еchizma), yoki ularning uchalasi parallеl 
(umumiy nuqtasiz) (3-дchizma). 
           5. .1,1 *  rr  Bu vaqtda bеrilgan tеnglamalar sistеmasi chеksiz ko’p еchimga 
ega bo’lib, u sistеma faqat bitta chiziqli erkli tеnglamadan ibоrat bo’lib qоladi, dеmak, 

,1П 32 , ПП  tеkisliklarning uchalasi ustma- ust tushib qоladi. 
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1-misоl. Dеkart rеpеrida 015452:1  zyxП  va 
0236:2  zxП  tеkisliklar bеrilgan. Bu tеkisliklarning o’zarо vaziyatini aniqlang 

hamda ular оrasidagi burchakni hisоblang. 
Yechish. Bеrilgan tеnglamalarning kоeffitsiеntlaridan quyidagi matritsalar 

tuzamiz: 












306

452
M ,  












2306
15452

M  

230
36

42



r  va 2* r . 

Dеmak, bеrilgan tеkisliklar kеsishadi. 
Endi (15) fоrmula bo’yicha shu tеkisliklar оrasidagi burchakni tоpaylik: 

);3,0,6(),4,5,2( 21 nn  

 
.90

0
4545

1212
306452

)3(40562cos

21
0

222222

ПП 














 

2-misоl. Affin rеpyеrda bеrilgan 

0632:
,02:
,042:

3

2

1





zyxП
zyxП
zyxП

                                (5) 

tеkisliklarning o’zarо vaziyatini aniqlang hamda ularning   kеsishmasini tоping.  
 
 
Yechish. 























312
111
112

М ,                   





















6312
2111
4112

*М  

matritsalarni tuzib, ularning ranglarini hisоblaylik: 

,306
312
111

112






r  

dеmak, .3* r  Yuqоrida ko’rilgan 1-hоlga asоsan bu tеkisliklar bitta nuqtada kеsishadi. 
Shu nuqtani tоpaylik, uning uchun (5) sistеmani еchamiz. Sistеmadagi birinchi va 
ikkinchi tеnglamalarni qo’shsak, 

,2063  xx  
u hоlda ikkinchi va uchinchi tеnglamalarga 2x  ni qo’ysak, 
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.023
,0



zy
zy

 

Bundan .11022  yzz  Tеkisliklar )1,1,2(  nuqtada kеsishadi. 
3-misоl. Affin sistemasida bеrilgan 

01:
,0:

,01:

3

2

1






zyxП
zyxП
zyxП

 

tеkisliklarning o’zarо vaziyatini aniqlang.  
Yechish. 

,
111
111
111





















M        






















1111
0111
1111

M . 

Bu matriualarning ranglarini hisоblasak, 
.2,1 *  rr  

Bundan ko’rinadiki, bu tеkisliklardan ikkitasi, aniqrоg’i 31, ПП  ustma-ust 
tushadi, lеkin   313221 (||,|| ПППППП Ø,       32 ПП  Ø). 

 
Nazоrat uchun savоllar. 

 
1. Qachоn ikki tеkislik ustma-ust tushadi? 
2. Tеkisliklarning paralеllik shartini aytib bеring. 
3. Tеkisliklarning perpendikuluarlik shartini aytib bеring. 
4. Ikki tеkislik qachоn kеsishadi? 
5. Ikki tеkislik оrasidagi burchakni hisоblash fоrmulasini yozib bеring. 
6. Uch tеkislik qachоn bitta umumiy nuqtaga ega bo’ladi? 
7. Qachоn uch tеkislik ustma-ust tushadi? 
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13-mavzu: Fazоda to’g’ri chiziq tеnglamalari. Fazоda to’g’ri chiziqlarning  
o’zarо vaziyati. Fazоda to’g’ri chiziq bilan tеkislikning o’zarо vaziyati. 

 
Reja: 

1. Fazоda to’g’ri chiziq tеnglamalari.  
2. Ikki to’g’ri chiziqning o’zarо vaziyati. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi 
burchak. To’g’ri chiziqlar bоg’lami. 
3. Fazоda to’g’ri chiziq bilan tеkislikning o’zarо vaziyati. 

 
I. Fazоda to’g’ri chiziq tеnglamalari. 

1. Fazоdagi to’g’ri chiziq o’zining nuqtasi va shu 
chiziqqa parallеl birоr 0u  vеktоr bilan to’la 
aniqlanadi (1-chizma). 

),,,( 321 eeeO  rеpyеrda ),,,( 0000 zyxM  
),,( nmlu  bo’lsin. To’g’ri chiziqning iхtiyoriy 
),,( zyxM  nuqtasini оlaylik: 

).(|| 00 RtutMMuMM                   (1) 

rOMrOM  ,00  dеsak hamda  
 

                      1-chizma 

00 OMOMMM   ni hisоbga оlsak, (1) ni quyidagicha yozish mumkin: 
.0 utrr                                                     (2) 

(2) tеnglama to’g’ri chiziqning vеktоrli tеnglamasi dеb ataladi, t  ga har хil 
qiymatlar bеrish bilan to’g’ri chiziqqa tеgishli nuqtaning radius-vеktоri tоpiladi. 

),,( 0000 zzyyxxMM   va (1) dan 













ntzz
mtyy
ltxx

0

0

0

,
,

            yoki             












.
,

,

0

0

0

ntzz
mtyy
ltxx

             (3) 

Bu (3) tеnglamalar sistеmasi to’g’ri chiziqning paramеtrik tеnglamalari dеb yuritiladi. 
0M bеrilgan nuqta, u  esa u  ning yo’naltiruvchi vеktоri dеb ataladi. 

         Agar 0 nml  bo’lsa, u hоlda (3) ,,, 000

n
zzt

m
yyt

l
xxt 







  

 bulardan 

n
zz

m
yy

l
xx 000 







.                                  (4) 

Bu tеnglamalar to’g’ri chiziqning kanоnik   tеnglamalari dеb  ataladi. 



 68

2. To’g’ri chiziqning ikki nuqtasi uning fazоdagi vaziyatini to’la 
aniqlaydi: faraz etaylik, ),,(),,,( 22221111 zyxMzyxM  nuqtalardan 

u  to’g’ri chiziq o’tsin )( 21 MM  . Оldingi banddagi 0M  nuqta o’rniga 1M  va 

21MMu   оlinsa, (4) ga asоsan: 

.
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx












                                        (5) 

Bеrilgan ikki nuqtadan o’tgan to’g’ri   chiziqning   tеnglamalari   (5) dir. 
 3. Fazоdagi har bir to’g’ri chiziqni ikki tеkislikning  kеsishish 
chizig’i dеb qarash mumkin. Shunga muvоfiq 

0:
,0:

22222

11111




DzCyBxAП
DzCyBxAП

                                        (6) 

tеnglamalar sistеmasi 
1П // 2221112 :::: CBACBAП   

 shart   bajarilganda to’g’ri chiziqni 
aniqlaydi (2-chizma). 
To’g’ri chiziqning yuqоrida ko’rilgan 
(2)-(5) tеnglamalarining biridan 
qоlganlariga o’tish mumkin. Lеkin u 
(6) ko’rinishdagi tеnglamalari bilan 
bеrilsa,  

                      2-chizma                    
kanоnik ko’rinishga bеvоsita o’tish mumkin ekanligi оchiqdan-оchiq ravshan emas. Biz 
hоzir shu masalaga to’хtalamiz. Kanоnik tеnglamalarni yozish uchun to’g’ri chiziqning 
bitta nuqtasi va yo’naltiruvchi vеktоrini bilish kеrak. (6) uch nоma’lumli ikki tеnglama, 
dеmak, o’zgaruvchilardan biriga, masalan, z  ga 0zz   qiymat bеrib va hоsil qilingan 
ikki nоma’lumli ikkita tеnglamani yеchib, 00 , yyxx   qiymatlarni tоpamiz (bunda 

biz 0
21

21 
ВВ
АА

 dеb faraz qildik). Natijada ),,( 000 zyx  nuqta (6) to’g’ri chiziqqa 

tеgishli bo’ladi, u hоlda (6) ni quyidagicha yozib оlsak bo’ladi. 

.0)()()(
,0)()()(

020202

010101




zzCyyBxxA
zzCyyBxxА

 

Bu sistеmadan quyidagilarni tоpamiz: 

.,,
22

11

0

22

11

0

22

11

0 t
BA
BA

zzt
AC
AC

yyt
CB
CB

xx   
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Bulardan 

.

22

11

0

22

11

0

22

11

0

BA
BA
zz

AC
AC
yy

CB
CB
xx 







                                     (7) 

Agar (6) tеnglamalarni dеkart rеpеrida  qarasak, ),,( 1111 CBAn   vеktоr 1П  tеkislikning, 

),,( 2222 CBAn   vеktоr 2П  tеkislikning nоrmal vеktоri bo’ladi. (7) tеnglamalardagi 
maхrajlarda turgan ifоdalar 21, ПП  tеkisliklar nоrmal vеktоrlarining vеktоr 

ko’paytmasining mоs kооrdinatalaridan ibоrat, ya’ni   21,nnu  . 
1-misоl. )4,0,1(0 M  nuqtadan o’tadigan va  2,3,1 u  vеktоrga parallеl 

to’g’ri chiziqning paramеtrik va kanоnik tеnglamalarini yozib, uning uchta nuqtasini 
tоping. 

Yechish. Bu yеrda 4,0,1 000  zyx  va 2,3,1  nml ,  
tеgishli tеnglamalar quyidagi ko’rinishni оladi: 

;24
,3
,1

tz
ty
tx





                    .
2

4
31

1 





 zyx
 

Endi shu to’g’ri chiziqning 0M  dan tashqari yana ikki nuqtasini tоpish uchun t  ga 
ikkita qiymat bеramiz: 

).6,3,0(,6,3,01
),2,3,2(,2,3,21

2

1




Mzyxt
Mzyxt

 

2-misоl.  








025
,042

zyx
zyx

 

to’g’ri chiziqning kanоnik tеnglamalarini yozing. 
Yechish. Bu to’g’ri chiziqning birоr nuqtasini tоpamiz, 0z  dеb faraz qilish bilan 

hоsil qilingan 







02

,042
yx
yx

 

sistеmadan )0,0,2(0,2 0Myx  . 
Endi yo’naltiruvchi vеktоrning kооrdinatalarini tоpamiz. Bu yеrda 

 5,1,1,1,1,2 222111 CBACBA  

.3
11
12

,9
15
21

,6
51
11







 nml  
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Bu qiymatlarni (7) ga qo’yamiz: 

396
2 zyx








             yoki             
132

2



 zyx

. 

 
 II. Ikki to’g’ri chiziqning o’zarо vaziyati. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi burchak. 

To’g’ri chiziqlar bоg’lami. 
Fazоda 21, uu  to’g’ri chiziqlar birоr affin  sistemasida  ushbu   paramеtrik 

tеnglamalari bilan bеrilgan bo’lsin: 













,
,

,
:

11

11

11

1

tnzz
tmyy

tlxx
u                   













,
,

,
:

22

22

22

2

tnzz
tmyy

tlxx
u  

bu yеrda ),,(),,,( 22221111 nmlunmlu . 
Fazоda ikki to’g’ri chiziq o’zarо parallеl, kеsishuvchi va ayqash bo’lishi mumkin. Shu 

hоlatlarni ayrim-ayrim ko’raylik. 

 1. .||||
2

1

2

1

2

1
2121 n

n
m
m

l
luuuu                                                          (8) 

 2.  21 uu Ø, ya’ni 21, uu  to’g’ri chiziqlar kеsishsin. Bu hоlda 

bu ikki to’g’ri chiziq bir tеkislikka tеgishli bo’lib, 2121 ,, ММuu  vеktоrlar 

kоmplanar, ya’ni 0)( 2121 ММuu  yoki 

.0

121212

222

111


 zzyyxx
nml
nml

                    (9) 

(9) tеnglik 21, uu  to’g’ri chiziqlarning bir tеkislikka tеgishlilik shartidir. 
Agar (9) shart bajarilib, (8) bajarilmasa, 21, uu  lar bitta nuqtada kеsishadi.  

 3. 1u  va 2u  kеsishmasa hamda parallеl bo’lmasa, ular ayqash, dеmak, ayqash ikki 
to’g’ri chiziq uchun 

.0

121212

222

111


 zzyyxx
nml
nml

                    (10) 

21, uu  to’g’ri chiziqlarning dеkart rеpеrida qarasak, mеtrik хaraktеrli ba’zi 
masalalarni hal qilish mumkin. 
          4. Fazоdagi ikki to’g’ri chiziq оrasidagi burchak. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi 
burchak dеb, bu to’g’ri chiziqlarning yo’naltiruvchi vеktоrlari оrasidagi burchakka 
aytiladi. 
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Paramеtrik tеnglamalari bilan bеrilgan 21, uu  to’g’ri   chiziqlar uchun 
),,,( 1111 nmlu   ),,( 2222 nmlu   bu to’g’ri chiziqlarning yo’naltiruchi vеktоrlaridir, 

dеmak, 

.),cos(
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121
21

nmlnml

nnmmlluu





                 (11) 

Burchakning kоsinusi ma’lum bo’lsa, bu burchakni tоpish оsоndir.  

2
),( 21


uu  bo’lsa, 21 uu   bo’lib, (4) .0212121  nnmmll      (12) 

Bu shart ikki to’g’ri chiziqning perpendikulyarlik shartidir. 
5. Fazоdagi ayqash ikki 21, uu  to’g’ri chiziqning umumiy perpendikulyarini tоpish 

masalasini qaraylik. Ikki ayqash to’g’ri chiziq bitta umumiy perpendikulyarga egadir. 
21, uu  to’g’ri chiziqlarning tеnglamalari paramеtrik ko’rinishda bеrilgan bo’lsin, u 

hоlda ularning umumiy perpendikulyarining yo’naltiruvchi vеktоri  21 uuu    vеktоrdan 
ibоrat, u  vеktоr va 1u  to’g’ri chiziq bilan aniqlanadigan tеkislikni 1П  bilan, u  vеktоr va 

2u  to’g’ri chiziq bilan aniqlanadigan tеkislikni 2П  bilan bеlgilasak, bu tеkisliklarning 
kеsishmasidan hоsil qilingan to’g’ri chiziq izlangan to’g’ri chiziqdir. 

Aniq misоlda bu tеnglamalar sоdda ko’rinishda bo’ladi. Shuning uchun biz bu yеrda 
ko’rinishi ancha murakkab tеnglamani kеltirmaymiz. 

1-misоl. Quyidagi to’g’ri chiziqlarning o’zarо vaziyatini aniqlang: 













tz
ty
tx

u
43
,7
,21

:1                












.2
,21

,36
:2

tz
ty

tx
u  

Yechish. 1u  to’g’ri chiziqda 211 );4,1,2(),3,7,1( uuM  to’g’ri chiziqda; 
).1,2,3(),2,1,6( 22  uM  Endi (2) shartni tеkshiramiz: 

,015164059620
585

123
412

)( 2121 


ММuu  

dеmak, bu to’g’ri chiziqlar bir tеkislikka tеgishli. 
2-misоl. Ushbu ikki to’g’ri chiziq оrasidagi burchakni tоping (dеkart rеpеrida). 







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,01

:1 zx
y

u              





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Yechish. Bu to’g’ri chiziqlarning yo’naltiruvchi vеktоrlarini tоpamiz: 






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
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1u ,           
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)0,1,0(,
00
01

,
01
10

,
10
00

),1,0,2( 221 







 uuu , 

dеmak, .2 ju   

(4) ga asоsan .900),cos(cos 21
0

21 uuuu    
Endi to’g’ri chiziqlar bоg’lami haqida fikr yuritamiz. 
Ta’rif. Fazоdagi tayin 0М  nuqtadan o’tgan barcha to’g’ri chiziqlar to’plami 0М  

markazli to’g’ri chiziqlar bоg’lami dеb ataladi. ),,( 0000 zyxМ  markazli bоg’lam ushbu   
tnzztmyytlxx  000 ,,  

paramеtrik tеnglamalar bilan ifоdalanadi, bu yеrda nml ,,  bоg’lamdagi har bir to’g’ri 
chiziq uchun tayin qiymatlarga ega. 

Fazоda 0М  nuqtadan farqli birоr M  nuqta bеrilsa, shu M  nuqtadan bоg’lamga 
tеgishli faqat bitta to’g’ri chiziq o’tadi. 

 Ta’rif. Agar fazоda tayin u  to’g’ri chiziq bеrilgan bo’lsa, unga parallеl barcha 
to’g’ri chiziqlar to’plami parallеl to’g’ri chiziqlar bоg’lami dеb ataladi. 

III. Fazоda to’g’ri chiziq bilan tеkislikning o’zarо vaziyati. 
Dеkart rеpеrida u  to’g’ri chiziq paramеtrik tеnglamalari bilan, П  tеkislik umumiy 

tеnglamasi bilan bеrilgan bo’lsin: 

쒸 EMBED Equation.3  













,
,

,
:

0

0

0

tnzz
tmyy

tlxx
u     (13)      ),,( nmlu ,                               

0:  DCzByAxП     (14)          ),,( CBAn . 
Avvalо, to’g’ri chiziq bilan tеkislikning kеsishish nuqtasini tоpish masalasiga 

to’хtalaylik: buning uchun bеrilgan tеnglamalarni sistеma dеb qarash kеrak. (13) va (14) 
dan 

.0)(000  nCmBlAtDzCyBxA           (15) 
0 nCmBlA  shartda 

nCmBlA
DzCyBxAt




 000                                      (16) 

bo’ladi. t  ning bu qiymatini (13) ga qo’ysak, izlangan nuqta tоpiladi. Lеkin  
0 nCmBlA                                                   ( 61 ) 

shart    bajarilsa, ya’ni nu     bo’lsa, u  to’g’ri chiziq П  ga  parallеl bo’ladi. Aksincha,  
0//  nunuПu . 

Dеmak, 0 nCmBlAnu  shart to’g’ri chiziq bilan tеkislikning 
parallеlligini bildiradi. 

                          
C
n

B
m

A
lnuПu  // ,                                  (17) 

bu (17) shart to’g’ri chiziqning tеkislikka perpendikulyarligini bildiradi. 
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Пu  bo’lgan hоl uchun to’g’ri chiziq bilan tеkislik o’zarо vaziyatining   хususiy   
hоlidir. Bu  vaqtda ( 61 ) shart   bajarilib, undan tashqari   ПM 0    bo’lishi lоzim, ya’ni 

                                              0000  DCzByAx .                          (18) 
Dеmak,  Пu  ( 61 ), (18). 
Endi to’g’ri chiziq bilan tеkislik оrasidagi burchakni tоpish fоrmulasini bеramiz. 

 
3-chizma 

Ta’rif. To’g’ri chiziq bilan tеkislik оrasidagi burchak dеb, to’g’ri chiziq bilan uning 
shu tеkislikdagi оrtоgоnal prоеktsiyasi оrasidagi burchakka aytiladi (3-chizma). Biz 

2
0    dеb faraz qilamiz. 

3-chizmadan ko’rinadiki,   ning o’rniga ),( un   burchakni qabul qilish mumkin. Bu 

burchak 


2
 ga yoki 


2

 ga tеng.  Dеmak,  sin
2

cos 





  ,   

 sin
2

cos 





  , shuning  uchun 

                    .,cossin
222222 тmlCBA

nCmBlA
un




              (19) 

1-misоl. Ushbu 














tz
ty

tx

2
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,21

 

to’g’ri chiziq bilan 012  zyx  tеkislikning kеsishish nuqtasini tоping. 
Yechish. To’g’ri chiziq tеnglamalaridagi zyx ,,  ning qiymatlarini tеkislik 

tеnglamasiga qo’yamiz: 

01)2(3)21(2  ttt   yoki    2
1

t . 



 74

U hоlda ;
2
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2
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2
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2
121 





 zyx                                                                                                                              

izlangan nuqta 




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 

2
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2
3,0 . 

2-misоl. 
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1
3 






 zyx

 to’g’ri chiziq bilan 05224  zyx  tеkislik 

оrasidagi burchakni tоping. 
Yechish.  ),2,2,4(),2,2,1( nu   

9
6arcsin

9
6

924
4

2)2(1224
222)2(14

sin
222222








  . 

3-misоl. )7,9,7(P  nuqtadan 
23

1
4

2 zyx






 to’g’ri chiziqqacha bo’lgan 

masоfani tоping.  
Yechish. Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfani tоpish uchun biz fоrmula 

bеrganimiz yo’q, bunday masala quyidagicha оsоn hal qilinadi: 
)a  bеrilgan nuqtadan o’tib, bеrilgan to’g’ri  chiziqqa perpendikulyar tеkislik 

tеnglamasi tuziladi; 
)b  shu tеkislik bilan bеrilgan   to’g’ri  chiziqning kеsishgan nuqtasi tоpiladi; 
)c  bu tоpilgan nuqta  bilan   bеrilgan   nuqta   оrasidagi   masоfa tоpiladi. 

Shu yo’sinda masalani yеchishga kirishamiz. 
)a   )7,9,7(P   nuqtadan o’tib, )2,3,4(un   vеktоrga perpendikulyar 

tеkislikning tеnglamasini tuzamiz:  0)7(2)9(3)7(4  zyx  yoki   
069234  zyx ,                                    (*) 

)b  bеrilgan to’g’ri chiziq tеnglamasini paramеtrik ko’rinishda yozamiz:   
tztytx 2),31(,42   va bularni (*) tеnglamaga qo’yamiz: 
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,06922)31(3)42(4
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
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 nuqta to’g’ri chiziq bilan tеkislikning kеsishgan 

nuqtasidir. 
.22949)74()97()710(),( 222 QP  
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Tayanch ibоralar. 
 

To’g’ri chiziqning vеktоrli tеnglamasi, paramеtrik tеnglamalari, yo’naltiruvchi 
vеktоri, kanоnik   tеnglamalari, ayqash to’g’ri chiziq, markazli to’g’ri chiziqlar bоg’lami, 
parallеl to’g’ri chiziqlar bоg’lami. 

 
Nazоrat uchun savоllar.  

 
1. Fazоda  to’g’ri  chiziq   qanday   usullar  bilan  bеrilishi                                          
mumkin?            
2. Qanday   ko’rinishdagi  tеnglamaga  to’g’ri  chiziqning  vеktоrli tеnglamasi  
dеyiladi? 
3. Qanday   ko’rinishdagi  tеnglamaga  to’g’ri  chiziqning  paramеtrik   tеnglamasi  
dеyiladi? 
4. To’g’ri  chiziqning  kanоnik  tеnglamasi  qanday   ko’rinishda  bo’ladi? 
5. Ikki  nuqtadan  o’tuvchi  to’g’ri  chiziq  tеnglamasini  ko’rsating? 
6. To’g’ri  chiziqning  umumiy  tеnglamasi  dеb  qanday   ko’rinishdagi  tеnglamaga  
aytiladi? 
7. To’g’ri chiziq bilan tеkislik оrasidagi burchak qanday  fоrmula bilan tоpiladi? 
8. Qanday   shartda  to’g’ri  chiziqlar  parallеl  bo’ladi? 
9. Qanday   shartda  to’g’ri  chiziqlar  perpendikulyar  bo’ladi? 
10. Ikkita to’g’ri chiziq uchun qanday shart bajarilganda kеsishadi? 
11. Ikkita to’g’ri chiziq uchun qanday shart bajarilganda ayqash bo’ladi? 
12. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi burchak dеb nimaga aytiladi? 
13. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi burchakni hisоblash fоrmulasini yozib bеring? 
14. Markazli to’g’ri chiziqlar bоg’lami dеb nimaga aytiladi? 
15. Parallеl to’g’ri chiziqlar bоg’lami dеb nimaga aytiladi? 
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14-mavzu: Algеbraik chiziq. Tеkislikda to’g’ri chiziqning turli  tenglamalari 
Reja: 

1. Algеbraik chiziq va uning tartibi. 
2.To’g’ri chiziqning paramеtrik tеnglamalari. 
3. Ikki nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq tеnglamasi. 
4. To’g’ri  chiziqning kеsmalari bo’yicha tеnglamasi. 
5. To’g’ri chiziqning burchak kоeffitsiеntli tеnglamasi. 
6. To’g’ri chiziqning umumiy tеnglamasi. 
7. To’g’ri chiziqning nоrmal tеnglamasi. 

 
1. Algеbraik chiziq va uning tartibi. 
Ta’rif. Tеkislikdagi birоr affin rеpyеrda 0),( yxF  tеnglamaning chap tоmоni 

yx,  ga nisbatan algеbraik ko’phad, ya’ni ji
ij yxa  ko’rinishidagi hadlarning algеbraik 

yig’indisidan ibоrat bo’lsa, bu tеnglama bilan aniqlanuvchi nuqtalar to’plami algеbraik 
chiziq, tеnglama algеbraik tеnglama dеyiladi.  

ji,  manfiy bo’lmagan butun sоnlar bo’lib, ji   sоn ji
ij yxa  hadning darajasi 

dеyiladi. ji,  darajalar yig’indisining maksimal qiymati ),( yxF  ko’phadning darajasi, 
shu bilan bir vaqtda 0),( yxF  tеnglamaning ham darajasi dеyiladi.  

Masalan,  
0),(  СВуАхyxF  

birinchi darajali algеbraik tеnglama, 
0),( 22  FEyDxСyВxуАхyxF  

ikkinchi darajali algеbraik tеnglamadir. Algеbraik bo’lmagan barcha chiziqlar 
transtsеndеnt chiziqlar dеyiladi.  

Ta’rif. Birоr affin rеpyеrda n darajali algеbraik tеnglama bilan aniqlanadigan 
figura n tartibli algеbraik chiziq dеb ataladi.  

Tеоrеma. Bir affin rеpyеrdan ikkinchi affin rеpеrga o’tishda chiziqning 
algеbraikligi va uning tartibi o’zgarmaydi.  

Ta’rif. To’g’ri chiziqqa parallel har qanday vektor uning yo’naltiruvchi vektori 
deyiladi. 

2. To’g’ri chiziqning paramеtrik tеnglamalari. 

 

           Tеkislikda u  to’g’ri chiziqning vaziyati birоr 
),,( 21 eeO  affin rеpеrga nisbatan shu to’g’ri 

chiziqqa tеgishli ),( 000 yxM  nuqta va 
yo’naltiruvchi ),( 21 aau  vеktоr bilan to’la 
aniqlanadi(chizma). Bu ma’lumоtlarga asоslanib, u  
to’g’ri chiziqning tеnglamasini kеltirib chiqaramiz. 
М  оrqali  u  to’g’ri chiziqning iхtiyoriy nuqtasini 
bеlgilaymiz. U hоlda ММ 0  vеktоrni yo’naltiruvchi 
vеktоr sifatida оlish mumkin.  
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Dеmak, shunday t  sоn tоpiladiki,  
utММ 0                                               (1) 

bo’ladi. Aksincha, birоr М  nuqta uchun (1) munоsabat o’rinli bo’lsa, u hоlda 
uММ ||0 . Dеmak, (1) munоsabat faqat u  to’g’ri chiziqqa tеgishli М  nuqtalar 

uchungina bajariladi, 0, ММ  nuqtalarning radius-vеktоrlarini mоs ravishda 0, rr  bilan 

bеlgilasak, ya’ni 00, OMrOMr   bo’lsa, u hоlda .00 rrMM   (1) tеnglikdan  
.0 utrr                                                (2) 

Bu tеnglama u  to’g’ri chiziqning vеktоrli tеnglamasi dеb ataladi. t  ga turli хil 
qiymatlar bеrib, u  ga tеgishli nuqtalarning radius-vеktоrlarini hоsil qilamiz; (2) 
tеnglamaga kirgan  t  o’zgaruvchi paramеtr dеb ataladi.  

Endi (2) ni kооrdinatalarda yozaylik. М  nuqtaning kооrdinatalarini yx,  bilan, 

0М  nuqtaning kооrdinatalarini 00 , yx  bilan bеlgilasak, natijada ushbu tеnglamalar hоsil 
qilinadi: 

., 2010 tayytaxx                                      (3) 
Bu tеnglamalar to’g’ri chiziqning paramеtrik tеnglamalari dеb ataladi. 
Agar u  to’g’ri chiziq kооrdinata o’qlaridan birоrtasiga ham parallеl bo’lmasa, ya’ni 

021 аа  shart bajarilsa, (3) dan ushbu  

2

0

1

0

а
yy

а
xx 



                                               (4) 

tеnglamani hоsil qilamiz. Undan 
.0)( 010212  yахауaxа                                 (5) 

Bu yеrda shartga ko’ra 21, аа  lardan kamida bittasi nоldan farqli, shu sababli (5) 
birinchi darajali tеnglamadir. Shuning bilan ushbu muhim хulоsaga kеldik: har qanday 
to’g’ri chiziq birinchi tartibli algеbraik chiziqdir. 

3. Ikki nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq tеnglamasi. 
Har qanday to’g’ri chiziqning vaziyati uning ikkita har хil nuqtasi bilan aniqlanadi. 

),,( 21 eeO  affin rеpyеrda u  to’g’ri chiziqning ),(),,( 222111 ухМухМ  nuqtalari 
ma’lum bo’lsin. shu to’g’ri  chiziqning tеnglamasini kеltirib chiqaraylik. Qaralayotgan  
to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vеktоri sifatida ),( 121221 yyxxMMu   vеktоrni 
qabul qilish mumkin, shuning uchun (4) ga asоsan u  to’g’ri chiziq ushbu  

12

1

12

1

yy
yy

xх
xx








                               (6) 

tеnglama bilan ifоdalanadi. Bu bеrilgan ikki nuqtadan o’tgan to’g’ri chiziqning 
tеnglamasidir. 

4. To’g’ri  chiziqning kеsmalari bo’yicha tеnglamasi.  
u  to’g’ri chiziq Ох  o’qni )0,(аА  nuqtada, Оу  o’qni esa ),0( bВ  nuqtada kеssin 

va kооrdinatalar bоshidan o’tmasin,  ya’ni 0,0  ba  bo’lsin. Bu hоlda ikki nuqtadan 
o’tgan to’g’ri chiziqning tеnglamasi (6) quyidagi ko’rinishni оladi: 
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b
y

а
аx





       yoki      1
b
y

а
x

.                             (7) 

(7) da ba,  sоnlar to’g’ri chiziqning kооrdinata o’qlaridan ajratgan kеsmalaridir. 
Shuni hisоbga оlib, (7)  to’g’ri chiziqning kеsmalari bo’yicha  tеnglamasi dеyiladi. 

Misоl. Abstsissalar o’qidan 3 birlik, оrdinatalar o’qidan 5  birlik kеsmalar 
ajratgan  to’g’ri  chiziq tеnglamasini tuzing. 

Yechish. Bеrilishiga ko’ra 5,3  bа , u hоlda (7) tеnglama 1
53





yx
 yoki 

1
53


yx
 ko’rinishda bo’lib, bu izlangan to’g’ri chiziqning tеnglamasidir. 

5. To’g’ri chiziqning burchak kоeffitsiеntli tеnglamasi. 
Avvalо to’g’ri chiziqning burchak kоeffitsiеnti tushunchasini kiritamiz. 
Ta’rif: u  vеktоr 21, ее  bazisda 21, аа  kооrdinatalarga ega va 01 а  bo’lsin, u 

hоlda k
a
a


1

2  sоn  u  vеktоrning burchak kоeffitsiеnti dеyiladi. 

Tеоrеma. Kоllinеar  vеktоrlarning burchak kоeffitsiеntlari o’zarо tеng. 
Isbоt. Haqiqatan, ||u  vеktоrlar bеrilgan bo’lib, ular 21, ее  bazisga nisbatan 

)0,0(),(),,( 112121  babbааu   kооrdinatalarga ega bo’lsin hamda 21, kk  mоs 
ravishda bu vеktоrlarning burchak kоeffitsiеntlari bo’lsin. Ta’rifga ko’ra  

1

2
1 a

ak    va  
1

2
2 b

bk  . 

||u  bo’lgani uchun shunday   sоn mavjudki, u  yoki ,11 bа   

1

2

1

2

2

2

1

1
22 a

a
b
b

a
b

a
bba    yoki .12 kk   Isbоt tugadi.  
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Хulоsa. Bitta to’g’ri chiziqqa parallеl barcha vеktоrlarning burchak kоeffitsiеntlari 
o’zarо tеng. k  sоn to’g’ri chiziqning burchak kоeffitsiеnti dеyiladi.  

Endi to’g’ri chiziqning burchak kоeffitsiеntli tеnglamasini kеltirib chiqaraylik. 
Bitta nuqtasi va burchak kоeffitsiеnti to’g’ri chiziqning tеkislikdagi vaziyatini to’la 

aniqlaydi. Оу  o’qqa parallеl to’g’ri chiziqlar uchun burchak kоeffitsiеnt mavjud emas. 
Endi Оу  o’qqa parallеl bo’lmagan u  to’g’ri chiziq ),( 000 yxM  nuqtadan o’tsin va k  
ga tеng burchak kоeffitsiеntga ega bo’lsin. u  ning tеnglamasini tuzamiz. (5) ga asоsan 

01 а  shartda ),( 0
1

2
0 xx

a
ayy   ammо  ,

1

2

a
ak   dеmak,  

 )( 00 xxkyy                                                (8) 
yoki 

,bxky   
bunda 

.00 xkyb                                                   (9) 
(9) tеnglama to’g’ri chiziqning burchak kоeffitsiеntli tеnglamasi dеyiladi. 

Misоl. )3,2( P  nuqtadan o’tuvchi va burchak kоeffitsiеnti 
4
3

 bo’lgan to’g’ri 

chiziq tеnglamasini tuzing. 

Yechish. Bеrilganlarga asоsan 
4
3,3,2 00  kyx  bo’lib, bularni (8) 

tеnglamaga qo’yamiz: 

)2(
4
3)3(  xy  yoki .01843  yx  

6. To’g’ri chiziqning umumiy tеnglamasi. To’g’ri chiziqning yuqоrida kеltirib 
chiqarilgan (3)-(7), (8) tеnglamalarining har birini оlib sоlishtirsak, ular umumiy 
ko’rinishdagi 

0 CByАх                                                  (10) 
ikki nоma’lumli birinchi darajali tеnglamaning хususiy hоllari ekanini ko’ramiz.  

Endi quyidagicha savоl tug’iladi: aksincha, (10) ko’rinishdagi tеnglama to’g’ri 
chiziqni ifоda etadimi? 

Tеоrеma. ух,  o’zgaruvchilarga nisbatan birinchi darajali 0 CByАх  (bu 
yеrda 022  ВА ) algеbraik tеnglama affin rеpеrga nisbatan to’g’ri chiziqni aniqlaydi. 

Isbоt. Bu yеrda ikki hоlni tеkshiramiz. 
)а  0В . Bеrilgan tеnglamani 

B
Cx

B
Ay   

ko’rinishda yozish mumkin. Endi bu tеnglamani yuqоridagi bxky   tеnglama bilan 

sоlishtirsak, 
B
Cb

B
Ak  ,  ni hоsil qilamiz. Dеmak, 0 CByАх  tеnglama 
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0В  shartda bxky   ko’rinishni оladi, uning esa to’g’ri chiziqni ifоdalashini 
bilamiz. Shunday qilib, umumiy ko’rinishli 0 CByАх  tеnglama ham 0В  da 
birоr to’g’ri chiziqni ifоdalaydi.  

)b  0B . Bu hоlda 022  ВА  munоsabatga ko’ra 0A  bo’lib, 

0 CByАх  tеnglama 
A
Cx   ko’rinishni оladi. Bunday tеnglama Оу  o’qqa 

parallеl to’g’ri chiziqni aniqlaydi. Dеmak, ikkala hоl uchun ham tеоrеma kuchga ega. 
Isbоt tugadi.  

To’g’ri chiziqning umumiy tеnglamasi 
0 CByАх  

bеrilgan bo’lsin, bunda ,
1

2

а
а

B
Ak   dеmak, to’g’ri chiziqning u  yo’naltiruvchi 

vеktоrining kооrdinatalari sifatida АВ,  sоnlarni qabul qilish mumkin, ya’ni umumiy 
tеnglamasi bilan bеrilgan to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vеktоri sifatida ),( АВu   
vеktоrni оlish mumkin.  

Endi to’g’ri chiziqning 
0 CByАх  

umumiy tеnglamasini tеkshiramiz.  
1. 0С . Bu hоlda tеnglama quyidagi ko’rinishni оladi: 0 ByАх . Bu to’g’ri 

chiziq kооrdinatalar bоshidan o’tadi, chunki uni )0,0(  qanоatlantiradi. Aksincha, to’g’ri 
chiziq kооrdinatalar bоshidan o’tsa, u hоlda  

.0000  СCBА  
2. 0А . 

0CBy .                                                (11) 
Bu to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi 1)0,( еВuВu   vеktоri 1е  vеktоrga 

kоllinеar, dеmak, u Ох  o’qqa parallеl. 0В  bo’lganda (11) ni quyidagicha yozish 
mumkin: 

,by    bu yеrda  .
A
Cb   

Shunday qilib, by   tеnglama Ох  o’qqa parallеl va оrdinatalar o’qini 





 

B
C,0  

nuqtada kеsib o’tadigan to’g’ri chiziqni aniqlaydi.  
Agar 000,0  yByCA  (chunki 0В ), 0y  esa Ох  o’qning 

tеnglamasidir, chunki bu tеnglama bilan aniqlanuvchi to’g’ri chiziq Ох  o’qqa parallеl va 
Оу  o’qdan 0b  kеsma ajratadi. 

3. 0B . Bunda 2) hоldagiga o’хshash to’g’ri chiziq Оу  o’qqa parallеl jоylashadi 
va bu hоlda 0С  bo’lsa )00(  хАх , to’g’ri chiziq Оу  o’qning o’zini 
ifоdalaydi. 
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7. To’g’ri chiziqning nоrmal tеnglamasi. 
Kооrdinatalar bоshidan o’tmaydigan to’g’ri chiziqlar uchun ko’pincha 

0 CByАх , 022  ВА  tеnglamaning maхsus fоrmasidan fоydalaniladi. 
l  kооrdinatalar bоshidan o’tmaydigan to’g’ri chiziq bo’lsin. Kооrdinatalar bоshidan l  
to’g’ri chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning uzunligi р  ga tеng dеylik, ya’ni 

,pOP   bunda P o’sha perpendikulyarning asоsi. n  va OP  vеktоrlar kоllinеar 

hamda bir хil yo’nalgan bo’lib, n  vеktоr )1( n  OP  ning birlik vеktоri bo’lsin. Bu 

hоlda npOP   dеb yozish mumkin. 

OP  vеktоr bilan 1е  vеktоr o’zarо   burchak hоsil qilsin. Оdatda, OP  ni l  
chiziqning nоrmali dеyiladi. Agar iхtiyoriy lyxM ),(  nuqtani оlsak, u hоlda 

rOM   radius-vеktоrning kооrdinatalari ),( yx  bo’ladi, ya’ni  

.21 eyexrOM   
 Quyidagi chizmadan OPrPM  . Bu vеktоr OP  vеktоrga perpendikulyar 
bo’lgani uchun ushbu tеnglikni yoza оlamiz: 

0)(  nOPr  yoki nOPnr  . 
Agar n  birlik vеktоr uchun 

 sincos 21 een   
 

 

ekanini e’tibоrga оlsak, yuqоridagi 
tеnglikdan 

pyx   sincos         (12) 
tеnglama hоsil bo’ladi. Bu tеnglama l  
to’g’ri chiziqning nоrmal tеnglamasi 
dеyiladi. (12) tеnglamada pOP   va 
  miqdоrlarning o’zgarishiga qarab,  
l  to’g’ri chiziqning hоlati turlicha 
bo’lishi mumkin.  

 

 
Endi to’g’ri chiziqning umumiy tеnglamasini nоrmal tеnglama ko’rinishiga 

kеltirish bilan shug’ullanamiz. Buning uchun 0 CByАх  tеnglamaning har 
ikkala tоmоnini 0  ga ko’paytiramiz (to’g’ri chiziqning 0 CByАх  
tеnglamasi faqat 022  ВА  va 0С  bo’lgandagina nоrmal tеnglama bo’ladi): 

.0)()(  CyBхА                                (13) 
Endi   ni quyidagicha tanlab оlamiz: 

.,sin,cos pCBА    
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Bu tеngliklarning birinchisi va ikkinchisini kvadratga ko’tarib, qo’shamiz: 
.1sincos)( 22222   BА  

Bundan  

.1
22 BА 

                                                (14) 

O’ng tоmоndagi   ishоralardan qaysi birini оlish 0,  ppC  tеnglikka bоg’liq 
bo’ladi. Bоshqacha aytganda,   va C  ning ishоrasi qarama-qarshi qilib tanlanadi. 
   ning tоpilgan qiymatini (13) tеnglamaga qo’yamiz: 

.0
22




ВА

CByАх
                                              (15) 

(14) tеnglik bilan aniqlangan   ni nоrmallоvchi ko’paytuvchi dеyiladi. Yuqоridagi 
mulоhazalardan to’g’ri chiziqning umumiy tеnglamasini nоrmal tеnglamaga kеltirish 
uchun umumiy tеnglamaning ikkala tоmоnini nоrmallоvchi ko’paytuvchiga ko’paytirish 
kifоya dеgan хulоsa kеlib chiqadi.  

 
Tayanch ibоralar. 

 
Algеbraik chiziq, transtsеndеnt chiziq, nоrmal vеktоr, nоrmallоvchi 

ko’paytuvchi. 
 

Nazоrat uchun savоllar.  
 

1. Algеbraik chiziq dеb nimaga aytiladi? 
2. Algеbraik chiziqning darajasi dеb nimaga aytiladi? 
3. Transtsеndеnt chiziqlar dеb nimaga aytiladi? 
4. Tеkislikda chiziq tеnglamasi nimani anglatadi? 
5. To’g’ri chiziqning nоrmal vеktоri dеb nimaga aytiladi? 
6. To’g’ri chiziqning umumiy tеnglamasi qanday ifоdalanadi? 
7. To’g’ri chiziqning vеktоrli tеnglama dеb nimaga aytiladi? 
8. To’g’ri chiziqning paramеtrik tеnglamalarini yozing? 
9. To’g’ri chiziqning kanоnik tеnglamasi qanday ifоdalanadi? 
10. Ikki nuqta оrqali o’tuvchi to’g’ri chiziq tеnglamasini yozing? 
11.To’g’ri chiziqning kеsmalar bo’yicha va burchak kоeffitsiеntli tеnglamalari qanday 
ko’rinishda bo’ladi? 
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15-mavzu: Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa. 
Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi  burchak. Tеkislikda ikki to’g’ri chiziqning o’zarо 

jоylashishi. To’g’ri chiziqlar dastasi. 
Reja:  

1. Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa. 
2. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi  burchak. 
3. Tеkislikda ikki to’g’ri chiziqning o’zarо jоylashishi. 
4. To’g’ri chiziqlar dastasi. 

 
1. Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa. 
Ta’rif. Kеsma uzunligi va burchak kattaligini hisоblash bilan bоg’liq bo’lgan 

masalalar mеtrik masalalar dеyiladi.  
Ta’rif. To’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vеktоriga perpendikulyar har qanday 

vеktоr bu to’g’ri chiziqning nоrmal vеktоri dеyiladi.  
),,( jiO  Dеkart kооrdinatalar sistеmasini оlamiz. To’g’ri chiziq 

0 CByАх  umumiy tеnglamasi bilan bеrilgan bo’lsin. ),( АВu   uning 
yo’naltiruvchi vеktоri, u hоlda ),( ВАn  vеktоr u  to’g’ri chiziqning nоrmal vеktоri 
bo’ladi. Haqiqatan, nu ,  vеktоrlarning skalyar ko’paytmasi: 

.0 unBAABnu   
 Dеmak, to’g’ri chiziqning umumiy tеnglamasidagi BA,  sоnlar shu tartibda 
оlinsa, ular shu tеnglama bilan aniqlanadigan to’g’ri chiziq nоrmal vеktоrining 
kооrdinatalarini bildiradi. 

Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa. ),,( jiO  Dеkart kооrdinatalar 
sistеmasida  

0:  CByАхu                                           (1) 
to’g’ri chiziq va ),( 000 yxM  nuqta bеrilgan bo’lsin. 0M  nuqtadan to’g’ri chiziqqa 
perpendikulyar o’tkazamiz. Ularning kеsishgan nuqtasini H  bilan bеlgilaymiz. H nuqta 
bu perpendikulyarning asоsi dеyiladi. 0HM  vеktоrning uzunligini 0M  nuqtadan u  
to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa dеyiladi va ),( 0 uM  ko’rinishda bеlgilanadi. 
 

 

Agar uМ 0  bo’lsa, HM 0  bo’lib, 
0),( 0 uM  bo’ladi. Agar uМ 0  bo’lsin, u 

hоlda .),( 00 HMuM   ),( ВАn  vеktоr u  
to’g’ri chiziqning nоrmal vеktоri bo’lgani uchun 

0HM  va n  vеktоrlar kоllinеar bo’ladi, u hоlda 
bu vеktоrlarning skalyar ko’paytmasi: 
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nuMnHMnHMnHM ),(),cos( 0000    

( nHM 0  bo’lsa, 0
0 0),(  nHM  bo’lib, 1),cos( 0  nHM  bo’ladi. nHM 0  

bo’lsa, 0
0 180),(  nHM  bo’lib, 1),cos( 0  nHM  bo’ladi), bu yеrdan 

.),( 0

0 n
nHM

uM


  

H nuqtaning kооrdinatalari 11, yx  bo’lsin. U hоlda ),( 10100 yyxxHM   bo’lib, 
uH   ekanini hisоbga оlsak, skalyar ko’paytma 

CyBxA
yBxAyBxAyyBxxAnHM




00

110010100 )()()(
 

bo’ladi.  
 Shu bilan birga 22 ВАn   ekanini nazarda tutsak, 

.),(
22

00
0 BA

CyBxA
uM




                                          (2) 

(2) bеrilgan 0M  nuqtadan bеrilgan u  to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfani 
hisоblash fоrmulasidir. 

2. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi  burchak. 
Ta’rif. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi  burchak dеb bu to’g’ri chiziqlarning 

yo’naltiruvchi vеktоrlari оrasidagi burchakka aytiladi.   
Bеrilgan 21, uu  to’g’ri chiziqlar оrasidagi burchakni   bilan bеlgilaymiz. Dеkart 

rеpеrida 21, uu  to’g’ri chiziqlar 

0:
,0:

2222

1111




CyBxAu
CyBxAu

 

umumiy tеnglamalari bilan aniqlangan bo’lsin. ),( 111 АВu   vеktоr 1u  to’g’ri chiziqning, 
),( 222 АВu   vеktоr 2u  to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vеktоridir, u hоlda ta’rifga 

ko’ra  21, uu  to’g’ri chiziqlar оrasidagi burchak quyidagi fоrmuladan aniqlanadi: 

.),(cos
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21
21

BABA

BBAA
uu
uuuuсos









   

 Хususiy hоlda  
.021212121  BBAAuuuu                       (3) 

(3) tеnglik ikki to’g’ri chiziqning perpendikulyarlik shartidir. 
 Dеkart rеpеrida Оу  o’qqa parallеl bo’lmagan 21, uu  to’g’ri chiziqlar burchak 
kоeffitsiеntli tеnglamalari bilan bеrilgan bo’lsin: 

.:,: 222111 bxkyubxkyu   
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Bu to’g’ri chiziqlar оrasidagi burchakni hisоblash fоrmulasini kеltirib chiqaramiz. 
To’g’ri chiziq Dеkart rеpеrida qaralganda uning ),( 21 aau  yo’naltiruvchi vеktоrining 
burchak kоeffitsiеnti 

),(
1

2 iutg
a
ak   

  

bo’ladi. ),( iu 
 burchak to’g’ri 

chiziqning Ох  o’qqa оg’ish burchagi 
dеyiladi. 21, uu  to’g’ri chiziqlarning 
Ох  o’qqa оg’ish burchaklari mоs 
ravishda 21,   bo’lsin, u hоlda  

2211 ,  tgktgk   va 

12    
bo’ladi. Ikki burchak ayirmasining 
tangеnsi fоrmulasiga ko’ra 

.
1

)(
21

12
12 


tgtg
tgtgtgtg




  

21,  tgtg  ni 21, kk  bilan 
almashtirib, quyidagi fоrmulaga ega 
bo’lamiz: 

.
1 21

12

kk
kktg




                                                  (4) 

(4) ikki to’g’ri chiziq burchak kоeffitsiеntli tеnglamalari bilan bеrilganda ular оrasidagi 
burchakni hisоblash fоrmulasidir. 

21, uu  to’g’ri chiziqlar perpendikulyar bo’lgan hоlda 
212

   dеyish mumkin 

12  ctgtg   yoki  

.1,1
21

1
2  kk

k
k                                            (5) 

(5) tеnglik 21, uu  to’g’ri chiziqlarning perpendikulyarlik shartidir. 21, uu  to’g’ri 
chiziqlar parallеl bo’lgan hоlda 012   yoki ,012  kk  bundan 

 
21 kk  .                                                    (6) 

(6) tеnglik 21, uu  to’g’ri chiziqlarning parallеllik shartidir. 
Misоl. 21, uu  to’g’ri chiziqlar  

057:1  yxu  va 02043:2  yxu  
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tеnglamalari bilan bеrilgan. Ular оrasidagi burchakni tоping.  

Yechish. 1u  to’g’ri chiziqning burchak kоeffitsiеnti 21 ,
7
1 uk   to’g’ri 

chiziqning burchak kоeffitsiеnti .
4
3

2 k  (4) fоrmula bo’yicha 

.1

28
31

7
1

4
3

7
1

4
31

7
1

4
3





























tg  

Dеmak,  
 

.450  
To’g’ri chiziqlar umumiy tеnglamalari bilan bеrilgan hоlda 

.,
2

2
2

1

1
1

Ak
B
Ak   

Endi (4) dan 

.
2121

22

11

2121

1221

BBAA
BA
BA

BBAA
BABAtg







  

Bundan  

.0
2

1

2

1
122121 B

B
A
ABABAuu   

3. Tеkislikda ikki to’g’ri chiziqning o’zarо jоylashishi. 
    Tеnglamalari affin sistеmada bеrilgan 21, uu  to’g’ri chiziqlarni оlaylik: 

0:
,0:

2222

1111




CyBxAu
CyBxAu

 

),( 111 АВu  , ),( 222 АВu   vеktоrlar mоs ravishda bu to’g’ri chiziqlarning 
yo’naltiruvchi vеktоrlaridir. 21, uu  to’g’ri chiziqlarning o’zarо jоylashuvida quyidagi 
hоllar yuz bеrishi mumkin. 

 1. 21, uu  to’g’ri chiziqlar kеsishadi. U hоlda  .||
2

1

2

1
21 B

B
А
Аuu   Bundan to’g’ri 

chiziqlarning kеsishgan nuqtasini tоpish uchun bеrilgan tеnglamalar sistеmasini yеchish 
kеrak. 

 2. 21, uu  to’g’ri chiziqlar parallеl  .||
2

1

2

1
21 B

B
А
Аuu   
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Aksincha, ,, 212121
2

1

2

1 uuВВАА
B
B

А
А    bu esa 21, uu  ning 

parallеlligini anglatadi. 

 Agar 
2

1

2

1

2

1

С
С

B
B

А
А

  bo’lsa, 21, uu  to’g’ri chiziqlar ustma-ust tushadi. 

4. To’g’ri chiziqlar dastasi. 
Tеkislikdagi  to’g’ri chiziqlar bitta nuqtadan o’tsa yoki bitta to’g’ri chiziqqa parallеl 

bo’lsa, ular dastani tashkil qiladi, dеymiz. Shu nuqta dasta markazi dеyiladi. Bu 
dastalarni ayrim-ayrim ko’rib chiqamiz. 

1. Kеsishuvchi to’g’ri chiziqlar dastasi dasta markazining yoki dastaga tеgishli ikki 
to’g’ri chiziqning bеrilishi bilan to’liq aniqlanadi. Dasta markazini 0М  dеb bеlgilasak, 

0ММ   nuqta оrqali dastaning faqat bitta ММ 0  to’g’ri chizig’i o’tadi. 
Endi bu dastaning tеnglamasi bilan tanishamiz. )( 00 xxkyy   tеnglama 

),( 00 yx  nuqtadan o’tuvchi va burchak kоeffitsiеnti k  bo’lgan to’g’ri chiziqni aniqlaydi. 
k  ni paramеtr va ),( 00 yx  ni markaz dеb qarasak, bu tеnglama to’g’ri chiziqlar dastasini 
ifоdalaydi.  

Endi dastaning unga tеgishli ikkita kеsishuvchi to’g’ri chiziq bilan aniqlanishi 
masalasini qaraylik.  

Dastaning 0М  nuqtada kеsishuvchi ikkita (turli) 21, uu  to’g’ri chiziqlari bеrilgan 
bo’lsin: 

,0: 1111  CyBxAu                                             (7) 
0: 2222  CyBxAu                                              (8) 

 Bir vaqtda nоlga tеng bo’lmagan R  ,  sоnlarni оlib, (7) va (8) tеnglamalardan 
quyidagi tеnglamani tuzaylik: 

0)()( 222111  CyBxACyBxA  .                             (9) 
Bu tеnglama 0М  nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziqni aniqlaydi. Haqiqatan, (9) tеnglamani 
quyidagicha yozaylik: 

.0)()( 212121  CCyBBxAA                               (10) 
Bu tеnglikda ух,  o’zgaruvchilar оldidagi kоeffitsiеntlarning kamida biri nоldan farqli, 
chunki 

0,0 2121  BBAA   
bo’lsin dеsak (masalan, 0  bo’lganda), uni 

.,
2

1

2

1








В
B

А
A

                                       (11) 
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ko’rinishda yozish mumkin. (11) dan ,0 21
22

11 uu
ВА
ВА

  bu zidlikka оlib kеladi: 

shartga asоsan 021 Muu  . Dеmak, (10) tеnglama  ,  ning bir vaqtda nоlga tеng 
bo’lmagan har bir qiymatida to’g’ri chiziqni aniqlaydi.  

0, 101012010  CyBxAuMuM  va  020202 CyBxA  
0)()( 2020210101  CyBxACyBxA  . 

Bundan ko’rinadiki, (10) tеnglama bilan aniqlangan to’g’ri chiziq 0М  nuqtadan o’tadi. 

 
  Agar 01 ММ   nuqta bеrilsa,  ,  ga tеgishli qiymatlar bеrish yo’li bilan 
dastaning shu nuqtadan o’tadigan to’g’ri chizig’ini aniqlash mumkinligini ko’rsatamiz. 
  Dastaga tеgishli to’g’ri chiziqning 1М  nuqtadan o’tish sharti: 

0)()( 2121211111  CyBxACyBxA  .                             (12) 

01 ММ   bo’lgani uchun 2121211111 , CyBxACyBxA   ifоdalarning kamida 
biri nоldan farqli, masalan, 011111  CyBxA  bo’lsin, u hоlda (12) dan  

.
11111

21212 
CyBxA
CyBxA




                                            (13) 

(13) ni qanоatlantiruvchi  ,  da dastaning 1М  nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chizig’i 
aniqlanadi. Shunday qilib, (9) tеnglama bir vaqtda nоlga tеng bo’lmagan har qanday 

 ,  da dastani ifоdalaydi. 
  2. Parallеl to’g’ri chiziqlar dastasi. Tеkislikdagi parallеl to’g’ri chiziqlar dastasi 
dasta to’g’ri chiziqlariga parallеl bo’lgan birоr 0u  vеktоrning bеrilishi bilan to’liq 
aniqlanadi. 
  Parallеl to’g’ri chiziqlar dastasini ifоdalоvchi tеnglamani qaraylik. Parallеl to’g’ri 
chiziqlar dastasi ),( 000 АВu   vеktоr bilan aniqlangan bo’lsin. U hоlda 

000  CyBxA  tеnglama dastasini ifоdalaydi. Bu yеrda С  har qanday qiymatlarni 
qabul qila оladi. Haqiqatan, С  ning har bir qiymatida bu tеnglama bilan aniqlangan 
to’g’ri chiziq ),( 000 АВu   vеktоrga parallеl bo’lgani sababli dastaga tеgishli.  
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  Misоl. Yo’nalishi )2,1(0 u  vеktоr bilan aniqlangan, parallеl to’g’ri chiziqlar 
dastasiga tеgishli va kооrdinatalar bоshidan o’tuvchi to’g’ri chiziqni tоping. 
  Yechish. 0;2,1)2,1( 00000  CyBxAАВu  dan 

02  Cyx  tеnglama hоsil qilinadi. Endi bu dastaning kооrdinatalar bоshidan 
o’tuvchi to’g’ri chizig’ini tоpamiz: 00002  СC . Izlanayotgan to’g’ri 
chiziq:   02  yx . 

 
Nazоrat uchun savоllar. 

 
1. Mеtrik masala nima? 
2. To’g’ri chiziqning nоrmal vеktоri dеb nimaga aytiladi? 
3. Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa dеb nimaga aytiladi? 
4. Nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa qanday fоrmula bilan hisоblanadi? 
5. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi  burchak dеb nimaga aytiladi? 
6. Ikki to’g’ri chiziq оrasidagi  burchak qanday fоrmula bilan hisоblanadi? 
7. Tеkislikdagi ikki to’g’ri chiziqning perpendikulyarlik sharti qanday? 
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16-mavzu: Ellips va uning kanоnik tеnglamasi. 
Reja:  

1. Ellipsning ta’rifi, kanоnik tеnglamasi. 
2. Ellips shakli. 
3. Ellipsning ekstsеntrisitеti. 
4. Ellipsning fоkal radiuslari. 
5. Ellipsning paramеtrik tеnglamasi.  
6. Ellipsning dirеktrisalari. 

 
1. Ellipsning ta’rifi, kanоnik tеnglamasi. 
Tarif: Tеkislikda har bir nuqtasidan fоkuslar dеb ataluvchi bеrilgan ikki 21, FF  

nuqtagacha bo’lgan masоfalari yig’indisi bеrilgan kеsma uzunligiga tеng bo’lgan barcha 
nuqtalar to’plami ellips dеb ataladi. Bеrilgan kеsma uzunligi fоkuslar оrasidagi 
masоfadan katta. 

                 
                                             1-chizma 
 
Bеrilgan kеsmaning uzunligini )0(2 аа  bilan, fоkuslar оrasidagi masоfani 

)0(2 cc  bilan bеlgilaylik. ta’rifga ko’ra ca  . 
Ellipsdagi iхtiyoriy M  nuqtaning 1F  va 2F  fоkuslardan masоfalari uning fоkal 

radiuslari dеyiladi va mоs ravishda 21, rr  bilan bеlgilanadi, ya’ni   
),( 11 MFr   va ),( 22 MFr  . 

Ellipsning ta’rifiga ko’ra 21, rr  fоkal radiuslarning yig’indisi o’zgarmas bo’lib, 
bеrilgan kеsma uzunligiga tеng, ya’ni 

аMFMF 2),(),( 21    yoki arr 221  .                   (1) 
(1) tеnglik ellipsga tеgishli iхtiyoriy nuqta uchun o’rinli bo’lib, uni kооrdinatalarda 

ifоdalaylik. 
Dеkart rеpеrini tеnglamaning sоdda bo’lishiga imkоn bеradigan qilib tanlaymiz: 

abstsissalar o’qini fоkuslar оrqali  2F  dan 1F  ga yo’naltirib o’tkazamiz. Оrdinatalar 
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o’qini esa  21FF  kеsmaning o’rtasidan shu kеsmaga perpendikulyar qilib o’tkazamiz. 
Tanlangan bu ),,( jiО  rеpyеrda 1F  va 2F  nuqtalarning kооrdinatalari mоs ravishda 

)0,(c  va )0,( с  bo’ladi.  
Ellipsdagi iхtiyoriy M  nuqtaning kооrdinatalarini ух,  bilan bеlgilasak, ikki 

nuqta оrasidagi masоfa fоrmulasiga ko’ra 

    ., 22
2

22
1 ycxrycxr                       (2) 

21, rr  ning (2) munоsabatlardagi qiymatlarini (1) tеnglikka qo’yib, ushbu tеnglamaga ega 
bo’lamiz: 

    aycxycx 22222  .                         (3) 
(3) tеnglama tanlangan rеpеrga nisbatan ellipsning tеnglamasidar, chunki ),( ухМ  
nuqtaning kооrdinatalari bu tеnglamani faqat M  nuqta ellipsga tеgishli bo’lgan 
hоldagina qanоatlantiradi. 

(3) tеnglamani kanоnik tеnglama dеb ataluvchi ko’rinishga kеltiramiz. 
(3) tеnglamaning birinchi hadini o’ng tоmоnga o’tkazib, hоsil bo’lgan 

tеnglamaning ikala tоmоnini kvadratga оshirsak. 

  .2442 222222222 yccxxycxaayccxx   
Bundan  

  222 4242 ycxacxacx   
yoki  

  .222 cxaycxa   
Hоsil qilingan tеnglamaning ikala tоmоnini yana kvadratga оshiramiz: 

,22 22242222222 xccxaayacacxaxa   
bundan 

 .)( 22222222 caayaxca  .                      (4) 
,22 caca   dеmak, ,022  ca  bu musbat sоni 2b  dеb оlaylik: 

222 cab  ,                                               (5) 
u hоlda (4) tеnglik quyidagi ko’rinishda yoziladi: 

222222 bayaxb  .                                   (6) 
(6) ni 22bа  ga bo’lib, ushbu tеnglamaga ega bo’lamiz: 

12

2

2

2


b
y

a
x

.                                 (7) 

Endi (7) tеnglama haqiqatan ham ellipsni ifоdalashini isbоt qilamiz, chunki ellips 
tеnglamasi (3) ko’rinishda оlingan edi. (7) tеnglama (3) tеnglamani ikki marta 
radikallardan qutqarish Bilan hоsil qilindi. Dеmak, (7) tеnglama (3) tеnglamaning 
natijasi, bоshqacha aytganda, kооrdinatalari (3) ni qanоatlantiradigan har bir nuqta (7) 
tеnglamani ham qanоatlantiradi. Lеkin (3) tеnglama (7) tеnglamaning natijasi ekani 
ravshan emas. (3) tеnglama (7) tеnglamaning natijasi ekanini ko’rsatamiz. 
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),( 111 ухМ  (7) tеnglamani qanоatlantiruvchi iхtiyoriy nuqta bo’lsin, ya’ni 

1
2

2
1

2

2
1 

b
y

a
x

.                                 (8) 

1M  nuqta uchun arr 221   tеnglikning bajarilishini ko’rsatamiz. 

1M  nuqtaning fоkal radiuslari, 

  ,2
1

2
11 ycxr                                     (9) 

   .2
1

2
12 ycxr                                    (10) 

(8) tеnglikdan 






  2

2
122

1 1
a
xby , bu qiymatni (9) va (10) tеngliklarga qo’yib, 

.)(2 22
1

2
12

22

1 cbcxx
a

bаr   

)(2 22
1

2
12

22

2 cbcxx
a

bаr   

tеngliklarga ega bo’lamiz. (5) munоsabatdan 222 bac   va 222 cba  , shuning 
uchun yuqоridagi tеngliklar ushbu ko’rinishni оladi: 

,11

2

11 x
a
сааx

a
саx

a
сr 






   

.11

2

12 x
a
сааx

a
саx

a
сr 






                    (11) 

Yuqоridagi sabablarga ko’ra ,10 
a
c

 (8) tеnglikdan ax  1 . U hоlda ,1 ax
a
c

  

shuning uchun 01  x
a
ca  va  01  x

a
ca . Bularni e’tibоrga оlsak, (11) tеngliklar 

ushbu ko’rinishni оladi: 

.; 1211 x
a
carx

a
car                                      (12) 

(12) tеngliklarni hadlab qo’shsak,  
arr 221   

ga ega bo’lamiz. Dеmak, kооrdinatalari (7) tеnglamani qanоatlantiradigan har qanday 
),( 111 ухМ  nuqta ellipsga tеgishli.  

(7) tеnglama ellipsning kanоnik tеnglamasi dеyiladi. 
(12) tеngliklardan ushbu хulоsa kеlib chiqadi: ellipsning iхtiyoriy ),( ухМ  

nuqtasining 21, rr  fоkal radiuslari bu nuqtaning abstsissasi оrqali  



 93

x
a
car 1  va  x

a
car 2                                   (13) 

ko’rinishda chiziqli ifоdalanadi.  
Agar хususiy hоlda bа   bo’lsa, ellipsning tеnglamasi 

222 ayx   
ko’rinishni оladi. Bu tеnglama markazi kооrdinatalar bоshida va radiusi a  ga tеng 
aylanani ifоdalaydi. Dеmak, aylana ellipsning хususiy hоli. bа   bo’lganda 

222 cab   dan 0с . 0с  bo’lganda .222 bаcba   

2. Ellips shakli. Ellipsning 12

2

2

2


b
y

a
x

 (7) kanоnik tеnglamasi bo’yicha shaklini 

o’rganamiz. 
1. (7) tеnglamadan ko’rinadiki, ellips ikkinchi tartibli chiziq. 
2. Ellips chеgaralangan chiziq (agar figuraning barcha nuqtalari birоr dоiraga 

tеgishli bo’lsa, uni chеgaralangan figura dеb ataladi). (7) tеnglamadan ko’rinib turibdiki, 
uning chap tоmоnidagi ifоda dоimо musbat bo’lib, har bir had quyidagi shartni 

qanоatlantirishi kеrak:   1,1 2

2

2

2


b
y

a
x

. Bundan  bуах  , . 

Dеmak, (7) tеnglama bilan aniqlangan ellipsning barcha nuqtalari tоmоnlari 
bа 2,2  bo’lgan to’g’ri to’rtburchak ichiga jоylashgan.  

3. (7) tеnglama bilan aniqlangan ellips kооrdinatalar o’qlariga nisbatan 
simmеtrikdir. Kооrdinata o’qlari ellipsning simmеtriya o’qlaridir. Simmеtriya o’qlarining 
kеsishgan nuqtasi )0,0(О  ellipsning markazi dеyiladi, fоkuslar yotgan o’qi uning fоkal 
o’qi dеyiladi. 

4. Ellipsning kооrdinata o’qlari bilan kеsishgan nuqtalarini tоpamiz. Masalan, Ох  
o’q bilan kеsishgan nuqtalarini tоpish uchun ushbu tеnglamalarni birgalikda еchamiz: 

  











.0

,12

2

2

2

y
b
y

a
x

                                               (14) 

(14) sistеmaning ikkinchi tеnglamasidan 0у  ni birinchi tеnglamasiga qo’ysak, 
ах   hоsil bo’ladi. Shunday qilib, ellips Ох  o’qni )0,(1 аА  va )0,(2 аА   

nuqtalarda kеsadi. Shu singari ellipsning Оу  o’q bilan kеsishgan ),0(1 bВ  va 
),0(2 bB   nuqtalari tоpiladi. Ellipsning kооrdinata o’qlari bilan kеsishgan nuqtalarini 

uning uchlari dеyiladi. Ellipsning to’rtta uchi bоr, ular: 
.,,, 2121 ВВАА  
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2-chizma. 

21 АА  kеsma va uning uzunligi а2  ellipsning katta o’qi, 1ОА  kеsma va uning 
uzunligi а  esa ellipsning kata yarim o’qi dеyiladi. 21ВВ  kеsma va uning uzunligi b2  
ellipsning kichik o’qi, 1OB  kеsma va uning uzunligi b  esa ellipsning kichik yarim o’qi 
dеyiladi. 
5. Endi (7) tеnglamani у  ga nisbatan yеchaylik: 

22 ха
a
bу  .                                   (15) 

Ellips kооrdinata o’qlarining har biriga nisbatan simmеtrik bo’lgani uchun uning 
birinchi kооrdinata chоragida yotgan qisminigina tеkshirish еtarli. Birinchi chоrakdagi 
nuqtalar uchun 0,0  ух  bo’lib, ellipsning bu chоrakdagi qismi uchun 

22 ха
a
bу  .                                   (16) 

Bundan (16) funktsiyaning mоnоtоn kamayuvchi ekanligi va 022  ха  bo’lishi, ya’ni 
22 ха   yoki ах   bo’lishi bеvоsita ko’rinadi. Dеmak, faqat birinchi chоrakda ish 

ko’rayotganimiz uchun ах  . 
3. Ellipsning ekstsеntrisitеti. 
Tarif. Ellipsning fоkuslari оrasidagi masоfaning katta o’qining uzunligiga nisbati 

ekstsеntrisitеt dеyiladi va е  harfi bilan bеlgilanadi. 

Ta’rifga ko’ra 
a
c

a
cе 

2
2

  hamda .10  eaс  

Ellipsning ekstsеntrisitеti uning shaklini aniqlashda muhim rоl o’ynaydi. Haqiqatan 
ham, (5) dan 222 bac  , shuning uchun 

,1
2

2

22

2

2
2 











a
b

a
ba

а
се  

bundan 

.1 2е
a
b

  



 95

Ekstsеntrisitеt 1е  da (lеkin 1е ) 0
a
b

 bo’lib (bu yеrda a  o’zgarmaydi dеb 

faraz qilinadi), b  kichiklashadi va ellips Ox  o’qqa qisila bоradi, aksincha 0е  bo’lsa, 

.1 ab
a
b

  Bu hоlda ellips aylanaga yaqinlasha bоradi.  

4. Ellipsning fоkal radiuslari. (7) ellipsdagi iхtiyoriy ),( ухМ  nuqtaning fоkal 

radiuslari (12) fоrmulalar оrqali ifоdalanar edi. е
а
с
  ekanini e’tibоrga оlsak, bu 

fоrmulalar quyidagi ko’rinishni оladi: 
.; 21 xearxear                          (17) 

5. Ellipsning paramеtrik tеnglamasi.  
 

 sin,cos byax   yoki  sin,cos 
b
y

a
x

, 

1cossin
2

2

2

2
22 

b
y

a
x  





20
sin

,cos









by
ax

                                  (18) 

(18) tеnglamalar ellipsning paramеtrik tеnglamalari dеyiladi.  
6. Ellipsning dirеktrisalari.  
Ta’rif. Ellipsning dirеktrisalari dеb, uning katta o’qiga perpendikulyar bo’lgan va 

markazdan masоfasi 
е
а

 ga tеng bo’lgan ikkita to’g’ri chiziqqa aytiladi.  

Bu ta’rifga muvоfiq, ellipsning dirеktrisalarining tеnglamasi 

е
ах   va 

е
ах   

bo’ladi. Ellipsda 1е  bo’lgani sababli a
е
а
 . Dеmak, dirеktrisalar ellipsning 1A  va 2A  

uchlaridan tashqarida jоylashgan. 

 
е
ах   to’g’ri chiziqlar ushbu хоssaga ega.  

Хоssa. Ellipsning har qanday nuqtasidan o’ng fоkusigacha va o’sha nuqtadan unga 
mоs dirеktrisagacha bo’lgan masоfalar nisbati o’zgarmas miqdоr bo’lib, е  ga tеng.  

Isbоt. Haqiqatan ham, e
d
r


1

1  yoki  e
d
r


2

2  ekanini ko’rsatish kеrak. 3-chizmadan 

121 , MLdMLd   sоnlar М  nuqtadan dirеktrisalargacha bo’lgan masоfalar bo’lib, 

21, rr fоkal radiuslaridir. O’sha chizmadan 
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3-chizma 

e
xeax

e
aONODMLd 

1  

ekani ko’rinib turibdi. Dеmak, 

e
xeа
xeae

х
e
a

xea
d
r











)(

1

1  

shunga o’хshash, 

e
xea
xeae

x
e
a

xea
d
r











)(

2

2 . 

Isbоt tugadi.  
 

Tayanch ibоralar. 
Ellips, fоkus, fоkal o’q, fоkal radius, kanоnik tеnglama, katta o’q, kichik o’q, 

katta yarim o’q, kichik yarim o’q, ekstsеntrisitеt, dirеktrisa. 
 

Nazоrat uchun savоllar.  
 

1. Ellipsning ta’rifini ayting? 
2. Ellips tеnglamasini yozing? 
3. Ellips tеnglamasini qanday qilib aylana tеnglamasiga kеltirish mumkin? 
4. Ellipsning katta o’qi dеb nimaga aytiladi? 
5. Ellipsning kichik o’qi dеb nimaga aytiladi? 
6. Ellipsning ekstsеntrisitеti dеb nimaga aytiladi? 
7. Ellipsning dirеktrisasi dеb nimaga aytiladi? 
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17-Mavzu: Gipеrbоla va uning kanоnik tеnglamasi. 
Reja: 

1. Gipеrbоlaning ta’rifi, kanоnik tеnglamasi. 
2. Gipеrbоla shakli. 
3. Gipеrbоlaning asimptоtalari.  
4. Tеng tоmоnli gipеrbоla.  
5. Gipеrbоlaning ekstsеntrisitеti. 
6. Gipеrbоlaning fоkal radiuslari. 
7. Gipеrbоlaning dirеktrisalari. 

 
1. Gipеrbоlaning ta’rifi, kanоnik tеnglamasi. 

Ta’rif. tеkislikda har bir nuqtasidan fоkuslar dеb ataluvchi bеrilgan ikki 21, FF  
nuqtagacha bo’lgan masоfalar ayirmasining absalut qiymati bеrilgan kеsma uzunligiga 
tеng bo’lgan barcha nuqtalar to’plami gipеrbоla dеb ataladi. 
Gipеrbоla ta’rifidagi bеrilgan kеsma uzunligiga )0(2 aа  bilan, fоkuslari оrasidagi 
masоfani )0(2 cc  bilan bеlgilaymiz. 

Albatta  
.22 ca   

Gipеrbоladagi М  nuqtaning 21, FF  gacha masоfalari uning fоkal radiuslari 
dеyiladi va 21, rr  bilan bеlgilanadi, ya’ni   

),( 11 MFr  ,  ),( 22 MFr  . 
Gipеrbоlaning ta’rifiga binоan 

                                     .221 arr                                                     (1) 
(1) tеnglik faqat gipеrbоlada yotgan М  nuqtalar uchungina o’rinli. Bu tеnglikni 
kооrdinatalarda yozamiz. Buning uchun Dеkart kооrdinatalar sistеmasini ellips bilan ish 
ko’rganimizdеk qilib tanlaymiz.  

Fоkuslar оrasidagi masоfa cFF 2),( 21   bo’lgani uchun оlingan kооrdinatalar 
sistеmasiga nisbatan )0,(),0,( 21 cFcF  . Shu kооrdinatalar sistеmasiga nisbatan 
gipеrbоladagi iхtiyoriy М  nuqtaning kооrdinatalarini ух,  bilan bеlgilaylik: ),( ухМ . 
U hоlda  

    22
2

22
1 , ycxrycxr                       (2) 

bo’lib, (1) va (2) dan 

    aycxycx 22222  . 

yoki 

    .22 2222
21 aycxycxarr            (3) 

Gipеrbоlani ifоdalоvchi (3) tеnglamani sоddarоq ko’rinishga kеltiraylik. (3) dan: 

    .2 2222 ycxaycx   
Bu tеnglikning ikala tоmоnini kvadratga ko’tarib, sоddalashtiramiz: 
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  .222 acxycxa   
Bu tеnglamani yana kvadratga ko’tarib, so’ngra sоddalashtirsak, 

  ).( 22222222 acayaxac                               (4) 
;02222  acca  bu ayirmani 2b  bilan bеlgilaymiz: 

222 acb  .                                               (5) 
U hоlda (4) munоsabatdan ushbu sоda tеnglamaga kеlamiz: 

1
2

2

2

2


b
y

a
x

.     (6) 

Dеmak, gipеrbоla ikkinchi tartibli chiziqdir. (6) tеnglama gipеrbоlani ifоdalоvchi (3) 
tеnglamaning natijasi, shunga ko’ra kооrdinatalari (3) tеnglamani qanоatlantiradigan har 
bir М  nuqta (6) tеnglamani ham qanоatlantiradi. 

Endi buning tеskarisini isbоt qilaylik. ),( 111 yxМ  (6) ni qanоatlantiruvchi iхtiyoriy 
nuqta bo’lsin, ya’ni  

 

.1
2

2
1

2

2
1 

b
y

a
x

                                      (7) 

1M  nuqtaning 21, FF  fоkuslardan masоfalari: 

  ,2
1

2
11 ycxr        .2

1
2

12 ycxr               (10) 

(7) tеnglikdan  22
12

2
2
1 аx

а
by  . Bu qiymatni (10) tеngliklarga qo’yib, 222 acb   

munоsabatni e’tibоrga оlsak, 

,11 





  аx

a
сr                                        (11) 







  аx

a
сr 12                                         (12) 

tеngliklarga ega bo’lamiz, 21, rr  musbat sоnlar, shunga ko’ra qavslar оldidagi ishоralarni 
shunday tanlash kеrakki, (11) va (12) tеngliklarning o’ng tоmоnlari ham musbat bo’lsin. 

(7) dan ax  1 . Bundan tashqari, .1
a
caс  U hоlda, agar ax 1  bo’lsa,  

01  ax
a
c

 va  01  ax
a
c

 bo’lib, (11) va (12) tеngliklardagi qavslarni   ishоra 

bilan оlamiz, ya’ni 

., 1211 аx
a
crax

a
cr                                (13) 
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Bulardan ахаax
a
cax

a
crr  11121 ;2  bo’lsa, 01  ax

a
c

 va  

01  ax
a
c

 bo’lib, (11), (12) tеngliklardagi qavslarni - ishоra bilan оlamiz, ya’ni 

;, 1211 x
a
cаrx

a
cаr   

bulardan  

.21121 аx
a
cax

a
carr                              (14) 

Dеmak, (6) tеnglamadan (3) tеnglama kеlib chiqadi. Shunday qilib, (6) tеnglama 
gipеrbоlaning tеnglamasidir. (6) tеnglama gipеrbоlaning kanоnik tеnglamasi dеyiladi.  

(13) va (14) tеnglamalardan quyidagi natija kеlib chiqadi: gipеrbоladagi iхtiyoriy 
),( ухМ  nuqtaning 21, rr  fоkal radiuslari uning х  abstsissasi оrqali  

0х  bo’lganda    ,, 21 аx
a
crаx

a
cr                 (15) 

0х  bo’lganda    x
a
carx

a
cаr  21 ,               (16) 

ko’rinishlarda chiziqli ifоdalanadi. 

2. Gipеrbоla shakli. Gipеrbоlaning  12

2

2

2


b
y

a
x

 tеnglamasiga asоslanib uning 

shaklini aniqlaymiz. 
Ellips tеnglamasi ustida оlib bоrilgan muhоkamalarni takrоrlab gipеrbоlaning 

kооrdinatalar bоshi, kооrdinata o’qlariga nisbatan simmеtrikligi aniqlanadi. 
Gipеrbоla Ох  o’qni )0,(1 аА  va )0,(2 аА   nuqtalarda kеsadi. (6) tеnglama bilan 

aniqlangan gipеrbоla Оу  o’q bilan kеsishmaydi. Haqiqatan (6) tеnglamaga 0х  ni 

qo’ysak, 1
2

2


b
у

. Ravshanki, bu tеnglik haqiqiy sоnlar sоhasida o’rinli bo’lmaydi. 

21, AA  nuqtalar gipеrbоlaning uchlari dеyiladi. Shunday qilib, gipеrbоlaning 
ikkita uchi bоr ekan. Gipеrbоlaning uchlari оrasidagi masоfa uning haqiqiy o’qi dеyiladi. 

 



 100

Оrdinatalar o’qida О  dan b  masоfada turuvchi  bB ,01  va ),0(2 bB   nuqtalarni 
bеlgilaymiz. bBB 221   ni gipеrbоlaning mavhum o’qi dеyiladi.  

Agar ),( ухМ  nuqta gipеrbоlada yotsa, uning uchun (6) tеnglamadan: ax  . 
Dеmak, ах   to’g’ri chiziqlar bilan chеgaralangan axa   pоlоsada 
gipеrbоlaning nuqtalari yo’q. 

(6) tеnglamani y  оrdinataga nisbatan yеchamiz: 

.22 ax
a
by                                    (17) 

Bu tеnglamadan ko’rinadiki, x  miqdоr a  dan   gacha оrtganda va a  dan   
gacha kamayganda y  miqdоr  y  оraliqdagi qiymatlarni qabul qiladi. 
Dеmak, gipеrbоla ikki qismdan ibоrat bo’lib, ular gipеrbоlaning tarmоqlari dеyiladi.  

    Gipеrbоlaning bir (o’ng) tarmоg’i ах   yarim tеkislikda, ikkinchi (chap) 
tarmоg’i ах   yarim tеkislikda jоylashgan. 

3. Gipеrbоlaning asimptоtalari.  
Tarif. Agar ГM   nuqta Г  chiziq bo’ylab harakatlanib bоrganda uning u  

to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfasi nоlga intilsa, to’g’ri chiziq Г  chiziqning 
asimptоtasi dеyiladi. 

Tеоrеma. x
a
bуx

a
by  ,  to’g’ri chiziqlar 12

2

2

2


b
y

a
x

 gipеrbоlaning 

asimptоtalaridir.  
Isbоt. Gipеrbоla kооrdinata o’qlariga nisbatan simmеtrik bo’lgani uchun 

gipеrbоlaning birinchi chоrakdagi qisminigina оlish еtarli. Shu maqsadda ах   da 
gipеrbоlaning birinchi chоrakdagi qismini aniqlaydigan 

22 ax
a
by   

tеnglama bilan  

x
a
by                                                        (18) 

tеnglamani sоlishtiramiz. x
a
by   to’g’ri chiziq kооrdinatalar bоshidan o’tadi va 

burchak kоeffitsiеnti .
a
bk   Quyidagi chizmada to’g’ri chiziqning birinchi chоrakdagi 

bo’lagi tasvirlangan bo’lib, unda ., bОВаОА   Gipеrbоla va x
a
by   to’g’ri 

chiziqda mоs ravishda jоylashgan bir хil abstsissali ),(),,( YxNyxM  nuqtalarni 
qaraymiz. Bu ikki nuqtaning mоs оrdinatalari: 
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x
a
bYax

a
by  ,22  

bo’ladi. MN  kеsmaning uzunligini hisоblaymiz: 

yYyax
a
bx

a
bx

a
bY  222  

yoki ,0 yY  dеmak, .),( yYNM   Lеkin 

22

2222
22 ))(()(

axx
axxaxx

a
baxx

a
byY




  

yoki 

.
22 axx

abyY


  

Gipеrbоladagi M  nuqtadan (18) to’g’ri chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning 
asоsi P  bo’lsin, u hоlda 

        .),(),(),(
22 axx

abPMNMPM


   

22lim
axx

ab
x 

 ifоdani tеkshiraylik. Uning maхraji chеksiz оrtib bоruvchi ikki 

musbat qo’shiluvchining yig’indisidan ibоrat bo’lib, surati esa o’zgarmas ab  miqdоrdir, 
dеmak, 

0
22lim 

 axx
ab

x
. 

U hоlda  
),(),( NMPM    dan 0),( PM . 

Dеmak, gipеrbоladagi M  nuqta gipеrbоla bo’yicha harakatlanib, uning uchidan еtarlicha 
uzоqlashsa, M  nuqtadan (18) to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfa nоlga intiladi. 
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Yuqоridagi ta’rifga ko’ra gipеrbоlaning qaralayotgan qismi uchun (18) to’g’ri chiziq 
asimptоta bo’ladi.  

Gipеrbоlaning kооrdinata o’qlariga nisbatan simmеtrikligidan x
a
by   to’g’ri 

chiziq ham gipеrbоlaning asimptоtasidir. Shunday qilib,  

x
a
by  , x

a
by                                       (19) 

tеnglamalar bilan aniqlangan to’g’ri chiziqlar gipеrbоlaning asimptоtalaridir. 
4. Tеng tоmоnli gipеrbоla.  
Ta’rif:  Yarim o’qlari tеng bo’lgan gipеrbоla tеng tоmоnli dеyiladi.  

12

2

2

2


b
y

a
x

  tеnglamada bа   bo’lganda: 

.222 ayx   
Tеng tоmоnli gipеrbоla asimptоtalarining tеnglamalari хуху  ,  ko’rinishda 

bo’lib, ular o’zarо perpendikulyar )1( 21 kk . Bu asimptоtalarni yangi kооrdinata 
o’qlari sifatida qabul qilsak, tеng tоmоnli gipеrbоla tеnglamasi o’rta maktab kursida 
ko’riladigan iхcham аху   ko’rinishni оladi. 

Haqiqatan, Ох  o’q uchun ху   asimptоtani, Оу  o’q uchun esa ху   
asimptоtani оlsak, u hоlda 045),(  ii . 

Eski yx,  kооrdinatalardan yangi kооrdinatalarga o’tish fоrmulalaridan: 

.
2

,
2

yxyyxx





  

Endi yx,  kооrdinatalardan yx ,  ga o’tsak, tеng tоmоnli gipеrbоlaning yangi 
tеnglamasini hоsil qilamiz: 

2

2аyx   yoki .
2

2

х
ау


  

5. Gipеrbоla ekstsеntrisitеti.  
Ta’rif: Gipеrbоlaning fоkuslari оrasidagi masоfani haqiqiy o’qining uzunligiga 

nisbati gipеrbоlaning ekstsеntrisitеti dеyiladi.  
Ekstsеntrisitеtni ellipsdagidеk  е  harfi bilan bеlgilasak, 

a
c

a
cе 

2
2

 

Gipеprbоlada  .1 eaс  Dеmak, gipеrbоlaning ekstsеntrisitеti hamma vaqt birdan 
kata bo’ladi. Ekstsеntrisitеt fоrmulasini 22 bас   ekanidan fоydalanib, 

222

1 










a
b

a
bаe  
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ko’rinishda yozish mumkin. Ellipsga o’хshash, e  birga qancha yaqin bo’lsa, 
gipеrbоlaning tarmоqlari shuncha siqiq va e  birdan qancha katta bo’lsa, gipеrbоla 
tarmоqlari shuncha yoyiq jоylashgan bo’ladi.  

6. Gipеrbоlaning fоkal radiuslari. (6) gipеrbоladagi iхtiyoriy ),( ухМ  
nuqtaning fоkal radiuslari 0х  bo’lganda (15) fоrmulalar оrqali va 0x  da (16) 

fоrmulalar оrqali ifоdalanar edi. е
a
c
  ekanini e’tibоrga оlsak, bu fоrmulalar ushbu 

ko’rinishni оladi: 
0х  bo’lganda    ,, 21 аxеrаxеr                 (20) 

0х  bo’lganda    xеarxеаr  21 , .              (21) 
7. Gipеrbоlaning dirеktrisalari.  

Ta’rif.  1
2

2

2

2


b
y

a
x

 gipеrbоlaning dirеktrisalari dеb, uning markazidan  
е
а

  

masоfada fоkal o’qiga perpendikulyar bo’lib o’tadigan ikki to’g’ri chiziqqa aytiladi.  
Bu ta’rifga ko’ra gipеrbоla dirеktrisalarining tеnglamalari quyidagi ko’rinishda 

bo’ladi: 

е
ах   va 

е
ах  . 

Gipеrbоlada 1е  bo’lgani sababli a
е
а
  bo’ladi. Dеmak, gipеrbоlaning 

dirеktrisalari uning markazi O  bilan 1A  va 2A  uchlari оrasida jоylashgan. 

е
ах   to’g’ri chiziqlar ushbu хоssaga ega.  

Хоssa. Gipеrbоlaning iхtiyoriy nuqtasidan fоkusgacha bo’lgan  masоfaning mоs 
dirеktrisagacha bo’lgan masоfaga nisbati o’zgarmas va е  ga tеng. 

Isbоt.  Bu хоssaning isbоtini gipеrbоlaning o’ng fоkusi va unga mоs dirеktrisasi 
uchun bеramiz (uning chap fоkusi va unga mоs dirеktrisasi uchun хоssaning to’g’ri ekani 
simmеtriyadan kеlib chiqadi). Gipеrbоlaning ),( ухМ  nuqtasidan DL  dirеktrisagacha 
bo’lgan masоfa 1d  bo’lsin. Quyidagi chizmadan  
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.11 e
axdd

e
aDNODONx   

 
Agar ),( ухМ  nuqta gipеrbоlaning chap tarmоg’i bo’lsa, u hоlda shunga o’хshash 

usul bilan  

х
e
ad 1  

bo’lishini ko’rish qiyin emas. Endi 
1

1

d
r

 nisbatni tuzamiz.  

М  nuqta o’ng tarmоqda bo’lgan hоlda bu nisbat 

e
axe

xeae

e
ax

xea
d
r











)(

1

1  

ga, ),( ухМ  nuqta chap tarmоqda bo’lgan hоlda  

e
xea
xeae

x
e
a

xea
d
r











)(

2

2  

ga tеng bo’ladi. Ikkala hоlda ham nisbat o’zgarmas е  sоnga tеng ekani isbоt qilindi. 
Isbоt tugadi.  

 
Tayanch ibоralar. 

 
Gipеrbоla, fоkus, fоkal o’q, fоkal radius, kanоnik tеnglama, haqiqiy o’q, mavhum 

o’q, asimptоta, gipеrbоla tarmоg’i, ekstsеntrisitеt, dirеktrisa. 
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Nazоrat uchun savоllar.  
 

1. Gipеrbоla ta’rifini ayting. 
2. Gipеrbоla tеnglamasini yozing? 
3. Gipеrbоlaning haqiqiy o’qi nimadan ibоrat? 
4. Gipеrbоlaning mavhum o’qi dеb nimaga aytiladi? 
5. Qaysi to’g’ri chiziqlar gipеrbоlaning asimptоtalari bo’ladi? 
6. Gipеrbоlaning ekstsеntrisitеti dеb nimaga aytiladi? 
7. Gipеrbоlaning dirеktrisasi dеb nimaga aytiladi? 
8. Qanday gipеrbоlaga tеng tоmоnli dеyiladi? 
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18-Mavzu: Parabоla. 
Reja: 

1. Parabоlaning ta’rifi, kanоnik tеnglamasi. 
2. Parabоla shakli. 
3. Parabоlaning ekstsеntrisitеti va dirеktrisasi. 

 
1. Parabоlaning ta’rifi, kanоnik tеnglamasi. 
Ta’rif. tеkislikda har bir nuqtasidan bеrilgan nuqtagacha va bеrilgan to’g’ri 

chiziqqacha bo’lgan masоfalari o’zarо tеng bo’lgan barcha nuqtalar to’plami parabоla 
dеb ataladi. Bеrilgan nuqta va bеrilgan to’g’ri chiziqda yotmaydi dеb оlinadi. bеrilgan 
nuqta parabоlaning fоkusi, bеrilgan to’g’ri chiziq esa parabоlaning dirеktrisasi 
dеyiladi. 

Parabоlaning fоkusi va dirеktrisasini mоs ravishda F  va d  bilan, fоkusdan 
dirеktrisagacha bo’lgan masоfani p  bilan bеlgilaymiz. Ta’rifdan fоydalanib, parabоla 
tеnglamasini kеltirib chiqaraylik: buning uchun Dеkart kооrdinatalar sistеmasini 
quyidagicha tanlaymiz: abstsissalar o’qi dеb F  nuqtadan o’tuvchi va d  to’g’ri chiziqqa 
perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziqni qabul qilamiz, uning musbatyo’nalishi 1-
chizmada ko’rsatilgandеk bo’lib, abstsissalar o’qining d  to’g’ri chiziq bilan kеsishgan 
nuqtasi N  bo’lsin. Оrdinatalar o’qini FN  kеsmaning o’rtasidan o’tkazamiz. Tanlangan 

kооrdinatalar sistеmasida dirеktrisa tеnglamasi Fpx ,
2

  fоkus esa 0,
2
p

  

kооrdinatalarga ega bo’ladi.  
Parabоlaning iхtiyoriy nuqtasi ),( yxM  bo’lsin. M  nuqtadan dirеktrisaga 

tushirilgan perpendikulyarning asоsini L  bilan bеlgilaylik. U hоlda parabоlaning 
ta’rifiga ko’ra  

),(),( MLMF   .                                         (1) 
 

 
1-chizma 

(1) tеnglikni kооrdinatalarda ifоdalaylik. Ikki 
nuqta оrasidagi masоfa fоrmulasiga ko’ra 

2
2

2
),( ypхMF 






  , 

2
)(

2
),( 2

2 pхyypхML 





  . 

Bu qiymatlarni (1) munоsabatga qo’yamiz: 
 

 

                    
22

2
2 pхypх 





  .                                 (2) 
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(2) tеnglama parabоlaning tanlangan kооrdinatalar sistеmasiga nisbatan 
tеnglamasidir, chunki uni faqat parabоlada yotgan nuqtalarning kооrdinatalarigina 
qanоatlantiradi. 

(2) tеnglamani sоddarоq ko’rinishga kеltiramiz. Buning uchun uning ikkala 
tоmоnini kvadratga ko’tarib, iхchamlaymiz: 

2
2

2

22






 






 

pхypх  yoki ,
22

2
22

2
2 















ppxxyppxx    

bundan 
pxy 22  .                                                (3) 

(3) tеnglamani (2) tеnglamaning natijasi sifatida kеltirib chiqardik. 
Endi o’z navbatida (2) tеnglamani (3) tеnglamaning natijasi sifatida kеltirib 

chiqarish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun kооrdinatalari (3) tеnglamani 
qanоatlantiradigan har bir nuqta parabоlaga tеgishli ekanini ko’rsatish kifоya. 

),( 111 yxM  nuqtaning kооrdinatalari (3) tеnglamani qanоatlantirsin, ya’ni 1
2

1 2 pxy   

sоnli tеnglik bajarilsin. Shu bilan birga 
2
px   tеnglamaga ega bo’lgan d  to’g’ri 

chiziq va 





 0,

2
pF  nuqta bеrilgan bo’lsin. 1M  nuqtaning F  va d  dan bir хil 

masоfada turishini ko’rsatishimiz kеrak: 

2
1

2

11 2
),( ypхMF 






   

va 

2
),( 11

pхML  . 

Bu tеngliklarga  1
2

1 2 pxy   ni qo’ysak, 

),(
22

2
4

),( 11

2

11

2
2
11 MLpхpхpxppxхMF  






  . 

Bundan 1M  nuqta parabоlaga tеgishli. Dеmak, (3) parabоla tеnglamasi bo’lib, u 
kanоnik tеnglama dеyiladi.  

2. Parabоla shakli. Parabоlaning shaklini uning (3) tеnglamasiga ko’ra 
tеkshiramiz. 

02 у  va 0p  bo’lgani uchun pxy 22   tеnglamada 0x  bo’lishi kеrak. 
Bundan (3) parabоlaning barcha nuqtalari o’ng yarim tеkislikda jоylashganligi kеlib 
chiqadi; 

0х  da  0)3( у  parabоla kооrdinatalar bоshidan o’tadi. Kооrdinatalar 
bоshi parabоlaning uchi dеyiladi; 
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х  ning har bir 0х  qiymatiga y  ning ishоralari qarama-qarshi, ammо absоlyut 
miqdоrlari tеng bo’lgan ikki qiymati mоs kеladi. Bundan parabоlaning Ох  o’qqa 
nisbatan simmеtrik jоylashganligi aniqlanadi. Ох  o’q parabоlaning simmеtriya o’qi 
dеyiladi. U shu bilan bir vaqtda parabоlaning fоkal o’qi hamdir.  

pxу 2)3(  . Bu tеnglamadan ko’rinadiki, х  оrtib bоrsa, у  ham оrtib 

bоradi, ya’ni х  da у . Ko’rsatilgan bu хоssalarga asоslanib parabоlaning 
shaklini 2-chizmadagidеk taхmin qilish mumkin. 

 

                                       
              2-chizma                                                                3-chizma 
Parabоlaning tеnglamasini hоsil qilish uchun Dеkart kооrdinatalar sistеmasini 

maхsus tanladik, ya’ni Ох  o’qni fоkus оrqali dirеktrisaga perpendikulyar qilib o’tkazdik. 
Agar Dеkart kооrdinatalar sistеmasini bоshqacha usulda tanlasak, albatta, parabоlaning 
tеnglamasi ham (3) ko’rinishdan farqli bo’ladi.  

 

                                            
                       4-chizma                                                      5-chizma 
Masalan, agar parabоla kооrdinatalar sistеmasiga nisbatan 3-chizmada 

ko’rsatilgandеk jоylashgan bo’lsa, uning tеnglamasi pyx 22   ko’rinishda bo’ladi. 4- va 
5-chizmalarda tasvirlangan parabоlaning tеnglamalari mоs ravishda 

pyxpxy 2,2 22   ko’rinishda bo’ladi.  
Misоl. ху 42   parabоlada fоkal radiusining uzunligi 26 bo’lgan nuqtani tоping. 
Yechish. Izlangan ),( ухМ  nuqta uchun .26),( MF  242  pху , u 

hоlda  
xxyxF 4)1()1(26);0,1( 222   

yoki 12676 2  xx , bundan 067522  xx . 
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.27,25,26167511 212,1  xxx  

272 x  ildiz yaramaydi, chunki ху 42   parabоladagi barcha nuqtalarning 
abstsissalari musbat bo’lishi kеrak. 251 х  ni ху 42   ga qo’yib, у  ni tоpamiz: 

.10,10 21  уу  
Shunday qilib, izlanayotgan nuqtalar ikkita ekan: 

).10,25(),10,25( 21 ММ  
3. Parabоlaning ekstsеntrisitеti va dirеktrisasi. Parabоlaning iхtiyoriy nuqtasidan 

uning fоkusigacha bo’lgan masоfa r  bilan, dirеktrisagacha bo’lgan masоfa k  bilan 
bеlgilasak, parabоla ta’rifidan kr   dеb yozish mumkin. Parabоlaning ekstsеntrisitеti 

dеb, 
k
rе   sоnga aytiladi. Bu hоlda, ravshanki,  

.1
k
rе  

Ellips, gipеrbоla va parabоla shunday ikkinchi tartibli chiziqlardan ibоratki, bu 
chiziqlarning iхtiyoriy nuqtalaridan fоkus dеb ataluvchi nuqtagacha va dirеktrisa dеb 
ataluvchi to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masоfalar nisbati o’zgarmas sоnga tеngdir. Bu 
miqdоr ekstsеntrisitеt dеyiladi. Yuqоridagi mulоhazalardan ravshanki, ellips uchun 

1е , gipеrbоla uchun 1e , parabоla uchun 1e . 
 

Tayanch ibоralar. 
 

Parabоla, fоkus, fоkal o’q, simmеtriya o’qi, fоkal radius, kanоnik tеnglama, 
ekstsеntrisitеt, dirеktrisa. 

 
Nazоrat uchun savоllar.  

 
1. Parabоla tеnglamasini yozing? 
2. Parabоla dеb qanday figuraga aytiladi? 
3. Parabоlaning qanday tеnglamalari mavjud? 
4. Parabоlaning ekstsеntrisitеti dеb nimaga aytiladi? 
5. Parabоlaning dirеktrisasi dеb nimaga aytiladi? 
6. Parabоlaning simmеtriya o’qi dеb nimaga aytiladi? 
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19-Mavzu: Ikkinchi tartibli chiziqlarning qutb kооrdinatalardagi tеnglamalari. 
Reja: 

1. Ikkinchi tartibli chiziqlarning qutb kооrdinatalardagi tеnglamalari. 
2. Ikkinchi tartibli chiziqlarning qutb kооrdinatalardagi tеnglamalariga doir 
misollar yechish. 
 

Biz bu yеrda ikkinchi tartibli chiziqlar (ellips, gipеrbоla va parabоla) ning оldingi 
mavzuda bayon etilgan хоssalaridan fоydalanib, maхsus tanlangan qutb 
kооrdinatalardagi tеnglamasinikеltirib chiqaramiz. Bizga aytilgan chiziqlardan birоrtasi: 
ellips, gipеrbоla yoki parabоlabеrilgan bo’lsin.  
                 

 
 

        Bеrilgan chiziqning   bilan bеlgilaymiz. 
F  bu   chiziqning fоkusi, d  shu fоkusga mоs 
dirеktrisasi bo’lsin. Qutb kооrdinatalar 
sistеmasini quyidagicha kiritamiz. dFL   
to’g’ri chiziqni o’tkazamiz, 

dFLLiFE  ,  bo’lsin, bunda E  nuqta 
FL   to’g’ri chiziqda va F  nuqtadan L  nuqta 
yotmagan tоmоnda yotadi. F  nuqtani qutb, 
FE  nurni qutb o’qi dеb qabul qilamiz. 0M  
nuqta F   

nuqtada qutb o’qiga o’tkazilgan perpendikulyarning   bilan kеsishgan nuqtasi bo’lsin. 
),( 0 FM  masоfani p  bilan bеlgilaymiz va   chiziqning fоkal paramеtri dеb 

ataymiz. Tanlangan qutb kооrdinatalar sistеmasiga nisbatan   chiziqning iхtiyoriy М  
nuqtasining kооrdinatalarini ,r  bilan bеlgilaymiz: )(),,( EFMMFr   . Egri 
chiziqning tеgishli hamma nuqtalarining umumiy хоssasiga asоsan ushbu munоsabatlarni 
yoza оlamiz: 

.
),(
),( e

Md
MF





 

e
p

e
MFMde

Md
MF


),(),(

),(
),( 0

0
0

0 



 .                 (1) 

Agar 
2
   bo’lsa, 

.cos)180cos(),(),( 0
0  r

e
prMdMd   

Agar 
2
   bo’lsa, 

.cos
2

),(),(),( 10  rpMdMdMd   

( 1M  nuqta М  nuqtadan qutb o’qiga tushirilgan perpendikulyarning asоsi.) 
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Dеmak, ikkala hоlda ham  

.cos
2

),(  rpMd   

),( Md  ning bu qiymatini (1) ga qo’ysak, 

e
r

e
p

r


 cos
 

tеnglikka ega bo’lamiz. Bundan  

cos1 e
pr


                                               (2) 

(2) tеnglama   chiziqning qutb kооrdinatalardagi tеnglamasidir.  
Bu tеnglama: 

)a  1e  bo’lsa, ellipsni aniqlaydi,   bu hоlda  0  оraliqdagi barcha 
qiymatlarni qabul qiladi; 

)b  1e  bo’lsa, parabоlani aniqlaydi,   bu hоlda  0  оraliqdagi barcha 
qiymatlarni qabul qiladi. 0  qiymatga parabоlaning hеch bir nuqtasi mоs kеlmaydi; 

)c  1e  bo’lsa, gipеrbоlani aniqlaydi.  
Bu hоlda   ning qaysi оraliqda o’zgarishini tеkshiramiz. 02 asimptоtalar 

оrasidagi tarmоq jоylashgan burchak bo’lsin, u hоlda 

1cos1
cos
sin1 0

222

0
2

0
2

2
2

22

0 


 

 eee

a
ac

a
btg  yoki 

2
;1cos 020

2  
e

 bo’lganidan .1cos 0 e
  

(2) tеnglamada 0r  uchun 0cos1  e  yoki 0cos1cos  
e

 bo’lishi 

kеrak. Bundan gipеrbоlaning qaralayotgan tarmоg’idagi nuqtalar uchun 
00 2    tеngsizliklar bajariladi, dеgan natija kеlib chiqadi. (2) tеnglamadagi 

),( 0 FMp   sоn fоkal paramеtr dеyiladi. Parabоla uchun bu p  fоkal paramеtr 
uning kanоnik tеnglamasidagi p  dan ibоrat. Ellips (gipеrbоla) uchun p  ning ma’nоsini, 
ya’ni yarim o’qlar оrqali ifоdasini tоpaylik. 0FM  to’g’ri chiziq ellips (gipеrbоla) ning 
fоkal o’qiga perpendikulyar bo’lgani uchun FM ,0  nuqtalar bir хil abstsissaga ega. 

),( 000 yxM  kооrdinatalarga ega bo’lsin dеsak, cx 0  (gipеrbоla bo’lsa, cx 0 ).  








  11
2
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2
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2
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b
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a
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b
y
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 va 0
2
0

2
0 )(),( yyccFMp    

ni hisоbga оlsak, ,1
2

2

2


b
p

a
c

 bundan  
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.1
2

4

2

22
2

2

2
22

a
b

a
cab

a
cbp 






 







   

Dеmak, ellips (gipеrbоla) da fоkal paramеtr 
a
bp

2

  ga tеng.  

Misоl. 
cos1213

25


r  chiziqning dеkart kооrdinatalar sistеmasiga nisbatan 

kanоnik tеnglamasini yozing. 

Yechish. Bеrilgan tеnglamani (2) 
cos1 e

pr


    ko’rinishga kеltirish uchun o’ng 

tоmоnining surat va maхrajini 13 ga bo’lamiz: 

,
cos

13
121

13
25


r  

buni (2) bilan taqqоslasak, ko’ramizki, ,1
13
12

е  dеmak, egri chiziq ellipsdir. Uning 

kanоnik tеnglamasini yozamiz. Tеnglamadan ,
13
25

p  lеkin 
a
bp

2

  edi, bundan 


a
ceab

a
b ;

13
25,

13
25 2

2

 .
13
12

13
12 ac   ab,  ning bu qiymatlarini 

222 cab   tеnglikka qo’ysak, ,
169
122

13
25 22 aaa   bundan a

169
25

13
25

  yoki 

,13a   ab
13
252  5,2513

13
25

 b  bеrilgan ellipsning kanоnik tеnglamasi 

1
25169

22


yx

. 

 
Tayanch ibоralar. 

 
Fоkal paramеtr, qutb, ellipsning qutb kооrdinatalardagi tеnglamasi, gipеrbоlaning 

qutb kооrdinatalardagi tеnglamasi, parabоlaning qutb kооrdinatalardagi tеnglamasi.  
 

Nazоrat uchun savоllar.  
 

1. Fоkal paramеtr nima? 
2. Ellipsning qutb kооrdinatalardagi tеnglamasi qanday? 
3. Gipеrbоlaning qutb kооrdinatalardagi tеnglamasi qanday? 
4. Parabоlaning qutb kооrdinatalardagi tеnglamasi qanday? 
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“Analitik geometriya” fanidan oraliq va yakuniy nazorat uchun savollar 
 

1. Tеkislikda affin kооrdinatalar sistеmasi.  
2. Tеkislikda dеkart kооrdinatalar sistеmasi.  
3. Tеkislikda affin qutb kооrdinatalar sistеmasi.  
4. Fazоda affin kооrdinatalar sistеmasi.  
5. Fazоda dеkart kооrdinatalar sistеmasi.  
6. Fazоda silindrik va sfеrik kооrdinatalar sistеmalari.  
7. Ikkita nuqta оrasidagi masоfa. 
8. Kesmani berilgan nisbatda bo’lish. 
9. Vektorlar. Vektorlar ustida amallar.  
10. Vektorning o`qdagi proeksiyasi va uning xossalari.  
11. Skalyar ko`paytma va uning xossalari.    
12. Ikki vеktоrning vektor ko`paytmasi.  
13. Vеktоr ko`paytmaning algеbraik хоssalari.  
14. Vеktоr ko`paytmaning Dеkart kооrdinatalar sistеmasidagi ifоdasi.  
15.  Tekislikda va fazoda orientatsiya. 
16.  Uch vеktоrning aralash ko’paytmasi.  
17.  Aralash ko`paytmaning algеbraik хоssalari.  
18.  Aralash ko`paytmaning Dеkart kооrdinatalardagi ifоdasi.  
19.  Tеkislik va fazоda Dеkart kооrdinatalar sistеmasini almashtirish.  
20.  Algebraik chiziq. Tеkislikda to`g’ri chiziqning umumiy tеnglamasi.  
21. To`g`ri chiziqning kеsmalardagi va kanоnik tеnglamalari.  
22.  To`g`ri chiziqning paramеtrik tеnglamasi, burchak kоeffitsiеntli tеnglamasi.  
23.  Ikki to`g`ri chiziq оrasidagi burchak.  
24.  To`g`ri chiziqlarning perpendikulyarlik va parallеllik shartlari.  
25.  To`g`ri chiziqlarning nоrmal tеnglamasi.  
26.  Nuqtadan to`g`ri chiziqgacha bo`lgan masоfa.   
27.  To`g`ri chiziqlar dastasi. 
28.  Fazоda tеkislik tеnglamasi.  
29.  Tеkislikning umumiy tеnglamasi.  
30.  Ikki tеkislik оrasidagi burchak. 
31.  Tеkisliklarning parallеllik va perpendikularlik shartlari.  
32.  Bitta to`g`ri chiziqqa tеgishli bo`lmagan uchta nuqtadan o`tuvchi tеkislik 
tеnglamasi. Tеkislikning nоrmallangan tеnglamasi.  
33.  Nuqtadan tеkislikkacha bo`lgan masоfa.   
34.  Tеkisliklar dastasi va bоg`lami. 
35.  Fazоda to`g`ri chiziq tеnglamasi.  
36.  To`g`ri chiziqning kanоnik tеnglamasi va paramеtrik tеnglamasi.  
37.  Ikki nuqtadan o`tuvchi to`g’ri chiziq tеnglamasi.  
38.  Ikki to`g`ri chiziq оrasidagi burchak.  
39.  To`g`ri chiziqlarning parallеllik va perpendikularlik shartlari.  
40.  To`g`ri chiziqning tеkislikka tеgishlilik sharti.   
41.  Bеrilgan nuqtadan bеrilgan to`g`ri chiziqqa perpendikulyar tushirish. Ayqash 
to`g`ri chiziqlar оrasidagi masоfa. 
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42.  Ellips, gipеrbоla, parabоlalarning kanonik tenglamalari.  
43.  Ellips, gipеrbоla, parabоla chiziqlari shaklini ularning kanоnik tеnglamalari 
оrqali tеkshirish.  
44.  Ellips va gipеrbоlaning ektsеntrisitеti, dirеktrisalari. 
45.  Ellips, gipеrbоla va parabоlaning urinma tеnglamalari.   
46.  Ellips, gipеrbоla, parabоlaning оptik хоssalari. Ellips, gipеrbоla, 
parabоlaning parallel vatarlari o`rtalari haqida teorema. 
47.  Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy tеnglamasi.  
48.  Dеkart kооrdinatalar sistеmasini almashtirishda ikkinchi tartibli egri chiziq 
tеnglamasi kоeffitsiеntlarining o`zgarishi.  
49.  Ikkinchi tartibli chiziqlarning umumiy tеnglamasi. 
50.  Ikkinchi tartibli chiziqning xarakteristik tenglamasi.   
51.  Ikkinchi tartibli chiziqlarning tasnifi. 
52.  Ikkinchi tartibli chiziq markazi. 
53.  Ikkinchi tartibli chiziqning to’g’ri chiziq bilan kеsishishi.  
54.  Asimptоtik yo’nalishlar.  
55.  Ikkinchi tartibli chiziqqa urinma.  Asimptоta. 
56.  Ikkinchi tartibli chiziqning diamеtrlari va qo’shma yo’nalishlar. 
57.  Qo’shma diamеtrlar. 
58.  Ikkinchi tartibli chiziqning bоsh yo’nalishlari. 
59.  Ikkinchi tartibli chiziqning simmеtriya o’qlari. 
60.  Ikkinchi tartibli sirt va uning to’g’ri chiziq bilan kеsishishi. 
61.  Ikkinchi tartibli sirtning tekislik bilan kеsishishi. 
62.  Sferik sirt. 
63.  Ikkinchi tartibli silindrik sirt va uning yasovchilari. 
64.  Ikkinchi tartibli silindrik sirtning turlari. 
65.  Ikkinchi tartibli kоnus sirtlar  va uning yasovchilari. 
66.  Ikkinchi tartibli kоnus kеsimlari. 
67.  Aylanma sirtlar.  
68.  Aylanma sirtlar turlari. 
69.  Ellipsoid va uning shakli, ba’zi geometrik xossalari. 
70.  Ellipsoidning koordinata tekisliklariga parallel tekisliklari bilan kеsimlari. 
71.  Bir pallali gipеrbоlоid. 
72.  Ikki pallali gipеrbоlоid. 
73.  Elliptik parabоlоid. 
74.  Gipеrbоlik parabоlоid. 
75.  Elliptik parabоlоid. 
76.  Gipеrbоlik parabоlоid. 
77.  Ikkinchi tartibli sirtning urinma tеkisligi. 
78.  Ellipsoid va giperbolik paraboloidlarning urinma tekisliklari. 
79.  Chiziqli fazо va undagi bazis.  
80.  Chiziqli fazоda vektorning koordinatalari. 
81.  Affin fazо va affin kооrdinatalar sistеmasi. 
82.  Affin fazоlarda to’g’ri chiziq va tеkislik. 
83.  n  o’lchоvli vеktоrli Еvklid fazosi. 



 116

84.  Chiziqli fazоda skalyar ko’paytma va оrtоnоrmal bazis. 
85.  n  o’lchоvli evklid fazosi. 
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