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KIRISH
1. Ishning umumiy tavsifi

0.1.1. Mavzuning dolzarbligi. Plyuripotensiallar nazariyasi yoki kompleks
potensiallar nazariyasi (dd Cu)” — Monj-Amper operatoriga asoslangan va zamonaviy

matematikaning asosiy yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi. Kuchsiz m —sh funksiyalar
sinfida potensiallar nazariyasi plyuripotensiallar nazariyasining keyingi rivojlanish
bosqichida yuzaga keldi va A.Sadullayev hamda B.Abdullayevlar tomonidan
o‘rganildi. Hozirda matematikaning bir gator yo‘nalishlarida muvaffagiyat bilan
qo‘llanilmoqda. Kuchsiz m —sh funksiyalar sinfi subgarmonik va plyurisubgarmonik
funksiyalar sinflari orasidagi sinf bo‘lgani bois bu soha kompleks potensiallar
nazariyasida alohida obekt sifatida mutaxassislar e’tiborida bo‘lib kelmoqda. Bu

sinfda Dirixle masalasini o‘rganish dolzarb hisoblanadi.

1.2. Ishning maqsadi. Kuchsiz m — sh funksiyalar sinfida Dirixle masalasining

yechimga egaligini o ‘rganish.

1.3. Ishning vazifalari. Polidoirada kuchsiz m —sh funksiyalar uchun Dirixle

masalasini o‘rganish

1.4. Tadqiqot obekti. Kuchsiz m — sh funksiyalar, plyurisubgarmonik

funksiyalar.
1.5. Tadqiqot predmeti. Dirixle masalasi.

1.6.Tadqiqot usullari. Ko‘p kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi va

kompleks potensiallar nazariyasi usullari.

1.7.Tadqiqot natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur

ishning asosiy natijalari yangi.



1.8.Tadqiqot natijalarining amaliy ahamiyati va tadbiqi. Olingan natijalar va
usullar funksiyalar nazariyasining keyingi rivojlanishida va kompleks analizning

tadbiqglarida qo‘llanilishi mumkin.

1.9. Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda

adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo‘limlardan tuzilgan.

2. Ishning mazmuni

Dissertatsiya ishining birinchi bobi tayanch ma’lumotlarga bag’ishlangan bo‘lib,
unda subgarmonik funksiyalar, tekislikda va fazoda Dirixle masalasi, Dirixle

masalasini yechishning Perron usuli keltiriladi.

Dissertatsiya ishining ikkinchi bobida m- subgarmonik va kuchsiz m-

subgarmonik funksiyalarning xossalari batafsil o‘rganiladi.

Dissertatsiya ishining uchinchi bobi kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar
sinfida Dirixle masalasi deb nomlanib, unda kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar va
plyurisubgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle masalasi o‘rganiladi. Ushbu bobning
birinchi bo‘limida kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle masalasi

o‘rganilgan bo‘lib, quyidagi asosiy teoremalar keltiriladi.

3.1.1.-Ta’rif. Agar wu(z) € m —wsh(D) funksiva uchun D C C" sohada

m — wsh  funksiyalar sinfida maksimum prinsipi  bajarilsa, ya’'ni agar

vEm—wsh(D): lirﬁ) (u(z) —v(2)) > 0 munosabat bajarilishidan Nz € D uchun

u(z) > v(z) tengsizlik kelib chigsa, u holda u(z) funksiya D sohada maksimal
Sfunksiya deyiladi.

3.1.1-teorema. Agar D C C" —gqat’iy mw-qavariq soha bo‘lsa, u holda bu

sohada Dirixle masalasi istalgan chegaraviy o € C(0D) funksiya uchun yechimga



ega bo'ladi. Aniqrog'i, w(z)=sup{u(z):uecUWU(p,D)} funksiva maksimal,

uzluksiz w € m —wsh(D) N C’(E) bolib, limw(z) =¢(£), € 0D tenglik

=€
bajariladi.
3.1.2-teorema. Agar D C C" —regulyar soha va ¢ € C(OD) funksiya
gandaydir w € m — wsh(D) :E—I)rgl w(z) =¢(&), £ € 0D funksiyaning izidan iborat
bo‘lsa, u holda w(z) funksiva w(z)= sup{u(z):u e WU(p,D)} maksimal, uzluksiz
w € m —wsh(D)N C’(E) bo'lib, w |, = ¢ tenglik bajariladi.
Uchinchi bobning ikkinchi bo‘limida polidoirada plyurisubgarmonik

funksiyalar uchun Dirixle masalasi o‘rganilib, unda quyidagi asosiy natijlar

1sbotlanadi.

3.2.2-teorema. U C C" birlik polidoira va T C U uning ostovi bo ‘Isin. U

holda ixtiyoriy — ¢(§) € C(T) uchun (dd“u)" = 0, u‘T = (&) Dirixle masalasi

yagona u € Psh(U)N C(U), u‘T = (&) yechimga ega.

3.2.3 - teorema. U C C" birlik polidoira va G=0NU, bu yerda O— 0U ning
yetarlicha kichik atrofi bo‘lib, ¢(z)e C(G) bolsin. U holda ixtiyoriy (&) € C(9U)

uchun (dd‘u)" =0, u‘aU = () Dirixle masalasi yagona

u € Psh(U) N C(E), u‘ = (&) yechimga ega.

oUu

Uchinchi bobning uchinchi bo‘limida polidoiradagi Dirixle masalasi kuchsiz
m —subgarmonik funksiyalar sinfida ko‘rib chiqiladi. Unda asosiy natija quyidagi

teoremadir.

U(p,D) = {u € m —wsh(D): limu(z) < ¢},

z2—0D



sinfni qaraymiz.

3.3.1 - teorema. U C C" birlik polidoira va G=0NU, bu yerda O—- 0oU
ning yetarlicha kichik atrofi bo‘lib, go(z) e C(G) bo'lsin. U holda m —wsh
Sfunksiyalar sinfida Dirixle masalasi yechimga ega, ya'ni

w(z)=sup{u(z):ueUpD)} funksiya maksimal, uzluksiz

w € m —wsh(D) N C’(E) bolib, w |, = ¢ tenglik bajariladi.



I bob. Dirixle masalasi
1.1. Subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari.

Faraz qilaylik, D C R" sohada aniglangan lokal integrallanuvchi

u: D — [—00,+00)

funksiya berilgan bo‘lsin, u € L}

loc

(D).
Agar bu funksiya quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(z) yuqoridan yarim uzluksiz:

Vz? € D uchun lim wu(z) < u(z?)

z—1x°

(bundan wu(z) funksiyaning D ga tegishli ixtiyoriy kompaktda yuqoridan

chegaralanganligi kelib chigadi);

2) har bir z° € D nuqta uchun shunday r(z°) > 0 topiladiki, r < r(z°)

uchun

f u(z)do (1.1.1)

" S(z%r)
u holda u(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya deyiladi.

Subgarmonik funksiyalar sinfi Sh(D) kabi belgilanadi. Kelgusida qulaylik
uchun biz trivial u(z) = —oo funksiyasi ham D da Sh(D) ga tegishli deb qaraymiz.

Endi subgarmonik funksiyalarning xossalarini keltiramiz:

a) subgarmonik funksiyalarning musbat koeffitsientli chiziqli kombinatsiyasi

subgarmonik funksiya bo‘ladi:



u,(z) € Sh(D), a, € R (k=12..m) =
= auy(7) + ayuy(7) + ... +a, u, () € SK(D) ;

b) chekli sondagi subgarmonik funksiyalarning maksimumi subgarmonik

funksiya bo‘ladi:

u (2),u9(2),...,u,, (x) € SKH(D) =
= max{u(z),uy(2),...,u, ()} € Sh(D) ;

v) monoton kamayuvchi subgarmonik funksiyalar ketma — ketligining limiti

subgarmonik funksiya bo‘ladi:

u;(@) € Sh(D) ,  wi@) Zu;y(2) (G=12.)=

= lim u,(z) € SW(D) ;
J—00
g) tekis yaqinlashuvchi subgarmonik funksiyalar ketma-ketligi subgarmonik

funksiyaga yaqinlashadi:

u;(z) € SH(D) (k =1,2,3,...), uj(x) —"

, w(z) =u(z) € SK(D)

d) Maksimum prinsipi. Agar u(z) € Sh(D) funksiya biror z° € D nuqtada

o‘zining maksimumiga erishsa, ya’ni

u(z°) = sup u(x) (1.1.2)
zeD

bo‘lsa, u holda u(z) = const bo‘ladi.
Isboti. Ushbu

M ={zeD:uz) = u@z’)}



to‘plamni qaraylik. u(z) funksiyaning yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lganligidan va

(1.1.2) shartdan M to’plamning D da yopiqligi kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan, ixtiyoriy p € M uchun (1.1.1) formulaga ko‘ra

ue”) = up) < —— [ o <u(a®), 1 <r(p),

bo‘ladi. Bu munosabatdan U‘S(pr)z u(z®), ya’ni p ning B(p,r(p)) atrofida

u(z) = u(z®) bo‘lishini ko‘ramiz. Bu esa M to‘plamning D da ochiq ekanligini

ko‘rsatadi. Demak, M = D.

e) Agar ¥(z) € Sh(D), wu(zx)€ H(D) funksiyalar uchun S(z°,r) CC D

sferada
I g< ulg
bo‘lsa, u holda B(z°,r) sharda ¥(z) < u(x) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
e) — xossadan quyidagi muhim hulosaga kelamiz. Faraz qilaylik,
¥(z) € Sh(D)NC(D)

berilgan bo‘lib, B(z°,r) CC D bo‘lsin. Ushbu

u@) = [ AyP@y)doly) z € Ba'.r) ,
S(z°,r)

Puasson integralini qaraylik. u(z) € h(B) , U‘S: 19‘ g bo‘lib, e) — xossaga ko‘ra

B = B(z°r) da ¥(z) < u(z) bo‘ladi. Uzluksiz funksiyalar uchun isbotlangan bu



xossa ixtiyoriy ¢ € Sh(D) uchun ham o‘rinlidir: ¥(z) < u(z) va deyarli barcha

z € § lar uchun ¥(z) = wu(z) o‘rinlidir;

J) Aytaylik, u(x) € Sh(D) funksiya va z° € D nugta berilgan bo‘lsin. Ushbu

m(z®,r) = L f u(x)do
Jnrn—l ;
S(z",r)
va
1
n(z’,r) = f u(z)dV,
vt -
B(z°,r)

bunda V " miqdor B(z°,r) ning hajmi, integrallarni (o°rta giymatlarni) qaraylik.
1.1.1-teorema. Faraz gilaylik, u(z) € Sh(D) va u(x) # —oo bo Isin. U holda

ixtiyoriy z° € D uchun

u(xo) < n(z%r) < m(z°r), n(z’r)>—00 , 0<r < p(z®,0dD),

tengsizliklar o rinli bo ‘ladi. Bundan tashqari, agar r monoton kamayib nolga intilsa,
unda n(x°,r) va m(x°,r) o rta giymatlar monoton kamayib, u(z°) ga intiladi.

1.1.1-teoremadan ushbu muhim natijaga ega bo‘lamiz: D C R" sohada

subgarmonik wu(x) = —oo funksiya D da lokal integrallanuvchidir, ya’ni ixtiyoriy

B cC D uchun f u(x)dV integral mavjuddir;
B

Z) subgarmonik funksiya D sohaning har bir nuqtasida uzilishga ega
bo‘lishi mumkin. Ayni paytda, quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.
1.1.2-teorema.  Agar u(z) € Sh(D) bo‘lsa, u holda shunday monoton

to ‘plamlar



0
D;,CD;,CD, Ule:D
j:

ketma — ketligi va shunday monoton kamayuvchi funksiyalar
u;(z) € SMD;) N C™(D;), j=123,...

ketma — ketligi mavjudki,

u(z) = lim u,(z) (z € D)

J—00
bo ‘ladi.
Isboti. Ushbu

1

2
K(z) ={ce 1-]a] agar ‘x‘ <1 bo'lsa;
0 agar ‘x‘ >1 bo'lsa.

funksiyani qaraylik. Bu funksiya C°°(R") sinfga tegishli bo‘lib, uning salmog‘i
suppK(z) = B(0,1) dir. Endi K(z) ning ifodasidagi o‘zgarmas ¢ ni shunday tanlab

olamizki,

f K(z)dV =1

Rn

bo‘lsin. u(z) # —oo deb, bu yadro yordamida ushbu

ug(z) = N f u(y)K[u}dV , 60>0 , (1.1.3)
6n|y—ﬂ§6 0

integralni qaraylik. ug(z) funksiyasi

Ds ={x € D: p(z,0D) < 6}



ochiq to‘plamda aniqlangan bo‘lib, z € Dy da

U5($)=6inﬁ/; U(y)K[yédeV=ﬁfn u(z + 6y) K(y)dV

bo‘ladi. Keyingi tenglikdagi birinchi integral C>°(Dy) sinfga, ikkinchi integral esa

Sh(Dy) sinfga tegishli bo‘ladi. Binobarin,
ug(x) € Sh(Dg) N C*(Dy).

u(r) ning subgarmonik funksiya ekanligidan, ug ning 6 | 0 da, monoton

kamayuvchi bo‘lishligi va

f K(z)dV =1

Rn
tenglikdan, wug(x) ning u(x) ga intilishini topamiz.

i) Subgarmonik funksiyalar umumiy holda C? sinfga tegishli bo‘lmasligidan,

Aw - Laplas operatorini fagat umumlashgan funksiya sifatida garash mumkin bo‘ladi:
Au(g) = [udre, ¢ € F(D).
1.1.3-teorema. Har qanday u(z) € Sh(D), wu % —oosubgarmonik funksiya

uchun umumlashgan ma’noda Awu > 0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni ixtiyoriy
¢ € FD), ¢ >0 uchun qu¢ > 0 munosabat o ‘rinlidir.

Jumladan, u(z) funksiya C? sinfga tegishli bo‘lib, u subgarmonik bo‘lsa,

2 2
w € Sh(D)N C2(D), uholda Au = 2% 4+ .+ 2% 5 ¢ gir
89[;% x>

n



Yugqorida keltirilgan teoremaning aksi ham o‘rinli: agar umumlashgan funksiya

% uchun

Aug)= [udo >0, peFD), >0,

munosabat bajarilsa, u holda u subgarmonik funksiya bo‘ladi;

k) F.Riss teoremasi. Har qanday wu(z)é€ Sh(D), u # —oo, funksiya

olinganda ham D sohada shunday musbat o‘lchov p mavjudki, ixtiyoriy DY cc D
soha uchun
u(x) = f K(zx — y)d,uy + upo(2) (1.1.4)
DO
bo‘ladi, bunda v (z) € H (D) va
1
—ln‘x‘, agarn = 2 bo'lsa

27
K(z) = 1 1

_(n —2)o ' ‘x‘n—Q

, agar n. > 2bo'lsa.

Eslatib o‘tamiz, K(z) funksiyasi Laplas tenglamasining fundamental yechimidir:
AK(z) = 6(x) bo‘lib, bu yerda §(x) - Dirakning umumlashgan funksiyasi,
bod(x)=¢0), ¢ € FR"). 6 ga massasi z = 0 da bo‘lgan birlik o‘lchov
(zaryad) mos keladi.

F. Riss teoremasini isbotlashda Aw ning musbat funksionalligidan foydalaniladi.

Ma’lumki, har bir musbat funksional biror g o‘lchovni aniqlaydi:

Auod = f¢dﬂ , ¢ € F(D). 1/, cheklio’lchov bo‘lib,

Oa)= [ K@ —y)p
Do



integral mavjuddir. Ayni paytda, AK(z —y) = 6(z — y) ligidan, AY = p, ya’ni

f IAGdV = fqbd,u, Vo € F(DY),
bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Bundan ushbu

® o (z) = u(z) — I(z)

ayirma uchun  Aw,, = 0 bo‘lishi, ya’ni u,, ning DY sohada garmonik funksiya

D

ekanligi kelib chiqadi.

I) Agar u(z) € Sh(D) bo‘lsa, u holda ¢*) € Sh(D) dir.

z) — xossaga ko‘ra, wu(r) funksiyasini Sh va C°° funksiyalar bilan

yaqinlashtirish mumkin. Shundan kelib chiqib, qaralayotgan xossani

u(z) € SKH(D)N C*(D) funksiyalar uchun isbotlash yetarlidir. Bu holda

2

> 0 ekanligini ko‘rish qiyin emas.

Xuddi shunday quyidagi xossa ham o‘rinlidir.
m). Agar u(z) € Sh(D), wu |,< 0 bo‘lsa, uholda —In[—u(z)]€ Sh(D) dir.
Polyar to‘plamlar. Aytaylik, D soha va undagi biror F to‘plam berilgan

bo‘lsin: £ C D.
Agar shunday w(z) € Sh(D), u(z) # —oo funksiya mavjud bo‘lsaki,

Vz € F da u(z) = —oco tenglik bajarilsa, E to‘plam D sohada polyar to ‘plam

deyiladi.

Polyar to‘plamlar quyidagi xossalarga ega bo‘ladi:

a) ixtiyoriy D C R sohada polyar to‘plam butun R’ da ham polyar to‘plam
bo‘ladi, ya’'ni

u(z) € SK(D), u(xz) # —o0, u|p= —00



bo‘lsa, u holda shunday ¥(z) € Sh(R") funksiya topiladiki,
¥(z) # —o0 , ¥ |p= —00
bo‘ladi;
b) sanoqli sondagi polyar to‘plamlar yig‘indisi polyar to‘plam bo‘ladi: £, F,...

o
polyar to‘plamlar bo‘lsa, £ = U Ej ham polyar to‘plam bo‘ladi;
j=1

v) E ning polyar to‘plam bo‘lishi uchun, uning tashqi Nyuton sig‘imi
capF = 0 bo‘lishi zarur va yetarli;
g) agar F polyar to‘plam bo‘lsa, uning Xausdorf o‘lchovi

H

2n_QJrg(E) =0, e > 0, bo‘ladi va, aksincha, agar H, ,(E) < oo

bo‘lsa, E polyar to‘plam bo‘ladi;
d) subgarmonik funksiyalar nazariyasida yuqoridan lokal tekis chegaralangan

funksiyalar sinfi muhim rol o‘ynaydi: agar har bir z" € D nugta uchun shunday

atrof B(z",7) CC D va shunday M konstanta topilsaki, {u,} € Sh(D) sinfdan
olingan har bir u_ (z) funksiya ushbu

u,(r) <M (z € B r))
tengsizlik bajarilsa, {u,} sinfga D da yuqoridan lokal chegaralangan subgarmonik

funksiyalar sinfi deyiladi. Ravshanki, qaralayotgan {u,} sinfuchun

u(r) = supu, (z)

funksiya mavjud va u D dan olingan har bir kompakt K CC D da yuqoridan
chegaralangandir. Agar bu funksiya yuqoridan yarim uzluksiz bo‘lsa, uning
subgarmonik bo‘lishligini isbotlash qiyin emas. wu(z) funksiya yuqoridan yarim

uzluksiz bo‘lmasa, unda, odatda quyidagi regulyarlash operatsiyasi qaraladi, ya’ni



v (z) = lim  sup wu(y) = lim u(y).
r—0 yeB(x,r) y—o

Bunda u*(:r;) funksiya w(x) ning regulyarlangan funksiyasi deyiladi.

Regulyarlangan u*(x) funksiya yuqoridan yarim uzluksiz bo‘ladi.
1.1.4-teorema. Yugoridan lokal chegaralangan subgarmonik funksiyalarning

ixtiyoriy sinfi {u, } uchun
u'(z) € Sh(D)
bo'lib, N={ze€D: u(z)<u (z)}toplam D da polyar to‘plam bo ladi, bunda

u(r) = supu, ().

a

Shuningdek, quyidagi teorema ham o‘rinli.

1.1.5-teorema. Faraz gilaylik,
u;(2) € SM(D) ,j=123,..

yuqoridan lokal chegaralangan subgarmonik funksiyalar ketma-ketligi bo ‘lib,

u(z) = lim u(x) bo ‘Isin. U holda v’ (z) € Sh(D) bo ‘lib,

j—oo 7

N={zeD: ulz)<u (z)}toplam D da polyar toplam bo ladi.

1.2. Tekislikda doira uchun Dirixle masalasi.
Chegarasi Jordan chizig‘idan iborat bir bog‘lamli D < C soha va 0D chegara
ustida uzluksiz u funksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani D ga garmonik davom
qildirish talab qilinadi, ya’ni D da garmonik, D da uzluksiz va 8D da berilgan

funksiya bilan ustma — ust tushuvchi funksiyani topish talab qilinadi.

Masalani yechish:



a) Yagonaligi. Dirixle masalasi ikkita turli yechimga ega emasligini

ko‘rsatamiz. O‘z navbatida u,va u, ikkita yechim mavjud bo‘lsin. U holda

ularning u, —u, =v ayirmasi D da garmonik, D da uzluksiz va 6D da nolga teng.

Agar v D da minimum va maksimumga D da erishsa, ekstremum prinsipiga ko‘ra
D da v=const bo‘ladi, uzluksizligiga ko‘ra D da ham v=const. 6D da v=0
ekanligidan D da v=0 kelib chiqadi. Agar bu ikkita qiymatga 6D chegarada erishsa,
u holda yana D da v=0 kelib chigadi.

b) Doiragacha soddalashuv. Dirixle masalasi U ={z|<1} birlik doira uchun
yechilgan deb faraz qilamiz va bu holda U chegarasi Jordan chizig‘idan iborat
bo‘lgan bir bog‘lamli D soha uchun ham yechilishini ko‘rsatamiz. O‘z navbatida,
Riman teoremasiga ko‘ra va chegaralar mosligi prinsipiga ko‘ra D da uzluksiz
davom qiluvchi f:D—U konform akslantirish mavjud. oD chegarada u uzluksiz
funksiya berilgan bo‘lsin. 60U chegarada v=uo "' qiymatni beramiz va v orqali bu
qiymatni U da garmonik davom qildiramiz (farazga ko‘ra u mavjud). U holda
v=uo f funksiya (garmonik funksiya va konform akslantirishning superpozisiyasi

sifatida) garmonik funksiyaning konform akslantirishiga nisbatan invariantligi

xossasiga ko‘ra D da garmonik bo‘ladi. D da uzluksiz va oD da uo o f=u, ya’'ni
D uchun Dirixle masalasi yechimga ega.

v) Doira uchun yechim. Dirixle masalasi birlik doirada » chegaraviy qiymat
bilan yechimga ega bo‘lsin. Birlik doirada haqiqiy qismi bu masala yechimini
ifodalaydigan golomorf funksiyani quramiz. Bu funksiya U uzluksiz ham bo‘lsin deb

faraz qilamiz. U holda istalgan z e U nuqtada Koshi formulasiga ko‘ra

1
j&

f(z):z—m_aug_zdf (12.1)



o‘rinli, (1.2.1) ni o‘ng qismini shunday o‘zgartiramizki, uning haqiqiy qismi faqat oU
da ma’lum Re f =u qiymatni gabul qilsin. Buning uchun :z” Loy ga nisbatan
z

simmetrik nuqtani olib Koshi teoremasidan foydalanamiz.

f(é)

= j (1.2.2)

va (1.2.2) dan (1.2.1) ni ayiramiz. |¢|=1 ligidan &=¢" deb olish mumkin va
dé =ie"dt =i&dt

va bundan tashqari

dan

(—H)

f(E)——d
I ‘1 §Z

ga ega bo‘lamiz. Bu yerda haqiqiy qismini ajratib Puasson formulasi deb ataluvchi
quyidagi formulani olamiz:

1-7°

t
r* —2rcos(t— @) +1

u(z) = i Ju) (1.2.3)

bu yerda  z=re” Puasson formulasining o‘ng qismi 6D chegarada u qiymat
berilgan bo‘lsa ma’lum qiymat qabul qiladi.

U da aniglangan » funksiya doira uchun Dirixle masalasani yechimi bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Bundan oldin, Puasson integrali yadrosi

1-72

Ple.z )_E1—2rcos(t—go)+r

ni

T B I B

TP s (1.2.4)

ko‘rinishda yozish mumkinligini ta’kidlaymiz. Haqiqatdan,



E+z e’ +re” e’ (" +r) B

Re =Re— > = Re————
E—z e" —re? e’ (""" —r)

ReSOSU—@) Fisin(t—@)+r o ()" =r) _
cos(t — @) +isin(t — @) —r @ —r) e —r)
1—re' " 4 pe 79 _ )2

Re

1= 7P — pomi=0) 4 42
_Re 1-(r cos(t — @)+ risin(t — @)) + rcos(t — @) — tisin(t — @) — r°
1-2rcos(t — @) +r’

1 r —2rzs1n(t—go) 1-7°

1 2rcos(t— @) +r’ C1- 2rcos(t— @) +r’
Shuning uchun Puasson integrali bilan aniqlanuvchi funksiya U da golomorf

§+Z

f(z )—— j u(S); (1.2.5)

funksiyaning haqiqiy qismini ifodalaydi va U da garmonik bo‘ladi. (1.2.5) ning

golomorfligini integral ostida differensiallash orqali ko‘rsatish mumkin.

flz+az)-f(z) 17 3 Eu(é)
= S _g=== d
az Ju = n! E—2PE—z22)

Bu yerdan az — 0 da chap qism nolga intiladi, ya’ni £ (z) mavjud.

Endi ixtiyorty £ €0U ga U ning nuqtalari bo‘ylab intiluvchi z larda u(z)
qiymat u(&) ga intilishini ko‘rsatish kerak. u =1 funksiya Dirixle masalasining

u=1 chegaraviy qiymatga ega bo‘lgan yagona yechimidir va u Puasson formulasi

bilan kiritilgan xossani qanoatlantiradi. Bundan
2z
[ P2y =1 (1.2.6)
0

Shu bilan birga £ #& ,zeU da
lir?P(g,z) =0 (1.2.7)



Bu yaqinlashish & bo‘yicha & nugtani biror atrofini 0z ichiga olmaydigan istalgan
y€oU vyoyda tekis bajariladi. Bu (1.2.4) dan ko‘rinadi. (1.2.6) ga asosan u ning
qiymati va uning

z>E =€

dagi faraz qilingan limiti orasidagi farq

27 27
a= [w(GPE Ddt —u(E) = [ (&)~ u(€ )P, 2)dt (1.2.8)
0 0
&>0 ni tayinlaymiz va u(&) ning & nuqtada uzluksizligidan & >0 ni shunday
tanlaymizki, | —¢ |< 25 da
(&) —u(&)|<e (12.9)
bo‘lsin
7 ={568U:‘t—to‘£25}
va

7, =0U\y,
deb belgilaymiz hamda (1.2.8) dagi integralni y, va y, yoylar bo‘yicha integrallarga
ajratamiz. Ulardan birinchisi uchun (1.2.9) ga ko‘ra istalgan ze U da
2

[[(&) — @) P&, 2)dt) < e[ P(&,2)dt < | P(&,2)dt =& (1.2.10)

4 " 0
ni hosil qilamiz. Endi z=re” deb olamiz va ‘go —to‘ <0 deb hisoblaymiz. (1.2.7) ga
ko‘ra shunday g, O0<g@<1 topiladiki P(&,z) >¢ tengsizlik barcha ey, va
‘go - to‘ <0,1>r>1-p ni ganoatlantiruvchi z lar uchun bajariladi. Shuning uchun
rasmda shtrixlangan sohadagi barcha z lar uchun

j (u(&) —u(&))P(&, z)di| < 2M j P(E,2)dt <2Me2r (1.2.11)

72 72

bu yerda



M = max‘u(é)‘

EeoU

(1.2.10) va (1.2.11) ni qo‘shib barcha ze G uchun  |A|<(1+47zM)e ni olamiz.

Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik.
1.2.1-teorema. D [ bir bog‘lamli Jordan sohasining chegarasida uzluksiz
ixtiyoriyu  funksiyani D ga yagona tarzda garmonik davom gqildirish mumkin.

Xususan, birlik doira uchun bu masala Puasson integrali bilan yechiladi

17 -7’
u(z)=—~1\u dt
(2) 2 -([ (5)1—2rcos(t—go)+r2
bu yerda
z=re’,E=¢"
{‘z‘ <R} doira uchun Puasson integrali
1 2 RZ _ r2
u(z):z—ju(aj) _ —dt
T R*—2Rrcos(t—@)+r

ko ‘rinishida bo ‘ladi, bu yerda

z=re”,E=Re" ;

1.3. Dirixle masalasini yechishning Perron usuli

D C R" - ixtiyoriy chegaralangan soha bo‘lsin. u(z) € C*(D)n 0(5) funksiya har

bir x € D uchun Auwu(z)=0 Laplas tenglamasini va “‘ap = o(z) chegaraviy shartni

qanoatlantirsin. Bunday u = u(z) funksiya topish masalasi Laplas tenglamasi uchun
qo‘yilgan Dirixle masalasi deyiladi va u(z) funksiyaga Dirixle masalasining klassik
yechimi deb aytiladi. Endi shu ixtiyoriy chegaralangan soha uchun Dirixle
masalasining klassik yechimining mavjudligi haqidagi masalani garab chigamiz.
Bunda biz shar uchun Dirixle masalasining yechilishi va maksimum prinspiga
asoslangan subgarmonik funksiyalarning Perron usulidan keng foydalanamiz. Bu usul
bir qator qulayliklarga ega bo‘lib, masala yechimining chegara atrofidagi xarakterni
o‘rganishdan ajralgan holda olib qaraladi. Hamda usul ikkinchi tartibli elliptik
tenglamalarning umumiyroq sinflari uchun ham soddagina umumlashtiriladi.



C? (D) sinfga qarashli supergarmonik va subgarmonik funksiyalarning ta’rifini

uzluksiz funksiyalar uchun quyidagicha ham umumlashtirish mumkin. B cc D shar
va B da garmonik ixtiyoriy  A(x)  funksiya uchun OB  da

u(x) < h(x) (u(x) > h(x))tengsizlik o‘rinli ekanligidan shu u(x) < A(x) (u(x) < h(x))
tengsizlikni B da ham o‘rinli ekanligi kelib chigsa, u holda u(x) funksiya D sohada

subgarmonik  (supergarmonik)  funksiya deyiladi. Uzluksiz =~ subgarmonik
funksiyalarning quyidagi xossalarini ko ‘rsatish mumkin.

1) D sohada uzluksiz u(x) subgarmonik funksiya uchun maksimumning
kuchli prinsipi o‘rinlidir, ya’ni agar D chegaralangan sohada v(x) supergarmonik
funksiya va D da v(x)>u(x) bo‘lsa, u holda butun D sohada v(x)>u(x) yoki
v(x)=u(x) bo‘ladi. Bu yerda v(x) supergarmonik funksiya va u(x) subgarmonik

funksiyalar D da uzluksiz deb qgaraladi.

Oxirgi xulosani isbot qilish uchun teskarisini faraz qilamiz. U holda biror

x"eD  nuqta uchun (u- v)(xo) =sup(u(x)-v(x))=M >0 va shunday bir
xeQ

B= B(xo) shar topilib, 6B da u va v larga mos ravishda teng bo‘lsin. U holda

M > sup(;(x) —;(x)) > (;—;)(xo) > (u —v)(xo) =M

xe0B

va shunga ko‘ra bu formulada tengsizlik belgilarini tenglik belgisi bilan almashtirish
mumkin. Garmonik funksiyalar uchun maksimumning kuchli prinspiga ko‘ra, B da

u—v =M bolgani uchun u—v =M ekanligi éBkelib chiqadi. Bu esa B sharning
tanlanishiga ziddir. Demak, 1) xossa o‘rinli ekan.

2) Dsohada u(x) funksiya subgarmonik va B shar shu D sohaning ichida
qat’iy joylashgan (kompakt joylashgan), ya'ni Bcc D bo‘lsin. u orqali B da
garmonik bo‘lgan va 0B da u(x) funksiyaning qiymati ortadi. Puasson integrali bilan

berilgan funksiyani belgilaymiz. Bu funksiya uchun 8B da u =u bo‘ladi. D sohada
B ga nisbatan u funksiyaning garmonik qirqimini

L_l(x), xeB

U(X)_{u(x) xeD\B



tenglik bilan aniqlaymiz. U(x) funksiya D sohada subgarmonik funksiya bo‘ladi.
Haqiqatdan ham, D sohadagi ixtiyoriy B'cc D shar va B' harda A(x) garmonik
funksiya bo‘lib, xe0B da h(x)>U(x) tengsizlikni ganoatlantirsin. u(x)<U(x)
tengsizlik B' da o‘rinli bo‘lgani uchun u(x)<A(x) tengsizlik ham, B' da o‘rinli va
shunga ko‘ra U(x) < h(x) tengsizlik xe B \ B da ham o‘rinli. Lekin U(x) funksiya
B da garmonik. Shuning uchun, maksimum prinspiga ko‘ra, U(x) < h(x) tengsizlik

B' dao‘rinl bo‘ladi, ya’ni D sohada U(x) subgarmonik funksiyadir.

3) D sohada u (x),u,(x),...,u,(x) subgarmonik funksiyalar bo‘lsin. U holda

u(x) = max {u, (x),u,(x),...,u (x)} funksiya ham D sohada subgarmonik funksiyadir.

Bu xossa bevosita subgarmonik funksiyaning ta’rifidan kelib chiqadi.
supergarmonik funksiyalar uchun shunga o‘xshash xossalarni xosil qilish uchun 1),
2), 3) xossalarda u(x) funksiyani —u(x) funksiya bilan almashtirish kerak.

D - chegaralangan soha, ¢(x)- esa 0D da chegaralangan funksiya bo‘lsin. Agar D
da uzluksiz bo‘lgan u(x) - supergarmonik funksiya 6D da u(x)<¢(x) tengsizlikni
qanoatlantirsa, ¢(x) ga nisbatan subfunksiya deyiladi. Xuddi shunga o‘xshash D da
uzluksiz bo‘lgan u(x)- supergarmonik funksiya 0D da wu(x)>¢@(x) tengsizlikni

qanoatlantirsa, ¢(x) ga nisbatan superfunksiya deyiladi.

Maksimum prinspiga ko‘ra, har bir subfunksiya ixtiyoriy superfunksiyadan
kichik yoki teng bo‘ladi.

Xususan, 1naf2 #(x) dan oshmaydigan (sup@(x) dan kichik bo‘lmagan)

xedQ

o‘zgarmas funksiya subfunksiya (superfunksiya) bo‘ladi. (/)(x) funksiya uchun barcha
subfunksiyalar to‘plami S, orqali belgilaymiz.

Perron usulining asosiy natijasi quyidagi teoremada jamlangan.

1.3.1-teorema. u(x) = sup v(x) D sohada garmonikdir.
v(x)eS,

Isbot: ~ maksimum  prinspiga ko‘ra ixtiyoriy v(x)eS, funksiya

v(x) <sup@(x)tengsizlikni gqanoatlantiradi. Shunga ko‘ra, u(x) funksiya butun D da

xeQ



aniglanadi. y e D ixtiyoriy tayinlangan nuqta bo‘lsin. U(x) funksiya aniqlanishi
1

bo‘yicha shunday bir {v,(x)} <, ketma — ketlik mavjud bo‘lib, v, (y)— u(y)
bo‘ladi.v (x) ni max(vn(x), inf ¢(x)) bilan almashtirib, {v,(x)} ketma — ketlikni

chegaralangan deb xisoblash mumkin. Endi R sonni B=B,(y) cc D bo‘ladigan
qilib tanlaymiz va V, (x) orqali B ga nisbatan V (x) funksiyaning garmonik qismini
belgilaymiz. U holda V,(x) € S,, V,(y) = u(y) bo‘ladi, hamda {vn (x)} qismiy ketma
— ketligi topilib, p <R radiusli ixtiyoriy B, (y) sharda v(x) garmonik funksiyaga
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. B da v(x) <u(x) va v(y)=u(y) tenglik o‘rinli. Endi
Bda v(x)=u(x) ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, biror ze B nuqtada

v(z)<u(z) bo‘lsin. U holda shunday bir ues , funksiya mavjud bo‘lib,
v(z) <u(z)o‘rinli bo‘ladi. wk(x):max(&(x),rfnk (x)) deb belgilab, bu funksiyaning
W, garmonik qismini olsak, oldin xosil qilganimizdek {Wk} ketma — ketlikning biror
qismiy ketma — ketligi w garmonik funksiyaga yaqinlashib, B da v(x) < w(x) <u(x)
tengsizlikni qanoatlantiradi. Bundan tashqari, v(y)=w(y)=u(y). Lekin, u holda
maksimum prinspiga ko‘ra, B da v(x) =w(x) tenglik bajarilishi kerak bo‘ladi. Bu esa
L_l(x) ning tanlashiga ziddir. Shunday qilib, u(x) funksiya D sohada garmonikdir. Biz
konstruktiv ravishda qurgan garmonik funksiya tabiiyki, Au=0, xe D, u|,,=@(x)
klassik Dirixle masalasining yechimi (bu yechimga Perron yechimi deb aytiladi) deb
xisoblash mumkin. Xaqigatdan ham, agar Dirixle masalasi yechiladigan bo‘lsa, u

holda uning yechimi Perron yechimi bilan ustma — ust tushadi. Xaqiqatdan ham, w
yechim bo‘lsin. U holda, we S, bo‘lib, maksimum prinspiga ko‘ra, w>u tengsizlik

barcha uchun o‘rinli bo‘ladi. bundan w=uwu hosil qilinadi.

Perron usulida yechimning chegara atrofidagi xarakteri shu yechimning
mavjudligi masalasidan ajratilganligi muhimdir. Perron yechimi chegarada
qiymatining berilishiga va soha chegarasining geometrik xossalariga bog‘liq bo‘lib,
Barer funksiyasi yordamida o‘rganiladi. & € 6D nuqta bo‘lsin.

Agar C(D) sinfga qarashli W =W, funksiya

1) D sohada W supergarmonik funksiya;



2) xe D\{&} uchun W(x) >0, W(£)=0 bo‘lsa, D uchun & nuqtada Barer
funksiyasi deyiladi.

Barer funksiyasiga umumiyroq holda ham ta’rif berish mumkin bo‘lib, unda W
funksiya supergarmonik va D sohadagina uzluksiz, musbat hamda x —¢& da
W (x)— 0 shartlarni ganoatlantirishini talab qilamiz. Barer funksiyani qurishga
asoslangan yo ‘nalishning muhimligi shundan iboratki, bunda 0D chegaraning lokal
xossalarigina zarur bo‘ladi.

W funksiya & € 0D nuqtada lokal barer bo‘lsin, ya’ni & nuqtaning shunday bir
N atrofi mavjud bo‘lib, DN da W funksiya yuqoridagi ta’rifni qanoatlantirsin. U
holda D uchun & nuqtada barerni quyidagicha aniqlash mumkin. B shar bo‘lib,
teBccNvam= irllva W (x) > 0 shartlarni ganoatlantirsin.
min(m,W(x)), xeDNB,

W (x)= _
m, xeD\B

Funksiya uchun & nuqtada bar’er bo‘ladi. Bunga 1) va 2) xossalarining

bajarilishini tekshirish bilan ishonch xosil gilish mumkin. Xaqiqatdan ham, D sohada
uzluksiz va D sohada supergarmonik ekanligi subgarmonik funksiyalarning 3)
xossasidan kelib chigadi. 2) xossa bevosita ko‘rsatiladi.

Agar chegara nuqtasidan Barer mavjud bo‘lsa, u holda bu nuqta (Laplas
tenglamasi uchun) regulyar nuqta deyiladi.

Barer mavjudligi va yechimning chegara atrofidagi xarakteri orasidagi
bog‘liglik quyidagi lemmada ifodalanadi.
1.3.1-lemma. D sohada u(x)= sup v(x) tenglik bilan aniglangan garmonik
v(x)eS,
funksiya bo‘lsin. Agar & - nuqta D sohaning chegarasidagi regulyar nugta va &
nuqtada ¢(§) uzluksiz bo‘Isa, u holda x — & da u(x) —)(/)(f ) bo ‘ladi.

1.3.2-teorema. Chegaralangan sohada klassik Dirixle masalasi ixtiyoriy
uzluksiz chegaraviy qiymatda yechilishi uchun sohaning barcha chegara nugtalari
regulyar bo ‘lishi zarur va yetarlidir.



Endi quyidagi savol muhimdir: ganday sohalar uchun barcha chegara nuqtalari
regulyar bo‘ladi? Umumiy holda yetarli shartlarni chegaraning lokal geometrik
xossalari terminida berish mumkin. Bunday shartlardan ayrimlarini keltiramiz. n =2
bo‘lgan holda chegaralangan D sohani qaraymiz. Z,—nuqta D sohaning chegara

nuqtasi bo‘lsin. »,0- orqali koordinata boshi z, nuqtada bo‘lgan qutb koordinatalarini
belgilaymiz. Z, nuqtaning shunday bir N atrofi mavjud bo‘lib, DN da yoki z,

nuqtani o‘z chegarasida saqlovchi DN N ning komponentasida aniqlangan
0 funksiyaning bir qiymatli varag‘ini ajratish mumkin bo‘Isin. U holda

1 B logr

W=-R =—
elog(z—zo) log’r+6°

funksiya z, nuqta uchun (sust) lokal Barer funksiya bo‘ladi va shunga ko‘ra z,
nuqta regulyar nuqtadir. Xususan, agar z, nuqta D sohaning tashqarisida yotuvchi

sodda yoyning nuqtasi bo‘lsa, u holda bu z, nuqta chegaraning reguylyar nuqtasi

bo‘ladi. Shunday qilib, tekislikda Dirixle masalasining chegaralangan sohada uzluksiz
chegaraviy qiymatlar uchun yechilishi sohaning barcha chegara nuqtalariga
tashgaridan o‘tuvchi sodda yoyning chekka nuqtasi bo‘lishi mumkin bo‘lgan holda
o‘rinli bo‘ladi. Biroz umumiyroq holda, shu Barer ko‘rsatadiki, agar soha
to‘ldiruvchisining ixtiyoriy komponentasi bittadan ortiq nuqtani saqlasa, chegaraviy
masala yechiladi. Bunday sohaga misol sifatida chekli sondagi sodda yopiq egri
chiziglar bilan chegaralangan sohani keltirish mumkin. Boshqga bir misol — birlik
doiradan gandaydir yoyni qirqib tashlash bilan hosil qilish mumkin. Bu xolda
chegaraviy qiymat qirqilgan qismining har ikkala qirg‘og‘ida ham berilishi mumkin.

Yuqori o‘lchamli sohalar uchun bu masala qaralgan masaladan muhim farqi
bo‘lib, umumiy holda Dirixle masalasi yechilmasligi ham mumkin. Uch o‘lchovli
fazo bo‘lgan holda yopiq sirt bilan chegaralangan va soha ichiga yo‘nalgan yetarlicha
o‘tkir bigizli Lebeg tomonidan qurilgan sohani misol sifatida keltirish mumkin: bu
bigizning o‘tkir uchi shu sirt bilan chegaralangan soha chegarasining regulyar
bo‘lmagan nuqtasi bo‘ladi.

Dirixle masalasi yechilishining sodda yetarli sharti chegaralangan D soha
uchun tashqi sfera shartidir:

Har bir £ € 0D nuqta uchun B = B,(y) shar mavjud bo‘lib, BND= & shartni

ganoatlantisin.



Agar bu shart bajarilsa, u holda

2—-n

Rz‘”—‘x—y , n=3

W(x)= _
logg, n=2

tenglik bilan aniqlangan W funksiya &nuqtada barer bo‘ladi. Xususan, chegarasi C*
sinfga tegishli sohalarning barcha chegara nuqtalari regulyardir.

II bob. m- subgarmonik va kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar
2.1. m- subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari

2.1.1-ta’rif. Tkki marta silliq « € C*(D) (D c C") funksiya 2" € D nuqtada

m—sh (1 <m < n)deyiladi, agar (uﬁ) ]Z:ZO matrisaning

A
Aw) = (X (u),\(u),...,A (u)) xos qiymatlari I" ~ga tegishli bo‘lsa yoki dd‘u € I'n

bo‘lsa. u € C*(D)funksiya D C C" sohada m —sh, (1<m <n) deyiladi, agar

u har bir 2° € D nuqtada m — sh bo‘lsa.



Boshqacha aytganda,u € C*(D)funksiya m —sh (1 <m <n) deyiladi, agar
A
dd‘u € I', bo‘lsa yoki unga quyidagi tengsizlik teng kuchli:
(ddu)* ANB"" >0, VEk=12,...,m (2.1.1)
(2.1.1) ga quyidagi tengsizlik ham ekvivalent:
[

Undan tashqgari quyidagi tasdiq ham o ‘rinli:

J’_

[[dd“u +tdd ||+t dd ABT =0 t=(t,...t ) ER]

A

dduNa, N ANa, (A" 20 Va,.,aq €In,1<k<m (2.1.2)

-1
Bu tasdiq ikki xil xarakterga ega: agar u ikki marta silliq bo‘lib,

A
..., € 'm uchun (2.1.2) shartni qanoatlantirsa, u holda u funksiya m — sh

e
bo‘ladi.
w  funksiyani m —sh ligini tekshirish uchun (2.1.2) da faqat

o = dd“u]. , U € C? (D) , 7=1L12..,m—1 differensial formani chegaralangan

bo‘lishi yoki m — sh ko‘phad bo‘lishi yetarli.
Bu esa bizga L;OC funksiyalar sinfida m — sh funksiyalarni aniglashga yordam beradi.

3.1.2-ta’rif. v e L, (D) funksiya D C C" sohada m — sh deyiladi, agar u

yuqoridan yarim uzluksiz va ixtiyoriy ikki marta silliq v ,...,v _ m — sh funksiyalar

m—1

uchun dd“u Addv, A...Addv__ A B"™ ogim



ddu Add'v A Addy, NG |(w) = 013
wddv, A...ANddv  ABTAddw, w e F -
musbat aniglangan bo‘lsa.

Biz bilamizki, (p, p) — finit differensial formalar fazosidagi chiziqli, uzluksiz

T funksional (kompleks qiymatli)
F'"" = F""(D) ={w €™ (D)NC™(D):suppw CC D},(n— p,n—p) = (q,q9)

bidarajali oqim deyilar edi.
m — sh funksiyalarning xossalari:

1) u € C*(D)funksiya m—sh (1 <m <n)bo‘ladi, faqat va faqat shu
A
holdaki, qachonki dd‘u € I',Vz" € D bo‘lsa.

2) agar u€m—sh(D) bo‘lsa, wu holda u(z)=uxK (2—w) standart

approksimatsiya (o‘rama) ham m — sh bo‘ladi, (j — oo da u, | u bo‘ladi)

3) agar w,vEem—sh bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a,b >0 wuchun

au +bve m— sh(D),
au+bvem—sh(D) = Au),\v)€T , a,b>0
ekanligidan
aXu)+0A(v) €T = au+bve m — sh(D)

bo‘lishi kelib chiqgadi.

4) psh=n—sh C...C1—sh=sh



5) agar 7(t)— t€R, parametrning o‘suvchi qavariq funksiyasi va
u € m — sh bo‘lsa, u holda v owu € m — sh bo‘ladi.

6) tekis yaqinlashuvchi yoki kamayuvchi m — sh funksiyalar ketma-ketligining
limiti yana m — sh bo‘ladi.
7) chekli sondagi m — sh funksiyalarning maksimumi m — sh funksiyadan

iborat bo‘ladi; ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan {u,} C m — sh

m-subgarmonik  funksiyalar  oilasining  supremumi u(z) = {supu,(2)}
0

regulyarizatsiyasi  « *(z)ham  m —sh  bo‘ladi. m —sh C sh  ekanligidan

{u(z) < u'(2)} —to‘plam C" ~ R*'da polyar to‘plam bo‘ladi.Qisqacha aytganda

uning Lebeg o‘Ichovi nolga teng. Ixtiyoriy lokal tekis chegaralangan {u } C m —sh

funksiyalar ketma-ketligining limiti u(z) = Eu](z) regulyarizatsiyasi u *(z) ham

J—00

m — sh va {u(z) < u (2)} — polyar to‘plam bo‘ladi.

8) agar u € m — sh bo‘lsa, u holda ixtiyoriy P C C" kompleks gipertekislik

uchun u |,€ sh__ bo‘ladi.

Hagqiqatdan, gessianning 4-xossasidan foydalanib, A, p € T' vektor uchun

St H, (2)z mH" () HL 7 (1)
J J

1 =(0,...,0,1) deb oladigan bo‘lsak, %Hm(A):Hm—l('A)ZO . Bu shuni

n

anglatadiki, agar A = (\,...,A _,A )€’ bo‘lsa, uholda'A = (A,..,.A )el



bo‘ladi. Endi v € m — sh(D) va P C C" gipertekislik bo‘lsin. Umumiylikka zid ish
qilmagan holda biz weC’(D), P={z =0} deb faraz qilamiz va

u |,= u('2,0) € sh_ ekanini isbotlaymiz.

A= (A

ERRE -

A)—=U = (uﬁ) .7,k =1,2,...,n matrisani xos qiymatlari bo‘lsin.
po= (et ) — €sa 'U = (uji)’ 7,k =12,...,n—1 matrisani xo0s qiymatlari

bo‘lsin. Unitar almashtirishlardan keyin (tayinlangan ('z°,0) € Dnuqtada) U

quyidagi ko‘rinishga keladi:

#oo 0 0 1n
O 0 .. p, u -
U - - e — -
nl n2 nn—1 nn

u(z) € m —sh ekan, u holda (ixtiyoriy tayinlangan ¢ € R, parametr uchun)

u,(2) = u(z) + t‘znr € m — shbo‘ladi.

Natijada A(t) = A(u,) € I’ vektor yuqorida isbotlanganiga ko‘ra

'At) = (A\(t),...,A (1)) €T | .Boshga tomondan A(t) quyidagi

)\ - //(/1 0 O 1;
=0
0 0 A—p .
u - - Uu—  A—t—u-
nl n2 nn— nn

tenglamaning ildizi.Yana almashtirishlar bajarsak,



U

A—p, O 0 In

t
_ =0
0 0 )\ . /’Ln_l n;ln
A—1u -
U - — n—1
nl n2 nn—1 t

t — oo da Aj(t) —p,, 'A(t) €' | ekan,uholda I' | ning yopigligidan p €'
ya’ni u |,= u('2,0) € m — sh ekanligi kelib chigadi. 8-xossa isbotlandi.

(2.1.1) tengsizlikdan foydalanib quyidagi teoremani osongina isbotlash
mumkin:

2.1.1-teorema. Agar u(z) funksiya bir vaqtda garmonik va m —subgarmonik

bo‘lsa, u holda bu funksiya plyurigarmonik bo ‘ladi.

Isboti. Teoremani £ = 1,2 holda ko’ramiz

n—1
(dd°u) /\(dd“ z\] —0 = HM=A+A+..tA =0

n—2
(dd“u)* A (ddc zf] >0 = H,A) =AM\ +AN +..+A A >0

Tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.Bu yerda oddiy arifmetik va mantiqiy

mulohazalardan

HXA)=(4+ A +..+2,) =0
H,(A) =20, + 2 + ot A A 20

ni hosil qilamiz. H,(\) > 0ligidan foydalanib sistemaning 1-tenglamasini quyidagicha

yozib olamiz



{HXN) = "+ N+ 4+ A +2H,(N) =0
Bundan esa
N HN 4+ AT ==2H,(N) <0

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik fagat A = 0,\, = 0,....,A = 0 yechimlarga ega.

Demak u(z) D sohada plyurigarmonik funksiya bo‘ladi.

Teorema isbotlandi.

2.2. Kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari

2.2.1-ta’rif. Agarda D C C" sohada aniqlangan u(z) € L}

loc

(D) funksiya:

1) D sohada yuqoridan yarim uzluksiz, ya’ni

limu(z) = lim sup u(z) < U(ZO)§
2— 20 e—0 B(z'¢)

2) D sohada ddcu/\(ddc 2‘2) >0, yani ¥ we Fmtm=l >0

uchun D C R*"

dd“u N (ddc

z‘Q )nm (w) = fu(ddc

bo‘lsa, bu funksivaga D sohada kuchsiz m —subgarmonik funksiya 1<m <n
((n —m + 1)o ‘Ichamli kompleks tekisliklarda subgarmonik funksiya) deyiladi.

zf) CAddw >0 (2.1)

Bunday funksiyalar sinfini m — wsh(D) orqgali belgilaymiz. Bu yerda “w”
xarfi bu sinfni m — sh funksiyalar sinfidan farqlash uchun ishlatilgan.

Dc C" sohada m — wsh funksiyalar ham ayni paytda D cR* da ham
subgarmonik bo‘ladi.



Binobarin subgarmonik funksiyalarning barcha xossalari m — wsh funksiyalar
uchun ham o‘rinli

Quyida m — wsh funksiyalarni ba'zi muhim xossalarini keltiramiz.

1) m — wsh funksiyalarning nomanfiy koeffitsiyentli chizigli kombinatsiyani
m — wsh funksiya bo‘ladi, ya'ni

u;(z) € m — wsh(D) a; € R, (j:1,2,...,N> =>

au(2) + ayuy(2) + ... + ayuy(2) € m —wsh(D);

2) Monoton kamayuvchi m — wsh funksiyalar ketma-ketligining limiti
m — wsh fynksiya bo‘ladi, ya'ni  u,(z) € m — wsh(D)

u;(2) > u;4(2) (j = 1,2,...) = ]lirgou](z) eEm — wsh(D)

3) Tekis yaqinlashuvchi m — wsh funksiyalar ketma-ketligi m — wsh

funksiyaga yaqinlashadi, ya'ni agar

u;(z) € m —wsh(D), (j=12..) u;(2) = u(2)

bo‘lsa, uholda wu(z) € m — wsh(D) bo‘ladi.

4) Maxsimum prinsipi.  Agar u(z) € m — wsh(D) funksiya biror z° € D
nuqtada o‘zining maxsimumiga erishsa, ya'ni

u(2°) = supu(z) (2.2.2)
z€D

bo‘lsa, u holda wu(z) = const bo‘ladi.
5) Agar u(z) € m —wsh(D) bo‘lsa, u holda  u,(2) = w K, (2 — w) o‘rama

j
ham m — wsh(D)ga tegishli bo‘ladi, hamda j — oo da wu,(2) | u(z), bu yerda

K, (z) = j"K(jz),buyerda K - standart silliq yadro
J



sup K C B(0;1) fk(:l:)da: = f k(x)dx =1
R" B(0:1)

6) D C C" sohada aniglangan va yuqoridan yarim uzluksiz w« funksiya
m — wsh bo‘lishi uchun, ixtiyoriy (n —m + 1)-o‘lchamli II ¢ C" kompleks
tekislikda u| € sh()IT N D bo‘lishi zarur va yetarli.



ITI bob. Kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle masalasi

3.1. Kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle masalasi

3.1.1.-Ta’rif. Agar wu(z) € m —wsh(D) funksiva uchun D C C" sohada
m — wsh  funksiyalar  sinfida maksimum printsipi  bajarilsa, ya’ni agar

v € m—wsh(D): lirﬁ)(u(z) —v(z)) > 0 munosabat bajarilishidan ¥z € D uchun

u(z) > v(z) tengsizlik kelib chigsa, u holda w(z) funksiva D sohada maksimal
Sfunksiya deyiladi.

u(z) € m —wsh(D) funksiya maksimal bo‘ladi, fagat va faqat shu holdaki,

istalgan G € D sohada barcha v € m — wsh(D) >wv|,, funksiyalar uchun

X ‘[)D—
D da u(z) > v(z) tengsizlik bajarilsa.

Maksimal funksiyalarni o‘rganish uchun mw —subgarmonik funksiyalar sinfida
Dirixle masalasini qaraymiz. Plyurisubgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle
masalasiga o‘xshash tarzda mw —subgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle masalasi

quyidagicha aniqlanadi: faraz qilaylik D C C" —chegaralangan soha va
©(€) € C(OD) —tayinlangan funksiya bo‘lsin. Shunday uzluksiz u(z) maksimal
m — wsh funksiyani aniqlash kerakki, |, = ¢. Odatdagidek, yechim Perron

usulida izlanadi:

U(p,D) ={u € m —wsh(D): limu(z) < ¢},

w(z) = sup{u(z) : uw € U(p,D)}. (3.1.1)

Klassik m =1 holda, agar D —kuchli 1— qavariq (regulyar), masalan, silliq
0D chegaraga ega bo‘lsa, u holda w funksiya Dirixle masalasining yechimi bo‘lishi

isbotlangan, ya’niu D sohada garmonik, chegaragacha uzluksiz va w |, = ¢. Biroq
psh funksiya sinfidagidek, m > 1 bo‘lganda, masala ancha murakkab va yechimning

mavjudligi uchun D sohaning gavariqligiga va chegaraviy ¢ funksiyaga qo‘shimcha
shartlar qo‘yishga to‘g‘ri keladi.



3.1.2-ta’rif. Agar V¢° € OD nuqta chegarasida b(z) € m —wsh(D)N C(B)

b(£°) =0, b < 0 pik funksiya mavjud bo‘lsa, D C C" soha mw -regulyar soha

D\{¢

deyiladi.

Shuni takidlaymizki, agar m >1 da 0D chegara silligligi, ya’ni m — wsh
funksiya uchun pik mavjud bo‘lishi mw -regulyar soha uchun yetarli bo‘lmaydi.
Lekin, agar D = {p(z) < 0} qat’ly mw-qgavariq soha bo‘lsa, u holda u mw -regulyar

bo‘ladi, ya'ni istalgan ¢° € D nuqta chegarasida b(z) pik funksiya mavjud.
Boshqacha aytganda p(z)- qandaydir G D D atrofida qat’iy m — wsh funksiya
bo‘lsa, u holda fiksirlangan ¢" € 0D nuqta uchun o >0 mavjudki,

b(z) = ple) — s — €]

€ m — wsh(G) bo‘ladi.

3.1.1-teorema. Agar D C C" —qat’iy mw-qavariq soha bo‘lsa, u holda bu
sohada Dirixle masalasi istalgan chegaraviy o € C(0D) funksiya uchun yechimga

ega bo‘ladi. Anigrog'i, w(z) = sup{u(z):u € U(p,D)} funksiva maksimal, uzluksiz
w € m —wsh(D) C’(E) bo ‘lib, lirrgl w(z) = (&), £ € OD tenglik bajariladi.

psh  funksiyalar (m =n) uchun lirrglw(z) = (§), V¢ € 0D munosabat

Bremerman tomonidan, uzluksizligi, w € C(D) —Uolsh tomonidan isbotlangan.

Natija. Agar D C C" qat’iy mw -qavariq soha bo‘lsa, u holda istalgan uzluksiz
¢ funksiya OD chegarasida m — wsh(D) funksiya izi hisoblanadi. Boshqacha

aytganda, ¢ € C*(0D) bo‘lsa, u holda u wem—wsh(D.)NC(D.): wl,,=¢
funksiyaning izi hisoblanadi. Bu yerda D_— D yopilma atrofi.

Bundan ko’rinadiki, natijaning birinchi qismi ravshan, lekin w yechimning o’zi
¢ funksiya ichkarisiga davom qildirilgan m — wsh(D) ni beradi.

Dirixle masalasi yechimi faqat qat’ty maw-qavariq soha uchun emas, balki

mw -regulyar D C C" soha uchun ham yechiladi.

Endi Dirixle masalani ixtiyoriy D C C" sohada qaraymiz, unga minimal talab

u D C C" soha regulyar sohadan iborat bo‘lishi kerak. Masalan, D C C" soha



chegarasi silliq yoki istalgan & € 9D chegaraviy nuqtada ichki konus mavjudki,
klassik potensiallar nazariyasi ma’nosida regulyar sohadan iborat bo‘ladi. Ravshanki,
bunday sohalar uchun, umuman aytganda, qandaydir m — wsh(D) funksiyaning

izidan iborat bo‘lmagan ¢ € C(0D) funksiya mavjud bo‘ladi. Masalan,
U? =U%0,1) ={

5]< 12| <1} polidoira uchun (&,€,) € C(AU?)  funksiya,

(0,1) € 9U? nuqtada pik nuqtaga ega, lekin ichkariga 2 —wsh = psh ~ davom

qilmaydi. Binobarin, Dirixle masalasi w ]8 2= chegaraviy shartda mavjud emas.

3.1.2-Teorema. Agar D C C" —regulyar soha va ¢ € C(OD) funksiya
gandaydir w € m — wsh(D) :lziirgl w(z) = @(§), £ € OD funksiyaning izidan iborat
bo‘lsa, u holda w(z)= sup{u(z):u e U(p,D)} funksiya maksimal, uzluksiz
w € m —wsh(D) N C’(E) bo'lib, w |,,= ¢ tenglik bajariladi.

Isbot. w(z) = sup{u(z):u € U(p,D)} lar uchun m —wsh funksiyalar
xossasiga ko’ra w * (z) regularizatsiya ham m — wsh funksiya bo‘ladi. Shuningdek,
D —reyulyar soha va ¢ € C(0D) funksiya, hamda m — wsh funksiyaning 6)-

xossasiga ko’ra

lzi_IEw *(2) < (&) ,VE€OD (3.1.2)

ega bo‘lamiz.

Teskari tengsizlikni isbotlash uchun w € m —wsh(D),

liﬂgl w(z) = p(€),£ € 0D funksiyadan foydalanamiz. % (p,D) sinf ta’rifiga ko’ra

w e U(p,D) bo‘lishi ravshan. Bundan w(z) < w(z), ya’'ni
limw*(z) > limw(z) = p(§),£ € 0D va @w *(2) < (&) ,VE& € 0D lar birgalikda
z2—¢& z—¢ £

bizga lin’; w'(z) = p(£),& € D ekanligini beradi.

Bundan xususan quyidagi w*e (p,D) kelib chiqadi va shu sababli o*=w

bo‘ladi. w(z) funksiyaning maksimal ekanligi 3.2.1-teoremadan kelib chigadi.



Endi o funksiyani D da uzluksiz ekanini ko’rsatish goldi. Buning uchun

z—>&éeoD da ‘u(z) —u(¢ )‘ ayirma nolga tekis yagqinlashadi, ya’ni

Ve>0,38>0: |u(z)-u(é)<e,VEedD, zeD,|z—-&|<5. Shu sababli, agar biz

standart C” —approksimatsiya olsak
u,(z)=uok, (z—w), u, eCw(Dj)ﬂm—wsh(Dj),

bu yerdaDj:{zeD: dist(z,@D)>1/j}, unda j—> oo da nggx[uj(z)—u(z)]%O

bo‘lishini ko’ramiz. U holda D da wu funksiyaning maksimalligidan

mDa}x[u j(z)—u(z)]—>0 ekanligi kelib chiqadi, ya'ni D soha ichkarisida u, J u

teng. Bundan, u € C(D) bo‘lishi kelib chigadi.

3.2. Polidoirada plyurisubgarmonik funksiyalar uchun Dirixle masalasi

3.2.1-ta’rif. Agar D c C" sohada aniqlangan wu(z): D — [~oo;00) funksiya
quyidagi ikki shartni bajarsa:

1) u(z) yuqoridan yarim uzluksiz;

2) ixtiyority [ kompleks to‘g‘ri chiziq uchun w /! funksiya InD da
subgarmonik bo‘lsa, u(z) funksiya D sohada plyurisubgarmonik funksiya deyiladi.

Plyurisubgarmonik funksiyalar to‘plami Psh(D) kabi belgilanadi.

C"da plyurisubgarmonik funksiyalar sinfida Dirixle masalasi quyidagicha
ifodalanadi:

D C C" soha chegarasi 0D da berilgan ¢ € C(0D) funksiya uchun

u(§) = ¢(£),£ € 0D

chegaraviy qiymatli shunday « € Psh(D) funksiyani topish kerakki, u bu shartni

qanoatlantiruvchi funksiyalar orasida ekstremal, ya’ni boshqa istalgan



v € Psh(D), v‘aD = (&)
funksiya uchun D da v(z) < u(z)tengsizlikni qanoatlantirishi kerak.

1959 yilda Bremerman (q. [1]) Perron metodi yordamida bu masala D — C"
dagi qat’iy psevdogavariq soha bo‘lsa yechimga ega bo‘lishini, 1968 yilda Uolsh
(q. [2]) bu yechimning D da uzluksizligini ko‘rsatgan. 1976 yilda YE.Bedford va
B.A.Teylorlar (q. [3]) qat’iy psevdoqavariq sohada ¢ € C(0D) funksiya uchun

umumlashgan Dirixle masalasi yagona v € C'(D) yechimga ega va bu yechim D da

(dd‘u)" = 0 tenglamani ganoatlantirishini isbotlaganlar.

Agar qaralayotgan soha qat’iy psevdoqavariq bo‘lmasa, u holda ¢ funksiyaga

qo‘shimcha shartlar qo‘yish kerak bo‘ladi. Masalan U C C" birlik polidoirada

quyidagi Dirixle masalasi:

(ddu) =0, ul,, =), (3.2.1)
bu yerda (¢) funksiya OU chegarada berilgan uzluksiz funksiya,

u € Psh(U) funksiya  lim wu(z) = ¢(§), € € OU shartni ganoatlantirgan holda

2—&,2€U
yagona uzluksiz yechimga ega bo‘ladi (q. [9]). B. Abdullayev ishida hozirda jadal
tadqiq qilinayotgan m-subgarmonik va kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar
sinfida Dirixle masalasi ayrim shartlar ostida yechimga egaligi o‘rganildi (q. [15-
16]). Keyingi yillarda polidoirada Dirixle masalasi chegaraviy funksiya qiymatlari
butun chegarada emas, balki faqat polidoira ostovida berilgan holatda ham yechimga
ega bo‘lishi ko‘rsatildi (q. [20]) . Quyida polidoirada Dirixle masalasi berilgan
chegaraviy funksiya soha chegarasining biror kichik atrofiga plyurisubgarmonik
davom qildirilgan shartda yechimga ega bo‘lishini  ko‘rsatamiz. Oldin ikki

o’zgaruvchi bo‘lgan holni qaraymiz.



Birlik polidoira U” = {z € C* : || < 1|2,| < 1} = U, x U, da Monj-Amper
tenglamasi uchun Dirixle masalasini ¢(&) ning qiymatlari chegaraning barcha joyida

emas, balki faqat uning ostovida berilgan holni qaraymiz:
(dd“u)* = 0, u .= @)

buyerda (§) € O(T?), T*={z€ C*: ‘21‘ = 1,‘z2‘ = 1}—polidoira ostovi.

3.2.1-teorema. U? C C? birlik polidoira va 7% C U? uning ostovi bo‘lsin. U

holda ixtiyoriy (&) € C(R?) uchun (dd‘u)* = 0, u‘TQ = (&) Dirixle masalasi
yagona u € Psh(U?) N C(U?), u‘TQ = (&) yechimga ega.

Isbot. ©(¢) € C(T?) bo‘lgani uchun Puasson integralidan foydalanib U? da

quyidagi funksiyani quramiz

W) = [ [ 06 IR 2P )6 (322)
T

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:
1) h(z,2,) funksiya 2-garmonik funksiya, ya’ni har bir tayinlangan

z, =z € U, nuqtada h(z,",2,) funksiya 2z, o‘zgaruvchi bo‘yicha garmonik va har
bir tayinlangan z, = zg € U, nuqtada h(zl,zQO) funksiya 2, o‘zgaruvchi bo‘yicha
garmonik.

2) h(z,2,) € C’(E) ekanini ko‘rsatamiz. Dastlab ¢(&) funksiyani butun 0 U

chegarada aniqlaymiz. Buning uchun oldin 90U chegarada ‘z{)‘ =1 bo‘lgan z{)

nuqtani tayinlab,

@(2?722): f @(Z?agg)%(gzazz)dgg
‘52‘:1



ni quramiz, bu funksiya z, o‘zgaruvchisi bo‘yicha garmonik funksiyani ifodalaydi va

uzluksiz, shu bilan birga §(2),z,)

= ©(2),€,) ga teng. Xuddi shunday ‘zg‘ =1

2] =
bo‘lgan 2) nugtani tayinlasak, hosil bo‘lgan $(z,25) = f (&, 2P (&, 2)dE,
‘51‘:1

funksiya 2z, o‘zgaruvchisi bo‘yicha garmonik funksiyani ifodalaydi va uzluksiz, shu

bilan birga (2, 20)

= go(ﬁl,zg) ga teng. Natijada hosil bo‘lgan

‘zl‘:l

[ el zpE s, |5 =1

(2, 2) = {191
f S0(21’ 52)P2(£2, 22)d£2, ‘Zl‘ =1

;‘52‘:1

funksiya butun OU chegarada aniqlangan. Uni chegarada uzluksizligini ko‘rsatish
uchun QU chegarada {‘ 21‘ = 1,‘z2‘ <1} dagi istalgan (2,°,2,") nuqtada

uzluksizligini ko‘rsatamiz. Buning uchun funksiya orttirmasini quyidagi ko‘rinishda

yozib olamiz:

[B(20,7) — B0, 29)| < [8(21,25) — B0, 2,)| +| €0 ) — B(a1,20)|.
(&) ning T da uzluksizligidan Ve > 0 uchun 36, > 0 mavjudki, ‘52‘ =1 va
‘zl - z{)‘ < 6, ni qanoatlantiruvchi (z,,§,) € 7' nuqtalarda

o1, 6) — o, 6)| < & (323)

bajariladi va unga asosan

[8z1) — 82| = | [ PR — [ el &R R
|&[=1 |&[=1

f 132(52,22)[90(21,52) — go(z?,@)]d@ < 2me o‘rinli.
‘52‘:1



Puasson yadrosining 2z, bo‘yicha uzluksizligidan 36, > 0 topilib,

‘zQ — zg‘ < 6, ni qanoatlantiruvchi z, € {‘22‘ < 1} lar uchun

6:02) 80| = | [ PR aNs — [ e &R A
|&[=1 |&[=1

— f 90(2{)752)[P2(§2722) — PQ(fQ,Zg)}d§2 < 2Me.
|&|=1

baholashlarni hosil gilamiz. Demak, 6 = min(6,,6,) deb olsak ‘21 — 2! ‘ < 6, va
‘zQ - zg‘ <48, ni qanoatlantiruvchi istalgan  (z,°,2.,0) € {‘ 21‘ = 1,‘22‘ <1}
nuqtalarda

‘cﬁ(zl,zQ) @(21,22)‘ <2Am+ M)e.
Endi §(2,2,) funksiya h(z,,z2,) ning chegaradagi limiti ekanini ko ‘rsatamiz.
Buning uchun masalan, z, — 1,, 1, € {‘ 22‘ =1} da ‘h(21,22) — @(217772)‘ ni tekis 0

ga intilishini ko‘rsatamiz. (3.2.2) ga asosan

hez) — 8| = | [ [ 6 &RE 2B 2, -
HEE

_f 0(&smy) P (&), 2,)dE | =
‘51‘:1

= f P1(£1az1) f @(fpfg)%(fza%)dfg - 90(517772) dfl
& =1 |&[=1

ni baxolash uchun ichkaridagi integralni quyidagicha ifodalab olamiz:



f 90(51752)]32(52732)6%2 _90(51,772) =
|&[=1

= f P(&, &) Py (&, %)dE, — f P& M) Py(&,2)dE, | =

‘52‘:1 ‘52‘:1

= f P2(§2,22)[90(51,52) - So(fpnz)]d@

‘52‘:1
©(&) ning Tda uzluksizligidan Ve > 0 uchun 36 > 0 mavjudki, ‘51‘ =1 va

‘52 — n2‘ < 4 ni qanoatlantiruvchi (§,&,) nuqtalarda
|0(6, &) —p(&m)| < € (3.24)

bajariladi. Puasson yadrosining xossasiga ko‘ra f P&, 2)dE, =1 va
‘52‘:1

§ = 1y, 2y € {‘ Zy < 1‘}lar uchun lin?7 P)(%,&) =0 bajariladi. Bundan
Al

‘52 — 772‘ > §lar uchun yuqoridagi & uchun 3§ > 0 topiladiki, ‘22 — 772‘ <&

bajarilganda
P (&%) < & (3.2.5)

tengsizlik o‘rinli.

Endi {‘ 52‘ = 1} aylanani ‘5’2 — 772‘ < ¢ ni qanoatlantiruvchi yoyini +y, bilan,

‘52 — n2‘ > 0 ni qanoatlantiruvchi yoyini -, bilan belgilaymiz va



f Py(&,2)|0(&.&) — @(&.my)|dE, integralni 5, va 7, yoylar bo‘yicha
‘52‘:1

integrallarga  ajratamiz.  Ulardan  birinchisi  uchun (3.24) ga ko‘ra

V¢ € {‘21‘ =1}, Vz, € {‘zQ‘ < 1} larda

f%@g,zg)[w(ép@)—so(gl,nz)]dgz < S-fPQ(§2,22)d§2 —

N N
va (3.2.5) ga ko‘ra ‘zQ —772‘ <& ni ganoatlantiruvchi vz, E{‘ZQ‘ <1} wva

V¢ € {‘ 21‘ = 1}lar uchun

| P26 6) — el€m) [d6, | < 2M [ By g, < 4Mme
72

gp)

o‘rinli, bu yerda M = max‘gp(ﬁ)‘.
EeT

Yuqoridagi tengsizliklarni hisobga olsak, natijada

[herszy) = Bem)| = | [ B6)| [ e6&)P& 26 — ol6m) |dg | <
&= & =1
< (1+47M)e tengsizlikni {|z|<1} da tekis bajarilishini hosil gilamiz. Bu

lim h(z,2,) = $(z,n,) ni bildiradi. Xuddi shunday lim h(z,2,) = $(n,,2,) ni

%=1k 7=
ko‘rsatish mumkin. Demak, h(z,2,) funksiya U da uzluksiz funksiya ekan.

3) Endi h(z,z,)funksiyaning yagonaligini ko‘rsatamiz. Teskarisidan faraz
qilamiz, ya’ni u (2) va u,(z) funksiyalar (3.2.2) Puasson integrali bilan aniqlanuvchi

garmonik funksiyalar bo‘lsin. U holda ¥(z) = u,(2) — u,(2) funksiyani qaraymiz. Bu

funksiya ham U da garmonik bo‘lib, U da uzluksiz va Iz = 0. Maksimum

)‘8U

prinsipiga ko‘ra bu funksiya o‘zining eng katta qiymatiga U da erishsa, ¥ = const



bo‘ladi, uzluksizligidan U da ham ¢ = const. Lekin T da 9 = 0 ligidan U da ham
¥ = 0 ligi kelib chiqadi. Agar eng katta qiymatga 7' da erishsa, u holda yana ¢ = 0
ga ega bo‘lamiz.

Endi quyidagi Dirixle masalasini qaraymiz.
(dd°u)* =0, ulyy= E(¢), €€ € C@U).
Odatdagidek bu masala yechimini Perron metodi yordamida izlaymiz.
U(p,U) = {u :u € Psh(U)N C(U),u‘aU < cﬁ}
funksiyalar oilasini qaraymiz va

w(z) = supu(z)
ue

ni olamiz. Bu xolda w”(z)maksimal funksiya bo‘ladi, ya’ni (dd°w" )" = 0.
Endi ' Lw = @ ni ko‘rsatish kerak.
Buning uchun yuqoridagi sinf o‘rniga
U (B,U) = {u: v € sh(U) N CO),ul,, < 6}
subgarmonik funksiyalar sinfini garaymiz. Bu xolda shunday F(z) garmonik
funksiya topilib, AF = 0, F‘ oy = bajariladi. F(z) funksiya F(z) > w(z)ni

ganoatlantiradi, bundan

lim w(z) < §(€) (3.2.6)

Y
Ikkinchi tomondan ixtiyoriy chegaraviy ¢° = (¢,¢&)) € Uni tayinlaymiz va
umumiylikka xilof gilmagan xolda & =1 deb olamiz. Bu xolda h(z;,1) funksiya
‘21‘ < lda garmonik va ‘21‘ <1 da uzluksiz. Bu funksiya yordamida quyidagi
funksiyani tuzamiz:
v(2) = h(z,1) + cRe(z, —1) —¢,¢ > 0,e > 0

Bu funksiya yetarlicha katta ¢ larda U sinfga tegishli. Bundan tashqari



lim  v(2) = §(&") —¢.

z—&02€U

eva £”nuqtaning ixtiyoriyligidan

lim w(z) > §(¢), VE € AU (3.2.7)
z—E€,z€U

bajariladi. Demalk, (3.2.6) va (3.2.7) munosabatlardan

lim w(z) = §(&),VE € 0U o‘rinli ekani va bundan

z—&,2€U

lim w(z) = ¢(£), V€ € T ning bajarilishi kelib chiqadi. w’(z) funksiya U da

z—&,zeU
plyurisubgarmonik bo‘lganligi uchun uning uchun chegarada uzluksizlik sharti

bajariladi
lim w'(z) = (&), VEeT.

z—&,2€eU
w’(z)ning uzluksizligi A.Sadullayev va B.Abdullayevlar (q.[15]) ishidagi kabi
ko‘rsatiladi.

Endi yagonaligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, v(z) funksiya

*

(dd“v)* = 0, U‘aU =w

oU
umumlashgan Dirixle masalasining yagona yechimi bo‘lsin. U holda v(z) U da

maksimal bo‘ladi va demak Uda v(z) > w'(2) bo‘ladi. Lekin " ham U da

maksimal, ya'ni w” > v, binobarin w(z) = v(2) kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
Bu teoremadan foydalanib, quyidagi teoremani o’rinli bo‘lishini ko’rsatishimiz

mumkin.
3.2.2-teorema. U C C" birlik polidoira va T C U uning ostovi bo‘lsin. U

holda ixtiyorty  ¢(§) € C(T') uchun (dd‘u)" = 0, u‘T = p(§) Dirixle masalasi

yagona u € Psh(U) N C(U), u‘T = ¢(&)yechimga ega.



Endi birlik polikrug U < C" da Monj-Amper tenglamasi uchun quyidagi Dirixle

masalasini qaraymiz:
(dd‘u)' =0, ul,=¢(&), £€dU,
bu yerda ¢(z)e C(G) bo‘lib, G=0NU, O— 0U ning yetarlicha kichik atrofi.

3.2.3-teorema. U C C" birlik polidoira va G=0NU, bu yerda O— 0U ning
yetarlicha kichik atrofi bo lib, ¢(z)e C(G) bo Isin. U holda ixtiyoriy ¢(§) € C (8 U )

uchun (dd‘u)" =0, u‘ = () Dirixle masalasi yagona

oUu
u € Psh(U) N C(E), U‘OU = (&) yechimga ega.
Isbot. Odatdagidek bu masala yechimini Perron metodi yordamida izlaymiz.

Quyidagi ‘u(go,U) = {9€P8h<U) N C’((_]), 9(2)

S §0(§ )} sinfni qaraymiz va

o(z)=sup{3(z): 3 e U(p,U)} deb olamiz.
U xolda o regulyarizatsiya U da maksimal funksiyani ifodalaydi, ya'ni (dd‘w’)" =0.
Endiuning o |,,=¢ chegaraviy shartni qanoatlantirishini ko‘rsatamiz.

Bir tomondan

lim o'(z)<¢(&), edU

z—&,zeU

ekanini ko ‘rsatish uchun o’ (z) ni AF =0 Laplas tenglamasining yechimi, ya’ni U da

garmonik va F|,=¢ shartni qanoatlantiruvchi F(z)esh(U)nC(U) funksiya bilan

tagqoslaymiz. Regulyar U soha uchun Dirixle masalasining bunday yechimi mavjud.

F(z) funksiya U da subgarmonik va v|,<¢ shartni qanoatlantiruvchi v
subgarmonik funksiyalarning yuqoridan egiluvchisi sifatida F(z)>w'(z) shartni

ganoatlantiradi. Va bundan



IA

zeU

@(&), &edU

kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan U psevdogavariq soxa bo‘lgani uchun uni shunday gat’iy

psevdoqavariq sohalar bilan qoplash mumkinki,

B+G ccG,cc..., UG, =U

J

boladi. Xususan, p(z)=—In[(1—|z[)1—|z[)...—|z,| )] deb olsak G, :{p(z)<l}
J
bo‘lib, ular qat’iy psevdoqavariq sohalar bo‘ladi.

Shartga ko‘ra shunday j, e N topiladiki, j>j, lar uchun G>06G,; bo‘ladi va
©(z) € Psh(G) N C(a) ekanligidan ¢(¢), £ € OU ga intiluvchi ¢, (2) = 90‘60

ketma-ketlikni tuzib olamiz. ;> j, larda G, soxalar uchun quyidagi sinflarni tuzamiz:

U(p,.G,) = {ulz) € Psh(G,) 1 OG.ula)], o <0}
va w; = sup{u(?) : u € U(p;,G;)} deb olamiz. U holda qat’iy psevdoqavariq
sohalar uchun Dirixle masalasi yechimga egaligidan wf € Psh(G;) N C(aj) bo‘lib,

lim (z) =¢,. Shu bilan birga ‘w_:(z)‘ﬁrgl@§|¢(§)|, ya’ni {wj*} ketma-ketlik monoton

z>£€0G;

o‘suvchi va yuqoridan lokal tekis chegaralangan. Demak lim w; = wg mavjud va

J—00

w' € Psh(U) N C(U), shu bilan birga lim () =0(2).

Endi ixtiyoriy chegaraviy & =(¢&,&)edU nuqgtani tayinlaymiz va

umumiylikka xilof qilmagan xolda & =1 deb olamiz xamda



v(z):a)g ('Z,l)+CR€(Zn —1)+8,C>0,8 >0 (3.2.8)
funksiyani tuzamiz. Bu funksiya yetarlicha katta ¢ larda U(p,U) sinfga tegishli.

Bundan tashqari

lim v(z)= ¢(§°)+ g.

2% zeU

¢ ning ixtiyoriyligidan esa lim o (z)2e&")  kelib chiqadi. & ning
z»é“,zsU
ixtiyoriyligidan
lziggw*(z)=€0(§)

kelib chigadi. " ning uzluksizligi Uolshning natijasidan, yagonaligi quyidagidan
kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, v(z) funksiya

(ddv) =0, v|y=0 |y
umumlashgan Dirixle masalasining yagona yechimi bo‘lsin. U holda v(z) U da
maksimal bo‘ladi va demak Uda v(z) > w (2) bo‘ladi. Lekin " ham U da

maksimal, ya’ni o’ >v , binobarin w"(z) = v(z)kelib chigadi.



3.3. Polidoirada kuchsiz m- subgarmonik funksiyalar sinfi uchun Dirixle

masalasi

Endi polidoirada Dirixle masalasini kuchsiz m —subgarmonik funksiyalar sinfida

ko’rib chigamiz. Quyidagi sinfni qaraymiz:

U(p,D) = {u € m —wsh(D): limu(z) < ¢},

w(z) = sup{u(z) : v € U(p,D)} .

3.3.1 - teorema. U C C" birlik polidoira va G=0NU, bu yerda O—- oU
ning yetarlicha kichik atrofi bo lib, go(z)eC(G) bo‘lsin. U holda m — wsh

Sfunksiyalar sinfida Dirixle masalasi yechimga ega, ya'ni
w(z) = sup{w(z) : v € U(p,D)} funksiya maksimal, uzluksiz

w € m —wsh(D)N C’(B) bo‘lib, w |, = ¢ tenglik bajariladi.
Isbot. w(z) =sup{u(z):u e U(p,D)} lar uchun m —wsh funksiyalar

xossasiga ko’ra w * (z) regularizatsiya ham m — wsh funksiya bo‘ladi.

lim o' (z)<@(&), &eoU

z—&,zeU

ekanini ko rsatish uchun o’ (z) ni AF =0 Laplas tenglamasining yechimi, ya’ni U da

garmonik va F|,=¢ shartni qanoatlantiruvchi F(z)esh(U)nC(U) funksiya bilan

tagqoslaymiz. Regulyar U soha uchun Dirixle masalasining bunday yechimi mavjud.

F(z) funksiya U da subgarmonik va v|,<¢ shartni qanoatlantiruvchi v
subgarmonik funksiyalarning yuqoridan egiluvchisi sifatida F(z)>w'(z) shartni

ganoatlantiradi. Va bundan

@a)* (z) < ¢(§), EeoU
U

kelib chiqadi.



Ikkinchi tomondan U psevdoqgavariq soxa bo‘lgani uchun uni shunday gat’iy

psevdoqavariq sohalar bilan qoplash mumkinki,

B+G ccG,cc..., UG, =U

J

bo‘ladi. Xususan, p(z)=—In[(1— ‘zl ‘2)(1 — ‘zz‘z)...(l — ‘znr)] deb olsak G, z{p(z)<%}
bo‘lib, ular qat’iy psevdoqavariq sohalar bo‘ladi.

Shartga ko‘ra shunday j,eN topiladiki, ;> j, lar uchun G>06G, bo‘ladi va
o(z) € C(E) ckanligidan ¢(¢), £ € OU ga intiluvchi ¢,(z) = gp‘ oG, ketma-ketlikni

tuzib olamiz. j > j, larda G, soxalar uchun quyidagi sinflarni tuzamiz:
(u(SOJwG]’) = {u(z) € PSh(Gj) A C(Gj),u(z)‘aa_ < gpj}

va w; = sup{u(z) : u € ‘u(gpj,G].)} deb olamiz. U holda qat’iy psevdogavariq

sohalar uchun Dirixle masalasi yechimga egaligidan w € Psh(G )N C’(aj) bo‘lib,

lim @)(z)=p,. Shu bilan birga |o;(z)< rén@g|g0(§)|, ya’ni {w; } ketma-ketlik monoton

z>8e0G; -
o‘suvchi va yuqoridan lokal tekis chegaralangan. Demak lim w; = wg mavjud va
Jj—00
w' € Psh(U) N C(U), shu bilan birga lim 0,()= ().
Endi ixtiyoriy chegaraviy & =(&,&)eoU nuqtani tayinlaymiz va

umumiylikka xilof qilmagan xolda & =1 deb olamiz xamda

v(z) =, ('z,l) +cRe(zn —1) +&,c>0,6>0 )



funksiyani tuzamiz. Bu funksiya plyurisubgarmonik funksiya bo‘lgani uchun

m—wsh funksiya ham bo‘ladi, shuning uchun yetarlicha katta ¢ larda U(¢,U) sinfga

tegishli.
Bundan tashqari

lim v(z)= ¢(§°)+ €.

Z—)éO,ZEU
¢ ning ixtiyoriyligidan esa lim o' (z)2¢&’)  kelib chiqadi. & ning
ZH@O,ZEU
ixtiyoriyligidan
lzigélw*(z)ﬂl’(ff)

kelib chiqadi. »° ning uzluksizligi va yagonaligi ham 3.2.3-teoremadagi kabi

ko’rsatiladi.



Xulosa

Dissertatsiya ishida plyurisubgarmonik va kuchsiz m —subgarmonik funksiyalar
sinfida polidoirada Dirixle masalasi o’rganildi. Quyidagi shartda Dirixle masalasi
yechimga egaligi ko‘rsatildi.

Teorema. U C C" birlik polidoira va G=0nNU, bu yerda O— 0U ning
yetarlicha kichik atrofi bo ‘lib, go(z) € C(G) bo Isin. U holda ixtiyoriy ¢ (E) eC (8 U)
uchun (dd‘u)" =0, u‘aU = () Dirixle masalasi yagona

u € Psh(U) N C(E), u‘ = (&) yechimga ega.

oUu

Teorema. U C C" birlik polidoira va G=0nNU, bu yerda O— 0U ning
yetarlicha kichik atrofi bo ‘lib, go(z)eC(G) bo‘lsin. U holda m — wsh funksiyalar

sinfida Dirixle masalasi yechimga ega, ya’ni  w(z)= sup {u(z) LU € ‘u(gp,D)}
funksiya maksimal, uzluksiz w € m — wsh(D) nc (5) bo'lib, w|,,=¢ tenglik

bajariladi.
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