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Kirish

Mavzuning dolzarbligi. Matematik fizikaning bir qator masalalari Shturm-
Liuvill operatorining xos qiymatlarini va ortonormallangan xos funksiyalarini
topishga keltiriladi. Jumladan, klassik matematik fizikaning asosiy tenglamalari
hisoblangan tor tebranishi va issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamalarini Furye usuli
bilan yechishda Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos qiymatlarini,
ortonormallangan xos funksiyalarini aniqlashga va ixtiyoriy funksiyani ular
yordamida Furye qatoriga yoyishga to‘g‘ri keladi. Bu yo‘nalishdagi ilk natijalar
D.Bernulli, J.Dalamber, L.Eyler, Liuvill va Shturmlar tomonidan olingan. Shturm-
Liuvill operatori spektral nazariyasining asosiy g‘oyalari XX-asrda G.D.Birkgoff,
G.Veyl, D.Gilbert, V.A.Steklov, E.Ch.Titchmarsh, N.Levinson, B.M.Levitan va
boshga olimlar tomonidan rivojlantirildi.

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining {4}, , xos qiymatlari va {&,},_,
normallovchi o‘zgarmaslariga yoki spektral funksiyasiga spektral xarakteristikalar
deyiladi. Spektral xarakteristikalarni topish va ularning xossalarini o‘rganish
masalasiga spektral analizning to‘g‘ri masalasi deyiladi.

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi xos funksiyalarining L,[0,7] fazoda

to‘laligi haqidagi teoremani ilk bor XIX asrning oxirlarida V.A.Steklov isbotlashga
muvaffaq bolgan.

Spektral ~ xarakteristikalar ~ yordamida  Shturm-Liuvill  tenglamasi
koeffitsientini va chegaraviy shartlarni aniqlash masalasiga spektral analizning
teskari masalasi deyiladi.

Teskari masalalar nazariyasining rivojiga muhim turtki bo‘lgan ilk natija

1929 yilda tanigli astronom V.A.Ambartsumyan tomonidan olingan: agar ushbu
—y'+a()y=4y, a(x)eC[0,7],
y'(0)=0, y'(7)=0
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymatlari A, =n’, n=0,12, ...

bo ‘Isa, u holda (x) =0 bo ‘ladi.



Ambartsumyanning bu natijasi muhim ekanliliga birinchi bo‘lib, 1946 yilda
Shved matematigi G.Borg e’tibor bergan, u Ambartsumyanning natijasi umumiy
qoidadan istisno ekanligini korsatib bergan, ya’ni fagat bitta spektr orgali Shturm-
Liuvill chegaraviy masalasini bir giymatli tiklab bo Imasligini ko rsatdi. G.Borg,
fagat bitta chegaraviy sharti bilan farg giluvchi ikkita Shturm-Liuvill masalasining
spektrlari ma’lum bo’lsa, bu spektrlar orgali dastlabki masalalar bir giymatli
tiklanishini isbot qildi. Hozirda bu tasdiq, G.Borgning yagonalik teoremasi deb

yuritiladi: agar 4, < 4 <...< A, <... sonlar ushbu
—y"'+a(x)y =4y, a(x)eC[0,7],
{y’(O) —hy(0)=0, heR,
y'(7)+Hy(x)=0, HeR
chegaraviy masalaning xos giymatlari va g, < s <...< u, <... Sonlar quyidagi
—y"'+a(x)y =4y, a(x)eC[0,7],

y'(0)—hy(0)=0, heR,
y'(r)+H,y(r)=0, H=H,,H, eR

chegaraviy masalaning xos giymatlari bo‘lsa, u holda A, va u xos giymatlar
ketma-ketligi orgali q(x) haqgigiy funksiya va h,H,H; sonlar bir giymatli
aniglanadi.

Hozirgi kunda chegaraviy sharti spektral parametrga bog'liq bo lgan
chegaraviy masalalar uchun teskari masalalarning analoglarini olish masalasi
dolzarb masalalardan biri hisoblanadi.

Tadgigotning magsadi. Chegaraviy shartlari spektral parametrga bogliq
bo’lgan chegaraviy masala uchun teskari spektral masalaning analogini olish.

Tadgigotning vazifasi. Chegaraviy shartlari spektral parametrga bog‘liq
bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi uchun xos qgiymatlarning xagiqiyligini,
karrasizligini va cheksiz ko‘pligini isbotlash, Krum-Kreyn almashtirishining
analogini olish, Krum-Kreyn almashtirishi yordamida xos qiymatlarning
asimptotikasini va regulyarlashtirilgan izlar formulasini keltirib chiqgarish,

V.A.Ambartsumyan teoremasining analogini isbot gilish. Xos funksiyalar uchun
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ossillyatsiya teoremasi analogini isbotlash. Veyl-Titchmarsh funksiyasining
hossalarini o rganish.

Tadgiqgotning obyekti. Chegaraviy shartlari spektral parametrga bog‘liq
bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi.

Tadgigotning predmeti. Spektral analizning to g ri va teskari masalalari.

Tadgqigotning usullari. Teskari spektral masala usuli.

Tadgiqgotning natijalarining ilmiy jihatdan yangilik darajasi. Mazkur
ishning asosiy natijalari yangi.

Tadgigotning natijalarining amaliy ahamiyati va tatbigi. Olingan
natijalar va go‘llanilgan usullar nochizigli evolyutsion tenglamalarni integrallashga
tatbig gilinadi.

Ish tuzilishi va tarkibi. Dissertatsiya ishi kirish, uchta bob hamda
adabiyotlar ro‘yhatidan iborat. Har bir bob bo‘limlardan tuzilgan.

Bajarilgan ishning asosiy natijalari. 1) Chegaraviy shartlari spektral
parametrga bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi uchun Xos giymatlarning
asimptotikasi va regulyarlashtirilgan izlar formulasi keltirib chiqgarilgan; 2)
V.A.Ambartsumyan teoremasining analogi isbot gilingan; 3) Veyl-Titchmarsh
funksiyasi spektral berilganlar orgali ifodalangan.

Xulosa va takliflarning gisgacha umumlashtirilgan ifodasi. Mazkur
dissertatsiyada chegaraviy shartlari spektral parametrga bog lig bo'Igan chegaraviy
masala uchun teskari spektral masalaning analogi olingan. Qo‘llanilgan usullarni
chegaraviy shartlari spektral parametrga murakkab ravishda bog'liq bo’lgan

chegaraviy masala uchun go‘llashni taklif gilamiz.



I-BOB. CHEGARAVIY SHARTLARI SPEKTRAL PARAMETRGA
BOG‘LIQ BO‘LGAN SHTURM-LIUVILL MASALASINING XOS
QIYMATLARI VA XOS FUNKSIYALARNING XOSSALARI

1-§. Xos giymatlarning va xos funksiyalarning sodda xossalari

Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz:
Ly=-y"+a(x)y =24y, xe[0,x], (1.1)

{y’(O) = (h, +h.2)y(0),
y'(7) =—(H, + H,A) y(7).

Bu yerda q(x) € C'[0, 7] hagiqgiy giymatli funksiya, h,, h, H,, H, hagqiqiy sonlar,

(1.2)

A esa kompleks parametr. Biz h, <0 va H, <0 bo‘lgan holni o‘rganamiz.

Odatda q(x) funksiyaga (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining potentsiali
deyiladi.

Ta’rif. Agar A parametrning biror A=A, qiymatida (1.1)+(1.2) chegaraviy
masala noldan farqli y(Xx,4,)#0 yechimga ega bo‘lsa, 4, songa (1.1)+(1.2)
chegaraviy masalaning xos qiymati deyiladi, Yy(X,4,) yechimga esa 4, xos
qiymatga mos keluvchi xos funksiyasi deyiladi.

(1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining barcha xos giymatlaridan tuzilgan
to‘plamga (1.1)+(1.2) masalaning spektri deyiladi.

1-xossa. y,(X,4) va Y,(X,A) funksiyalar (1.1) tenglamaning ixtiyoriy

yechimlari bo‘lsin. U holda ulardan tuzilgan

i (%, 4) Y, (X 4)
yi(%,4) Y2 (X, 4)

Vronskiy determinanti X o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lmaydi.

W{yl (X’ Z)’ Y, (X’ l)} =

Isbot. Buning uchun ushbu
dw

X

0

tenglik bajarilishini ko‘rsatish yetarli:



dW ! ! ! 4 ",
o = WY = YiYa) = WY = Y = VilA()Y, =AY, -y [A(x)y, — AY,]=0 .
2-xossa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatlari haqiqiy
bo‘ladi.
Isbot. A=u+iv, (v#0) son (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xos qiymati bo‘lsin deb faraz qilaylik va unga mos keluvchi xos

funksiyani y(x) orqali belgilaylik. U holda A =u—iv son ham shu chegaraviy

masalaning xos qiymati bo‘ladi va unga y(X) xos funksiya mos keladi. Quyidagi

(A=2)[|y(0f dx = [ (2= 2)y()y()dx=[[(2y)y - y(Z7)]dx =

O ey Y

(VI-y" +a(x)y] - YI=5" + )yl = [ (7Y — y"§)dx =[ (7'y — y'y)'dx =

y(0) yO) |
(h,+hA)Y(©)  (h+hD)Y(O)

=(A-2D)|y(@)[ H,+ (A -2)|y©) h,

B y(7) y(7)
- _(Ho + Hl/’t)y(ﬂ-) _(Ho + Hlﬂ_’)y(ﬂ-)

tenglikdan

Iyl ax=|y(f Hy + |y h

ziddiyat kelib chiqadi, chunki h, <0 va H, <0. m

Natija. Xos funksiyani haqiqiy qilib tanlash mumkin. Agar 4 xos qiymatga
y(X) =u(x)+iv(x) xos funksiya mos keluvchi bo‘lsa, u(x) ham v(x) ham
(1.1)+(1.2) masalaning yechimi bo‘ladi. Bu yechimlardan kamida bittasi noldan
farqli bo‘ladi, chunki y(x) = 0.

3-xossa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining 4, # A, xos giymatlariga

mos keluvchi y, (X), Y, (X) xos funksiyalari uchun ushbu

[Y200: (08~ 1y, 0)Y,(0) - Hyy, (7)Y, (7) =0 13)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.



Isbot. Ushbu

(s = 2)[ Y2 (0¥ (08X = [ Y)Y, — Ys (oY) ] =

= T{yz[—yi’+ q(x)y.]=yil=yz +a(x)y,1}dx =

/4

i ”n ", T 14 14 14 y y
:I(yzyl_Y1y2)dX :j(y2Y1_Y1Y2) dx = 1, 3 -
0 0 i Yal|,
Y1 (7) Y, (7) Y1 0) Y, 0)

THHo HAY(T) ~(Ho+ HA)Y,(2)] [(hy +h2)y,(0)  (hy + hlﬂg)yz(o)‘ )
=4 =) ()Y,(7)H; + (4 - 4) ¥ (0)y, (0)h
ayniyatda A, # A4, bo‘lgani uchun (1.3) tenglik o°rinli bo‘ladi. m
4-xossa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining turli xos giymatlariga mos
keluvchi y, (X), Y,(X), ... xos funksiyalari chiziqli erkli bo‘ladi.
Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ulardan bittasi qolganlari orqali chizigli

ifodalansin:

yn = Clyl + CZ y2 +o.F Cn—lyn—l + Cn+1yn+1 +o.
U holda

]5 y2dx :Cl]z Y, Y,0dx +C2T Y. Y, 0X +.. + an Y.y, OX+ CM_T V.Y OX .,
0 0 0 0 0

Tyﬁdx =C [y, (0),(0) + Hyy, (7)y, (7)1 + C,[h Y, (0)y, (0) + H,y, (7)Y, ()] +... +

+C, [y, 4, (0)y,(0) + HY, , (7)Y, (m)]+C,.[hY,..(0)y,(0) + HY, . (7)Y, ()] +....

Bunga ko‘ra
[ yidx=hy2(0)+H,y2 (7).
0

Ziddiyat, chunki chap tomon musbat, 0‘ng tomon esa manfiy. =
5-xossa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining bitta xos qiymatiga mos

keluvchi xos funksiyalari bir-biriga proportsional bo‘ladi.



Isbot. A xos qiymatga Y,(X), Y,(X) chiziqli erkli xos funksiyalar mos
keladi deb faraz qilaylik. U holda

%O v,0)|_| %) L0 |
VO v, [(hy +hA)Y©)  (hy+hA)y,(0)

bo‘lgani uchun, y, (X), Y, (X) chiziqli bog‘liq bo‘ladi. Bu esa farazimizga zid. m

W{y17 yz} =

6-xossa. Yy(Xx,A) funksiya Shturm-Liuvill tenglamasining A bo‘yicha

uzluksiz differensiallanuvchi ixtiyoriy yechimi bo‘lsin. U holda ushbu

J.yZ(X,ﬂ,)dX :Wﬁ{y7 y}_Wo{y, y} (14)
0
tenglik bajariladi. Bu yerda y = 8yg;’/1) :
Isbot. Ushbu
-y +a(x)y =41y (1.5)
ayniyatdan A bo‘yicha hosila olsak,
—y"+q(X)y=y+y (1.6)

kelib chigadi. Agar (1.5) va (1.6) tengliklarni mos ravishda y va y funksiyalarga
ko‘paytirib bir-biridan ayirsak, ushbu

y'y-yy=-y’ (1.7)
ayniyat hosil bo‘ladi. Bu tenglikni [0, 7] kesmada integrallasak, quyidagi

[y2(x, A)dx = [(v'5 = ¥'y)'dx =W, {5, y} W, Ly, v}

formula kelib chigadi. m
(1.1) differensial tenglamaning quyidagi
¢(0,2)=1, ¢'(0,4)=h,+hA
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini ¢(x, A1) orqali belgilaymiz.
¢(X,A) yechim (1.2) chegaraviy shartlardan birinchisini ganoatlantirishi ravshan.

Bu yechimni chegaraviy shartlardan ikkinchisiga qo‘ysak, ushbu
AA)=¢' (7, 2)+(H, + HA)p(7r,4) =0



tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamaga (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining

xarakteristik tenglamasi deyiladi. Uning ildizlari xos qiymatlardan iborat. ¢(X,A4,)

funksiya (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill masalasining xos funksiyasi bo‘ladi.

7-xossa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi uchun ushbu
[0* (6 A,)dx = (7, 2,)A(4,) + Hp’ (7. 2,) +y (1.8)
0

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. 6-xossada y(x,4) yechim o‘rnida ¢(x,4) yechimni olib, A=1,

desak, ushbu

o7, 4,) o7, 4,)
¢'(7,4) ¢'(7.4)

9(0,4,)  ¢(0,4,)
9'(0.4,) ¢'(0.4)

j @?(x, A )dx =
0

@A) ~(Ho+HA)e(m A | hy+ha|
= (7, 2@ (7, 2,) + (Ho + H A (7, 2.)] + hy (1.9)

tenglik hosil bo‘ladi. Quyidagi
AA) =@ (7, A)+(H, + HD)p(r, 1),
AA) =@ (m,2) + (H, + HA)g(m, A) + Hyp(r, 1) ,
ifodalarni hisobga olsak, (1.9) tenglik ushbu

[0 (x4, )dx =—p(7, 2,)[A(4,) - Hip(m, 2,)] + hy

ko‘rinishni oladi. m

8-xossa. (1.1)+(1.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymatlari
oddiy (karrasiz) bo‘ladi, ya’ni A(4,)# 0 bo‘ladi.
Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni A(A4)=0 bo‘lsin. U holda (1.8)

tenglikka ko‘ra ushbu

[0} (x,2,)dx = Hyp* (7, 2,) +

10



munosabat bajariladi. Bu yerda h <0 va H, <0 ekanligini hisobga olsak, ziddiyat

hosil bo‘ladi. m
Misol. Ushbu
—-y"'=Ay, 0<x<rx
y'(0) =h2y(0), (1.10)
y'(7) =-HAy(7),
chegaraviy masalaning xos giymatlarini izlaymiz. Shu magsadda (1.10) chegaraviy
masaladagi differensial tenglamaning quyidagi
9(0,2)=1, ¢(0.4)=hA

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi ¢(x, 4) yechimini aniglaymiz:

(X, 1) = cos~/AxX + hl\/Zsin Jax.
Topilgan bu yechim chegaraviy shartlardan birinchisini ganoatlantirishi ravshan.
Bu yechimni chegaraviy shartlardan ikkinchisiga qo‘yib, xarakteristik tenglamani
keltirib chigaramiz:
AA) =¢'(m,A)+HAp(7,A) =

——JAsiny/Az + hlﬂcos\/Z;H Hlﬂ(cos\/EH hl\/zsin Jar)=0,
A(A) =~A[(h + H VA cosAz + (hH, A -1)sinA7] =0.

Bunga ko‘ra

_ - 1
A=0 yoki (hl+H1)ctg\/Z7z—\/I hH,A.

Bu holda A=0 eng kichik xos qiymat bo‘lishini isbotlaymiz. Buning uchun

manfiy xos qiymat yo‘q ekanligini ko‘rsatish kerak. Teskarisini faraz qilaylik,

A =-—a” manfiy xos gqiymat bo‘lsin. Bu yerda a>0. U holda

i cosia (e +e¥ )
JZ =ia, ctgin =%~ (_aﬂ aﬂ):—lcthaﬂ
siniar e ¥ —e

bo‘lgani uchun

(h, + H,)cthar = i +hH,a

11



bo‘ladi. Ziddiyat, chunki bu tenglikning chap tomoni manfiy, o‘ng tomoni esa

musbat. Musbat xos qiymatlar cheksiz ko‘p ekanligini ko‘rsatish magsadida

J2 =t, (t>0) belgilash kiritib olamiz. Ushbu
(h + Hl)ctgﬂt—%+h1Hlt:0 (1.11)

tenglamaning chap tomoni har bir (n—1,n),n=1 2,... oraligda o‘suvchi bo‘lgani
uchun bu oraliglarning har birida (1.11) tenglama yagona t, € (n—1, n) ildizga ega
bo‘ladi. Agar t. =n—1+4, belgilash kiritsak, o, € (0,1) bo‘ladi.
Demak, (1.10) masalaning xos qiymatlari
A,=0,4,=(n-1+6,)°, n=12,..
bo‘lib, ularga ushbu
Yo(X) =1, y.(X) =cos(n—-1+3 )x+h(n—-1+05,)sin(n—-1+75,)x, n=12,...

x0S funksiyalar mos keladi.

2-§. Shturm teoremasi va undan kelib chigadigan natijalar

Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz:
Ly=-y"+q(x)y=4y, xe]0,7x], (2.1)

{Y'(O) = (h, + h,A)y(0),
y'(7) ==(Hy + H )y (7).

Bu yerda q(x) € C'[0, 7] haqigiy giymatli funksiya, h,, h, H,, H, hagigiy sonlar,

(2.2)

A esa kompleks parametr. Biz h, <0 va H, <0 bo‘lgan holni o‘rganamiz.
2.1-teorema. (Shturm). Quyidagi ikkita
—y"+a(x)y=0, (O<x<n), (2.3)
—y"+a(x)y=0, (0<x<r) (2.4)
tenglama berilgan bo‘lib, a(x)>a(x), xe€[0,7] bo‘lsin. ¢(x) va @(x) mos
ravishda (2.3) va (2.4) tenglamalarning noldan fargli ixtiyoriy yechimlari bo‘lsin.

12



U holda ¢(x) funksiyaning ixtiyoriy ikkita ildizi orasida ¢@(x) funksiyaning
kamida bitta ildizi bo‘ladi.
Isbot. Ushbu
—¢"+a(x)p=0, (2.5)
—¢"+a(x)p =0 (2.6)
ayniyatlarni mos ravishda ¢(x) va ¢(x) funksiyalarga ko‘paytirib, birinchisidan
ikkinchisini ayirsak,
9" —¢"p+[a(x) -a(x)]lpp=0,
¢'9—¢"p=[a(x) —a(x)lpp,
(00— P'p) =[a(x) —a(x)]pp (2.7)
kelib chigadi.
X, va X, orgali ¢(x) funksiyaning ketma-ket kelgan ixtiyoriy ikkita ildizini

belgilaymiz. (2.7) ayniyatni [x,, X,] oraligda integrallasak, ushbu
PP~ 9 ()B(X) = [[a00 -AWlp(PX  (28)

tenglik hosil bo‘ladi.

@(x) funksiya (x;,x,) intervalda ildizga ega emas deb faraz gilaylik.
Qulaylik uchun (x;,x,) intervalda ¢(x) >0, @(x) >0 deb hisoblashimiz mumkin.
U holda (2.8) tenglikning o‘ng tomoni musbat bo‘ladi. ¢(x)=0, ¢(X,)=0,
@(x) >0, xe(x,X,) bo‘lgani uchun ¢'(x) >0, ¢'(x,) <0 bo‘ladi.

Agar ¢'(x)=0 yoki ¢'(x,)=0 bo‘lsa, yagonalik teoremasiga ko‘ra
@(x) =0 bo‘ladi. Demak, ¢'(x) >0 va ¢'(X,) <0 bo‘lar ekan. Bu tengsizliklardan
quyidagi

9 (%)9(%,) — @' (x)@(x,) <0
baholash kelib chigadi. Oxirgi tengsizlikdan ziddiyat kelib chigadi, chunki (2.8)

tenglikka asosan ushbu

@' (%,)p(X,) — @' (x)p(%) >0
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. m
2.2-teorema. (Tagqoslash teoremasi). Quyidagi ikkita
—y"+a(x)y=0, (0<x<n) (2.9)
—y"+a(x)y=0, (O<x<x) (2.10)
tenglama berilgan bo‘lib, a(x)>a(x), xe[0,7] bolsin. ¢(x) va @(x) mos
ravishda (2.9) va (2.10) tenglamalarning noldan fargli bir xil boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi haqigiy giymatli yechimlari bo‘lsin. U holda
1) agar ¢(x) yechimning (0,7z] yarim intervalda m ta ildizi bo‘lsa, @(X)
yechimning (0, ] yarim intervaldagi ildizlari soni m tadan kam bo‘lmaydi;
2) @(x) funksiyaning k nomerli ildizi ¢(x) funksiyaning k nomerli
ildizidan kichik bo‘ladi.
Isbot. Mavjudlik va yagonalik teoremasining shartlari bajarilganda, ikkinchi
tartibli bir jinsli differensial tenglama noldan fargli ixtiyoriy yechimining ildizlari
chekli limitik nuqtaga ega bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik,

ya’ni y(x,)=0 bo‘lib, x, >a, (n—>) bo‘lsin. U holda y(a)=0 va

y'(a) = lim y(x.)-y@) _,
X, —a Xn —a

bo‘ladi. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga ko‘ra y(x)=0 bo‘ladi, bu esa
y(x) # 0 shartga zid.

Demak, y(Xx) yechimning chekli oraliqdagi ildizlari orasida eng kattasi va
eng kichigi hamisha mavjud bo‘ladi.

@(x) yechimning (0,7] yarim intervaldagi eng kichik ildizini X, orqali
belgilaylik. @(x) yechim (0,x] intervalda kamida bitta ildizga ega ekanligini
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni @(X) yechim (0, X,] intervalda ildizga
ega emas deb faraz qilamiz. Umumiylikni buzmasdan, qulaylik uchun (0,x,]
intervalda ¢@(x) >0 va @(X)>0 deb hisoblaymiz. ¢(x)=0 bo‘lgani uchun X,
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida ¢(x) kamayuvchi bo‘ladi, bundan ¢'(x)<0

kelib chigadi. Ushbu
14



(@0 —-dp) =[a(x) -a()]pp

ayniyatni [0, x,] oraliqda integrallaymiz:

[¢'(x)9(x) = &' (x) ()] -[¢'(0)9(0) - ¢'(0)p(0)] = _f[a(X) —a()]p(x)@(x)dx.

(2.11)
Boshlang‘ich shartlarni va ¢(X,) =0 tenglikni e’tiborga olsak,
#' (x)P(x) = [[2() —a0)]p(X)H(x)dx (2.12)
0

kelib chigadi. Ziddiyat, chunki tenglikning chap tomoni noldan oshmaydi, o‘ng
tomoni esa noldan katta.

Demak, ¢@(x) funksiya (0,x,) intervalda kamida bitta ildizga ega ekan. Bu
ildizlardan bittasini X, bilan belgilaylik, ¢@(x) funksiyaning (0,7] yarim
intervaldagi ildizlarini

X, <Xy << X,
orqali belgilaymiz. Shturm teoremasiga ko‘ra ushbu
(X %5)s (X, %3)s s (K %)
intervallarning har birida @(x) funksiya kamida bitta ildizga ega. Har bir
intervaldan bittadan ildiz olib, ularni
X, <..<X
orqali belgilaymiz. Bu holda quyidagi tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi
0<X <X <Xy <Xy <o Xiyg <Xy <Xy <77
Bu tengsizliklardan @(x) funksiyaning ildizlari soni m tadan kam emasligi va
@(x) funksiyaning k nomerli ildizi ¢(x) funksiyaning k nomerli ildizidan kichik
bo‘lishi kelib chigadi. m
2.3-teorema. Quyidagi
—y"+a(x)y=0, (O<x<7) (2.13)
tenglama berilgan bo‘lib, ¢(x) va @(x) uning ikkita chizigli erkli yechimlari

bo‘lsin. U holda agar ¢(x) funksiya (0,7) intervalda kamida ikkita ildizga ega
15



bo‘lsa, @(x) funksiyaning ketma-ket kelgan ixtiyoriy ikkita ildizi orasida @(x)
funksiyaning yagona ildizi bo‘ladi, ya’ni (2.13) tenglama chizigli erkli
yechimlarining ildizlari almashinib keladi.

Isbot. x, va x, orqali ¢(x) funksiyaning ketma-ket kelgan ikkita ildizini

belgilaymiz va ¢@(x) funksiya (x,, X,) intervalda ildizga ega emas deb faraz

gilamiz. U holda f(x):# funksiya (x,, x,) intervalda uzluksiz bo‘lib, uning
P(X

chetlarida nolga aylanadi. Chekli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasiga ko‘ra

shunday x, € (X;, X,) topiladiki, bunda f’(x,) =0 bo‘ladi, ya’ni

£1(x.) = £ 0)P06) ~000)F (%) _ W{P0%). (%))
’ 7 (%) 7" (%)

Bu esa ziddiyat, chunki ¢(x) va @(x) chizigli erkli yechimlardir. m

@(X,A) orqali (2.1) tenglamaning noldan farqli yechimini belgilaymiz.

Ushbu
p(X,4)=0, (0<x<7)

tenglamaning ildizlari A parametrga nisbatan funksiya bo‘lishi ravshan. Bu
funksiyalar 4 parametrga nisbatan uzluksiz bo‘lishini isbotlaymiz.

2.4-teorema. Agar X,€(0,7) son ¢(X,4,) funksiyaning ildizi bo‘lsa,
ixtiyoriy musbat & >0 son uchun shunday & >0 son topiladiki, bunda |1 — o] <&
bo‘lganda ¢(x,A) funksiya |x—X,|< & intervalda faqat bitta ildizga ega bo‘ladi.

Isbot. Agar X, son ¢(x,4,) funksiyaning karrali ildizi bo‘lsa, ya’ni
@(%y,4) =0 va ¢'(X,,4,) =0 bo‘lsa, mavjudlik va yagonalik teoremasiga asosan
@(X,4,)=0 bo‘ladi. Teorema shartiga ko‘ra bunday bo‘lishi mumkin emas.
Demak, ¢'(X,,4,) #0 ekan. Aniglik uchun ¢'(x,,4,) >0 deb hisoblaymiz.

Uzluksiz funksiyaning xossalariga ko‘ra bu tengsizlik x, nuqtaning
yetarlicha kichik atrofida ham bajariladi, ya’ni &£>0 yetarlicha kichik bo‘lib,
X=X,| <& bo‘lsa, ¢'(X,4,) >0 bo‘ladi. Bundan ¢(x,—&,4,) <0, @(X, +&,4,)>0

bo‘lishi kelib chigadi.
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¢'(x,A) funksiya A ga nisbatan uzluksiz bo‘lgani uchun (u xatto A ga

nisbatan butun funksiya bo‘lishini  bilamiz) shunday ¢ >0 son topiladiki,
A —2,|<S bolib, A=A|<68

X—XO‘Se bo‘lsa, ¢'(X,A4)>0 bo‘ladi. Demak,

bo‘lsa, ¢(x,4) funksiya ‘X—XO‘Sg oraligda monoton o‘suvchi funksiya ekan.
Bundan ‘ﬂ—io‘ﬁé' bo‘lganda ¢(x,1) funksiya ‘X—XO‘SE oraligda ko‘pi bilan
bitta ildizga ega bo‘lishi mumkinligi kelib chigadi.

p(x,—&,A) va @(X,+¢&,4) funksiyalar uzluksiz bo‘lib, ¢(x,—¢,4,)<0,
@(X, +&,4) >0 bo‘lgani uchun A, sonning shunday atrofi topiladiki, bunda

o(x, —&,4) <0 va ¢(X, +&,4) >0 bo‘ladi. Bu fikrdan esa,

A= 2| <8 bo‘lganda,
@(x,2) funksiya [x—X,|<e& intervalda kamida bitta ildizga ega bo‘lishi kelib
chiqgadi. m

Natija. 4 <A, bo‘lsa, ¢(X,4) yechim ildizlarining soni ¢(X,4,) yechim
ildizlarining sonidan oshmaydi, haqiqatan ham, bu holda a(x)=q(Xx)—-A4,
a(x)=q(x)—4, deb olsak, A <A, bo‘lgani uchun a(x)>a(x) bo‘ladi.
Taqqoslash teoremasiga ko‘ra, ¢(Xx,4,) funksiyaning (0,7] yarim intervaldagi
ildizlari soni ¢(X,4,) funksiyaning (0, 7] yarim intervaldagi ildizlari sonidan kam
emas. Bu fikrdan A oshgani sari ¢(x,A) yechimning (0,7] oraliqdagi ildizlari

soni kamaymasligi (ortib borishi) kelib chigadi.
A parametr ortgani sari @(X,A) yechimning (0,7] oraligdagi ildizlari nol
nuqtaga tomon harakatlanadilar, ya’ni yangi ildiz 7 nugqta orqali kirib keladi.
2.5-teorema. (Ossillyatsiya  teoremasi). (2.1)+(2.2) Shturm-Liuvill

chegaraviy masalasi cheksizta A <A <4, <..<A4 <.. xo0s qiymatlarga ega.
Bundan tashgari A, xos qiymatga mos keluvchi y, (x) xos funksiya (0,7)

intervalda n ta ildizga ega bo‘ladi.

Isbot. ¢(x, 1) orgali (2.1) tenglamaning
»(0,1)=1, ¢'(0,4)=h,+hA (2.14)
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boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaylik. Bu yerda A
haqiqiy parametr. \q(x)\ <m, xe[0, 7] bo‘lsin. Taqqoslash teoremasida
axX)=q(x)— 4, a(x)=—m—-A4
desak, a(x)>a(x) buladi. Ushbu
—yY'+(-m-A2)y=0
tenglamaning
?(0,4)=1, ¢'(0,4)=h,+hA4 (2.15)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

- PN e shy—m—Ax
P(x,4) =chy-m /1x+(h0+h1/1)—m

formula bilan beriladi. @(x,4) yechimning ifodasiga asosan shunday M >0 son
mavjudki A<-M bo‘lganda @(x,4) yechim (0,7] oraligda ildizga ega
bo‘lmaydi. Bundan, taqqoslash teoremasiga muvofiq A <—M bo‘lganda ¢(X, 1)
yechimning ham ildizi yo‘q ekanligi kelib chiqadi. CHunki @(x,4) funksiyaning
ildizlari soni ¢@(x,A) funksiyaning ildizlari sonidan kam bo‘lmaydi.

Agar taqqoslash teoremasida &(x)=q(X)—A, a(X)=m—A4 deb olsak,
a(x) > a(x) buladi. U holda

—y"+(m-A1)y=0

tenglamaning (2.14) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi ushbu

siny/A —mx
JA-m

formula bilan beriladi. A parametr cheksiz oshgani sari bu yechimning (0,7]

(X, A) =cosv A —mx+ (h, +hA)

oraligdagi ildizlari soni ortib boraveradi. Taqqoslash teoremasiga asosan A

parametr cheksiz oshgani sari ushbu
—y"+[a(x) -]y =0
tenglamaning (2.15) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi @(x, 1) yechimining

ham (0, 7] oraliqdagi ildizlar soni ortib boraveradi.
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Ushbu @(x,4)=0 tenglamani ko‘rib chigamiz. 4-teoremaga asosan bu
tenglamaning ildizlari A parametrga uzluksiz ravishda bog‘liq bo‘ladi. @(x,1)=0
tenglamaning (0,00) oraliqdagi ildizlarini X (1) orqali belgilaymiz. Ikkinchi
tomondan A parametr ortgani sari @(X,4) yechimning ildizlari nol nuqta tomon
harakat qilishadi, ammo nol nuqta orqali chiqib ketmaydilar (chunki ular musbat).
(O, 7] oraligga yangi ildizlar 7 nuqta orqali kirib keladi. Boshqacha qilib aytganda
A parametrning shunday x, qiymati borki, bunda X, (z,) =7 bo‘ladi.

Demak, x4, 14, tt,,... sonlar uchun @(7,1,)=0 bo‘ladi. @(X, )
funksiyaning (0, ) intervaldagi ildizlari

Xo (t ) X, (et ), o X ()
bo‘ladi, ya'ni ¢(X, ) funksiya (0, 7) intervalda n ta ildizga ega.

Endi ushbu u(x)=@(x,4), Vv(X)=@(x,4,) funksiyalarni kiritib olamiz. Bu
yerda g < }1 < ﬂ; < M-

Taqqoslash teoremasidan u(x) va v(x) funksiyalarning har biri (0, ] yarim

intervalda n+1 ta ildizga ega bo‘lishi kelib chigadi.
@(7,A) funksiyaning g, 14, 4,,... sonlardan boshqa ildizi bo‘lmagani uchun

u(z) =0, v(r) #0 bo‘ladi.

u(x) funksiyaning (0, 7] oraligdagi eng katta ildizini X, bilan belgilaymiz.
v(x) funksiya [x,,7] kesmada ildizga ega emasligini ko‘rsatamiz. Taqqoslash
teoremasiga ko‘ra v(X) funksiyaning (n+1)-ildizi x, dan kichik bo‘ladi, ya’'ni
v(x) funksiya (0, x,) oraligda n+1 ta ildizga ega. Agar v(x) funksiyaning [X,, ]
kesmada ildizi bor bo‘lsa, uning (0, 7] yarim intervaldagi ildizlari soni n+1 dan
oshadi. Ziddiyat, chunki v(x) funksiya (0, 7] da n+1 ta ildizga ega.

Quyidagi tengsizlik bajarilishi ravshan:
’ ’ ' ' " " 2 12

T T T B
dx u v u v u v us v
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B Cllnl 0 STES S P (2.16)

Bu tengsizlikni [X,, 7] kesmada integrallasak, quyidagi

() {u'(n) _v'(n)}_uz(xn) {u'(xn) _v'(xn)}>o,

u(z) v(z) u(x,) v(x,)

) {u'(ﬂ) _v'(n)}>0,

u(z) v(x)

U'(x) _V(x)
u(z)  v(r)
tengsizlik kelib chiqadi. Demak, agar x4, < ;1; < Zz < M,,, bo‘lsa, ushbu

¢'(, ﬂi) ¢'(z. )
@(, 1) ¢>(7r )

M funksiya (u,,p,,,) oraligda kamayuvchi
p(7,A)

funksiya ekan. Bu oraliqgda xarakteristik tenglamani ushbu

¢'(7,4)
o(7,A)

tarzda yozib olamiz. Bu tenglamaning chap tomoni (z,, ,,,) oraligda kamayuvchi

(2.17)

tengsizlik o‘rinli ekan, ya’ni

+H;+HA=0

funksiya bo‘ladi, chunki H;+HA funksiya kamayuvchi. Bunga ko‘ra
@(7, 1) =0 va ¢(z, 1,,,) =0 tengliklarga asosan ushbu

gD(”’}L)+H +HA—>+0, (A->u,),
@(72_ ﬂ,) 0 1 ﬂn

P H i HA 0, (A u)
¢(72_ ﬂ/) 0 1 Il'ln+1

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
Demak, (u,,u,,) intervalda shunday yagona A, son topiladiki, bunda
quyidagi

¢'(7,4,)

+H,+H, A =0 2.18
(b(ﬂ',ﬂn) 0 1" ( )
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tenglik bajariladi. (2.18) tenglik (2.2) chegaraviy shartlarning ikkinchisi ham
bajarilishini ko‘rsatadi, ya'ni @(x,4,) funksiya (2.1)+(2.2) masalaning xos
funksiyasi va A, son xos qiymati bo‘ladi. (0,7) intervalda ¢(x,4,) va @(X, )
funksiyalar ildizlarining soni bir xil bo‘lgani uchun @(x,4 ) xos funksiya (0O, )

intervalda n ta ildizga ega. m

3-§. Krum-Kreyn almashtirishi
Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz:
Ly=-y"+a(x)y =24y, xe[0,x], (3.1)
{Y'(O) = (h, + h,4)y(0),
y'(7) =—(Hy + H A) y(7).

Bu yerda q(x) e C'[0,z] hagigiy giymatli funksiya, h,, h, H,, H, hagigiy sonlar,

(3.2)

A esa kompleks parametr. Biz h, <0 va H, <0 bo‘lgan holni o‘rganamiz.

(3.1)+(3.2) masalaning xos giymatlarini 4, <A, <A, <... orqali, ularga mos
keluvchi xos funksiyalarni  y,(x), Vv,(X), VY,(x), ... orqgali belgilaymiz.
Ostsillyatsiya teoremasiga ko‘ra y,(X) xos funksiya (0,7) intervalda nolga
aylanmaydi. Agar y,(0)=0 yoki y,(7)=0 bo‘lsa, (3.2) chegaraviy shartlardan
Y,(X) =0 ziddiyat kelib chigadi. Demak, y,(x) xos funksiya [0, 7] kesmada nolga
aylanmaydi.

3.1-lemma. Ushbu

v(x) = %) (3.3)
Yo(X)

funksiya uchun quyidagi tengliklar bajariladi:
V'=q(x) =4 -V, v(0)=h+hi, v(r)=-H;-H,. (3.4)
Isbot. (3.3) funksiyadan hosila olsak, ushbu

V,:(y_aj Yoo —(¥e)® _ (@=A)Ya —(¥e)* _

Yo y2 y2 -
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=q—%—f§]=qwrw%—f

0

tenglikka ega bo‘lamiz. (3.2) chegaraviy shartlardan esa v(0)=h,+hA, va
v(r) =—H, —H,4, kelib chiqadi. m
3.1-teorema. Ushbu 4 , n=1 2,... sonlar quyidagi

-2"+G(xX)z=4z, O<x<rx
Z'(0) —hz(0) =0, (3.5)
Z'(7)+Hz(x)=0

Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatlari bo‘ladi va ularga ushbu
2,(0 = Y,(0 ~V(x)y,(x), =12,... (3.6)
xos funksiyalar mos keladi. Bu yerda

mm:qurew@»h=—%—m—n%,H:-ﬁn4%_Hﬁv (3.7)

Isbot. (3.6) funksiyaning hosilalarini hisoblaymiz:
Zy = Yo VY = Wh = (0= 4)Y, = (0= 4 = V)Y, =Wy, = (A = 4, + V7)Y, —Wyy,
Zy = 2WY, + (=4, + 2o + V)Y, V'Y, —Vy; =
=20, + (=4, + A +V) Y, = VYL —v(@ - 4,)Y, =
=W (V —q+A4)+ (=4 + A, +V =V)y =
=W, (V' —q+4,)+(=2V'+q—-4,)y, =(q -2V = 4. )(y, —W,) =(G— 4,)z, .

Endi chegaraviy shartlarning birinchisini keltirib chiqaramiz:

2,(0) _ (A =4, +V*(0))¥,(0) = v(0)y;(0) _

z,(0) y,(0) - v(0)y, (0)
_ (4= 24)Y.(0) v(0)=
(hy +h4,)y,(0) -v(0)y,(0)
— ﬂ‘O_}‘n _ =—£—h . .
(o +hA) —(hy+ ) ot o)==~ =R

Shu tarzda quyidagini amalga oshiramiz:

22



23(7) _ (Ao = Ao +VA ()Y, () V(7)) Y5 (7) _
z,(7) Yo () =Vv(7)y, ()

__(h=A)y,(7)
Yo () = V() Y, (7)

S Bh ()
~(H, + HA) ()

—v(r) =

YRy 1
= L +(H,+HA4)=—+H,+H,.
—~(H, +H,A)+(H, +H,A4) o+ Hiy H, ° x

Endi z,(x)=y,(X)-Vv(X)y,(X) =0 ekanligini ko‘rsatamiz. Agar z,(X)=0
deb faraz qilsak, ushbu
s oy Yy Yido VoY, =yo~£h] (39)
yo yo yO
tenglikdan y. =y,C ziddiyat kelib chiqadi. Demak, z (X) xos funksiya ekan. m

Izoh. (3.5) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi A

n?

n=12,... sonlardan

boshqga xos giymatga ega emas.

4-§. Xos giymatlarning asimtotikasi
Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz:
Ly=-y"+a()y =4y, xe[0,7], (4.1)
{y'(O) = (h, + hA)Y(0)
y'(7) ==(Hy + HA) y(7).

Bu yerda q(x) € C'[0, 7] hagiqiy giymatli funksiya, h,, h, H,, H, hagqiqiy sonlar,

(4.2)

A esa kompleks parametr. Biz h, <0 va H, <0 bo‘lgan holni o‘rganamiz.
(4.1)+(4.2) masalaning xos qiymatlarini 4, <A, <A, <... orqali, ularga mos

keluvchi xos funksiyalarni y,(X), Y,(X), Y,(X), ... orqali belgilaymiz.
4.1-teorema. (4.1)+(4.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi xos qiymatlari

uchun quyidagi
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A, =(n-1)?%+c, +2n n{r.}el,, 4.3)

formula o‘rinli. Bu yerda

1% 2(1 1
C, :;gq(x)dx —;[H +Ej (4.4)

Isbot. (3.5) Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlarini g, < g4 < 1, <

orgali belgilasak, ular uchun ushbu

ﬂn:n2+c0+%, {B}el,,

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

C, = 2h+2H —J. (X)dX

Bundan ushbu

A, =(n— 1)? +C, + 10 ~{r.}el,,

tenglik kelib chigadi. Bu yerda

6y =228 L L 00 - 2v 070,
T ﬂ'o

6y =228 LT g0gax - 2 v(m) - v,
VA T 0 T

%:§IM©W+EW+H+HwHﬂ%+m+Q%L
0

17 2(1 1
Co =;£q(x)dx—;(ﬁ+ﬁl).

Demak, (4.3), (4.4) tengliklar bajariladi. m
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5-§. Regulyarlashtirilgan izlar formulasi
Ik bor 1953 yilda I.M.Gelfand va B.M.Levitan [1] tomonidan regulyar
Shturm-Liuvill masalasi uchun regulyarlashtirilgan izlar formulasi keltirib
chiqarilgan. Shundan so‘ng, L.A.Dikiy [2] Shturm-Liuvill operatorining barcha
darajalari uchun regulyarlashtirilgan izlar formulasini keltirib chigarishga
muvaffaq bo‘lgan. Bu sohada keyingi muhim qadam V.B.Lidskiy va
V.A.Sadovnichiy [3] tomonidan amalga oshirilgan. Hozirgi kunda regulyar
Shturm-Liuvill masalasi uchun regulyarlashtirilgan izlar formulasini keltirib
chigarishning bir gator usullari mavjud [4-7]. Chegaraviy shartlari spektral
parametrga bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasining regulyarlashtirilgan izi
N.J.Guliyevning [8] magolasida va A.Y.Etkin, G.P.Etkinaning [9] maqgolasida
B.M.Levitan usuli yordamida hisoblangan.
Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz:
Ly=-y"+a(x)y =4y, xe[0,7], (5.1)
y'(0) = (h, + hA)y(0),
{y’(ﬂ) =—(H, + HA)y(7).

Bu yerda q(x) € C'[0, 7] hagiqgiy giymatli funksiya, h,, h, H,, H, hagigiy sonlar,

(5.2)

A esa kompleks parametr. Biz h, <0 va H, <0 bo‘lgan holni o‘rganamiz.
(5.1)+(5.2) masalaning xos giymatlarini 4, <4, <4, <... orgali belgilaymiz.
5.1-teorema. (5.1)+(5.2) Shturm-Liuvill chegaraviy = masalasining

regulyarlashtirilgan izi uchun quyidagi formula o‘rinli:

o 3 = (017 =) ==£[a(0) + A7)~ 56, -

11 H (5.3)

Bu yerda

c, =gq(x)dx—§(%+i). (5.4)



Isbot. (3.5) Shturm-Liuvill masalasining regulyarlashtirilgan izi uchun
quyidagi formula o‘rinli bo‘lishi yaxshi ma’lum:
h+H h*+H?
S

N 2 (I - 1 7.
2 =1 =) = 7 [A(0) + 4(m)] - 7 [ oyt~

Agar bu yerda ushbu
:un :ﬂ’n+1’ nzo’l' 2’ e

V'=q(x) -4, —V*, v(0)=h, +h A, v(r)=—H, - H,A,,

G(x)=a(x) = 2V'(x), G(X) =24, +2v*(x) — d(x)

1 1
h:___ho_hlﬂo’ H :___Ho_Hlﬂo

h H,
bog‘lanishlarni ishlatsak, quyidagi tenglik kelib chigadi

o0

) 1 1%
2 U= =) == [a(0) +a(m)] - 7 a0t +

n=0

h®’+H® h+h4+H +HA4 h+H |
2 b2 T

g+ () 2 (Hy + Hygp) -

Bunga ko‘ra

fyt 30~ (-1 ~6) =4 a(0)+ 9(m)] - a0t -

1(1 1] (ho Hoj 1[1 1)
| S+—=|-| =2+ |+—| —+—|.
2 hl2 H12 h H, ) z{h H

Bu yerda (5.4) tenglikni hisobga olsak, (5.3) izlar formulasi hosil bo‘ladi. m

6-§. V.A.Ambartsumyan teoremasining analogi
Quyidagi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini ko‘rib chigamiz:
Ly=-y"+q(X)y=4y, xe]0,7x], (6.1)

{y’(O) =h1y(0),

, (6.2)
y(7) = -H,Ay(x).
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Bu yerda q(x)eC'[0,7z] haqgigiy giymatli funksiya, 1 kompleks parametr va
h <0, H, <0.
(6.1)+(6.2) masalaning xos giymatlarini 4, <4, <4, <... orgali belgilaymiz.
Ushbu
—y"'=4y, 0<x<rx
y'(0) =hy(0), (6.3)
y'(7)=-H,Ay(x),
chegaraviy masalaning xos giymatlarini AJ <A’ <A) <... orqali belgilaymiz.
Birinchi paragrafda bu masalaning xos giymatlarini o‘rgangan edik, xususan
Ay =0 bo‘lishini ko‘rgan edik.
6.1-teorema. Agar (6.1)+(6.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos
giymatlari (6.3) chegaraviy masalasining xos giymatlari bilan ustma-ust tushsa,
ya’ni 4. =A%, n=0,1 2,... bolsa, u holda g(x) =0 bo*ladi.
Isbot. 1) (6.1)+(6.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymatlari

uchun olingan asimptotik formulalarga ko‘ra ushbu

A =(n-1) +c, +%, {r}el,, (6.4)

formula o‘rinli. Bu yerda

o == [a0odx 2| =+ | (6.5)
% z\h H,
(6.3) chegaraviy masala uchun bu formulalar quyidagi k o‘rinishda b o‘ladi:
0
A =(n=1%+cS+ 20, {1} el,, (6.6)
n
cg:—ﬁ 1.1 (6.7)
zih H,

Agar (6.4) tenglikdan (6.6) tenglikni ayirsak va n — oo da limitga o‘tsak,
j q(x)dx =0 (6.8)
0

kelib chikadi.
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2) (6.1)+(6.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining A,=A1; =0 Xo0s

giymatiga mos keluvchi xos funksiyasi ¢(x) bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘rinli:

¢"=a(X)¢, (6.9)
¢'(0)=0, (6.10)
¢'(7)=0, (6.11)
P(x) £0. (6.12)

Ossillyatsiya teoremasiga ko‘ra ¢(x) xos funksiya (0,7) intervalda nolga ega
emas. Agar ¢(0)=0 yoki ¢(7)=0 bo‘lsa, u holda (6.10) yoki (6.11) chegaraviy
shartlardan ¢(x)=0 ziddiyat kelib chigadi. Demak, ¢(x)#0, x<]0, 7].

3) Quyidagi integralni ikki xil usulda hisoblaymiz:

J =T P g2 90O _4 (6.13)
o\ @

o(7)  p(0)

Ikkinchi tomondan, ¢"=q(X)¢ tenglikka ko‘ra

z N Tow g2 T e N\ 2 T T N\ 2
R B e O R

Bu yerda (6.8) va (6.13) tengliklarni inobatga olsak, ushbu

T ! 2
f (ﬂj dx=0
o\ P
munosabatga ega bo‘lamiz. Bunga ko‘ra ¢'(x)=0 bo‘ladi. Demak, ¢(x)=C =0

ekan. Buni ¢"=q(X)¢ tenglikka qo‘ysak, 0=q(x)C, ya’ni q(x)=0 Kkelib
chigadi. m

I bob be‘yicha xulosalar

Ushbu bobda chegaraviy shartlari spektral parametrga bog‘liq bo‘lgan

Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari va xos funksiyalarining xossalari
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o‘rganilgan. Jumladan, xos giymatlarning xaqiqiyligi, karrasizligi va cheksiz
ko‘pligi  isbotlangan, Krum-Kreyn almashtirishi  olingan, Krum-Kreyn
almashtirishi yordamida xos giymatlarning asimptotikasi va regulyarlashtirilgan
izlar formulasi keltirib chigarilgan. Bundan tashqari, chegaraviy shartlari spektral
parametrga bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi uchun V.A.Ambartsumyan
teoremasining analogi isbot qilingan. Xos funksiyalarning chizigli erkliligi

ko‘rsatilgan va ular uchun ossillyatsiya teoremasi isbotlangan.

11-BOB. CHEGARAVIY SHARTI SPEKTRAL PARAMETRGA
RATSIONAL BOG‘LIQ BO‘LGAN SHTURM-LIUVILL MASALASI XOS
QIYMATLARINING XOSSALARI

1-§. Masalaning qo‘yilishi va

Herlots-Nevanlinna funksiyalarining xossalari

Quyidagi masalani ko‘rib chigamiz

-y +a()y=24, xe[01] (2.1)
y(0)cosa =Yy'(0)sinax, «ae<l[0,x) (2.2)
y@) (2.3)
Bu yerda q(x) € C[0,1] - haqgiqiy funksiya bo’lib, quyidagi tasvirga ega:
N b
f(A)=al+b-> —* (2.4)
k=14 — C
axz0, b >0, beR, ¢ <c,<...<cy, N2>0. (2.5)

Maskur ishda (2.1)-(2.3) masala xos giymatlarining xossalari, xususan

asimptotikasi, xos funksiyalar uchun Krum-Kreyn tipidagi almashtirish o‘rganiladi.
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Berilgan N wuchun (2.4) ko‘rinishdagi (2.5) shartlarni qanoatlantiruvchi
barcha ratsional funksiyalarni Ry, orgali belgilaymiz.

Ta’rif. Agar f :C — C kompleks o‘zgaruvchili funksiya uchun ushbu

1. f(2)=f(2)

2. Imz>0=1Imf(z)>0
shartlar bajarilsa, f(z) funksiyaga Herlots-Nevanlinna funksiyasi deyiladi.

Lemmal. Qutb maxsus nuqtalari haqiqiy va oddiy bo‘lgan ratsional
funksiya Herlots-Nevanlinna funksiyasi bo‘lishi uchun biror N topilib, f(z) eR,

bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. (Yetarliligi). Agar f(z) eR, bo‘lsa, u holda ushbu

N b _ N b _
f(z)=a-z+b+>Y=—*—=az+b->=—"*—=1(2)
k=1 Z — Ck k=1Z —C,

tenglik bajariladi. Imz >0 bo‘lsin, ya’ni z=u+iv, v>0 bo’lsin. U holda

f(z)=au+iaveb—> D

N
Imf(z)=a+ ,
@=at 2 e v

(Zarurligi). f(z) ratsional funksiya bo‘lgani uchun f(z) :% bo‘ladi.
z

Bu yerda Q(z)va P(z) ko‘phadlar. Agar qutblarni oddiyligini hisobga olsak va bu
funksiyani sodda kasrlar yig‘indisiga yoysak, ushbu

f(2)=P(2)+az+b— 3

k=1 Z — C,

tenglikni olamiz. Bu yerda P(z) ko‘phad bo‘lib, undagi hadlar darajasi k >2

bo‘ladi. P(z)=0 ekanligini isbotlaymiz. Imz>0 bo‘lgani uchun z=re',
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0<@<7m bo‘ladi. Bunga ko'ra P(z) ko‘phadning hadlari uchun quyidagilar
orinli:
a.z" =re"“r‘e™ =rr*[cos(kp +a,) +isin(kp +a,)],
Im{a, z*}=r.r*sin(ke + «, ).
Agar 0< ¢, < bo‘lsa, u holda

T—a, <27r—aks27z—ak:7z—ak<7[
k k 2 2

bo‘ladi. Bundan esa Im{a,z"}<0 ziddiyat kelib chigadi. Qolgan holler ham shu
tarzda garaladi. Demak, P(z) =0 ekan.

Agar a<0 bo‘lsa, z=iv deb, v—>+4o desak,Imf(z) —»>—oo bo‘ladi.
Demak, a > 0 ekan.

b, >0 ekanligini isbotlaymiz. Agar z=c, +iv, v—0 (v>0) desak, u holda

b,v b,v bV
av+—+ Tt 5
v (c,+¢C,) +vV (c,+cy) +V

Bu limitning giymati aslida + oo bo’lishi lozim. Bunga ko'ra b, >0 bo’ladi. b, >0,
..., by >0 tengsizliklar ham shu tarzda ko rsatiladi. Lemma isbotlandi.
Quyidagi belgilashlarni kiritib olamiz:
R; ={f(z)eR,,a>0}, R®={f(z)eR,,a=0}.
Lemma 2. f(z) eR, bo‘lsin. U holda
1) f(A) cheklibo‘lsa, f(4)>0 bo‘ladi,
2) Iimo f (1) =—on, AEI;:[]—O f (1) =+x;

Z%Ck +

3) f(z) e Ry bo‘lsa, u holda Jim f (1) =+, Jim f (1) =—o0;

4) f(z)eR bo‘lsa, f(1) Th, (1 —w)va f(1) b, (1—-x).
Misol. f(z) € Ry bo‘lsa, u holda

b b, Db
A-c, A-C, A-c;

f(4)=b-
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bo‘ladi. Buyerda b >0, b, >0,b, >0, ¢, <c, <c,. Bu funksiya grafigi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

ey

/

C1 Co Cq

1-rasm

f (1) e R, funksiyava < c; son berilgan bo‘lsin. Ushbu

A= u
F(1)= ) f (1) (2.6)

funksiyani kiritib olamiz. Bu funksiyani uzluksizligi bo‘yicha davom qildiramiz:

_ C,— U _ _
F(c, )= ) ) f(u)=—"F(u), 1<k<N,

F(u)=- — f(n).

(1)
Izoh. Agar f (A1) e R, bo‘lsa, uholda F(u) e R,,, ya'ni

F(A)=Ad+B-3 o
aA-C,’

(2.7
A>0,B, 20, BeR, C <C, <...<C,, ekanligini isbotlaymiz. Bu yerda M soni
a ga bog‘liqravishda N yoki N —1 boladi, aniqrog‘i quyidagi teorema o rinli.
Teorema 1. 1) Agar f(A) € R bo‘lsa, u holda F(4) € Ry bo‘lib,
u<c <C <cg,<...<c, <Cy
bo‘ladi;
2) Agar f (1) e Ry bo‘lsa, uholda F(1) € R}, bo‘lib,
u<c <C<c,<..<C, <cy

bo‘ladi.
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Isbot. Quydagi tengliklarni bir-biridan ayiramiz:

f()=ai+b—Y
k=t A —

k

fu)=au+b— 5D
k=t U — Ck

) B N b (11— 1)
FA-f=a-m-2 =5~

Bunga ko‘ra

f(A)—f(u) _ a+y b
A—p i (A—c ) (u— Ck)

Bu yerda

d, = <0va P,(A)=(A-c,)...(h—c,)

H=Cy

belgilashlarni kiritamiz. U holda

p(2) -t =3I RW Sy 1 ioc)=0..0),

k1/1— ka A-C, k=l =L j#k
f(A)—f (,U) —a4+ QN—l(/I) _ aPN (4) +QN—1(/1)
Z_l['l PN (;") PN (ﬂ') .
Demak,
_ Pu(4) _ _
Y S R CYNT
_RA)-fw)-a-R(4) - (1) -Qus(4) _ p(4) 2.8)
aP, (1) +Qy4(4) r(a) '
Bu yerda
r()=a-T[(A-¢)+2d, T1 (A-c,). (2.9)

r(1) ko'phad a=0 da N darajali ko‘phad, a=0 da N —1 chi darajali ko‘phad

bo’ladi. r(c,) ning ishorasini aniglaymiz. Ushbu

rc,)= dH(C -¢;)=d, H(C —Cj)- I G, —C;)

j=n+1
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tenglikda d, <0 ekanligini hisobga olsak,
sign(r(c,))=(=D""™ n=12,...,N
kelib chigadi. Demak, r(1) ko‘phad (c,c,,) intervalda g, ildizga ega
(n=12,...,N-1). Agar a=0 bo‘lsa, bular r(1) ko‘phadning barcha ildizlari,
chunki bu holda deg(r(1))=N —1.
Agar a>0 bo‘lsa, u holda sign(r(c,))=(-)" """ =-1<0 bo‘lib,
r(1) - +o, A —+w bo‘lgani uchun (Cy,+o0) intervalda ham bitta g, ildizga

ega.
r(A) karrali ildizga ega bo‘lmagani uchun F(4)= % funksiyaning qutb
r

maxsus nuqtalari oddiy bo‘ladi. (2.8) ga ko‘ra

(1) = (=1-af (1) - Py (1) = (1) - Qu, (1)
aP, (1) + Q4 (4) |

Agar a=0 bo‘lsa, u holda
F(ﬂv):_PN(ﬂ)_f(lu)'QN—l(ﬂ’):Ai_i_B_Nz_l Bk

QN_1 (/1) kzlﬂ, - Ck
bo‘ladi. Bu yerda
A-— 1 o
d, +---+d,
3 N Bk 3 : 1
Agar a>0 bo‘lsa, F(1)=B->’ bo‘ladi. Bu yerda B = 5 ().
k=t A —

Endi B, >0 ekanligini isbotlash kerak. F(1) ning ta’rifiga ko'ra

A
" W

bo‘lgani uchun F(A1) funksiyaning qutb maxsus nugtalari f(A)=f(w)

tenglikning x dan boshqga ildizlari bilan ustma-ust tushadi.
Har-bir (C,, C, ;) oraligda ushbu
f(1)-f(x) >+0, (2.4—>C, +0),
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f(A)-f(w)—>-0, 2.4—>C,-0)
munosabatlar o'rinli bo‘ladi. Bunga ko‘ra

lim F(1) =7,

A—C, 0
Bundanesa B, >0, k=1 2,...,M bo‘lishi kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Izoh. f(A) dan F(A) ga o‘tish amalini bir gancha marta qo‘llab R, — R?

akslantirishni ko‘rsatish mumkin. Keyinchalik bu fikirni ishlatamiz.

2-§. Xos giymatlarning mavjudligi va xos funksiyalarning ossillyatsiya

xossalari
Quyidagi
—-y"+gq(xX)y=4y, 0<x<1 (2.10)
tenglamanining ushbu
y(0)cosa = y'(0)sin (2.11)
shartni gqanoatlantiruvchi biror no‘lmas yechimini y(x, 1) orqali belgilaymiz.
Ushbu
r_ 2 _ =2
6'=cos* @+[A—q(x)]sin“ 0, (2.12)
0(0,) =«
Koshi masalasining yechimini €(x, A) orqali belgilaymiz. Bunga ko‘ra
y'(x,4)
ctgo(x,A) =——=. (2.13)
y(x,4)
Bu holda
y'@4)
=f (1) (2.14)
y(L 4)
harakteristik tenglama ushbu
ctgf(L 1) = (1) (2.15)

ko‘rinishini oladi.
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Teorema 2. (2.1)-(2.3) masalaning xos giymatlari haqiqiy.
Isbot. A=u+iv, u,veR, v#0 xos giymat bo‘lsin va bu xos giymatga
y(x) xos funksiya mos kelsin. U holda
-y +a(x)y =4y,
y'(0)
y(0)
YD _ ).
y(@)
tengliklarda kompleks qo‘shma olsak, ushbu
—y"+q(x)y =41y,

y'(0)
y(0)

=Clgo,

=Clga,
IO _ @)
y(@)
tengliklar hosil bo‘ladi. Demak, A =u —iv ham xos giymat ekan. Biz ImA=v>0

deb hisoblaymiz. Endi quydagi tengliklarni ko‘rib chiqamiz:

(Z—/T)~i|y(x)|2dx: (/I—Z)-iy-ydx=i[(/1- VY- y(A-y)x =
=[[(=y"+a()y)y -y (¥ +a(x)y)]dx =

= [(7y=y9Yox=(7y =y, =y (1) - 1)),
ya’ni
Im A - i\y(x)\z dx =—y@|"-Im f (2)

Ziddiyat, chunki ImA >0 va Im f (4) >0. Teorema isbotlandi.

Teorema 3. (2.1)-(2.3) masalaning xos giymatlari oddiy (2.karrasiz).

Isbot. A(1)=¢'(LA)— f(1)p@, A) bo‘lsin. Bu yerda ¢(x,4) orgali (2.1)
tenglamaning  @(0,A)=sina, ¢'(0,4)=cosa  boshlang’ich  shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimi belgilangan. Ushbu
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—¢"+q(X)p =1
ayniyatni A bo'yichi differensiallasak,
—@"+q(X)p=p+ ¢
kelib chigadi. Bularga ko"ra ushbu

(@ -p—¢ @) =-¢

ayniyat orinli bo’ladi. Bu ayniyatni integrallasak, quyidagi
1
¢'(LA) L, A) = ¢'(LA)- (L A) = [ ¢ (x, A)dx (2%)
0

formula hosil bo"ladi.
Endi A(1)=¢'(LA)— f (A)e(L, A) funksiyani differensiallaymiz:

A =g L)~ f (1) 9L 2) - (1) 9L ).
Demak, ushbu
P'LA) =AM+ f(A)- 0L A) + f(1)- 9L 2),
¢ LA =AA)+ (1) -0l12)
tengliklar o'rinli ekan. Bu ifodalarni (2.*) ayniyatga go yamiz:

[A) + £(2)- 0L A) + f(4)- 6L )] (L A)—
AW+ F D)oL A)]-pL2) = —i o (%, A,
M- oL A+ F (D)p? L A)+ F (D)ol oL A)—

CAGLA) — F (D A)-pL2) = —i o (%, A,

AA)- oL A)+ (DL A) - AWSLA) =[P ( A)dx.  (2%)

Agar A=/, karrali xos giymat bo‘lsa, u holda A(4,)=0, A(4,)=0 bo‘lgani

uchun

f (2o)0 (W o) =—i 07 (X, 2o)dX
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bo‘ladi. f(4,)>0 bo‘lgani uchun ziddiyat kelib chiqadi. Agar A =c, x0s giymat
bo‘lsa, u holda y(1,c,) =0, bo‘ladi va bu son oddiy Shturm-Liuvill masalasining

xos giymati bo‘ladi. Demak, u oddiy xos qiymat ekan. Teorema isbotlandi.
Teorema 4. (2.1)-(2.3) masala cheksizta xos giymatga ega. Bu xos

giymatlarni
Jo <Ay <<
orgali belgilasak, ular oo ga intiladi. Bunda 4, < ¢, bo‘ladi.
Isbot. (2.1)-(2.3) masala cheksizta xos giymatlari ushbu ctgd(1,1) = f (1)
harakteristik tenglamadan topilishini biz bilamiz. Bu tenglamani grafik usulda
yechamiz. Buning uchun y=ctg@d(1,1) va y= f(1) funksiyalarning grafiklarini

bitta chizmada chizamiz:

Bu chizmadan xususan xos giymatlar soni cheksizta ekanligi va ular oo ga ketishi

hamda eng kichik xos giymat c, dan kichik ekanligi kelib chigadi. Teorema

isbotlandi.

Teorema 5. (2.1)-(2.3) masalada b ning giymati kamaysa, ¢, va q(x) ning

giymatlari ortsa, A; larning har biri ortadi. Agar a>0 bo‘lib, a kamaysa va b,
ortsa har bir musbat 4; > ¢, ortadi.

Bu teoremaning isboti f (A1) ning tuzilishidan kelib chigadi.

A orgali quyidagi masalaning xos giymatlarini belgilaymiz:

-y"+a(x)y=2y, x€[0,1],
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y(0)cosa = y'(0)sinax, a<l0, ),
y(D) =0.

Endi {c;}, j=12,...,N, {2°}, n=1,...,0 sonlardan bitta to‘plam tuzamiz
va uning elementlarini kamaymaydigan tartibda A° orqali belgilaymiz. Agar
C; =" bo‘lsa, A ikki karrali deb hisoblaymiz. k; orgali C; <A, shartni
ganoatlantiradigan C; lar sonini belgilaymiz. f(4) funksiyaning va ctgd(4,1)
funksiyaning grafiklarini analiz gilsak, quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema 6. 1) A va /1°jD ketma-ketliklar quyidagi ma’noda almashinib
keladi: 4, <A <A < AP <-.-;

2) Ushbu ¢, < A4; <¢, ,; qosh tengsizliklar bajariladi;

3) Agar A%, =- deb olsak, ushbu /1?_1_,(1_ <4 S/I?_kj qo‘sh tengsizliklar
o‘rinli bo‘ladi.

Bu teoremaga asoslanib, biz xos funksiyalar uchun ossillyatsiya xossasini
keltirib chigarishimiz mumkin. Agar Ae(A’,,A°] bo‘lsa, u holda (2.1)
tenglamaning (2.2) shartni ganoatlantiruvchi noldan fargli yechimi (0,1) oraligda

| ta ildizga ega bo‘ladi.

Natija. 4, ga mos keluvchi xos funksiyaning (0,1) oraliqdagi ildizlar sonini
o, orgali belgilaymiz. Bu holda @; = j—k; bo‘ladi, hususan @, =0 bo’ladi. Agar

A; >c¢y bo‘lsa w; = j— N bo‘ladi.

3-§. Krum-Kreyn almashtirishi

Bu paragrafda (2.1)-(2.3) masalani xos qiymatlaridan ko‘pchiligini saqlagan
holda boshqa bir Shturm-Liuvill masalasiga o‘tkazamiz. Natijada hosil bo‘ladigan

Shturm-Liuvill masalasida f(4) o‘rnida oldingi paragrafda o‘rganilgan F(A)
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bo‘ladi. Bu almashtirishni bir necha marta qo‘llab, klassik Shturm-Liuvill
masalasini hosil gilamiz.

Hosil bo‘ladigan klassik Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari eng
oldingi Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatlaridan cheklitaga farq giladi

halos. (2.1)-(2.3) masalaning A, <A, <--- X0s giymatlariga mos keluvchi xos
funksiyalarini  y,(x), y;(x),... orgali belgilaymiz. x orgali quyidagi shartni
ganoatlantiruvchi biror sonni belgilaymiz: agar « >0 bo‘lsa, u=A4,, agar =0
bo‘lsa, u < A4,.

(X, 1) orgali (2.1) tenglamaning A = u bo‘lgandagi w(l) =1, &'(1) = f (u)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi  yechimini belgilaymiz. Quyidagi

belgilashlarni kiritib olamiz

2= @008 g0 = g0 - 22(x).
(X, 1)

F(1) oldingi paragrafda aniglangan funksiya bo‘lsin. y €[0, ) sonni shunday
olamizki, bunda agar « =0 bo‘lsa ctgy =-z(0), agar >0 bo‘lsa, y =0.

Teorema 7. Quyidagi

-y +4(x)y=4y, (2.16)
y'(0)
ol ctgy, (2.17)
YD ez 2.18
v@) (4) (2.18)

chegaraviy masalaning xos qiymatlari A.

; sonlar bilan, xos funksiyalari esa

U,(x)=Y,(x)-z(X)y;(x) funksiyalar bilan ustma-ust tushadi. Bu yerda
a > 0bo‘lsa, j>1 deb hisoblanadi, & =0 bo‘lsa, j >0 deb olinadi.

Isbot. Avvalo w(x) funksiya [0,1] kesmada ildizga ega emasligini
ko‘rsatamiz. o #0 bo‘lganda bu fikr juda oson, chunki bu holda @(x)=y,(x)

bo‘lib, Y,(x) funksiya ossillyatsiya teoremasiga ko‘ra (0,1) oraligda nolga

40



aylanmaydi. Bundan tashqari, yo—(o):ctga va yo_(l): f(4,) chekli bo‘lishidan
¥o(0) Yo()

w(X) funksiya [0, 1] kesmada nolga aylanmasligi kelib chigadi.

Agar a =0 bo‘lsa, u holda y,(0)=0 bo‘lib, (0,1) oraligda y,(x) funksiya
nolga aylanmaydi. 4, < A7 bo‘lgani uchun y, (1) #0 bo‘ladi. Endi quyidagi Prufer
tenglamasini ko‘rib chiqamiz:

@' =cos' 6+ (u—q(x))sin’ 4. (2.19)
Bu tenglamani ushbu

6(w,1) =arcctgf (4,) € (0, 7) (2.20)
shart bilan qaraymiz. u < A, bo‘lgani uchun 6(z,0) € (0, 7) bo‘ladi.

Agar biz (2.19) tenglamani 6(y,1) =arcctgf (x) shart bilan qarasak, 6(z,0)
o‘sadi ammo (0, ) intervalda qoladi. Demak, (2.19) tenglamaning bu shart bilan
garalgandagi yechimi w(x) faqat (0, ) intervaldan qiymatlar gabul giladi:

xe€[0,1], w(x)e(0,x).
Bu fikr esa w(x) funksiyaning [0,1] kesmada ildizga ega emas ekanligiga olib
keladi. Demak, z(x) funksiya [0,1] da aniglangan ekan.

Agar o >0 bo‘lsa, w(x) =6(4,,X) deb olamiz. Shunday gilib

a, a>0

w(0)={ﬂ_7’a:0

To‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash ishlarini bajarib, U;(x) funksiyalar (2.16)

differensial tenglamani va (2.17) chegaraviy shartni ganoatlantirishini ko‘rsatish
mumkin. Bundan tashqari
SO
Uj(x) Y _
y
bo‘lgani uchun (2.18) chegaraviy shart ham bajariladi. Demak, A, sonlar

—z (2.21)

hagigatdan ham (2.16)-(2.18) chegaraviy masalaning xos giymatlari ekan.
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(2.16)-(2.18) masalaning bulardan boshqa xos qiymati yo‘q ekanligini
isbotlash qgoldi holos. (A, x) orqgali ushbu

0'=cos’ 0+ (1—q(x))sin’@, 6(1,0)=«a (2.22)

masalaning yechimini belgilaymiz. ¢(A, x) orgali esa ushbu

@' =cos’ o+ (A —G4(x))sin* o, p(1,0)=y (2.23)
masalaning yechimini belgilaylik. U holda quyidagilar o‘rinli:

" (X

Yil )=ctg9(/1j,x),
j

U’ (x)
=~ =ctgep(A,, X

U, 99(4;,X)

z(x) =ctgy(x).
Demak, (2.21) ayniyatga ko‘ra ushbu
1=
ctgo(4;,Xx) —ctgy (X)

ctgp(4;,X) = —ctgy (x) (2.24)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

xe[0,1] da yw(x) (0, ) ekanligini ishlatamiz. Agar & >0 bo‘lsa, u holda
A; >, =1 bo‘lgani uchun 8(4,;,X) >y (x),x€(0,1] bo‘ladi. Agar & =0 bo‘lsa,
u holda 0=0(4,,0) <y(0) o‘rinli bo‘ladi. Bulardan tashqari, agar biror X € (0,1)

uchun ctg (4, x) = ctgy(x) bo‘lsa, u holda (2.22) tenglikka ko‘ra

(00,0 v () >0
X

bo‘ladi, chunki sin®y (x) >0. Demak, O(4;,X) —w(x) o‘suvchi funksiya ekan.
(2.21) tenglikka ko‘ra U, (x) funksiya biror x<(0,1) da nolga aylanadi. Bu esa
fagat 0(4;,x) =w(x) + mx bo‘lganida bajariladi. Bu yerda m butun son bo‘lib,

a >0 bo‘lganida m >0 va o =0 bo‘lganda m > 0.

Shunday gilib, U;(x) funksiyaning [0,]] da n ta ildizi bo‘lishi uchun
quyidagi tengsizlik bajarilishi zarur va yetarlidir:
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a >0, bo‘lganida nz <0(4;1) —w Q) <(n+1)7,
a =0, bolganida (n-1)7z <0(1;,1) ~w (@) <nx.
=

ﬂ’j e(/ﬁl'ﬂ’uD

I By yerda 1=k, Shuning uchun

(D7 <04 D -y <(+D7 b

6-teoremaning 3-bandiga ko‘ra

iz<0(A;)<(i+D)7 bo‘ladi. Bundan esa

chigadi.

Demak, Yi® funksiyaning [0U kesmada @>0 bo‘lganda i-1 yoki i ta

ildizi bor, @=0 bo‘lganida esa ! yoki 1+1 ta ildizi bor.

o4 )=y <irx o4, D)-y@)>irn

Bular yoki bo‘lishiga bog‘liq. F(4) va

ct9f(41) tilida aytganda Y™ funksiyaning [0U kesmada >0 bo‘lganida i-1

f(u) <ctgo(4;.0)

yoki 1 ta ildizi, @=0 bo‘lganda | yoki i+1 ta ildizi bo‘lishi yoki

F(r)>ctgo(4,.1) tengsizliklardan qaysi biri bajarilishiga bog‘liq.
(4 ya F(A) funksiyalar ifodasiga ko‘ra

Noob NB
f()=al+b- k. F(1)=AA+B- k__
() Yoo FO >

Bu yerda agar @>0 bo‘lsa, A=0,M=N va a=0po‘lsa, ~>0 M=N-1gateng

C

bo‘ladi. Bundan tashqari “« sonlar T(4)=T(4) tenglamaning 4 =# ildizidan farg

giluvchi ildizlaridir.

A= bo‘lgan holda a ning katta giymatlarida %1 > S > S boladi.
Bundan
i _ goea 1= £(4,) > £(C) = (1)
y;@ (2.25)

kelib chigadi.

Qisqalik uchunY® funksiyaning ©D intervaldagi ildizlar sonini °SC(Y(X))

orqali belgilaymiz. U holda (2.25) tengsizlikka ko‘ra osc(U;) =osc(y,) —1.

Oldingi paragrafning ohirgi natijasiga ko‘ra a>0

osc(u;)=j—N -

bo‘lganida bo‘ladi. @ =0 bo‘lganida huddi shu tarzda
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osc(u;) =osc(y;)=J—N ekanligini topamiz. Ikkinchi tomondan %5 son (2.16)-

(2.18) masalaning k - xos giymati bo‘ladi, (k=0).

Demak, oldingi paragrafning oxirgi natijasiga ko‘ra

OSC(l“lj):k_N'Shuning uchun @>0 bo‘lsa, K=J-1ya a=0 polsa K=

A j=1 A, j=0

bo‘ladi. Bularga asosan @ >0 bo‘lganida va @ =0 bo‘lganida

X0s giymatlar (2.16)-(2.18) masalaning barcha xos giymatlarini hosil giladi.

Endi @=0 holni ko‘rib chigamiz. Bu holda J ning katta giymatlarida

4> Cy bo‘lgani uchun

yi@ _
N ctgd(4;1) <b < f(u)

N va @=0 bo‘lsa

bo‘ladi. Demak, @>0 bo‘lsa, °5¢WU;) =0sc(y;) = -
osc(u;)=osc(y;)+1=j—N+1
tenglik o'rinli bo"ladi. Teorema isbotlandi.

Bu teoremani bir necha marta qo‘llab quydagi natijaga kelamiz.

Natija. (2.1)-(2.3) Shturm-Liuvill masalasi berilgan bo‘lib, %A% py

f(1)eR

masalaning xos qiymatlari bo‘lsin. Bu yerda N U holda shunday

=y +q(X)y = 1,
y'(0)
y(0)

bAC)
y(®)

Shturm-Liuvill masalasi mavjudki, uning # <# <" xos giymatlari uchun

=Ctga,,

=Ctga,

quyidagilardan biri bajariladi:

1) a >0, fe Rﬁ bO‘lsa, a, =0, H; =/1j+N+l :

2)&20, fER,(\)l bO‘lsa, (ZOZO, ,l,lj:/';yj+N

3) boshga hollarda, % >% 4 =%

44



4-§. Xos giymatlarning asimptotikasi

Bu paragrafda klassik Shturm-Liuvill masalasi xos giymatlarining
asimptotikasi yordamida (2.1)-(2.3) masala xos giymatlarining asimptotikasini

keltirib chigaramiz.

Bu asimptotikalar albatta a(x) potensialning silligligiga bog‘liq [20].
a(x) L, (01) bo‘lganida [5] ishda xos qiymatlarning asimptotikasi o‘rganilgan,
aniqrog‘i quyidagi tearema isbotlangan.

Teorema 8. Agar 9() € LL(01) po¢Isa, ushbu

e

—y"+q(x)y=4y, 0<x<1

y'(0) _

y(0) Pos

y'@) _ 1

y(d) (2.26)

masalaning A; xos giymatlari uchun quyidagi
r__ 22 +2 .
A= +o(j%), jo> o (2.27)
asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi.

Agar (2.26) masalada chegaraviy shartlardan birinchisi y(0)=0 bo‘lsa, u
holda

1y, ¢ 1
A :(j+—] 7° + [q(x)dx—2p, +O(_'j’ _
2) o 1) > (2.28)

asimptotika o‘rinli. Agar (2.26) masalada chegaraviy shartlardan ikkinchisi
y@) =0 bo‘lsa, u holda

1), ¢ 1
Al :(j+—j 7° + [q(x)dx + 20, +o(—_j, _
2 0 1) Jo» (2.29)

asimptotika o‘rinli.
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Natija. (2.1)-(2.3) masalaning xos giymatlari uchun ham

2 2 -2
A, =7 +0o(j7) (2.30)

asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi. Aniqroq asimptotik formulalar quyidagi

teoremada olingan.

Teorema 9. 1) Agar (2.1)-(2.3) masalada f ) R\ bo‘lsa, u holda quyidagi

1

(j—N)?z% + [q(x)dx— 2b + 2ctger + 0(1_}
0 J

ﬂ“j = a#0

1 2 1
(j+E—N] 72 +jq(x)dx—2b+o[j}
0

(24

0 (2.31)

asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi.

2) Agar (2.1)-(2.3) masalada F(4) <Ry bo‘lsa, u holda quyidagi
2 1
[j _1 Nj 7’ +Iq(x)dx+ thga+z+o(l_}
2 5 a J
az#0

(j—N)*7? +.lfq(x)dx+z+o(1_}
0 a J

A =

J
a=0 (2.32)
asimptotik formula o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. N=0 bo‘lgan holda bu teorema [5] ishda isbotlangan. Shuning

1

uchun bu teorema 0N bo‘lgan holda isbotlangan deb olib, N+1 uchun isbot

gilamiz.
0 +
1) @>0 va T(A)€Ru bogsin. U holda FA) €Rw bo'ladi. Bu holda

Krum-Kreyn almashtirishini qo‘llab, 4(x)=q(x) - 2z potensialni va @>0
chegaraviy shartdagi o‘zgarmasni olamiz. Induksiya faraziga ko‘ra (2.32)

formuladan
A= -N)'z +j(j(x)dx+7+o(—_j
0 a J
formula kelib chigadi. Shuning uchun

A;=(—-(N +1))’7° +J1'q(x)dx—2[f(ﬂo)—ctga+2(:k]+0(%j:
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=(j—(N+1)*~* +'l[q(x)dx—2b+2ctga+o(ﬂ

o‘rinli bo‘ladi. Bu esa (2.31) formula N+1 va @>0 holda o‘rinli ekanini

ko‘rsatadi.

Endi @=0 deb hisoblaymiz. Bu holda a>0 bo‘lgani uchun (2.32) ga asosan
quyidagi

1 2 o (1
Ai=l1-7-N|=7z +Iq(x)dx+20tga+7+o ==
2 5 4 J

:(j +%—(N +1)j 72+ [a(x)dx— 20 f (42) - 2(0) + z(0)+zck]+oGj _

:[j +%—(N +1)j 7’ +}CI(X)dX—2b+O(%J

o‘rinli bo‘ladi. Bu esa (2.31) formula N +1 va & = 0 holda ham o‘rinli ekanligini

ko‘rsatadi.
2) T()€Rua holini ko‘rib chigamiz. Bu holda F(4) € RY., bo‘ladi. Shuning
uchun isbotlanayotgan teoremaning birinchi bandidagi natijalardan foydalanamiz.

& >0 polganda Z =0 boladi. (2.31) formulaga asosan
1 * L ~ (1
A :(j +§_ (N +1)) 7’ +jq(x)dx—2b+o(—_J
0 J
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bunga ko‘ra

4=(i-5- O] 7+ aod- 21 (4) -ctgar— s f(ﬂo»hoﬁ):

1 P 2 (1
= j-=—(N+1) | z° +[q(x)dx+ 2ctgar + =+ 0| = |
2 0 a ]

Bu esa (2.32) tenglik N +1 vaa >0 bo‘lgan holda ham o‘rinli ekanini ko‘rsatadi.

Nihoyat, @ =0 bajarilganda (2.31) tenglikni ishlatsak
1 ~
2;=(j—(N+1)*z* + [§(x)dx —ab + 2ctg & +0Gj =
0 J
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=(J-(N+D)*7’ +iQ(X)dX— AT (u)+2(0)—(a™ + f () + 2(0))]+0G] =

(= (N +1)77 +fq(x)dx+§+o&}

kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

IT bob bo‘yicha xulosalar

Ushbu bobda bitta chegaraviy sharti spektral parametrga ratsional bog‘liq
bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari va xos funksiyalarining
xossalari o‘rganilgan. Jumladan, Xos giymatlarning xaqiqiyligi, karrasizligi va
cheksiz ko‘pligi isbotlangan, Krum-Kreyn almashtirishi olingan, Krum-Kreyn
almashtirishi yordamida xos giymatlarning asimptotikasi keltirib chigarilgan.

Bundan tashqari, ossillyatsiya teoremasi isbotlangan.
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111-BOB. CHEGARAVIY SHARTI SPEKTRAL PARAMETRGA
RATSIONAL BOG‘LIQ BO‘LGAN SHTURM-LIUVILL MASALASINING
VEYL-TITCHMARSH FUNKSIYASINI SPEKTRAL BERILGANLAR
BO‘YICHA TIKLASH

1-§. Zaruriy ma’lumotlar

Quyidagi Shturm-Liuvill masalasini ko‘rib chigamiz:

I(y)=-y"+a(x)y=21y, 0<x<l1 (3.1)
y(0)cosa = y'(0)sin o, (3.2)
y'@)
= f(0). (3.3)
y(@)
Bu yerda q(x) haqiqiy differesialanuvchi funksiya bo‘lib,
f() =),
g(2)

h(X) va g(\) haqiqiy koeffitsientli umumiy ildizga ega bo‘lmagan, ko‘phadlardir.

Agar A ning biror giymatida f(A)=o bo‘lsa, (3.3) chegaraviy shart
y(1) =0 bilan almashtiriladi. Bu turdagi chegaraviy masalalar bir gancha ishlarda,
masalan: [1, 2, 4, 7, 8, 9, 14, 16, 18, 22, 30, 31, 32, 33] ishlarda o‘rganilgan. Bu
turdagi chegaraviy masalaning matematik fizika masalalariga va injeneriyaga
tatbiglari [9] ishda keltirilgan.

Bu ishdagi asosiy magsad, (3.1)-(3.3) masalaning spektrial berilganlari
orgali Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun formula keltirib chigarishdir.

v(x,1) orgali (3.1) tenglamaning

vdA)=g(), VALA)=h@)

shartlarni ganoatlantiruvchi noldan fargli yechimini belgilaymiz.

Ta’rif 1. Ushbu
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_V'(0,A)cosa +v(0,A)sina
v'(0,A)sina —v(0,A)cosa

m(.) (3.4)

funksiyaga Veyl-Titchmarsh funksiyasi deyiladi.

Veyl-Titchmarsh funksiyasining qutb maxsus nugtalari bilan (3.1)-(3.3)
masalaning xos giymatlari ustma-ust tushadi. Bundan tashgari, qutb nugtaning
tartibi bilan xos qiymatning Kkarrasi ustma-ust tushadi. Bu holda spektrial
berilganlar xos qiymatlardan va umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslardan
iborat bo‘ladi. Chegaraviy shartda A gatnashmagan holda normallovchi
o‘zgarmaslar quyidagicha aniqlanadi

1

o_julti,)

. 5 dx, a=0.
0 L (O’A’n)

(0

Bu holda xos giymatlar haqiqiy bo‘lmasligi ham mumkin. Bundan tashqari
karrali bo‘lishi mumkin. Bu holda umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslarni
ta’riflash masalasi kelib chiqadi.

Agar h(A) ko‘phadning darajasi g(A) ko‘phadning darajasidan oshmasa,
g(L) ko‘phadning darajasini M orqali belgilaymiz va g(A) ko‘phadning ildizlari
haqiqiy va karrasiz deb hisoblaymiz.

Agar h(\) ko‘phadning darajasi g(A) ko‘phadning darajasidan katta bo‘lsa,
u holda h(A) ko‘phadning darajasini M orqgali belgilaymiz va h(LA) ko‘phad
ildizilari hagiqiy va karrasiz deb hisoblaymiz.

Quyidagi funksiyani Kiritib olamiz

D(A) =v'(0,A)sin a. —v(0,A)cosa

A, xos giymatlar D(A) funksiyaning nollari bilan ustma-ust tushadi. Bu xos
giymatlarni  shunday nomerlaymizki, bunda ularning haqigiy qismlari
kamaymaydigan bo‘Isin:

Re(,) <Re(A,.,).
Qisgalik uchun (3.1)-(3.3) masalani (o, f,q) orgali belgilaymiz.
h(A) va g(A) ko‘phadlarning  xossalaridan f(A)  uchun

deg(h()) <deg(g(L)) bo‘lgan holda
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M bk

f(X)zb—ék_Ck (3.5)
kelib chigadi. Agar deg(h(X)) >deg(g(L)) bo‘lsa, u holda
L _, 3 b (3.6)
f(k) ki A —C,
o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda b,b,,c, sonlar haqiqiy.
H = 1*[0,1]]®C™ fazoda quyidagi bichizigli formani kiritib olamiz:
<Y,Z >_fyzdx ki Vil (3.7)
0 by
Bu yerda
y(x) z(x)
v=| 2, oz
Ym Zy
Bu belgilashlardan so‘ng (3.1)-(3.3) masala H Pontryagin fazosida quyidagi
1(y)
Ly —| G- b,y (@) (3.8)

Cy Yum _bM y(l)
operatorning xos qiymatlarini topish masalasiga keltiriladi. Bu operatorning

aniglanish sohasi quyidagicha
M
D(L) = {Y eH:y,y e AC,I(y) e %, y(0)cosa = y'(0)sin o, y'(1) — by(1) = Zyk}.
k=1

A son (3.1)-(3.3) masalaning xos giymati va y(x) unga mos keluvchi xos

funksiya bo‘lishi uchun A son L operatorning xos qiymati bo‘lib, unga
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y(X)

by
1
q—xﬂ)

by
u — A

y@

x0s funksiya mos kelishi zarur va yetarlidir. Bundan L#Cy, j=1...,.M Kkelib
chigadi.

H Pontryagin fazosida L operator o‘z-o‘ziga qo‘shma, quyidan
chegaralangan bo‘lib, uning rezolventasi kompakt operator bo‘ladi. Bunga ko‘ra L
operatorning spektri diskret bo‘ladi. Hamda L operator +o ga intiladigan xos
qiymatlarga ega bo‘lib, ulardan faqat cheklitasi kompleks bo‘lishi mumkin. Bu
fikrlar [8] ishda to‘liq isbot gilingan.

L#C, J=1...,M bo‘lganida

v(X,A)
b,

v(LA)
Vix) = @

by,

Cu

v(L,2)

vektor-funksiyani Kiritib olamiz.

A= Ci bo‘lgan holda esa

v(X,¢C;) v(X,C;)
0 0
V(x,c.)= 0 = 0
o) | [-bgte)
0 0
0 0

vektor-funksiya Kiritib olamiz.
52



Bu funksiyalar yordamida esa quyidagi vector-funksiyani tuzib olamiz:

Sinav(x’x), a=0
Uxa)=l  UOM
’ V (x,1) w=0
v'(0,1) -

U(x,A) vektor funksiya a=0 bo‘lgan holda v(0,A)=0 shartni

ganoatlantiradigan A nuqgtada qutb maxsus nugtaga ega a=0 bo‘lgan holda esa

v'(0,1) =0 tenglamani ganoatlantiradigan A nuqtalarda qutb maxsus nugtaga ega.

Shuning uchun bunday nugtalarda U (x,A) aniglanmagan.
{u, -, orqali (a, f,q) chegaraviy masalaning xos giymatlarini belgilaymiz.
m, orgali p, xos giymatning karrasini begilaymiz.

n ning katta gqiymatlarida p, =X, bo‘ladi, bu yerda

m=3(m, ~1). (3.9)

=0
Bu yerda 0<m<oo, ekanligi L operatorning H Pontryagin fazosida o‘z-o°ziga
qo‘shma bo‘lishidan kelib chigadi (3.[30]).
w, Xos giymat uchun quyidagi vektor-funksiyalarni Kiritib olamiz (3.[28]):

U () =U (x,),
U,ﬁ”(x)zw , j=1...m -1.
du’ |u=n,

u, Xos giymatning geometrik karrasi 1 ga teng. U (x) vektor-funksiyaning
birinchi komponentasini u!”(x) orqali belgilaymiz. Xuddi shunday V@ (x,)
vektor funksiyaning birinchi komponentasini v’ (x,1) orgali belgilaymiz. u(x,A)
orgali (3.1) tenglamaning o =0 bo‘lganda u(0,A) =sin o shartni ganoatlantiruvchi

biror yechimini belgilaymiz. Bu holda

d’u(0,r)

U (j)(0,7\,)= -

=0, j>1

bo‘ladi. A =p, son ushbu
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u’(0,1)sin o.—u(0, A )cosa
funksiyaning m_ karrali noli bo‘ladi. Shuning uchun

uo,p,)=0, j=1..,m -1,

U™(0,u,)=0
bo‘ladi.
a=0 bo‘lgan holda U(x,1) yechim U’(x,A)=1 shartni ganoatlantiruvchi

yechim bo‘lib,

u0,p,)=0, j=01..m -1,
U ™(0,u,)=0.
Bundan tashqari
LV (x,A)=2V(x,1)
va
LU(x,2)=AU(x,2)
bo‘ladi. Bu yerda L orgali L operatorning ushbu
D(L)={¥ eH:y,y e AC,I(y)e L*[0,1]}
sohadagi kengaytmasi belgilangan.

Endi biz umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslarni kiritamiz. Buning

uchun ushbu

1
[Y,Z]=<Y,Z >=[y(x)z(x)dx + ibi Y, Z,
0 k=1 My

belgilashdan foydalanamiz.
Ta’rif 2. Ushbu

ald :[Urgj)’uémn—n] ’ j=01..m —1
sonlarga p, xos giymatlarga mos keluvchi umumlashgan normallovchi

o‘zgarmaslar deyiladi.

Izoh. Agar p, kompleks xos qiymat bo‘lsa, u holda

54



(X, )= V(X B, ),

U (xu,)=U"(xm0,)
bo‘ladi.

2-§. Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun Loran yoyilmasi

Lemmal. a nugta F()) funksiyaning N karrali noli bo‘lib, F()) funksiya

bu nuqtaning atrofida golomorf funksiya bo‘lsin. U holda a nuqtaning biror

atrofida quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

1 NP
?X)ZE(}L)JFE(X—a)k'

Bu yerda E(k) funksiya A =a nuqtaning biror atrofida golomorf bo‘lib,

d“F(a
dX

\_/

L1
<K
Teoremal. Quyidagi tenglik o‘rinli

aem U O Jsine, - ax0
n n my+J —U m+J (OH ) OL:O.
Isbot. Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:
(= )V ()] = [V (6 )V (6 )] = [V (), 1V (%, )] =
_[LV X, )V qu b/ X, A LV(X},L)J

[o(x,2) 0 (1) =0 (6 1) o))




=[u(L 2L )~ V'L 2oL )] = [0(0, 1)V (0, 1) - ' (0,1 )0(0, )]+

+ (A —p)oL, 2o, H)i (c, — xt))Eck -u)

=0(L Ao ) (1) = F(A)]=[0(0.2)0'(0. 1) = 0'(0, 2 )00, )]+
ALl f ()= f()]=0'(0.2)0(0,1) - v(0.1)0'(0.p)
Bu yerda [X,Y] skalyar ko‘paytmaning ifodasi, V(X,k) vektor-funksiya ta’rifi

hamda bo‘laklab integrallash qoidasi ishlatildi. Bunga ko‘ra
(= (2 (x, )] = 0(0,2.)0(0, 1) = (0, 1)0'(0, ) (3.10)
bo‘ladi. Bu tenglik A #c;va p+#c;bo‘lgan holda keltirib chiqarildi. Ammo (3.10)
tenglikdagi funksiyalarning uzluksizligidan (3.10) tenglik A =c;va u=c; bo‘lgan
holda ham o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
a#0 holini ko‘rib chigamiz. Bu holda (3.10) tenglikni v(0,u)u(0,1) ga

bo‘lib va sin o ga ko‘paytirib quyidagi tenglikni olamiz:

%:)[U (20U (6 )] =00, 1) - u'(0, ).

Bu tenglikdan A bo‘yicha | -tartibli hosila olamiz
(.= V(20U )]+ G ()] =sinauP(0,2).  (341)
Buyerda A =pn,, p=p, desak, quyidagi tenglik kelib chigadi.
U (UO0)]=sinauP(0,u, ). (3.12)

Xususan, j=m, bo‘lganida quyidagi tenglikni olamiz

iU =200 o) 319

n

(3.11) ayniyatdan pu bo‘yicha k marta hosila olamiz

(=2 D6 1)U ¢, )]+ kU D, 2,0 D, )] = JU I (x,2),0 O x, )

Bu yerda A =p,va p=p, desak, quyidagi tenglik kelib chigadi.

ueou,™ ()= iU )]
Bundan foydalanib, quyidagi tenglikni keltirib chigaramiz:
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U™ y®]=umd yo©] (3.14)

m+kl

(3.12), (3.13) va (3.14) tengliklarga ko‘ra
sinoa ™0, 1) = (m, + U™ YU @ |=

—(m + ) m +_11—Jll)'[ 9 yu]em (m, +J)l
bo‘ladi.
Endi a.=0 holni ko‘rib chiqamiz. (3.10) tenglikni v'(0,u)u’(0,1) ga bo‘lib
quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:
(= wU (x 1)U (xp)]=u(0,1)-u(0,2).

Bu tenglikka yuqoridagi usulni qo‘llasak,

() (0,1, )=m (mn:nifjf)!a&i)
formula kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Lemmal va teoremal ga asosan m(A) Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun
yozilgan Loran yoyilmasining singulyar gismini normallovchi sonlar orgali
topishimiz mumekin.

Natija. m(A) Veyl-Titchmarsh funksiyasi p, xos qiymat atrofida quyidagi
Loran yoyilmasiga ega

(k)

(u)

Bu yerda E, (A) funksiya p_ xos giymatning biror atrofida analitik funksiya

m(.) =E (x)+z” (3.15)

bo‘lib,
1IN
pr(]mn) = (mn (0)1)-, (3.16)
an
j-1 (i-k)
Do ypmb) G g mo -1 3.17
&P G e o0
Isbot. a0 bo‘lsin. Veyl-Titchmarsh funksiyasini quyidagi tarzda yozib
olamiz:
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1
m(L) = ctga. + m

Bu yerda
Z(\)=sin au’(0,1)—cosasin a.

1-lemmani tatbiq gilsak, quyidagilar kelib chigadi

Bu yerda E, (1) funksiya p xos giymatning biror atrofida analitik funksiya.

pigmn) = (m ) ) (318)
a n

_ j-1 _
p,ﬂ’“"‘” _ (1 pflmn—k)a(mnﬂ—k)’ j=1..M -1, (3.19)

Ammo 1-teoremaga ko‘ra

(m+i) _ SINOLy(m)
S R

Buni hisobga olib, (3.18) va (3.19) dan (3.16) va (3.17) tengliklarni keltirib
chigaramiz.

ol
) o, -

o =0 bo‘lganida quyidagi tenglik o‘rinli:

m(k):—i

u(0,n)
Agar 1-lemmani Z(A)=-u(0,)) ga qo‘llasak quyidagi tenglikni olamiz:
(i)
o) L meig )= O
T O o

Shundan so‘ng o # 0 bo‘lgan holdagi usulni qo‘llasak, (3.15) tasvir hosil bo‘ladi.
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3-§. Veyl-Titchmarsh funksiyasini xos giymatlar va normallovchi

o‘zgarmaslar orqgali tasvirlash

Oldingi paragrafda Veyl-Titchmarsh funksiyasi uchun (3.15) tasvir olingan
edi. Bu vyerdagi ifodaning singulyar gismi xos giymatlar va normallovchi
o‘zgarmaslar orqali ifodalangan edi. Bu paragrafda (3.15) formuladagi E, (k)
funksiyani xos qiymatlar va normallovchi o‘zgarmaslar orqali ifodalash bilan

shug’ullanamiz. Buning uchun quyidagi teoremalardan foydalanamiz.

Teorema 2. Quyidagi asimptotik formulalar o‘rinli

1
m(A)=ctgo.+0O| —— |, A—>—o,  a=0, (3.20)
LMJ
m()=A| +0@), L —>-0, a=0. (3.21)

n ning yetarlicha katta giymatidan boshlab, barcha xos giymatlar oddiy,
ya’ni karrasiz bo‘ladi. Shuning uchun normallovchi o‘zgarmaslar asimptotikasi
fagat oddiy xos giymatlar bilan bog‘liq.

Teorema 3. q(x) absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda quyidagi

asimptotik formulalar o‘rinli

ol :%sinz a+0(%], a0, (3.22)
0=t ol L) a=0. (3.23)
" 2u n*

Isbot. n ning yetarlicha katta giymatlarida m_ =1 bo‘ladi.

2 2 1
=00 o 2dx+2[ ] P+ 1 u0). (3.24)
k=1\ Cx — My b 0

[9] ishga ko‘ra

2C0S,u, X (. :
u'?(x,1)=——"" Sinccosasin/u, X +
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+sin” o[ q(t)cos/u,tsin /u, (x - t)dt} +
0

e‘lmﬂx‘
Moo )

a#0,

+sin?acos’ \/u, X+ O[

)

n \/En
e‘lm\/;TnX‘

2si f
+qu(t)sin\/u7tsin pn(x—t)dt+0[ . ] o=0. (3.25)
0

TN :

Endi [9] ishdagi xos giymatlarning asimptotikasidan foydalanamiz:

n

\/Enz(m+n—|v|)n+o(1), a#0, (3.26)
\/En:(m+n+%—Mjn+O(%j, a=0. (3.27)

(3.26) va (3.27) ifodalarni (3.25) tengliklarga qo‘ysak,

uP()=sin? o+ O(%) o #0

1 1
Ur(lz)(l):M—n'FO(Fj, a=0

bo‘ladi. (3.26) va (3.27) asimptotikalardan yanada foydalanamiz:

14 . 1 7. 1-cos2\u, 1
— 2 = [ J I — .
Mn.! oS4/, XSin \/p, xdx \/Engsmzq/pnxdx n O( 2)

Yugoridagilarni hisobga olsak, quyidagi tengliklar kelib chigadi:

t2cos \pu, X% i
——————|qlt)cos/p, tsin/u, (x—t)dtdx =
£ ™ QQ() Jatsinu, (x—t)

L oS+ /u, Xsin./u, (x —t)
2q(t)cos/u, t " " dxdt =
S

- lq(t)i/}wi [sin i, (2x —t)—sin fp, t ixdt =

O —
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- _%i(l— t)q(t)sin 2/, tdt + oﬁi) =

2/ i,
- —%Pln|:q(0)+ EWCOS Zﬁtdt} + O(“inj = O(“inj

Xuddi shunday quyidagi tenglikni olamiz:

L2siny/p, X% ) . 1
———"—|q(t)sin/p tsin/u, (x —t)dtdx=0Of — |.
[T it s~ ten=of

Bulardan (3.22) va (3.23) formulalar kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
Lemma 2. Agar A son (3.1)-(3.3) masalaning xos qiymati bo‘lmasa, u holda
quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi.

nfe)-mio)e 55000 Lo L 329)

Isbot. &, :(n +%)n bo‘lsin. y, orqali quyidagi konturni belgilaymiz:

&

ic, |

L

E
12,

.
L

(1-rasm)
I = {Ef e yn} bo‘lsin. n ning yetarlicha katta giymatlarida

m)=0(n),  pel
bo‘ladi. Agar

funksiyani kiritib olsak, u holda



bo‘ladi va bundan

Ilm_[H )Jdu=0

kelib chigadi. Shunday qilib, A =0 deb va A xo0s giymat emas deb olsak, ushbu

0-M) _ ()+imn p D“—”(l 1)

+
A n=01() )HXH

tenglik hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikdan esa (3.28) formula kelib chigadi. Lemma 2

n=p,

isbotlandi.
Teorema 4. Agar =0 va A=p,, n=012,.. bo‘lsa, u holda quyidagi

tasvir o‘rinli bo‘ladi

o My ()

m(h)=ctga+ > > ——

k=0j=1 ( _“k).
Isbot. k ning yetarlicha katta giymatidan boshlab, m, =1 bo‘ladi. Shuning

(3.29)

uchun (3.15) va (3.22) formulalarga ko‘ra

m(x)— m(0)- > . (3.30)
n=0 j=1 (_ Ky )
(3.20) tenglikka ko‘ra
m(L)—ctgot, A —>—oo. (3.31)
bo‘ladi. (3.30) va (3.31) munosabatlarni tagqoslab,
o My ( )
m(0)=ctga + > > (3.32)
=01 (- un)

tenglikni olamiz. Bu ifodani (3.28) tenglikka qo‘yib, (3.29) formulani keltirib
chigaramiz. Teorema isbotlandi.
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4-§. =0 bo‘lgan holda Veyl-Titchmarsh funksiyasini xos giymatlar va

normallovchi o‘zgarmaslar orqali tasvirlash

Lemma 3. oo =0 bo‘lgan holda quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi.

m(—sz)=s+o&), 5 —> . (3.33)

Xususan, m(A)+ivA —0, A —>—oo.

Isbot. [9] ishga asosan A =isdesak,

U(o,_sz):<—1>“”${2+o(lﬂ,

S

o) U 5 of 1)

S

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan quyidagi tenglik kelib chigadi:

m(— SZ)— oo U'(O,—SZ)+ SU(O,—SZ): O(lj'

U(O,—SZ) g

Lemma isbotlandi.
Teorema 5. Agar a=0 va M =deg(h)>deg(g) bo‘lsa, quyidagi tenglik

o‘rinli bo‘ladi

0 m, (J)
m()=1+2(m—M)+ 2{2 P } (3.34)
n=0| j=1 (}\‘_“’n)
Bu yerdagi m—M o‘zgarmas
\/;,Tn:(m+n+l—M)n+O(%j, n— oo, (3.35)

asimptotikadan aniglanadi.
Isbot. (3.35) ga ko‘ra

w,=(n+1+m-M)*n® +O(L)

o‘rinli bo‘ladi. Quyidagi tenglik bajariladi:
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\/Xctg\/_:—ix/x[uo(e'mﬂﬂ, A — —oo.

Bu tenglik va 3-lemmaga ko‘ra

lim [m(1)— Vactg+/A ] =0

h—>—0

bo‘ladi. (3.28) tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

m(x)zm(o)+s(x)+§;pnl>( 1 +i} (3.36)
n=0 }\'_Mn Hn
Bu yerda
s()=3 "pg”( t 1 ] 3.37
Rk (O @

Oxirgi yig’indi aslida chekli yig’indidir, chunki faqat cheklita xos qiymatgina
karrali bo‘ladi. Quyidagi belgilashni kiritib olamiz:

o M, (J)
S, = lims()=-3% P (3.38)
A——© n=0j=2(—},ln)J

Mittag-Leffler yoyilmasiga ko‘ra

Jctg = —1—5“22—7”

n=on TCZ _7\4

bo‘ladi. Bularni hisobga olsak.
m(L)—v/Actgr/A =m(0)+ S(1)+1+

M-m-2 ) ®)
4 Z pnl)( 1 +ij+z|: Phim-ma A ) A :|:

A — Hy My n=0| MniM-m-1 A - HoiM-m-1 A — nzn.z

o p(l) A
=m(0)+S(A)+1+ > | TuMml +

n=0| Mpim-m- A - MM —m-1

+M§_2pn1)( L +i}+i{ 2\ 2 } (3.39)

n-o| A — Hoim-ma A— nznz

tenglikdan foydalansak,
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0
Py :2+o(i2), N —> o0 (3.40)
i, n

asimptotik formula kelib chigadi. Bunga ko‘ra
o[ n® o [ )
I|m Z|: pn+Mfm—1 _ 2:| A — |: pn+M -m-1 2j|
A==0 0o Hnim-m-1 A— Roim-m-1  n=0| Hpim-ma

Hoimoma — n2n2 = O(l)
tenglikni inobatga olsak, shunday manfiy, modul jihatdan yetarlicha katta bo‘lgan

bo‘ladi. Ushbu

K son topiladiki, bunda A — —oo da quyidagi baholash o‘rinli bo‘ladi

o 2 |3 A _ K(vacgVa +1)
gk—unmm xnznz\SK;Lx\in % x)} 2|\ -0

Yugoridagi munosabatlarni hisobga olsak, ushbu

Mm-2 1 p(l)
m(L)-/ActgvA — m(0)+S, +1+ zpn + 3| Prewms g

Ry =0 Hpim-ma

munosabat kelib chigadi. Bunga asosan

_1-2(M - m—l)—ni{ P 2}

oo M, pr(]J)

m(0)

30, %L,

bo‘ladi. Bu ifodani (3.36) tenglikga qo‘ysak, quyidagi formulani olamiz

m(r)=1-2M +2m+i§;p—ﬁj)._z{pn - }+i%pn {( 1 }:

n=0 j=2 (_ l’ln)] n=0| MU, n=0 j=1 K—Mn )J (_ l”"n)J
o m © p(l)
=1-2M +2m+ > pl +Z 24
n=0 j=2 (7¥ ) n= A—H,

Teorema isbotlandi.
Teorema 6. Agar ao=0 bo‘lib, M =deg(g)>deg(h) bo‘lsa, u holda

quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi

m(k)=2(m—M)+i{2+i P }

n=0 =1 (7\, Mn)
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2
Isbot. Bu holda p, = (n +m+ % — Mj n° +O(1) bo‘ladi. Ushbu

N iﬁ[1+ O[eZIM ﬂ A —> o0

formulaga asosan quyidagi tenglik (3.[34], 113 bet) kelib chigadi

Buni hisobga olsak, 3-lemmadan lim (m(L)+vAtgv/2 )=0  tenglik kelib chigadi.

(3.36), (3.37) va (3.38) tengliklar hamda Mittag-Leffler yoyilmasiga asosan,

quyidagi formula o‘rinli:

n=0| Hpim-m A— Hoim-m
| |
M- 1 1 i 2\ 2\
+ Z(:) pﬁ”(}h_“ +u—]+z(:) A - 1\
n= n n n=f n+M-m k—(n+) TCz
2) |

m(L)+VAtgvA =m(0)+ S(1) + i{ Pim 2} A,

(3.40) munosabatdan foydalanib, ushbu tenglikni olamiz:
o0 1 0 1
Ilm Z|: pn+M—m _ 2:| 9\' — Z|: pn+M—m _ 2:|
A== 020 Hyimom A— Hoim-m =0 Hpimom

2
Ushbu . . — (n + %) n> =0(1) tenglikni hisobga olsak,

© 2\ 2\ © A
Z-(:) AT L KZ_(Z) ‘1 ‘2 )
"~ M- k—(n+) 7’ " W[(n+) n° —kJ
2 2
Ktg/A
= — 0, A — —©
NIN

baholash kelib chiqadi. Demak, quyidagi munosabat o‘rinli
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m-1 0 (l)
m(r)+VAatgvh - m0)+S, + > p¥ 1. Z{M 2}.
Bunga ko‘ra

0=m(0)+2(M —m)+S, +:20{ﬁ—2}

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu ifodani (3.36) tenglikka qo‘ysak, quyidagi formula kelib
chigadi

Teorema isbotlandi.

5-§. Teskari masala yechimining yagonaligi

Teorema 7. (3.1)-(3.3) chegaraviy masala o‘zining p,,n=0,00 x0S

qiymatlari va umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslari OLE]k) , N=0,00, k=0,m_

orgali bir giymatli aniglanadi. Boshgacha gilib aytganda q(x), f(1) funksiyalar

va o Son {Mn,aﬁk), n=100, k=0, mn} spektral berilganlar orqali bir giymatli
aniglanadi.

Isbot. Beshinchi va oltinchi teoremalarga ko‘ra
W, ocf]k), n=1 0, Kk :O,—mn spektral berilganlar bo‘yicha m(k) Veyl-Titchmarsh
funksiyasi bir giymatli aniglanadi. [9] ishda (3.1)-(3.3) masala Veyl-Titchmarsh

funksiyasi bo‘yicha bir qiymatli aniglanishi isbotlangan. Teorema isbotlandi.
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111 bob bo‘yicha xulosalar

Ushbu bobda chegaraviy sharti spektral parametrga ratsional bog‘liq bo‘lgan
Shturm-Liuvill masalasi uchun umumlashgan normallovchi o°‘zgarmaslar
ta’riflangan va Veyl-Titmarsh funksiyasini spektral berilganlar orgali ifodalovchi
formulalar olingan. Jumladan, birinchi chegaraviy shartda gatnashadigan o
sonning nolga teng bo‘lmagan va nolga teng bo‘lgan hollari alohida garalgan. Shu
bilan birga ikkinchi chegaraviy shartda ishtirok giluvchi h(A) va g(A) ko‘phadlar
darajalarining katta kichikligiga qarab, formulalar o‘zgarishi hisobga olingan.
Asosiy formulani keltirib chigarishda Veyl-Titmarsh funksiyasi uchun Loran
yoyilmasidan foydalanilgan.

Veyl-Titmarsh funksiyasini xos giymatlar va umumlashgan normallovchi
o‘zgarmaslar orqali ifodalovchi formulalarga asoslanib, teskari masala uchun

yagonalik teoremasi isbotlangan.
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Xulosa

Ushbu magistrlik dissertatsiyasining I-bobida chegaraviy shartlari spektral
parametrga bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari va xos
funksiyalarining xossalari o‘rganilgan. Jumladan, xoS giymatlarning xaqiqiyligi,
karrasizligi va cheksiz ko‘pligi isbotlangan, Krum-Kreyn almashtirishi olingan,
Krum-Kreyn almashtirishi yordamida xos giymatlarning asimptotikasi va
regulyarlashtirilgan izlar formulasi keltirib chigarilgan. Bundan tashqari,
chegaraviy shartlari spektral parametrga bog‘liq bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi
uchun V.A.Ambartsumyan teoremasining analogi isbot gilingan. Xos
funksiyalarning chiziqli erkliligi ko‘rsatilgan va ular uchun ossillyatsiya teoremasi
isbotlangan.

I1-bobda bitta chegaraviy sharti spektral parametrga ratsional bog‘liq bo‘lgan
Shturm-Liuvill masalasining xos giymatlari va xos funksiyalarining xossalari
o‘rganilgan. Jumladan, xos ¢iymatlarning xaqiqiyligi, karrasizligi va cheksiz
ko‘pligi  isbotlangan, Krum-Kreyn almashtirishi olingan, Krum-Kreyn
almashtirishi yordamida xos qiymatlarning asimptotikasi keltirib chigarilgan.
Bundan tashqari, ossillyatsiya teoremasi isbotlangan.

I11-bobda chegaraviy sharti spektral parametrga ratsional bog‘liq bo‘lgan
Shturm-Liuvill masalasi uchun umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslar
ta’riflangan va Veyl-Titmarsh funksiyasini spektral berilganlar orgali ifodalovchi
formulalar olingan. Jumladan, birinchi chegaraviy shartda gatnashadigan o
sonning nolga teng bo‘lmagan va nolga teng bo‘lgan hollari alohida garalgan. Shu
bilan birga ikkinchi chegaraviy shartda ishtirok giluvchi h(A) va g(A) ko‘phadlar
darajalarining katta kichikligiga qarab, formulalar o‘zgarishi hisobga olingan.
Asosiy formulani keltirib chigarishda Veyl-Titmarsh funksiyasi uchun Loran
yoyilmasidan foydalanilgan. Veyl-Titmarsh funksiyasini xos giymatlar va
umumlashgan normallovchi o‘zgarmaslar orqali ifodalovchi formulalarga

asoslanib, teskari masala uchun yagonalik teoremasi isbotlangan.

69



Foydalanilgan adabiyotlar

1. A. I. Benedek, R. Panzone, On inverse eigenvalue problems for a second-
order differential equation with parameter contained in the boundary conditions,
Notas de algebra y Analisis, 9 (2.1980), 1-13.

2. A. |. Benedek, R. Panzone, On Sturm-Liouville problems with the square-
root of the eigenvalue parameter contained in the boundary condition, Notas de
Algebra y Analisis, 10 (2.1981), 1-59.

3. P. A. Binding, P. J. Browne, Applications of two parameter eigencurves
to Sturm-Liouville problems with eigenparameter-dependent boundary conditions,
Proc, Roy. Soc. Edinburgh Sect. A, 125 (2.1995), 1205-1218.

4. P. A. Binding, P. J. Browne, K. Seddighi, Sturm-Liouville problems with
eigenparameter dependent boundary conditions, Proc. Edinburg Math. Soc., 37
(2.1993), 57-72.

5. P. A. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson, Transformations between
Sturm-Liouville problems with eigenvalue dependent and independent boundary
conditions, Bull. London Math. Soc., 33 (2.2001), 749-757.

6. P. A. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson, Spektral isomorphisms
between generalized Sturm-Liouville problems, Operator Theory Adva. Appl., 130
(2.2001), 135-152,

7. P. A. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson, Sturm-Liouville problems
with boundary conditions rationally dependent on the eigenparameter, I, Proc.
Edinburgh Math. Soc., 45 (2.2002), 631-645.

8. P. A. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson, Sturm-Liouville problems
with boundary conditions rationally dependent on the eigenparameter, 11, Comp.
Appl. Math., 148 (2.2002), 147-168.

9. P. A. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson, Equivalence of inverse Sturm-
Liouville problems with boundary conditions rationally dependent on the

eigenparameter, submitted.

70



10. P. A. Binding, R. Hryniv, H. Langer, B. Najman, Elliptic eigenvalue
problems with eigenparameter dependent boundary conditions, J. Diff. Eq., 174
(2.2001), 30-54.

11. G. Borg, Eine Umkehrung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe,
Acta Math., 78 (2.1946), 1-96.

12. P. J. Browne, B. D. Sleeman, A uniqueness theorem for inverse inverse
eigenparameter dependent Sturm-Liouville problems, Inverse Problems, 13
(2.1997), 1453-1462.

13. L. Collatz, Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen,
Akademische Verlag, Leipzig, 1963.

14. A. Dijksma, Eigenfunction expansions for a class of J-selfadjoint
ordinary differential operators with boundary conditions containing the eigenvalue
parameter, Proc. Roy. Soc. Edinburgh, Series A, 87 (2.1980), 1-27.

15. A. Dijksma, H. Langer, Operator theory and ordinary differential
operators, ields Inst. Mono. 3 (2.1996), 75-139.

16. A. Dijksma, H. Langer, H. de Snoo, Symmetric Sturm-Liouville
operators with eigenvalue depending boundary conditions, Canadian Math. Soc.
Conf. Proc. 8 (2.1987), 87-116.

17. M. S. P. Eastham, Eigenvalue problems with the parameter in the
boundary condition, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2.2), 14 (2.1963), 259-272.

18. A. E. Etkin, Some boundary value problems with a spektral parameter in
the boundary conditions, Amer. Math. Soc. Transl. Series 2, 136 (2.1987), 35-41.

19. C. T. Fulton, Two-point boundary value problems with eigenparameter
contained in the the boundary conditions, proc. Roy. Soc. Edinburgh, 77A
(2.1977), 293-308.

20. G. M. Gubreev, V. N. Pivovarchik, Spektral analysis of the Regge
problem with parameters, Funct. Anal. Appl., 31 (2.1997), 54-57.

21. E. Hille, Analytic Function Theory, Vol 1, Blaisdell publishing
company,Masachusetts,1959.

71



22. D.B.Hinton, Eigenfunction expansions for a singulyar eigenvalue
problem with eigenparameter in the boundary conditions, SIAM J. Math. Anal.,
12(2.1981), 572-584.

23. H. Hochstadt, On inverse problems associated with second-order
differential operators, Acta Mathematica,119 (2.1967), 173-192.

24. L Ho‘rmander, Lectures on nonlinear hyperbolic differentialequations,
Springerverlag, Berlin, 1997.

25. M. G. Krein ,Solution of the inverse Sturm-Liouville problem, Dokl.
Akad. Nauk SSSR,76 (2.1951),21-24.

26. B.M. Levitan, M.G. Gasymov, Determination of a differential equation
from two of its spectra, Russian Math. Surveys,19 (2.1964) 1-63.

27. V. A. Marchenko, Some questions in the theory of one-dimensional
linear differential operators of the second order, Part I, A.M.S. Translations Series
2,101 (2.1973), 1-104,

28. M. A. Naimark, Linear Differential Operators I, Ungar, New York, 1967

29. V. N. Pivovarchik, Direct and inverse three-point Sturm-Liouville
problem with parameter-dependent boundary conditions, Asymp. Anal., 26
(2.2001),

219-238.

30. E. M. Russakovskii, Operator treatment of boundary problems with
spektral parameters entering via polynomials in the boundary conditions,
Functional Anal. Appl., 9 (2.1975), 358-3509.

31. E. M. Russakovskii, The matrix Sturm-Liouville problem with spektral
parameter in the boundary conditions. Algebraic and operator aspects, Trans.
Moscow Math. Soc., 57 (2.1996), 159-184.

32. A. A. Shkalikov, Boundary problems for ordinary differential equations
with parameter in the boundary conditions, J. Sov. Math., 33 (2.1986), 1311-1342,

33. A. V. Straus, On spektral functions of differential operators, lzvest.
Akad. Nauk SSSR Ser. Mat., 19 (2.1955), 201-220.

72



34. E. C. Titchmarsh, Theory of Functions, Second Edition, Clarendon
Press, Oxford, 1939.

35. C. Tretter, On A-nonlinear boundary eigenvalue problems, Mathematics
Research 71 (2.1993), Akademie Verlag.

36. A. Zugmund, Trigonometric Series, Vol I, I, Cambridge University
Press, Cambridge, 1979.

37. I'enbpang U.M., JleButan b.M. O6 omHOM MPOCTOM TOXKIECTBE A
COOCTBEHHBIX 3HaueHUM auddepeHInaIbHOr0 orneparopa BTOPOro mopsaka //
JAH CCCP. 1953. 1. 88. N 4. C. 953-956.

38. uxwuit JI.LA. @opmynsl crienoB i auddepeHnanIbHbIX ONepaTopoB
[Mrypma-JInysums / YMH. 1958. 1. 13. N 3. C. 111-143.

39. Jluackuit B.b., CagoBanunii B.A. Perynspu3oBaHHble CyMMBI KOpHEH
OJIHOTO Kjacca 1eibix GpyHkiuit / @yHkn. ananus u ero npuwi. 1967. 1. 1. N 2. C.
52-59.

40. Jlesutran b.M. Brraucienne peryisspu3oBaHHOTO CieNa JIsS omepaTropa
[rypma-JInysums // YMH. 1964. 1. 19, Boim. 1(115). C. 161-165.

41. TI'yceiinos I'.I11., JleButan b.M. O ¢opmynax cregoB s omneparopa
[rypma-JInysumns // Bectn. MI'Y. Cep. marematuka, mexanuka. 1978. N 1. C.
40-49.

42. Lax P.D. Trace formulas for the Schrodinger operator // Comm. Pure and
Appl. Math. 1994. v. 47. N 4. P. 503-512.

43. Caposunuuii B.A., ITogonsckuii B.E. Cneasl onepatopos // YMH. 2006.
T. 61. BB 5(371). C. 89-156.

44. Gulijev N. J. The regularized trace formula for the Sturm-Liouville
equation with spectral parameter in the boundary conditions // Proc. Inst. Math.
Mech. Natl. Acad. Sci. Azerb. 2005. v. 22. P. 99-102.

45. Otkun A.E., Otkuna I'.Il. BbluncneHune perysisipu30BaHHOTO cieaa
3amaun llrypma-JInyBUUIsE CO CHEKTpPaJbHBIM MMapaMETPOM B TPaHUYHBIX
ycnoBusix //13B. Upkytckoro roc. yu-ta. Cepust «Matematuka» 2012. 1. 5, N 2. C.

81-89.
73



46. Hasanov A.B. Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari nazariyasiga Kirish.
I gism. T. “Fan”, 2011 yil. — 500 bet.

47. SxmmmypatoB A.b., Ky3ueBa K.P. Bwruncienue perynasipu3oBaHHOTO
cniena g 3amaun  lltypma-JImyBwiuis CO CHEKTpalbHBIM —IApaMETpoOM B
rpaHuyHoM  yciaoBud. [ Te3ucel  JOKIAAOB  MEXAYHApPOAHOHW  HAydHOU
KOHpEpeHIIMU  «AKTyalbHbIE  TPOOJEMBbI  NPUKIATHON  MaTeMaTUKH U
UH(GOPMAIIMOHHBIX TeXHONOTH — Anb-Xopeamu-2016», . byxapa, 9-10 Hos6ps
2016 ., C. 147-148.

48. Yaxshimuratov A., Qo‘ziyeva K  Chegaraviy shartlari spektral
parametrga bog‘lig bo‘lgan Shturm-Liuvill masalasi uchun izlar formulasi. lIm
Sarchashmalari 2017 yil, 3-son, 5-10 betlar

49. XacanoB A. b., SxmumypotoB A.b., Ky3uesa K.P. ®opmyna
PETYJLIPU30BAHHOI'O CJICAA JIA 3aJda4H I_HTpra-.HI/IYBHJIJIH CO CIICKTpPAJIbHBIM
napaMeTpoM B rpaHuuHbIX ycioBusx. [/ Abstracts of republican scientific
conference with participiation of foreign scientists. « Modern problems of
dynamical systems and their applications», Turin polytechnic university
in Tashkent. May 1-3, 2017, Tashkent.

74



