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Mavzu Ne 1
TOPLAM VA ULAR USTIDA AMALLAR. XAQIQIY SONLAR HAQIQIY SONLAR TO’PLAMINING
CHEGARALARI VA ULAR USTIDA AMALLAR.

Reja
1.To’plam tushunchasi.
2.To’plamlar ustida amallar.
3.Xaqiqiy sonlar.
4.Hagqiqiy sonlar to’plamining chegaralari.
5.Haqiqiy sonlar ustida amallar.

To plam tushunchasi matimatikaning asosiy tushunchalaridan biridir. To plam gandaydir ob’ektlarning tayin
bir majmuidir. Masalan, shkafdagi kitoblar, barcha to’g’ri kasrlar, berilgan nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar, barcha
juft sonlar to plami va shu kabilar to”plamga misol bo’la oladi. Bu missollardan ko rinib to"ribdiki, to’plam chekli yoki
cheksiz sondagi narsalarni yoki, odatda aytilishicha, elementlarni o’z ichiga olishi mumkin. Birinchi holda to plamani
chekli, ikkinchi holda yecha cheksiz deyiladi.

Odatda to"plamalarni bosh harflar: A,B,C,D,E,...bilan, uning elementlarini yecha kichik harflar a,b,c,x,y, bilan
belgilanadi.

Agar A to plamning elementi a bo’lsa, a € A kabi yo'ziladi va «a element A to'plamga tegishli» deb o'qiladi.
Aks holda ag A deb yo'ziladi va «a element A to'plamga tegishli emas» deb o'qiladi.

Masalan, A={2,4,6,8,10} bo’lsa, u holda 6A, 7<A boladi.

Bitta ham elementga ega bo’Imagan to"plam bo’sh to'plam deyiladi va & kabi belgilanadi . Masalan, x?+4=0
tenglamaning haqiqiy ildizlar to"plami bo shdir, chunki bu hagiqiy ildizlarga ega emas.

To'plamni aniglashda uni tashkil etgan elementlar orasida aynan bir-birga teng bo’lgan elementlarni
to plamning elementi sifatida fagat bir martagina olinadi. Masalan, B to"plam x3-3x+2=0 tenglamaning x1=1, X,=1, Xs=-
2, bo’lib, ulardan to"zilgan B to"plam deganda biz 1 va -2 elementlardan to"zilgan B={1,-2} to"plamni tushunamiz.

Agar B to plamning har bir elementi A to'plamning ham elementlari bo’lsa, B to"plamning gismi yoki gismiy
to'plami (to’plam osti ) deb ataladi va BcA kabi belgilanadi. Masalan, juft sonlar to’plami butun sonlar to’plamnig
gismiy to plamidir. Ravshanki, agar AcB, B<S bo'lsa, uholda AcC bo’ladi.

Bo’sh to’plam ¢ har ganday A to plamnig gismi deb hisoblanadi.

Biror A to'plam berilgan bo'lsin. Bu to’plamning barcha qismiy to'plamlaridan iborat’ to'plamni R(A) kabi belgilamiz.
Ravshanki , agar ¢ € R (A), A € R(A). Masalan, A={1,2,3} to'plam uchun
P(A)={{1}.{2}.{3}.{1,2}.{1,3},{2,3}.{1,2,3},¢} bo’ladi. P(A) to’plam elementlarining 0°zi toplamdir.

1-Ta'rif. Agar A to'plam B to plamning gismi, B to’plam A to plamning gismi,ya'ni AcB va BcA bo’lsa, u
holda A va B to plamlarni bir birga teng to plamlar deb ataladi va A=B kabi yoziladi.

2-Ta'rif. A va B to'plamlarning barcha elementlaridan tashkil topgan S to'plam A va B to plamlarnig
yig’indisi deb ataladi va

S=AuUB
kabi belgilanadi. Masalan. A={2,4,6,8}, B={1,2,3,4}, bo'lsa, unda ularning yig’indisi quyidagi to'plamdan iborat
bo’ladi:
S=AuUB={1,2,3,4,6,8}.
Ta'rifdan AUA=A, AUB=BUA kelib chigadii, shuningdek, agar AcB bo’lsa, unda AUB=B bo’ladi.
3-Ta'rif. A va B to'plamlarning umumiy elementlardan tashkil topgan to’plam A va B to'plamlarnig
ko paytmasi deyiladi va
D=AnB
kabi belgilanadi. Masalan, A={1,2,3,4,5}, B={2,4,6,8,10} bolsa, ularning ko paytmasi
D=AnB= {2,4}
to'plam bo’ladi. Ta'rifdan AnA=A, AnB=BNA kelib chigadi, shuningdek, agar AcB bo’lsa, unda AnB=A bo’ladi.

Ikki to’plam ko paytmasi bosh to'plam, ya'ni AnB=¢ bo’lsa, u holda A va B to’plamlar kesishmaydigan

toplamlar deyiladi.
CHekli sondagi to'plamlar: M1, My, ..., M, berilgan bo’lsin bu to’plamlar yig'indisi deb, M1, My, ..., M, to plamlarni
xyech bo’Imaganda bittasiga tegishli bo’lgan barcha elementlar to’plamni M ga aytiladi va M=M1UMaU ...UM, yoki
M="Uiq My kabi yo’ziladi. Masalan, barcha butun sonlar to’plam juft sonlar to’plamning birlashmasidir. M1 to plam
1<x<5 tengsizliklarni ganoatlantiriadigan x sonlardan, M. to'plam yecha 2<y<7 tengsizliklarni ganoatlantiriadigan y
sonlardan iborat bo’lsin. U holda bu to plamlarning M1UM; birlashmasi 1<Z<7 tengsizliklarni ganoatlantiriadigan Z
sonlardan iborat bo'ladi. M1, My, ..., M, to’plamlarning kesishmasi (ya'ni ko paytmasi) deb, bu Mi, My, ..., My
to'plamlarning har biriga tegishli elementlardan va fagat shu elementlardan iborat M to'plamga aytiladi va
M=MinM2zN...nM;, yoki M=y-1 M kabi belgilanadi.

Agar bu to’plamlarning har biriga tegishli bo’lgan elementlar bo’Imasa, u holda ularni kesishmasi, ravshanki,
bo’sh to plam bo’ladi.

4-Ta'rif. A to'plamning B to’plamga tegishli bo’Imagan elementlaridan to'zilgan E to’plam A to’plamdan B
to'plamning ayirmasi deb aytiladi va E=A/B kabi belgilanadi. Masalan, A={1,2,3,4,5}, B={3,6,9,12} bo’lsa,
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A/B={1,2,4,5} va B/A={6,9,12} bo'ladi. Agar A to’plam C ning gismi, ya'ni A=C bo’lsa, ushbu C/A ayirma A
to plamning C to plamga to"ldiruvchi to’plam deb ataladi va Cs A kabi yo'ziladi. Ta'rifga ko'ra C; A=C/A

5-Ta'rif. A to'plamning B to'plamga tegishli bo’lmagan elementlaridan va B to'plamning A to’plamga
tegishli bo’Imagan elementlaridan to'zilgan to’plam A va V to plamlarning simmetrik ayirmasi deb ataladi va A/B kabi
belgilanadi. Ta'rifga ko'ra A/B B=(A/B)U(B/A). Masalan, A={1,2,3,4,5,6}, B={4,5,6,7,8,9} bo’lsa u holda bu
to plamlarning simmetrik ayirmasi A/B={1,2,3,7,8,9} bo'ladi.

Haqiqiy Sonlar.

1. Natural sonlar. Butun sonlar.
Ma’lumki N={1,2,3,...} - musbat butun sonlar to plamini ifoydaladi. Bu toplamdan olingan ixtiyoriy nato'ral n,m va
ragobat sonlar uchun quyidagi ikkitasdikning o'rinli ekani ravshan:

a) n=m, n>m, n<m munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o rinli,

v) n<m, m<p tengsizliklardan n<p tengsizlikning o’rinli ekani kelib chigadii.

Agar biror E to’plam elementlari orasida Yugorida keltirilgan

a) va b) munosobatlar o'rinli bo'lsa, E to’plam tartiblangan to’plam oladi. Natural sonlar to plami
elementlarini o°zaro taqqoslab, bu to’plam elementlari orasida eng kichik elementi mavjudligini va u 1 soni ekanligini
topamiz. Ammo N to'plam elementlari orasida eng katta element yo'q. Hagigatdan, har bir neN uchun ya'na N ga
tegishli (n+1) son topiladi. Malumki, ikki nato'ral n,m sonlar yig'indisi (n+m) hamda ko paytmasi yana nato'ral son
bo'lib, go'shish va ko paytirish amallari yecha quyidagi xossalarga ega

1°. Kommutativlik: n+m=m+n, m-n=n-m

2°. Assotsiativlik: (n+m)+r=n+(m-r), (n-m) =n(m-p)

3°. Distributivlik: (n+m)p=n-p+m-p

4°. N to'plamda shunday k element borki, k-n=n-k=n bo’ladi. Bu element k=1 dir. N to'plamda n+p=n
tenglikni ganoatlantiradigan nato'ral r son mavjud emas. Agar meN, neN bo’lsa, m+x=n lar natural sonlar to"plamda
doim yechimga ega bo’lavermaydi. U fagat n>m bo’lgandagina yechimga ega. Agar n<m bo’lsa yechimi N to plamda
deb yo“zing mavjud emas.

Ishorasi nato'ral sonlarga tyechgari bo’lgan sonlarni manfiy nato'ral sonlar to plamini tashkil etadi va u odatda
Z harfi bilan belgilanadi:

z={...,n,..-3,-2,-1,0,1,2,3,...n,..}.
Ravshanki NcZ.

Butun sonlar to’plami nato’ral sonlar to"plami kabi tartiblagan belgini to’plam deb yo'zing bo'ladi. Ixtiyoriy
ikki ragobat va g butun sonlar yig'indisi r+q, ayirmasi rqq, ko 'paytmasi r-q yana butun son bo’lib, go’shish, ayrish
ko paytirish amallariga nisbatan 1-.,2-.,3..,4-. Xossalar bilan birga yana quyidagi xossalar ham o’rinlidir:

5°. Ixtiyoriy geZ element uchun Z to plamdashanday element -q mavjudki, g+(-q)=0 bo"ladi.

6°. Ixtiyoriy qeZ element uchun q+0g0+qqq boladi.

7°. Ixtiyoriy qeZ element uchun q*0q0*qq0 bo’ladi.

Demak, bir tomondan, Z belgini to’plam deb yo'zing uz ichiga N to'plamning deb yo'zing barcha
elementlarini olsa, ikkinchi tomondan yecha, Z belgini to’plam deb yo zing elementlari uchun qo“shish va ko paytirish
amallari N belgini to’plam deb yo zingdagi qo’shish hamda ko paytirish amallari bilan bir xil bo’ladi. Butun sonlar
belgini to plamidta deb yo zing m+xqgn, meZ, neZlar doim yechimga ega. Ammo shu to"plamda m*xgn m=0 lar doim
yechimga ega bo’lavermaydi. Masalan, 2x=-4 lar Z belgini to’plamda deb yo'zing da 2x=-5 yecha Z belgini to’plam
deb yo“zingyechimga ega emas.

2. Ratsional sonlar.

Ushbu 7 = £ , p€Z, neN kasr ko'rinishida tasvirlanadigan har bir son ratsional son deyiladi. Barcha ratsional
n

sonlar to"plamdini Q deb belgilaymiz.

Ravshanki NcZcQ.

Q to'plamda ham bir-biriga teng bo'Igan ratsional sonlar bitta element deb garaladi.Masalan, /s, 4/s, 812, ®/24 ratsional
sonlari bitta %/3 ga teng bo"lgan ratsional son deb olinadi.

Ratsional sonlar to plami Q nato'ral va butun sonlar to plami kabi tartiblangan. Ikki ratsional son yigindisi, ayirmasi,
ko paytmasi va nisbati yana ratsional son bo’ladi. SHu to'rt arifmetik amallarga nisbatan ushbu xossalar o’rinlidir:

1°. Kommutativlik : r+t=t+r, r*t=t*r,
2°. Assotsiativlik: (r+t)+c=r+(t+c), (r*t)c=r(t*c).
3°. Distributivlik: (r+t)c=r*c+t*c
4°. Nol sonning xususiyati: r+0=r, r*0=0.
5°. Bir sonning xususiyati: r*1=1*r=r.
6°. gqarama-garshi elementning mavjudligi:
ixtiyoriy reQ uchun shunday -reQ son mavjudki, r+(-r)=0 bo’ladi.
7°. Teskari elementning mavjudligi ixtiyoriy reQ (r#0) uchun shunday r*eQ son mavjudki, r*r'=1 bo’ladi.
8°. Ixtiyoriy reQ, ixtiyoriy teQ, ixtiyoriy seQ sonlar uchun r>t, bo’lganda r+=>t+= bo’ladi.
9°. Ixtiyoriy reQ, ixtiyoriy teQ, ixtiyoriy seQ (s>0) sonlar uchun r>t bo’lganda r*c>t*c bo’ladi.
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10°. Ixtiyoriy ikki musbat r va t ratsional sonlar uchun shunday natural son n mavjudki, n*r>t bo’ladi.
Bu xossa odatda Arximed aksiomasi deb ham Yuritiladi. Ratsional sonlarni chekli yoki cheksiz davrini unli kasr
ko rinishida ifodalash mumkin. Davriy bo’Imagan cheksiz unli kasr bilan tasvirlanuvchi sonlar irratsionalar sonlar deb
ataladi : bunday sonlar V2, V3, 5-\2 va hakazo.

Barcha ratsional va irratsional sonlar birgalikda hagigiy sonlar to"plami deb ataladi. Hagiqiy sonlar to"plami R
harfi bilan belgilanadi. Ta'rifga ko'ra R=QuUU, U-irratsional sonlar to’plam hagqiqgiy sonlar giymatlari bo’yicha tartibga
solingan, ya ni har bir juft x va u haqigiy sonlar uchun ushbu  x<y, x=y, x>y munosobatlardan bittasi va fagat bittasi
to"gridir. Hagiqiy sonlarni sonlar o’qining nugtalari bilan tasvirlash mumkin. Sonlar o’qi deb shunday cheksiz to g'ri
chizigga aytiladi, unda: 1) sanoq boshi deyiladigan biror 0 nuqgta , 2) musbat yo'nalish, 3) uzunliklarni o’Ichash uchun
masshtab tanlab olingan bo’ladi.

Hagigiy sonning absolyut giymati va uning xossalari. Biror xeR (x=0) sonni olaylik. Bunda x,-x sonlardan
biri albatta musbat bo’ladi. Bu musbat son x sonning absolyut giymati deyiladi va uni || kabi belgilanadi. Nol sonning
absolyut giymati deb nol soninig 0°zi olinadi: |0]=0.

Demak,

—X,agar.x < 0.bo’lsa.
Haqgigiy sonning absolyut giymati bir nyecha xossalarga ega:
1°. xeR son uchun [x|>0, [X|=|-x|, X<[x|, -x<|x| munosabatlar o'rinli. Bu munosabatlar sonning absolyut
giymati ta'rifidan kelib chigadii.
2°. Agar O<aeR son berilganda xeR sonlar | x|<a (2)
Tengsizlikni ganoatlantirsa, bunday x sonlar  -a<x<a (3)
Tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha.

X,agar.x > 0.bo’lsa,
4-{

3°. Agar 0<aeR son berilganda xeR sonlar |x|<a tengsizlikni ganoatlantirsa , bunday x sonlar -a<x<a
tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha.
4°. Ikki xeR va yeR hagigiy son yigindisining absolYut giymati bu sonlar absolYut giymatlarining
yigindisidan katta emas, ya ni
| x+y || x [+ y |
5°.xeR,yeR sonlaruchun |x-y || x|-|y| tengsizlik orinli.
6°. XeR, yeR sonlar uchun | x*y|=|x |[*|y| tenglik o'rinli.

7°.xeR, yeR, y=0 sonlar uchun

x| |l o
—| =1 tenglik o'rinli.
I

MAVZU Ne2
DETERMINANTLAR VA ULARNING XOSSALARI. KRAMER QOIDASI VA GAUUS USULL.
Reja
1. 2-tartibli determinantlar. Determinantlarning asosiy xossalari
2. 3-tartibli determinantlar
3. n - tartibli determinantlar
4. Kramer qoidasi.
5.Gauss usuli. Gauss usulining Gauss-Jordan modifikasiyasi

2-tartibli determinantlar. Determinantlarning asosiy xossalari

1. a,Vv,svad haqgigiy sonlar berilgan bo’lsin.

a b
2. Ular 2- tartibli determinant yoki aniglovchi deb ataluvchi ad — bc sonni aniglaydi va
ko'rinishda yoziladi.
a
3. Ta'rifga asosan, =ad -bc
c d
4. a,v,c va d sonlarga determinant elementlari deyiladi. Ikkinchi tartibli determinantda a,b- birinchi, c,d-
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ikkinchi satr, a,c- birinchi, b,d—ikkinchi ustun, a,d- bosh yoki birlamchi, b,c- ikkilamchi diagonallar bir-biridan

farglaniladi.

5. 2-tartibli determinant misolida determinantlarning quyidagi asosiy xossalarini tekshirib ko rish giyin
emas.

6. Determinantning Kattaligi:

7. 1-xossa: satrlari mos ustunlari bilan almashtirilsa - 0°zgarmaydi;
8. 2-xossa: satrlari (ustunlari) o'rinlari almashtirilsa -

9. - ishorasi garama-garshisiga 0 zgaradi;

10. 3-xo0ssa: biror-bir satr (ustun) har bir elementi k hagigiy songa
11. ko paytirilsa - k marta ortadi;

12. 4-xossa: biror-bir satr (ustun) har bir elementi nolga teng bo’lsa
13. - nolga teng;

14, 5-xo0ssa: ikki satr (ustun) mos elementlari 0°zaro teng yoki

15. proporsional bo’lsa- nolga teng.

16.  Quyida ta'riflanadigan 3- tartibli, ixtiyoriy n-tartibli determinantlar uchun ham Yugoridagi xossalar
o rinli.

3-tartibli determinantlar

17.  Uchinchi tartibli determinant yoki aniglovchi deb,
18. A = an1dz7833 + 12823831 + 413821832 - A13822831-811823832 - 412821833 (1.1)
19. yig'indiga teng songa aytiladi va

dyjp Ay agg
20. A=jay axp Az =

d3; dz Ads3

21, ko'rinishda yoziladi.
aik haqiqiy sonlarga determinantning elementlari deyiladi.
aik element i-satr va k-ustun elementi bo'lib, ularning kesishmasida joylashgan. 3-tartibli determinantda ham satr va
ustunlar, bosh va ikkilamchi diagonallar bir-biridan farqlaniladi.

(1.1) Standart ifoda sodda tuzilishga ega. aik elementlar bo'yicha hisoblanadigan A yig'indini Sarryus qoidasi
yordamida tuzish mumkin. Determinant ustunlariga o'ngdan birinchi va ikkinchi ustunlarini ko’chirib yozib,
kengaytirilgan jadval tuzamiz:

Bosh diagonal yo'nalish: amchi diagonal yo nalishidagi

- - - + + +
elementlar ko paytirilib
A yig'indi uchburcnakiar usunaa nam wZisnn MuImKIn:
A=+ —
*x  *
Oldidagi ishorasi bilan birge y hadi deyiladi. Har bir ko'paytma

determinantning har bir satri va ustuni element - vakillaridan tarkib topgan. (1.1) ifodaning standart deyilishiga sabab,
uning har bir hadida kopaytuvchi elementlar birinchi indeks - satr nomerining o'sish tartibida joylashtirilgan. Ikkinchi
indeks ustun nomerlari esa kuyidagi tartibda joylashgan:

1 2 3 3 21
2 3 1} @2 1 3 2} @3
3 1 2 2 1 3

(1.2) va (1.3) 1, 2 va 3 sonlarining o'rin almashtirishlaridir. (1, 2, 3) tartiblangan o'rin almashtirishga asosiy o'rin

6



almashtirish deyiladi.

1. Agar o'rin almashtirishda uning ikki aniq elementlari o'rinlari almashtirilsa, ushbu elementlar
transpozisiyalangan deyiladi. Transpozisiyalanganda o'rin almashtirish tizimi boshqasi bilan almashinadi. Masalan,

2.

Agar biror-bir o'rin almashtlrlsh tizimi asos1y51dan bir necha N1, N2, va hokazo transpozisiyalash usullari bilan
hosil gilingan bo'ls L~ ini ta'kidlash muhimdir. O'rin
almashtirish tizimi @2 3)—> (3 2, 1) - (3 2, 1) Ba XOKa30. bo'lsa, mos ravishda juft (toq)
deyiladi.

j = (J1, j2, j3) o'rin almashtirish tizimi berilgan bo'lsin. Bu erda ji, ja, js - 1, 2 va 3 sonlarining tanlangan biror-
bir tartibi. t(j)- asosiy (1, 2, 3) o'rin almashtirishdan j o'rin almashtirishga o'tish uchun zarur transpozisiyalar soni
bo'lsin. Agar t(j) — juft (toq) son bo'lsa, j- juft (toq) o'rin almashtirishdir.

(1.2) o'rin almashtirishlar tizimi juft, (1.3) o'rin almashtirishlar tizimi esa toqdir.

Yugqorida keltirilgan tushunchalardan foydalanib, uchinchi tartibli determinantni boshqa teng kuchli ta'rifini
berish mumkin.

3-tartibli determinant yoki aniqlovchi deb, quyidagi yig'indiga teng A songa aytiladi:

A= ()t 1j182j283j3,
j
bu erda, j(j1, j2,j3 ) - asosiy (1, 2, 3) o'rin almashtirishdan hosil bo'lishi mumkin bo'lgan o'rin almashtirishlar.
Ushbu ta'rif n-tartibli determinantni ta'riflashda umumlashtirilishi mumkin.

n - tartibli determinantlar
n — tartibli determinant yoki aniqlovchi deb, quyidagi yig'indiga teng A songa aytiladi:

_ t(j)
A= Z(—l) aljlazjz...anjn Ba
J
a1 ap ... Ay
a a - |
A= 21 22 2n
a-nl an2 ann

ko'rinishda yoziladi, bu erda j (ji, j2, ... , jn) - asosiy (1, 2, ..., n) o'rin almashtirishdan olinishi mumkin bo'lgan
ixtiyoriy o'rin almashtirish, t(j) — asosiydan j o'rin almashtirishga o'tishda transpozisiyalar soni.

(—1) t) a jla 2j2- ap jn ko'paytmaga determinantning hadi deyiladi. n — tartibli determinant n? haqiqiy son

— elementlar orqali aniglanadi va yig'indi n! ta haddan iborat.
DETERMINANTLARNING XOSSALARI
Minor va algebraik to’Idiruvchilar hagida tushuncha
n- tartibli A = |ay| determinant berilgan bo’lib, uning ixtiyoriy i-satrini va ixtiyoriy Kk-ustunini
o°chiramiz. Qolgan ifoda (n-1)-tartibli determinantni tashkil etadi va aix elementning minori deyiladi. aix element minori
Mik yozuv bilan belgilanadi.
aik elementning algebraik to’ldiruvchisi yoki ad yunkti deb,
Aik = (-1)""* Mk Kattalikka aytiladi.
Masalan, uchinchi tartibli A=|ai| determinantning a1 elementi minori Mz va algebraik to’ldiruvchisi Az
mos ravishda:
a a
My =| 2 “Fl=agag —axay, Ap=(-1)""My,=-Mj,
dz Az
2. Determinantlarning xossalari
Ixtiyoriy n-tartibli determinant o’zining asosiy xossalaridan (§1 ga qaralsin) tashqari, ko shimcha ravishda
quyidagi xossalarga ham ega.
6-xossa: Determinantning ixtiyoriy satri yoki ustuni elementlarining o'z algebraik
to'ldiruvchilariga ko paytmalarining yig'indisi uning kattaligiga teng:



=-36 0 9 |=3

n n
A = ZaikAik (l == 1,2,...,n) (2.1) A = ZaikAik (k = 1,2,...,n)
k=1 i=1
22)
(2.1) yig'indi n-tartibli determinantni i-satr elementlari bo'yicha  yoyish formulasi deyilsa, (2.2)

yig'indi k—ustun elementlari bo'yicha yoyish formulasi deyiladi.
Masala: Uchinchi tartibli A=|aix| determinantni ikkinchi ustun elementlari bo'yicha yoying.
Uchinchi tartibli determinantni ikkinchi ustun elementlari bo'yicha yoyish formulasini qo'llaymiz, natijada

3 a a a a
21 dp3 11 Qi3
D aiA =apA FanAy +anAg, = —ag +anxn -
i1 dz; dsg dz; dagzz
djp  Aiz|
—agz =—a1,(ay1833 —Ap3831) +ayy (217833 —A33831) —
dy axn

—ag (a8p3 —A38p) =A
7-xo0ssa: Determinant biror satri (yoki ustuni) elementlarining boshga parallel satr (yoki ustun) mos elementlari
algebraik to’ldiruvchilariga ko paytmalarining yigindisi nolga teng:

n n

AzzaikAjk :ZakiAkj :O (|¢J, |,J:l,2,...,n)
k=1 k=1

Ushbu xossa determinantlarning 5- xossasi asosida isbotlanadi.

8-xossa: n-tartibli aniq bir satrlari (ustunlari) bir-biridan farq qiluvchi, qolganlari esa aynan bir xil bo'lgan A

va A, determinantlar berilgan bo'lsin. Berilgan A; va A determinantlarning yig'indisi ko 'rsatilgan farqli satri

(ustuni) mos elementlarining yig'indisidan iborat, umumiy satrlari (ustunlari) esa 0'zgarmas qoladigan n-

tartibli A determinantga teng.

Masalan, uchinchi ustunlari farqli, qolgan ustunlari aynan bir xil uchinchi tartibli determinantlar quyidagicha

qo'shiladi:
" b , 4, a,+b,
a21 a22 a23 + a21 a‘22 b23 = a21 a22 a23 + b23
a, a, ag|l [, a, b, @, a, a,+b,

9-xossa: Determinant kattaligi uning biror satri (ustuni) elementlariga boshqa parallel satr (ustun) mos
elementlarini bir xil songa ko' paytirib qo'shganda o'zgarmaydi.

Yugqori tartibli determinantlarni hisoblashning rasional usuli uning biror satri yoki ustunida keltirilgan
xossa asosida nollar yig'ib, so'ngra shu satr yoki ustun bo"yicha yoyib hisoblashdir. Yuqori tartibli
determinantni hisoblash masalasi ketma-ket ravishda quyi tartibli determinantlarni hisoblash bilan almashinadi.

Masalan:

d d d d a a

12 13 11 12 13

1 -2 3 6 |1 -3 3 4
-3 3 4
1 1 0 201 0 0 O
= =-16 =3 9=
-4 2 -31 -4 6 -39
4 1 6
-1 3 1 4 |-1 4 1 6

-15 0 -14
-15 -14 |-15 -14

=9.(-17) =-153
6 9 2 3

4 1 6

10-xossa: n-tartibli berilgan A1=fai] va A,=|bi determinantlar ko'paytmasi n-tartibli A=|si,| determinantga

teng va uning ixtiyoriy sic elementi quyidagi formula bo'yicha hisoblanadi:

n
Cik :Zaijbjk
=1

Cic element A; determinant i-satri elementlarining A, determinant K-ustuni mos elementlariga ko'paytmalarining
yig'indisiga teng.

Masalan:



ayp  App||byy  Po| [a1abyg +apby  ayby +apby,
Qy1 Ay bop| (AP +axpby  aybyy +anby,

r-Kapelli teoremasi. Chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda bo"lishi uchun uning asosiy matrisasi rangining
kengaytirilgan matrisasi rangiga teng bo'lishi zarur va etarli. Agar asosiy A matrisa rangi kengaytirilgan (A | V) matrisa
rangiga teng bo'lib, teng ranglar 0’z navbatida noma'lumlar soni m ga teng bo’lsa, ya'ni rang(A)=rang(A | B)=m,
sistema aniq boladi. Agar A matrisa rangi kengaytirilgan (A | V) matrisa rangiga teng bo’lib, teng ranglar noma’lumlar
soni m dan kichik bo'lsa, ya'ni rang(A)=rang(A | V) <m, sistema anigmas bo’ladi. Agarda asosiy matrisa rangi
kengaytirilgan matrisa rangidan kichik bo’lsa, sistema birgalikda bo"Imaydi.

n ta noma'lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi normal korinishda berilgan bo’lsin:

anlxl + an2X2 +...+ anan = bn
(5.2) sistema uchun uning aniqglik sharti muhimdir.
Kramer teoremasi. n ta noma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi aniq bo’lishi uchun uning asosiy

detA " detA  detA’

matrisasi determinantining noldan fargli bo’lishi zarur va etarli. YAgona echim (

detA
n tartiblangan tizimdan iborat bo'ladi, bu erda A; asosiy A matrisadan j-ustunning ozod hadlar ustuni
detA
bilan almashtirilgani bilan farq giluvchi matrisa. Agarda detA=0 bo’lsa, (5.2) sistema yoki anigmas yoki birgalikda
bo’Imaydi.

Masala. Quyida berilgan chizigli tenglamalar sistemalarini birgalikda va anigligini tekshiring. Birgalikdagi
sistemalarni Kramer formulalari yordamida eching:

(2%, + Xy — X3=7 —2X, + Xy — Xg=7
1)< 4X;+2X, +3X3=-5 2)3 4X;+5X, —3X3=-5
X1 +3X, —2X3 =1 X1 +3X, —2X3 =1
—2X;+ Xy — Xg=7
3) ¢ 4X;+5X, —3X3=-4

X1 +3X, —2X3 =1
Berilgan sistemalar uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasi bo’lgani uchun, dastlab, Kramer
teoremasini tatbiq etamiz:

-2 1 -1
1) detA=|4 2 3 |=27 #0 bo'lgani uchun - sistema anig.
1 3 -2
YAgona echim Kramer formulalari yordamida topiladi:
7 1 -1
-5 2 3
1 3 -2 81
Xy = =—-—-=-3,
27 27



-2 7 -1
4 -5 3
1 1 -2/ 54
X2 = = —= 2,
27 27
-2 1 7
4 2 -5
1 3 1| 27
Xq = =—=1 Sistema echimi: ( -3; 2; 1).
27 27
-2 1 -1
2) detA=[4 5 —3=0. Kramer teoremasiga ko'ra, sistema yoki anigmas yoki birgalikdamas.
1 3 -2

Kroneker-Kapelli teoremasiga murojaat etib, sistema kengaytirilgan matrisasi rangini Gauss algoritmi yordamida
aniglaymiz:

21 -117) [-21 -117] (-2 1 -1]7
4 5 -3|-5/-|0 7 -51]9|~|0 7 -5]9]
7 5,9
1 3 -2]1 o L 22 0 0 0|0
2 2 2

rang(A) =2 =2 =rang(A | V) < 3 (homa’lumlar soni) shartlar bajarilgani uchun sistema anigmas va quyidagi sistemaga
teng kuchli:

4X1+5X2 :3X3—5

X3 €R.
Oxirgi sistemani Kramer formulasi yordamida yechish mumkin:
Xg+7 1 -2 X347
CBX3 =5 9 X3+20 |4 3x3—5‘_5x3+9
O T S S |
4 5 ‘ 4 5‘
' [ X3+20 5x3+9.
Sistema echimi: | — 7 ; 7 ; XS)'

3) detA = 0 bo’lgani uchun sistema yoki anigmas yoki birgalikdamas.
Sistema kengaytirilgan matrisasi rangini nollar yig'ib, hisoblaymiz:

201 1 7Y [=21 —107) [-21 -1 7
4 5 -3 |-4|-|0 7 -5 10|-|0 7 —5]10
1 3 -271) o L 2% o o o -2

2 2'2 2

rang(A) = 2 < 3 = rang(A | V) munosabat o 'rinli bo'lgani uchun sistema birgalikdamas.

. Gauss usuli. Gauss usulining Gauss-Jordan moedifikasiyasi.
m ta noma'lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin.

Agar sistema tenglamalarining birida xx (k={1, 2, ..., m}) noma‘lum +1 koeffisient bilan gatnashib, golgan
barcha tenglamalarida xx noma'lumli hadlar mavjud bo’Imasa yoki yo'qotilgan bo’lsa, sistema xk noma'lumga
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nisbatan ajratilgan yoki xx noma'lum sistemaning ajratilgan noma‘lumi deyiladi. Ajratilgan noma'lum bazis noma'lum
deb ham yuritiladi.

Sistemaning har bir tenglamasi ajratilgan yoki bazis noma'lumga ega ko'rinishiga noma'lumlari ajratilgan
yoki bazisga keltirilgan sistema deyiladi. Har ganday birgalikdagi sistema 0°zining ajratilgan yoki bazis noma’lumlari
tizimi mavjudligi bilan xarakterlanadi. Noma'lumlari ajratilgan yoki bazisga keltirilgan sistemaning ajratilgan yoki
bazis noma’lumlari tizimiga tegishli bo’Imagan noma'lumlari ajratilmagan, ozod yoki erkli noma'lumlar deb ataladi.
Masalan, quyidagi

- Xy + X3 4xg =71
+5X, +X,—3X5=6

noma’lumlari ajratilgan yoki bazisga keltirilgan sistemada x1, X3 va x4 ajratilgan yoki bazis noma'lumlar bo'lsa, x> va xs
noma'lumlar esa 0zod yoki erkli noma'lumlardir.

Agar noma’lumlari ajratilgan yoki bazisga keltirilgan sistemaning har bir noma’lumi uning ajratilgan yoki bazis
noma’lumlari tizimiga tegishli bo'lsa, sistema aniq, ya'ni yagona echimga ega bo'ladi. Agarda noma'lumlari ajratilgan
sistema erkli noma'lumlarga ham ega bo'lsa, aniqgmas, ya'ni cheksiz ko'p echimlarga ega bo'ladi.

Berilgan dastlabki shakldagi sistemaning umumiy echimi deb, unga teng kuchli bo'lgan noma'lumlari ajratilgan
yoki biror-bir bazisga keltirilgan sistemaga aytiladi.

Sistemaning umumiy echimini qurish usuliga esa Gauss usuli deyiladi. Sistemaning barcha echimlarini topish
uchun uning umumiy echimini qurish etarli. Berilgan sistemaning umumiy echimini aniqlash uchun uning ustida
quyidagi elementar almashtirishlar bajariladi:

1) sistema tenglamalari o'rinlarini almashtirish mumkin;
2) sistema biror-bir tenglamasi ikkala qismini biror noldan farqli songa ko paytirish mumkin;
3) sistema biror-bir tenglamasiga uning boshqa tenglamasini songa ko paytirib, qo'shish mumkin.

Agar sistemani almashtirish jarayonida Oxi+ Oxz+...+ Oxm=0 nol yoki trivial tenglama hosil bo'lsa, u
o'chiriladi. Agarda 0x1+0x2>+...+0xm=b (b# 0) zid yoki qarama-qarshi tenglama hosil bo'lsa, sistemaning o'zi ham zid,
ya'ni birgalikda emas.

Sistema umumiy echimini qurish usuli — Gauss usulining bir necha modifikasiyalari mavjud. Quyida Gaussning
Klassik yoki ixcham sxema usuli va Jordan modifikasiyalari bilan tanishamiz.

Gaussning klassik yoki ixcham sxema usuli to'g'ri va teskari yurishlardan iborat. To'g'ri yurishda sistemaning
asosiy matrisasi trapesiyali yoki uchburchakli ko rinishga keltiriladi. Teskari yurishda uning noma'lumlari ketma-ket
ravishda aniqlanadi va umumiy echim quriladi.

Masala. §5 da Kramer formulalari yordamida echilgan sistemani Gaussning klassik usulida eching.

2%+ X,— X, =7 2%+ X, — Xy =7
4%, +2X, +3X; = -5 < +4X,+ X =9 &
X, +3X, —2%; =1 7 5 9
=X, + =X ==
2 2 2
= +4X, + Xz3= 9 & X, =2
27 27 xz3=1.
——X3=——
8 8

Gauss usulining Jordan modifikasiyasi mazmun-mohiyati quyidagidan iborat: Dastlabki normal korinishda
berilgan sistemaning kengaytirilgan (A | B) matrisasi quriladi. Yuqorida zikr etilgan sistemani teng kuchli sistemaga
aylantiruvchi elementar almashtirishlardan foydalanib, kengaytirilgan matrisaning chap gismida yoki uning gism ostida
birlik matrisa hosil gilinadi. Bunda birlik matrisadan o’ngda echimlar ustuni hosil bo’ladi. Gauss-Jordan usulini
quyidagicha sxematik ifodalash mumkin:

(AIV) - (E[|X).
CHizigli tenglamalar sistemasini yechish Gauss-Jordan usuli noma’lumlarni ketma-ket yo'qotish Gauss
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strategiyasi va teskari matrisa qurish Jordan taktikasiga asoslanadi. Teskari matrisa oshkor shaklda qurilmaydi, balki
0°ng ustunda bir yo'la teskari matrisaning ozod hadlar ustuniga ko paytmasi — echimlar ustuni quriladi.
Masala. §5 da Kramer formulalari yordamida echilgan sistemalarni  Gauss-Jordan usulida eching.

—2 1 -1|7 —2 1 -1]| 7 5 1 0 ]-13
1)423-5~{805|-19~2700|81~
1 3 -2 1 7 0 1 |-20 7 0 1]-20

01 0]2 1 0 0]-3
~11 0 0 |-3J ~10 1 0| 2

0 01]1 0 0 1]1

21 -1]7 —2 1 -1 7 5 1 0|-13
2) | 4 53|-5~{140 2 |-40] ~ 00 01 0

1 3 -2 |1 7 0 1 |-20 7 0 1]-20
Sistema anigmas bo’lib, umumiy echim ko rinishlaridan biri L -uat —13; -7x1-20)
shaklga ega. Bu erda, x; erkli noma’lum va x; € R.

—2 1 -117 —2 1 -1 7 5 1 0]-13
9 4 5 -3 |-4|~[14 0 2 |-39(~|0 0 0] 1

1 3 -2]1 7 0 1 |-20) (7 0 1]-20
Sistemaning ikkinchi tenglamasi zid tenglama. Demak, sistemaning 0°zi ham zid, ya ni birgalikda emas. ]

MAVZU Ne 3

MATRISALAR VA ULAR USTIDA AMALLAR. TESKARI MATRISA.

Reja
1. Matrisa hagida tushuncha
2. Matrisalar va ular ustida amallar
3. Kvadrat matrisa determinanti.
4. Teskari matrisa hagida tushuncha
5. Teskari matrisa qurish algoritmlari.

Matrisa hagida tushuncha
aix hagiqiy sonlar n ta satr va m ta ustunda joylashgan quyidagi tog ri to"rtburchak

all a12 T alm
a21 a22 ' a2m
an1 a-n2 anm

shaklidagi jadvalga n X m o'lchamli matrisa deyiladi.

ai haqiqiy sonlar matrisa elementlari deb ataladi.

1 x m o'lchamli matrisaga satr matrisa, n x 1 o'Ichamli matrisaga ustun matrisa deyiladi. Nol matrisa deb,
har bir elementi nolga teng bo'lgan matrisaga aytiladi.

nxm o'lchamli A=(aix) va V=(bic) matrisalar berilgan bo'lsin. Agar matrisalarning barcha mos elementlari
o0'zaro teng bo'lsa, matrisalar o'zaro teng deyiladi va A=V ko rinishda yoziladi.
2. Matrisalar ustida amallar.

O’lchamlari aynan teng A va V matrisalarni qo'shganda, ularning mos elementlari qo'shiladi: A+V =(ai) + (bi)

= (aictbix).

Haqiqiy son matrisaga ko paytirilganda, matrisaning har bir elementi shu songa ko'paytiriladi: k (ai)=(k
ai.().

Misol. Amallarni bajaring:
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3 4 3 4 0 5
2|7 -2|-3|7 -2|=|-4 -7
0 3 0 3 3 -3
Matrisalarni qo'shish va songa kopaytirish amallari quyidagi xossalarga bo'ysinadi: 1) A+V=V+A; 2)
A+(B+C)=(A+B)+C; 3) k(A+B)=kA+kB; 4) k(nA)=(kn)A ; 5) (k+n)A=kA+nA.
Agar A matrisaning ustunlari soni V matrisaning satrlari soniga teng bo’lsa, A va V matrisalar 0°zaro
zanjirlangan matrisalar deyiladi. O zaro zanjirlangan matrisalarni ko paytirish mumkin.
nxm o’lchamli A=(ai) matrisani m x p o’lchamli B=(bi) matrisaga ko paytmasi nx p o’lchamli C=(ci)
matrisaga teng bo’lib, uning si. elementlari quyidagicha aniglanadi

n
Cik =2 2D .
)

ya'ni sic element A matrisa i-satri elementlarining V matrisa k-ustuni mos elementlariga ko paytmalarining yig indisiga
teng.

Masalan:
dyp ap b b a1byg +apby  ayybyp +apby,
11 P
dpy Ay b b =] ap b1y +a5by aybp +asby
21 Oy
dz; dg ag by +agzby azb, +agby,
Matrisalarni ko paytirish kuyidagi xossalarga bo"ysinadi:
1. (kA)B=k(AB); 2. (A+B)C=AC+BC;

3. A(B+C)=AB+AC; 4. A(BC)=(AB)C.

Matrisalarning ko paytmasi ko paytuvchi matrisalar nolmas bo’lishiga garamasdan, nol matrisani berishi ham
mumkin.

A va V matrisalarning ko paytmasi har doim o'rin almashtirish qonuniga bo’ysinavermaydi, ya'ni umuman
olganda AV£VA. AV=VA tenglikni ganoatlantiruvchi A va V matrisalarga o'rin almashinuvchi matrisalar deyiladi.

Berilgan n x m o’lchamli A matrisaning har bir satri mos ustunlari bilan almashtirilsa, hosil bo’lgan m x n
o’lchamli matrisaga A matrisaning transponirlangan matrisasi deyiladi va AT ko'rinishda belgilanadi.

Matrisalar ko paytmasi transponirlangani uchun quyidagi formula o'rinli: (AV)T =VTAT.

Satrlari soni n ustunlari soni m ga teng bo’lgan matrisaga n—tartibli kvadratik matrisa deyiladi. Kvadratik
matrisaning quyidagi xususiy ko'rinishlari bir-biridan farglaniladi:

a1 A ... Ay
0 axp .. axn| Yugori uchburchakli matrisa;
0
0 0 .. ap,
app O 0
dp; dpyp ... 0 |-quyiuchburchakli matrisa;
any @n2 nn
ap; 0 0
0 ay, .. 0 |-diagonal matrisa;
0 O ann
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=E - birlik matrisa.
0O 0 .. 1
3. Matrisalar o°zlarining quyidagi sonli xarakteristikalari bo’yicha taqqgoslanadi: 1) kvadratik matrisa

determinanti; 2) normasi; 3) rangi.
3. Kvadrat matrisa determinanti. Matrisa normasi.

4. Berilgan n - tartibli A= (ai.) kvadratik matrisaning determinanti yoki aniglovchisi deb, n — tartibli
|laik| determinantga aytiladi va det(A) ko rinishda yoziladi.
5. Kvadrat matrisaning determinanti yoki aniglovchisi uning asosiy sonli xarakteristikasi hisoblanadi.

Yugori, quyi uchburchakli va diagonal matrisalarning determinanti bosh diagonal elementlarining ko paytmasiga teng
bo’lIsa, birlik matrisaning determinanti birga teng.
6. Ikki teng 0"Ichovli kvadrat matrisalar ko paytmasining determinanti alohida matrisalar determinantlari
ko paytmasiga teng: det(AB)=det(A) det(B).

Berilgan n x m o’lchamli A=(ai) matrisaning normasi deb, unga mos qo yiluvchi quyidagi nomanfiy

i=1k=1
songa aytiladi.
3 -5
Masalan, A=|4 -9 Matrisaning nermasi
8 1

N=+/3% +(-5)2 + 42 + (-9)2 +82 +12 =14.

4. Matrisa rangi va uni aniglash usullari.

nxm o'lchamli A=(ai;) matrisa berilgan bo’lib, p matrisaning satrlari soni n va ustunlari soni m larning
kichigidan katta bo’lmagan son bo’lsin. Matrisaning ixtiyoriy p ta satrini va ixtiyoriy p ta ustunini ochiramiz.
O-chirilgan elementlar p- tartibli kvadratik matrisani tashkil etadi va unga o0’z navbatida p-tartibli determinant yoki
minorni mos go yish mumkin.

A matrisaning rangi deb, noldan fargli matrisa osti minorlarining eng Kkatta tartibiga aytiladi va rang(A)
ko'rinishida ifodalanadi.

1 -2
1-masala. A=|—2 4 | matrisa rangini aniglang.
3 -7

Berilgan matrisa 3 x 2 o’Ichamli bo’lgani uchun satrlari va ustunlari sonini taggqoslaymiz va kichigi 2 ni
tanlaymiz. Matrisadan ikkinchi tartibli minorlar ajratamiz va ularning kattaligini hisoblaymiz. Jarayonni noldan fargli 2-
tartibli minor ajralmaguncha davom etamiz:

1 -2 1 -2
M, = =0, M, = =—120.
-2 4 3 -7
Berilgan matrisadan noldan farqli eng Yugqori ikkinchi tartibli minor ajraldi. Demak, ta'rifga binoan, A matrisa rangi 2
ga teng.
1 -2 3
2-masala. B = matrisa rangini aniqlang.
-2 4 -6

V matrisadan ajralishi mumkin bo’lgan eng yuqori - ikkinchi tartibli har qanday minor nolga teng:
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1 -2 1 3 -2 3

—2 4 ~2 -6 4 -6

Demak, matrisa rangi ikkiga teng bo'la olmaydi. V matrisa nolmas matrisa bo'lgani uchun uning rangi 1 ga teng.

-1 1 -2
3-masala. C=| 2 -3 4 matrisa rangini aniqlang.
-1 0 -2
S matrisa uchinchi tartibli kvadratik matrisa. Undan yagona eng Yuqori 3-tartibli M1 minor ajraladi. M; minor
kattaligini hisoblaymiz:
-1 1 -2
M, =2 -3 4|=0,
1 0 -2
M 1= 0 bo'lgani uchun, S matrisa rangi 3 ga teng bo'la olmaydi.
-1 1
s _3 =1 # 0 bo’lgani uchun, rang(s) = 2.

Matrisa rangi uning ustida quyidagi elementar almashtirishlar bajarganda 0°zgarmaydi:
1. Matrisa biror satri (ustuni) har bir elementini biror noldan fargli songa ko paytirganda;
2. Matrisa satrlari (ustunlari) o rinlari almashtirilganda;
3. Matrisa biror satri (ustuni) elementlariga uning boshga parallel satri (ustuni) mos elementlarini biror songa
ko paytirib, so’ngra qo’shganda;
4. Matrisa transponirlanganda.

Matrisa rangini aniqlashning ta'rif asosida biz Yuqorida masalalarda ko'rgan «minorlar ajratib hisoblash»
usuli va nollar yig'ib hisoblashga asoslangan «Gauss algoritmi» usullari mavjud.

Matrisa rangi «Gauss algoritmi» yoki nollar yig'ish usuli asosida quyidagicha aniqlanadi: Dastlabki
ko'rinishdagi matrisa Yuqorida sanab o'tilgan elementar almashtirishlar yordamida «trapesiyasimon matrisay
ko'rinishiga keltiriladi. Trapesiyasimon matrisa deb, bosh diagonaldan Yuqorida yoki quyida joylashgan har bir
elementi nolga teng bo'lgan matrisaga aytiladi. Trapesiyasimon matrisaning rangi yoki xuddi shuning dastlabki
matrisaning rangi trapesiyasimon matrisaning noldan farqli bosh diagonal elementlari soniga teng.

1 -2 1 3
Masala. A =| 3 1 0 7 matrisaning rangini nollar yig'ish usulida aniqlang.
2 3 -14

Berilgan dastlabki matrisa ustida quyidagicha elementar almashtirishlar bajaramiz va uning ko'rinishini
trapesiyasimon ko'rinishga keltiramiz:

1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3
3 1 o7, ~(O 7 -3-2, ~|0 7 -3 -2
2 3 -14 o 7 -3 -2 0O 0 0 O

Trapesiyasimon matrisa bosh diagonal elementlaridan ikkitasi noldan farqli bo'lgani uchun uning rangi va shu bilan
birga berilgan matrisa rangi ikkiga teng.

1. Teskari matrisa haqida tushuncha.
n — tartibli kvadratik A=(ajc) matrisa berilgan bo'lsin. Agar A matrisa determinanti noldan farq qilib, uning rangi

tartibi n ga teng bo'lsa, matrisaga maxsusmas matrisa deyiladi. Agarda det(A)=0 bo'lib, rangi n dan kichik bo'lsa, A
matrisaga maxsus matrisa deyiladi.

Teorema. Ikki teng tartibli kvadrat matrisalarning ko'paytmasi, ko'paytuvchi matrisalarning har biri
maxsusmas bo'lgandagina, maxsusmas matrisadan iborat boladi.
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To'g'ridan-to’g'ri ko paytirish yo'li bilan n - tartibli birlik E va n -tartibli har qanday A matrisalarning o'zaro
o'rin almashinuvchi ekanligini, ko'paytma A matrisani berishini, ya'ni A-E =E-A = A tengliklar o'rinli bo’lishini
misollarda tekshirib ko'rish qiyin emas.

Berilgan A kvadratik matrisaning teskari matrisasi deb, tartibi A matrisaning tartibiga teng va A matrisaga
chapdan yoki 0'ngdan ko paytmasi birlik E matrisaga teng bo'lgan A matrisaga aytiladi: A1A=A-A1=E.

Yugqoridagi teoremaga asosan E birlik matrisaning maxsusmas ekanligini e'tiborga olsak, maxsus matrisaning
teskari matrisaga ega emasligini xulosa qilamiz. Har qanday maxsusmas kvadrat matrisaning yagona teskari matrisasi
mavjudligi quyidagi teoremadan kelib chiqgadi.

Teorema. Teskari matrisa mavjud bo'lishi uchun det(A)#0 bo'lib, A matrisaning maxsusmas bo'lishi zarur va
etarli.

2. Teskari matrisa qurish algoritmlari.
Berilgan maxsusmas kvadrat matrisaning teskari matrisasini qurishning «klassik» va Jordan usullari mavjud.

Berilgan A=(a;) kvadratik matrisa har bir elementini 0'zining ad’yunkti bilan almashtirib, so'ngra hosil
bo'lgan matrisani transponirlasak, quyidagi A matrisa elementlari mos ad'yunktlari matrisasining transponirlangan

matrisasi A" ni hosil gilamiz:

A1 Ay ... A
AV — A Axp ... Ay
A Ay o Ann

AY matrisaga A matrisaning ko’shma matrisasi deyiladi.
n- tartibli determinantning 6 va 7 xossalariga asosan:

a.ll a12 - aln All A21 - Anl detA O - 0
Ay, Ay ... asp A A ... A _ 0] detA ... o
an1 8p2 .-+ @nn Ain Asn o Agn (0] o ... detA

Tenglikni ixcham shaklda A-AY =det A-E  ko'rinishda yozish mumkin. Tenglamaning ikkala tomonini noldan
fargli det A ga bo’lsak,

ALAV =E.
det A

Ikkinchi tomondan teskari matrisa ta'rifiga binoan A-A'=E. Tenglamalarni solishtirib, A kvadratik maxsusmas

matrisaning teskari matrisasi A"t uchun quyidagi formulani olamiz:
At A
detA

Oxirgi formula A maxsusmas matrisaning teskarisini qurish klassik usul formulasi deyiladi. Umuman olganda,
klassik usulda teskari matrisa qurish jarayoni quyidagi ketma-ket bajariladigan qadamlarni o'z ichiga oladi:

1. Berilgan A kvadrat matrisa determinanti kattaligi hisoblanadi. Agar detA#0 bo'lsa, keyingi qadamga o'tiladi.
Agarda detA=0 bo'lsa, A matrisa maxsus va teskari matrisa mavjud emas;

2. A=(ajx) matrisa elementlarining mos ad yunklari hisoblanadi va tartib saqlangan holda, matrisa elementlari
mos ad yunktlari matrisasi (Ajc) tuziladi;

3. (Ajx) matrisa transponirlanadi va A matrisa elementlari mos ad’yunklari matrisasining transponirlangan
matrisasi yoki shuning o0°zi qo'shma A= (Ay;) matrisasi tuziladi;

4. AV=(A) matrisa har bir elementi detA ga bo'linadi va A? teskari matrisa quriladi.

3 -4
Masala. A = 1 maxsusmas matrisaning teskari matrisasini klassik usulda quring.
Klassik usulda ikkinchi tartibli maxsusmas matrisa teskarisi
-1
apn ap ) 1 (A Apn
ap; Ay detA\A;, Ay

formula asosida quriladi. Formulani qo'llab,
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10\-1 3 -01 0,3
natijani olamiz. Teskari matrisa to'g ri qurilganini ta'rif asosida tekshirib ko'ramiz:

L, (3 -4)(02 04) (1 0

a1_1(2 4)_(02 04

1 2 )\-01 03 01

_ 0,2 04
Demak, berilgan A matrisaning teskarisi A= .
-01 0,3
Berilgan A kvadratik matrisa teskarisi A" Jordan usuli asosida quyidagicha quriladi: A matrisaga o'ngdan tartibi
uning tartibiga teng birlik E matrisa qo'shiladi va kengaytirilgan (A |E) matrisa tuziladi. Parallel ravishda
kengaytirilgan matrisaning chap va o'ng qismlari satrlari ustida elementar almashtirishlar bajarilib, chap qism birlik
matrisa ko'rinishiga keltiriladi. Kengaytirilgan matrisaning chap qismi birlik E matrisa ko rinishiga keltirilganda uning
o'ng gismida teskari A matrisa hosil bo'ladi. Teskari matrisa qurish Jordan usuli algoritmi kuyidagi sxema shaklida
ifodalanishi mumkin: (A |E) ~(E|A™).

5 2 1
Masala. A=|1 3 2 matrisaning teskarisini Jordan usuli yordamida quramiz.
0 4 4
2 111 00) [521]100| (51010 -
1 32]010/~|132|]010 ~110|01_%~
4 410 0 1 011|001 011|p o 1
4 4
1 1 1
0|1_1Z 1 001, 7 &
-1 10|01_§~ 1 10|o1_%~
-1 1|10 -1 3 -1 0 1|g9 -1 3
4 4
1 1 1
013 %4
-1 102232
4 4 16
10 1|t 5 1
4 4 16

Oxirgi ko'rinishdagi kengaytirilgan matrisa o'ng qismida teskari matrisa shakli hosil bo'ldi. Teskari matrisa
to'g'ri qurilganini ta'rif asosida tekshirib ko 'rish mumkin.

Teskari matrisa o'zining quyidagi xossalariga ega:
DAYL=A;  2)(AT) =AY, 3)(AV)I=VIAL

CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI
1. CHizigli tenglamalar sistemasi. Sistemaning echimi.
Igtisodiy masalalarning aksariyati bir necha noma'lumli (aytaylik m ta) chekli sondagi (aytaylik n ta) chiziqli

tenglamalarni o'z ichiga olgan va ushbu tenglamalarning umumiy echimini topish masalasi qo'yilgan quyidagi
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a, X, +a,X,+..+a, X, =b

a,X, +a,,X, +..+a, X, =D

(5.1)

a X, +a,X,+..+a X =Db

chiziqli tenglamalar sistemasiga keltiriladi. Bu erda, aix— haqiqiy sonlar bo’lib, sistemaning koeffisientlari; b; - haqiqiy
sonlar esa uning ozod hadlari deyiladi. Sistemaning (5.1) ko'rinishdagi shakliga m ta noma'lumli n ta chizigli
tenglamalar normal sistemasi deyiladi.

dig A . Ay
a 21 a 22 e a 2m
A= - koeffisentlar yoki asosiy matrisa,
y y
dnp Ap2 .. Apm
a1 Ay .. Ay |0
(A|B) = 21 8z - Am |D — MaTpuiiara 3ca
. dpy 8p2 - Apm bn
kengayti ;
(5.1) sistemaning echimi yoki echimlari to'plami deb, uning har bir tenglamasini sonli ayniyatga
aylantiradigan mumkin bo'lgan barcha m ta haqiqiy sonlarning tartiblangan (x1; X2; ... ; Xm) tizimlari to'plamiga
aytiladi.

Sistemani yechish deganda — uning barcha echimlarini topish yoki echimga ega emasligini ko rsatish
tushuniladi.

CHiziqli tenglamalar sistemasi echimga ega bo'lsa - birgalikda, yagona echimga ega bo'lsa - aniq, cheksiz ko'p
echimga ega bo'lsa - anigmas va umuman echimi mavjud bo'lmasa — birgalikda bo'lmagan sistema deyiladi.

Tenglamalar sistemasining biror-bir tenglamasi zid (qarama-qarshi) tenglama bo'lsa, sistemaning 0'zi ham zid,
ya'ni birgalikda bo'lmagan sistemani tashkil etadi. Aynan teng echimlar to'plamiga ega tenglamalar sistemalariga esa
teng kuchli (ekvivalent) sistemalar deb ataladi.

2. CHizigli tenglamalar sistemasining echimi mavjudligi va yagonaligi haqida teoremalar.

(5.1) umumiy ko'rinishdagi chiziqli tenglamalar sistemasining birgalikdalik va aniglik masalasini quyidagi
teorema ochib beradi.

Kroneker-Kapelli teoremasi. Chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda bo'lishi uchun uning asosiy matrisasi
rangining kengaytirilgan matrisasi rangiga teng bo'lishi zarur va etarli. Agar asosiy A matrisa rangi kengaytirilgan
(A|V) matrisa rangiga teng bo'lib, teng ranglar o'z navbatida noma'lumlar soni m ga teng bo'lsa, ya'ni
rang(A)=rang(A | B)=m, sistema aniq bo'ladi. Agar A matrisa rangi kengaytirilgan (A | V) matrisa rangiga teng bo'lib,
teng ranglar noma'lumlar soni m dan kichik bo'lsa, ya'ni rang(A)=rang(A | V) < m, sistema aniqmas bo'ladi. Agarda
asosiy matrisa rangi kengaytirilgan matrisa rangidan kichik bo’lsa, sistema birgalikda bo'Imaydi.

N ta noma'lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasi normal ko rinishda berilgan bo'lsin:

(5.2)

Ap1Xq +appXo +.t X, =0,

(5.2) sistema uchun uning aniglik sharti muhimdir.
Kramer teoremasi. n ta noma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi aniq bo’lishi uchun uning asosiy
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detA; detA,  detA;
detA detA  detA’

matrisasi determinantining noldan fargli bo’lishi zarur va etarli. YAgona echim [

detA
e n tartiblangan tizimdan iborat bo’ladi, bu erda A; asosiy A matrisadan j-ustunning ozod hadlar ustuni
detA
bilan almashtirilgani bilan farq giluvchi matrisa. Agarda detA=0 bo’lsa, (5.2) sistema yoki anigmas yoki birgalikda
bo"Imaydi.

Masala. Quyida berilgan chizigli tenglamalar sistemalarini birgalikda va anigligini tekshiring. Birgalikdagi
sistemalarni Kramer formulalari yordamida eching:

(2%, + Xy — X3=7 —2X, + Xy — Xg=7
1) 4X1 + 2X2 + 3X3 :—5 2) 4X1 + 5X2 —3X3 = —5

3)¢ 4X;+5X, —3X3=-4

X1 +3X, —2X3 =1
Berilgan sistemalar uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasi bo’lgani uchun, dastlab, Kramer
teoremasini tatbiq etamiz:

-2 1 -1
1detA=4 2 3 |=27#0 bo'lgani uchun - sistema anig.
1 3 -2
YAgona echim Kramer formulalari yordamida topiladi:
7 1 -1
-5 2 3
1 3 -2 81
Xl = == —3’
27 27
-2 7 -1
4 -5 3
1 1 -2 54
X2 = = —= 2’
27 27
-2 1 7
4 2 -5
1 3 1| 27
Xq = =—=1 Sistema echimi: ( -3; 2; 1).
27 27
-2 1 -1
2) detA=14 5 -3 =0. Kramer teoremasiga ko'ra, sistema yoki anigmas yoki birgalikdamas.
1 3 -2

Kroneker-Kapelli teoremasiga murojaat etib, sistema kengaytirilgan matrisasi rangini Gauss algoritmi yordamida
aniglaymiz:
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~21 -1 17) |-2 1 -1 7| (-2 1 -1|7

4 5 -3 |-5/~]0 7 -5|9|~|0 7 -5]09]
7 5 .9

1 3 -211 0o - 212 0 0 0 |0
2 2 2

rang(A) =2 =2 =rang(A | V) < 3 (noma’lumlar soni) shartlar bajarilgani uchun sistema anigmas va quyidagi sistemaga
teng kuchli:

4X1+5X2 :3X3—5

X3 €R.
Oxirgi sistemani Kramer formulasi yordamida yechish mumkin:
Xg+7 1 -2 X347
3X3-5 5  x3+20 4  3X3-5 b5Xx53+9
-2 1 7 -2 1 7
4 5 4 5
_ ~( X3+20 5x3+9 )
Sistema echimi: | — 5 ; 5 ; X3 |

3) detA = 0 bo'lgani uchun sistema yoki aniqmas yoki birgalikdamas.
Sistema kengaytirilgan matrisasi rangini nollar yig'ib, hisoblaymiz:

21 117 [-21 -17] [-21 -1]7
4 5 -3|-4/-| 0 7 -5(10|-|0 7 -5]10
1 3 -271) |o L 292 o o o -1

2 22 2

rang(A) = 2 < 3 = rang(A | V) munosabat o'rinli bo'lgani uchun sistema birgalikdamas.

3. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining nolmas echimlari mavjudlik shartlari.
Agar (1) sistema tenglamalari barcha ozod hadlari nolga teng bo'lsa, chiziqli tenglamalar sistemasi bir jinsli

sistema deyiladi. Agarda tenglamalar ozod hadlaridan hech bo'lmaganda bittasi noldan farqli bo'lsa, sistema bir jinsli
bo’lmagan sistema deb ataladi.
CHiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi doimo birgalikda, chunki rang(A) = rang(A | O) tenglik har doim o'rinli.
Bundan tashqari, bir jinsli sistema har doim m ta nollar tizimi - nolli yoki trivial (0; 0; ...; 0) echimga egaligi
bilan xarakterlanadi.
CHiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi uchun uning nolmas echimlarga egalik shartini bilish muhimdir. Javob
Kroneker—Kapelli teoremasidan kelib chiqgadi.
Teorema. CHiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi nol echimdan tashqari nolmas echimlarga ham ega bo’lishi
uchun sistema asosiy matrisasi rangining noma'lumlar sonidan kichik bo'lishi zarur va etarli.
Teoremadan quyidagi xulosalarni chigarish mumkin.
1-xulosa. Agar bir jinsli sistemaning noma'lumlari soni uning tenglamalari sonidan katta bo'lsa, sistema nol
echimdan tashqari nolmas echimlarga ham ega;
2-xulosa. n ta noma'lumli n ta chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi nol echimdan tashqari nolmas echimlarga
ham ega bo’lishi uchun sistema asosiy matrisasining determinanti nolga teng bo'lishi zarur va etarli.
MAVZU Ne 4

CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI TESKARI MATRISA USULIDA YECHISH. YUQORI
TARTIBLI DETERMINANTLAR.

n ta noma'lumli n ta Chizigli tenglamalar sistemasi
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A Xy +a,0Xo +. 8 X, =D,
berilgan bo'lsin. Matrisalarni ko'paytirish amali va matrisalar tengligi ta'rifidan foydalanib, sistemani A-X =V
matrisali tenglama ko'rinishida yozish mumkin. Bu erda, A=(ai) - asosiy matrisa, V — ozod hadlar ustun matrisasi va
X - noma’lumlar ustun matrisasi.
Sistemaning asosiy matrisasi A maxsusmas bo'lib, A uning teskari matrisasi bo'lsin. A-X =V tenglama ikkala
gismini chapdan teskari A matrisaga ko paytiramiz va A*1-A = E, E-X =X tengliklarni e'tiborga olsak,
X=AlV (6.1)
tenglamani olamiz. (6.1) tenglama tenglamalar sistemasi echimini matrisa shaklda yozish yoki sistemani teskari
matrisa usulida yechish formulasi deyiladi. SHunday qilib, sistemani teskari matrisa usulida yechish uchun A
kvadrat matrisa teskarisi A quriladi va u chapdan ozod hadlar matrisasi V ga ko paytiriladi.
Masala. Quyida berilgan chiziqli tenglamalar sistemalarini teskari matrisa usulida eching:
X1+ 2Xy — X3 =—6
X1 +2X,=-1 X1 +2X, —4X5=2
3) < —4Xy +3X, +2X3=9

1
) 33Xy +4X, =7 3X; +6X, +X3=5

X1 1 2)\(-1 1(4 -2)\(-1 9
]_) x = = = — = .
Xo 3 4)\7) -2\-3 7 )\ 7 -5
Sistema echimi: (9;-5).
1 -4
2) qism matrisa rangi sistema rangiga teng bo'lgani uchun sistema dastlabki ko rinishini unga teng kuchli

3

quyidagi shakli bilan almashtiramiz:
X, —4X, =-2X,+2
3X, +X, =—6X, +5

Yugqoridagi sistemani matrisalar usulini qo'llab yechish mumkin:

5 22
X)L 1 4y(-2x,+2)_|” Xﬁg.
x,) 13\-3 1){-6x,+5 1
13
Sist i bo’lib iy echim ko rinishlarid b"( 2X +22'X ; ) hakld ilishi mumki
istema anigmas bo'lib, umumiy echim ko 'rinishlaridan biri (— —, X, ; - ——) shaklda yozilishi mumkin.
! ’ P13 13 ’
Bu erda xz€R.
3) Sistema asosiy matrisasi teskarisini Jordan usulida aniqlaymiz:
1 0 0[5 3 7
1 2 -1]1 0 0 116 8 16
a3 20010 311
0O 1 O | 3 4 3
5 -4 -1|10 0 1 1 7 11
00 1116 8 16

Sistema yagona echimini teskari matrisa usuli formulasini qo'llab, quramiz:
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2 3 7

Xq 136 ? 116 -6 -2

X=X, |=| = = = 9 |=| -1
8 4 8

X3 i Z E -8 2
16 8 16

Sistema echimi: ( -2; -1; 2).

Har bir usul kabi teskari matrisa usuli o'zining afzallik va noqulaylik jihatlarga ega. Bir nechta asosiy matrisalari
aynan teng va biri-biridan faqat ozod hadlari ustuni bilan farq qiluvchi sistemalarni teskari matrisa usulida echgan
magsadga muvofiq. CHunki, bir marta qurilgan teskari matrisa mos ozod hadlari ustuniga ko'paytiriladi va natija
olinaveradi. Usulning noqulay jihati teskari matrisa qurish jarayoni bilan bog'liq bo'lib, aynigsa, detA nolga yaqin
bo'lganda ko'p xonali sonlar ustida hisob-kitoblarni talab etadi.

2. Sistemaning umumiy echimi. Gauss usuli. Gauss usulining Gauss-Jordan modifikasiyasi.
m ta noma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin.

Agar sistema tenglamalarining birida xx (k={1, 2, ..., m}) noma’lum +1 koeffisient bilan gatnashib, golgan
barcha tenglamalarida xx noma’lumli hadlar mavjud bo’Imasa yoki yo'qotilgan bo’lsa, sistema xk noma’lumga
nisbatan ajratilgan yoki xx noma’lum sistemaning ajratilgan noma’lumi deyiladi. Ajratilgan noma’lum bazis noma’lum
deb ham yuritiladi.

Sistemaning har bir tenglamasi ajratilgan yoki bazis noma’lumga ega ko'rinishiga noma’lumlari ajratilgan
yoki bazisga keltirilgan sistema deyiladi. Har ganday birgalikdagi sistema 0°zining ajratilgan yoki bazis noma’lumlari
tizimi mavjudligi bilan xarakterlanadi. Noma'lumlari ajratilgan yoki bazisga keltirilgan sistemaning ajratilgan yoki
bazis noma’lumlari tizimiga tegishli bo’Imagan noma’lumlari ajratilmagan, ozod yoki erkli noma’lumlar deb ataladi.
Masalan, quyidagi

- Xy + X3 Axg =17
+5X,  +X4—-3X5=6

noma'lumlari ajratilgan yoki bazisga keltirilgan sistemada x1, X3 va x4 ajratilgan yoki bazis noma’lumlar bo'lsa, x> va xs
noma'lumlar esa 0zod yoki erkli noma’lumlardir.

Agar noma’lumlari ajratilgan yoki bazisga keltirilgan sistemaning har bir noma’'lumi uning ajratilgan yoki bazis
noma’lumlari tizimiga tegishli bo'lsa, sistema aniq, ya'ni yagona echimga ega bo'ladi. Agarda noma'lumlari ajratilgan
sistema erkli noma'lumlarga ham ega bo'lsa, anigmas, ya'ni cheksiz ko'p echimlarga ega bo'ladi.

Berilgan dastlabki shakldagi sistemaning umumiy echimi deb, unga teng kuchli bo'lgan noma’'lumlari ajratilgan
yoki biror-bir bazisga keltirilgan sistemaga aytiladi.

Sistemaning umumiy echimini qurish usuliga esa Gauss usuli deyiladi. Sistemaning barcha echimlarini topish
uchun uning umumiy echimini qurish etarli. Berilgan sistemaning umumiy echimini aniglash uchun uning ustida
quyidagi elementar almashtirishlar bajariladi:

1) sistema tenglamalari o 'rinlarini almashtirish mumkin;
2) sistema biror-bir tenglamasi ikkala qismini biror noldan farqli songa ko paytirish mumkin;
3) sistema biror-bir tenglamasiga uning boshqa tenglamasini songa ko paytirib, qo'shish mumkin.

Agar sistemani almashtirish jarayonida Oxi+ Ox2>+...+ Oxm=0 nol yoki trivial tenglama hosil bo'lsa, u
o'chiriladi. Agarda 0x;+0x2+...+0xm=b (b# 0) zid yoki garama-qarshi tenglama hosil bo'lsa, sistemaning o'zi ham zid,
ya’ni birgalikda emas.

Sistema umumiy echimini qurish usuli — Gauss usulining bir necha modifikasiyalari mavjud. Quyida Gaussning
Klassik yoki ixcham sxema usuli va Jordan modifikasiyalari bilan tanishamiz.

Gaussning klassik yoki ixcham sxema usuli to'g'ri va teskari yurishlardan iborat. To'g'ri yurishda sistemaning
asosiy matrisasi trapesiyali yoki uchburchakli ko'rinishga keltiriladi. Teskari yurishda uning noma'lumlari ketma-ket
ravishda aniqlanadi va umumiy echim quriladi.

Masala. §5 da Kramer formulalari yordamida echilgan sistemani Gaussning klassik usulida eching.
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—2X + X, — X =7 —2X + X, — X =7

4%, +2X, + 3%, = -5 < +4X,+ X% =9 &
X, +3X, —2X; =1 7 5 9
+ =X+ =X, ==
2 2
—2X1+ Xo—  Xg= 7 X, =-3
= ‘+‘4X2+ X3: 9 = X2:2
27 27 [xz=L1.
——X3=——
8 8

Gauss usulining Jordan modifikasiyasi mazmun-mohiyati quyidagidan iborat: Dastlabki normal korinishda
berilgan sistemaning kengaytirilgan (A | B) matrisasi quriladi. Yuqorida zikr etilgan sistemani teng kuchli sistemaga
aylantiruvchi elementar almashtirishlardan foydalanib, kengaytirilgan matrisaning chap gismida yoki uning gism ostida
birlik matrisa hosil gilinadi. Bunda birlik matrisadan o’ ngda echimlar ustuni hosil bo’ladi. Gauss-Jordan usulini
quyidagicha sxematik ifodalash mumkin:

(A[B) ~ (E|X)).

CHizigli tenglamalar sistemasini yechish Gauss-Jordan usuli noma’lumlarni ketma-ket yo'qotish Gauss
strategiyasi va teskari matrisa qurish Jordan taktikasiga asoslanadi. Teskari matrisa oshkor shaklda qurilmaydi, balki
0°ng ustunda bir yo'la teskari matrisaning ozod hadlar ustuniga ko paytmasi — echimlar ustuni quriladi.

Masala. §5 da Kramer formulalari yordamida echilgan sistemalarni  Gauss-Jordan usulida eching.

—2 1 -1|7 21 -1 7 5 1 0]-13
| 4 2 3 -5~[8 0 5 |-19|~|-27 0 0] 81 |-
1 3 -2 |1 7 0 1 |-20 7 0 1]-20

010]2 10 0]-3
110 0|-3}~ 010]2

00 1]1 00 1]1

—2 1 -11|7 —2 1 -1| 7 5 1 0 |-13
2) | 4 53|-5~£140 2 |-40] ~ 00010

1 3 -2 |1 7 0 1 |-20 7 0 1]-20
Sistema anigmas bolib, umumiy echim ko rinishlaridan biri WAL, mox1 —13; -7x1-20)
shaklga ega. Bu erda, x; erkli noma’lum va x; € R.

—2 1 -11]7 —2 1 -1| 7 5 1 0]-13
3| 4 5 -3 |-4|~(214 0 2 |-39|~|/0 0 0| 1

1 3 -2 |1 7 0 1 |-20) (7 0 1]-20

Sistemaning ikkinchi tenglamasi zid tenglama. Demak, sistemaning 0°zi ham zid, yani birgalikda emas.

Awvalgi mavzuda 2-3-tartibli determinantlar bilan tanishdik, endi n-tartibli (n>4), determinantlar va ularni
hisoblashni ko'ramiz. Ishni osonlashtirish magsadida yordamchi tushunchalar kiritamiz.

1. Algebraik to’ldiruvchi va minorlar.

Determinantning biror elementining minori deb, shu determinantlardan bu element turgan satr va ustunni
uchirishdan hosil bo’lgan determinantga aytiladi. Soddalik uchun quyidagi uchinchi tartibli determinantni olaylik.
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Ay Ay Ay|=A

a; 4y di;
Detrminant aik elementning minori Mi (i,k=1,2,3) bilan belgilanadi. Masalan, a;> element minori
ay Ay ay  dp

M12q , as3 element minori yecha Mz @

a a a
31 33 21 22
Determinant aix elementining algebraik to’Idiruvchisi deb (-1)"*Mix songa aytiladi. Masalan, a;1 elementining algebraik
to"Idiruvchisi

141 9r adi
Ap=(-1)** My bo'ladi.
azy  di;
asz elementining algebraik to’ldiruvchisi esa
a;  ap
Az=(-1)*"2 M3, bo'ladi.
21 9

Bu kiritilgan tushunchalar yordamida quyidagi xossani isbotlash mumkin (xossalar tartibini saglab golamiz) .

9°. Determinantning biror gatoridagi barcha elementlarni mos algebraik to’ldiruvchilari bilan ko paytmasidan tashkil
topgan yig'indi shu determinantning giymatiga teng.

Isbot. Bu xossani birinchi satr uchun keltiramiz.

Ay Ay Ay|=A
a3 4y di
determinantning birinchi satr elementlarining algebraik to’Idiruvchilarini topamiz:

a a a a a a
Au= 22 23 A= — 21 23 A= 21 2

A3, Ay a3 dgz a3 Az

Undan
a11A11+ ar2Ar+ a13A13q a11(822833 - 823832)-812(821833 - 831823)+
+ 813(a21832 - A31822)+ A11820833 + 812831823 + 813821832 - A11832823 - A12821833-
- 213831822=A

Demak,

ay 4y 4
A=la, ay, a;|= anAutanAntasAs. 1
;1 4y Ay
Xuddi shu kabi ixtiyoriy satr yoki ustun elementlari orgali (1) formula kabi natijani hosil gilish mumkin. (1) formula

determinantni birinchi satr elementlari orgali yoyilmasi deyiladi.
1-misol. Determinant hisoblansin.

I 0 -1
A=3 2 =2
1 4 5
Yechish. Birinchi satrda nol bo"lgani uchun birinchi satr elementlari bo yicha yechish qulay, yani
2 =2 3 2
A=1 -1 =18-10=8.
4 5 1 4

Determinantning biror gatoridagi bitta elementidan tashgari barcha elementlari nolga teng bo’lganda, bu gator bo’yicha
yoyilmadan foydalanib, natijani hisoblash ishni yanada osonlashtiradi.
2-misol.

determinant hisoblasin.



Yechish. Birinchi ustunni o’zgarishsiz goldirib, ikkinchi ustunga birinchi ustunni 3 ga ko paytirib qo shamiz, uchinchi
ustunga birinchi ustunni (-2)ga ko paytirib go'shamiz, natijada

1 -3 21 1 0 O
A=|5 4 (=5 19 -9
3 2 -4 3 11 -10

bo’ladi. Birinchi satr elementlari boyicha yoyilmadan foydalansak.
19 -9

1 _10=—l90+99=—9l.

A=1

Determinantlarning yuqgorida keltirilgan 9° xossasini qo’llab, ya'ni biror satr yoki ustun elementlari bo'yicha yoyish
usuli bilan 4-tartibli determinant tushunchasini kiritish mumkin. Chunki, bunday aniglangan determinant biror ustun
yoki satr elementlari boyicha yoyilganda hosil bo’ladigan determinantlar 3-tartibli bo'ladi. 3-tartibli determinant
tushunchasi esa bizga ma’lum. Shu jarayonni ketma-ket davom ettirib n-tartibli determinant tushunchasi kiritiladi.
Uning umumiy ko'rinishi quyidagicha:

a, 4y ay,
a a oo a
21 22 2n
A= )
anl anZ ann

(2) ko'rinishdagi n-tartibli determinantlar uchun yugorida aytilgan barcha xossalar, jumladan, determinantning biror
gator elementlari bo’yicha yechish formulasi ham o'rinli boladi.

Istalgan tartibli determinantni hisoblashda aynan algebraik toldiruvchilar yordamida satr yoki ustun bo’yicha
yoyish usulidan foydalaniladi.
3-Misol. Determinant hisoblansin.

2 1 4 3
5 0 -1 0
A=h 1 6 3
1 5 -1 2

Yechish. Determinantni hisoblash uchun uni ikkinchi satr elementalari bo"yicha yoyib chigamiz. U holda
A=A At a22A20+ axsAzst 824Au=

1 4 3 2 4 3 2 1 3 2 1 4
=—54-1 6 3+0-2 6 3+1-2 -1 3-0-2 -1 6]=
5 -1 2 1 -1 2 I 5 2 I 5 -1

=-5(12+60+3-90+3+8)+(-4+3+30+3+-30-4)=20-2=18
bo’ladi. Demak, yuqori tartibli determinantning hisoblash, determinant tartibini ketma-ket pasaytirish yo’li bilan amalga
oshiriladi.

MAVZU Ne §

Kompleks sonlar. Muar formulasi.Algebraning asosiy teoremasi.

Reja
1. Kompleks sonlar. Dastlabki ta’riflar.
2. Kompleks sonlar ustida asosiy amallar
3. Kompleks sonni darajaga ko’tarishva kompleks sondan ildiz chiqarish.
4. Eyler formulasi. Kompleks sonning ko’rsatkichli shakli.

Kompleks sonlar. Dastlabki ta’riflar
Kompleks son deb

z=a+ib ()]
Ifodaga aytiladi, bu yerda a va b —haqiqiy sonlar, i-mavhum birlik, ushbu tenglklar bilan aniglanadi:
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i =+/—1 yoki i2=-1 @)

a -kompleks son z ning hagiqiy gismi, ib-mavhum gismi deyiladi. Ular bunday belgilanadi:
a=Rez. b=Imz.Agaraq0bo’isa, 0+ib =ib sof mavhumson deyiladi; agar bq0 bo’lsa, haqigiy son son
hosil bo’ladi: @+ 1 -0 = a. Fagat mavhum gismining ishorasi bilan farq giladigan ikki kompleks son :
z=a+ib va z=a-—ib bir-biriga go’shma deyiladi.
Ushbu ikki asosiy ta’rif qabul gilinadi:
1. Agar z, =@, +ib va z, =a, +ib, dan iborat ikki kompleks sonda
a =ay; b, =b,
bo’lsa, ya’'ni haqiqiy qismlar o’zaro va mavhum qismlar o’zaro teng bo’lsa u kompleks sonlar teng deyiladi.
2. Agar a=0, b=0 bo’lsa, faqat shundagina kompleks son z nolga teng bo’ladi:
z=a+ib=0
Kompleks sonlarning geometrik tasviri. Har ganday kompleks son z = a -+ ib ni Oxy tekislikda
koordinatalari a va b bo’lgan A(a, b) nugta shaklida tasvirlash mumkin. Aksincha, Oxy tekislikdagi har ganday
M(a, b) nugta zgxQiy kompleks songa mos keladi. O’zida kompleks son tasvirlanadigan tekislik o’zgaruvchi z
ning kompleks tekisligi deyiladi, tekislikka doiracha ichiga z simvoli qo’yiladi.
O’zgaruvchi z kompleks tekisligining Ox o’qda yotuvchi nuqtalariga haqiqiy sonlar mos keladi (bg0). Oy o’qda
yotuvchi nugtalar sof mavhum sonni tasvirlaydi, chunki bu holda ag0. Shuning uchun kompleks sonlarni z ning
kompleks o’zgaruvchi tekisligida tasvirlaganda Oy 0’q mavhum sonlar o’qi yoki mavhum o’q, Ox 0’q esa
haqiqiy o’q deyiladi.
A (a, b) nuqtani koordinatalar boshi bilan tutashtirib, O A vektorni hosil gilamiz. Ba’zi hollarda zZ = a +ib

kompleks sonning geometrik tasvirini OA vektor deb qabul qilish qulay bo’ladi.
2.Kompleks sonning trigonometrik shakli. Koordinatalar boshini

Y z qutb, Ox o0’qining musbat
Al(a yo’nalishini qutb 0’qi deb olib, A (a, b) nugtaning
b r qutb koordinatalarini ¢ va r(r > 0) bilan belgilaymiz. Unda ushbu
® tengliklarni yozish mumkin (1-rasm)
i 5 > a=rcos g, b =rsin ¢,
a % demak, kompleks son z ni bunday tasvirlash mumkin:
1—vaam a+ib=rcose+irsing.

yoki
Z =r(cos ¢ +sin @). 3)

Bu tenglikning 0’ng tomonidagi ifodada Z = a + ib kompleks son yozuvining trigonometrik shakli deb

ataladi.
r kompleks son z ning moduli deb ataladi. ¢ kompleks son z ning argumenti deb ataladi; ular bunday

ifodalanadi:
r=|z, @ =argz. ()

rva ¢ miqdorlar a va b orgali bunday ifodalanadi:

r=+a’+b?%, (/):Arctgg

Demak,

zl =|la+ib|=+va?+b?,
2| = |a+ib| = ¥

arg = arg(a +ib) = Arctg E
a

Kompleks sonning argumenti ¢ burchak Ox o’qning musbat yo’nalishidan soat strelkasi xarakatiga teskari
yo’nalishda xisoblansa musbat, qarama-qarshi yo’nalishda xisoblansa manfiy bo’ladi. Ravshanki, argument bir
qgiymatli bo’lmasdan, balki 2Kz qo’shiluvchiga (k-ixtiyoriy butun son) aniglikda belgilanadi.

Izoh. Qo’shma kompleks sonlar Z=a+1ib va Z=a—ib teng modullarga ega: |Z| = |7|,
argumentlarining absolyut giymatlari teng, ammo ishoralari bilan farq giladi: arg Zz =—argz .

Hagqiqiy son A ni ham (3) shaklda yozish mumkin, ya’ni:

A= 0 bo’lsa, A=|A| (cos0+isin 0),
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A <0 bo'lsa, A=|Al (cosr+sin 7).

Nolga teng bo’lgan kompleks sonning moduli nolga teng: |0| = 0. Nolning argumenti sifatida har ganday ¢@
burchakni gabul gilish mumkin. Hagigatan har ganday ¢ burchak uchun ushbu tenglikni yozish mumkin:
0=0 (cosp+isin @)

Kompleks sonlar ustida asosiy amallar

1. Kompleks sonlarni qo’shish. Ikki kompleksson z, =a, +ib, va z, =a, +1ib, ningyig’indisi deb
ushbu z, +z, =(a, +ib))+(a, +ib,) =(a, +a,) +i(b, +b,) 1)
tenglik bilan aniglangan kompleks songa aytiladi.

(1) formuladan vektorlar bilan tasvirlangan kompleks sonlarni qo’shish — vektorlarni qo’shish qoidasiga
muvofiq bajarilishi kelib chigadi (2-a- b -rasm)

A A
Y Y

v
v

Z2

2- rasm
2. Kompleks sonlarni ayirish. Ikki z, =a, +ib, va z, =a, +1ib, kompleks sonlarning ayirmasi deb

shunday kompleks songa aytiladiki, unga z, komleks sonni qo’shganda Z;
kompleks son hosil bo’ladi:

z,—2,=(a,+ib)—(a, +ib,) =(a, —a,) +i(b, —b,). )
Ikki kompleks son ayirmasining moduli shu sonlarni kompleks o’zgaruvchilar tekisligida tasvirlovchi nugtalar
orasidagi masofaga teng

2, - 2,| = (2, —a,) 2+ (b, -b,).

3. Kompleks sonlarni ko’paytirish. z, =a, +ib, va z, =a, +ib, kompleks sonlar ko’paytmasi deb,
ularni ikki hadlar singari algebra goidasiga muvofiq, lekin
i2=-1, i*=-, i*= (-)-i= —i?=1, i° =i vahk.,umuman K butun bo’lganda:
i4k :11 i4k+1:i, i4k+2:—1, i4k+3:_i
ekanligi e’tiborga olib ko’paytirganda hosil bo’lgan kompleks songa aytiladi.
Shu qoidaga asosan quyidagi ko’paytmani hosil gilamiz:
2,2, = (a, +ib,)(a, +ib,) = a,a, +ib,a, +ia,b, +i’bb,
yoki
2,2, =(aa, —bb,)+i(ba, +ab,). ©)
Kompleks sonlar trigonometrik shaklda berilgan bo’lsin:
z, =r(cosg, +ising,), z,=r,(cose, +ising,).
Bu sonlarning ko’paytmasini topamiz:

2,2, =r,(cosg, +isin ;) r,(cos g, +isin @,) =

=nr, [cos @, COS @, +isin ¢, COS @, +iCOS @, Sin @, +i7 sin ¢, sin goz]:
=1,1,[(cos @, cos @, —sin @, sin @,) +i(sin @, cos @, +cos p, sin ,)] =
=nn [COS((ol +@,) +isin(o, + (/’2)]-

Shunday qilib,
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2,2, =15,[c0s(p, +¢,) +isin(g, +9,)]. (3)
ya’'ni ikki kompleks son ko paytmasi shunday kompleks sonki, uning moduli ko paytuvchilar modullarining
ko 'paytmasiga teng, argumenti esa ko paytuvchilar argumentlarining yig’indisiga teng.
1-izoh. z=a+ib va Z =a—ib qo’shma kompleks sonlar ko’paytmasi (3) formulaga muvofiq bunday
ifodalanadi:
7z =a’+b?,
yoki
zZ=|4" =7’
Qo’shma kompleks sonlar ko’paytmasi ulardan har biri modulining kvadratiga teng.
4. Kompleks sonlarni bo’lish. Kompleks sonlarni bo’lish ko’paytirishga teskari amal kabi ta’riflanadi:

z,=a,+ib, z,=a,+ib,, |z,|]=4a; +b] %0

z
deb faraz gilamiz. U holda —= = Z shunday kompleks sonki, unda Z, = 7,7 bo’ladi.
ZZ
a, +1ib; :
Agar ——— = X+1y bo’lsa, u holda
a, +ib,
a, +ib, =(a, +ib,)(x+1iy)
yoki
a, +ib, =(a,x—b,y) +i(a,y +b,x);
X vay ushbu

a = azx_bzy1 bl = b2X+a2y
tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi. Bundan:
(ol t b,b,
aZ +b’
Nihoyat, ushbu formulani hosil gilamiz:
S a3t b,b, i a,b, —a,b,
as +b; aZ +b’
Kompleks sonlarni bo’lish amalda bunday bajariladi:

_ a2bl B a1bz

, b
a’ +b?

(4)

Z,=a + ib1 ni z,=a, + ib2 ga bo’lish uchun bo’linuvchi va bo’luvchini bo’luvchiga qo’shma songa (ya’ni
a, — ib2 ga) ko’paytiramiz.
Unda bo’luvchi haqiqiy son bo’ladi; unga bo’linuvchining haqiqiy va mavhum qismlarini bo’lamiz:
a, +ib; _ (a, +ib,)(a, —ib,) _ (a,a, +bb,)+i(a,b, —a,b,) _aa, b,b, i a,b, —a,b,
a, +ib, (a, +ib,)(a, —ib,) a’ +b? a’ +b? a®+b?
Kompleks sonlar trigonometrik shaklda
z, =r,(cosg, +isin ¢,)
z, =r,(cosp, +isin @,)
berilgan bo’lsa, ushbuni hosil qilamiz:

Z r, (Cos @, +isin r e
L LLOArING) b feos(p, —g,) +isin(p, —¢,)]. ®)
z, r,(cosg,—ising,) T,

Bu tenglikni tekshirish uchun bo’luvchini bo’linmaga ko’paytirish kifoya:

. . I .. I ..
Ir,(Cos @, +isin (oz)r—l[COS(Q)l—¢2)+I8In(¢l—g02)]=I’Zr—l[COS(gDZ+§01—g02)+ISIn(g02+¢)l—§02)]=

2 2
=r,(cosg, +isin ¢,).

Shunday qilib ikki kompleks son bo’linmasining moduli bo 'linuvchi va bo luvchi modullarining bo’linmasiga teng;
bo’linmaning argumenti bo ’linuvchi va bo’luvchi argumentlarining ayirmasiga teng.

2-izoh. Kompleks sonlar ustida amallar bajarish qoidalari shuni ko’rsatadiki, kompleks sonlarni qo’shish,
ayirish, ko’paytirish va bo’lish natijasida yana kompleks son hosil bo’ladi.
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Agar haqgiqgiy sonlarni kompleks sonlarning xususiy holi deb garab, kompleks sonlar ustida amallar bajarish
qoidalari hagigiy sonlarga tadbiq etilsa, bu qoidalar arifmetikadan bizga ma’lum odatdagi amallar qoidalarining
0’zi bo’ladi.

3-izoh. Kompleks sonlar yig’indisi, ayirmasi, ko’paytmasi va bo’linmasining ta’riflariga qaytib, u ifodalarda
har bir kompleks son uning qo’shmasi bilan almashtirilsa, shu amallarning natijalari ham unga qo’shma kompleks
sonlarga almashinishiga tekshirib ko’rish oson. Bundan ushbu teorema kelib chiqadi:

Teorema. Koyeffitsiyentlari haqiqiy sonlar bo’lgan ushbu

AX"+AX" +..+a,
Ko’phadda x o’rniga aQib son, so’ngra unga qo’shma son a-ib qo yilsa, o’rniga qo yish natijalari ham o’zaro
qo’shma bo’ladi.
Kompleks sonni darajaga ko’tarishva kompleks sondan ildiz chiqarish

1. Darajaga ko’tarish. Bundan oldingi paragrafdagi (3) formuladan, agar n butun musbat son bo’lsa, ushbu
formula kelib chigadi:
[r(cos p+isin @)]" = r"(cosne +isin ng). @)
Bu Muavr formulasi deb ataladi. Bundan ko’rinadiki, kompleks sonni butun musbat darajaga ko ’tarishda modul shu

darajaga ko tariladi, argument esa daraja ko rsatkichiga ko paytiriladi.
Endi Muavr formulasining yana bir tatbigni garaymiz. Bu formulada rql deb faraz qgilib,

(cos@+isin )" =cosng+isinne
tenglikni hosil gilamiz. Chap tomonini Nyuton binomi formulasi bo’yicha yoyib, haqiqiy va mavhum gismlarini
tenglab, SN N va CcoSng ni Sin @ va CcoS ¢ ning darajalari orgali ifoda gila olamiz. Masalan, ng3
bo’lganda:
cos® p+i3cos? psin ¢ —3cos psin? g —isin® ¢ = cos3p +isin 3p;

ikki kompleks sonning tenglik shartidan foydalanib, ushbu tengliklarni hosil gilamiz:

cos 3¢ = cos® ¢ —3cos psin? o,

sin 3p = —sin® @ + 3cos® psin .

2. lldiz cigarish. Kompleks sonning n-darajali ildizi deb n-darajaga ko’targanda ildiz ostidagi songa teng bo’ladigan
kompleks songa aytiladi, ya’'ni

p"(cosng+isin ng) =r(cose +isin @)
bo’lsa,

2/r(cos ¢ +isin @) = p(cos @ +isin ).
Teng kompleks sonlarning modullari teng bo’lishi kerak, argumentlari esa 277 ga karrali songa farqg gilishi
mumkin bo’lgani uchun

p'=r, N =@+ 2kr
Bundan
2k

Bu yerda k-ixtiyoriy butun son, Q/F -musbat r-son ildizining arifmetik (ya’ni haqiqiy musbat) qiymati. Demak,
— +2kz . . @+2kx
2/r(cos g +isin @) = Vr(cos L7 1 jsin L7557, @)
n n

kga 0,1,2,...,n-1 giymatlarni berib, ildizning n ta har xil giymatlarini topamiz. k ning boshga giymatlarida argumentlar
topilgan giymatlardan 27 ga karrali songa farq qiladi va demak, topilgan ildizlar avvalgilar bilan bir xil bo’ladi.

Shunday qilib, kompleks sonning n- darajali ildizi n ta har xil qiymatga ega bo’ladi, haqiqiy son kompleks
sonning hususiy holidan iborat bo’lgani uchun trigonometrik shaklda tasvirlanishi mumkin:

agar A>0 bo'lsa, A=|Al (cos0+isin 0);
agar A<0 bo'lsa, A=|A (cosz+isinz).

1-misol.Birning kub ildizining hamma giymatlari topilsin.

Yechish. Birni trigonometrik shaklda tasvirlaymiz:
1=cosO0+isin0.

(2) formula bo’yicha shuni hosil gilamiz:

31 =3/cos0+isin0 :coswﬂsin m

kga0,1,2 giymatlarni berib, ildizning uchta giymatini topamiz:
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- 2r . . 27 Ar . . Ar
X, =€0s0+isin0=1 X, =coOS——+isin—,  X; =C0S—— +isin —.
3 3 3 3
Ma’lumki,
27 1 . 2z 3 4r 1 4z 3
COS— =——, —=—, — ==, 5

yy 1 \/§

X, =1 X, :—§+|—

: 2
Yy Shuning uchun
/ Lo 1 .3

1209

v
[

N

N

3. Ikki hadli tenglamani yechish.
C x"=A
shakldagi tenglama ikki hadli tenglama deyiladi. Bu tenglamaning

ildizlarini topamiz.
Agar A haqiqiqy musbat son bo’lsa
N 2kz . . 2kzw
X = \/K(cos—+ isin —)
n n
(k=0212,...,n-1).

Qavs ichidagi ifoda 1 ning n-darajali ildizining hamma giymatlarini beradi.
Agar A haqiqiy manfiy son bo’lsa,

m+2kr . . m+2kx
x = 1J|Al(cos ———= +isin ——=).
n n
Qavs ichidagi ifoda -1 ning n- darajali ildizining hamma giymatlarini beradi.
Agar A kompleks son bo’lsa, X ning qiymatlari (2) formula bo’yicha topiladi.

2-misol. x* =1 tenglama yechilsin.
Yechish.

— 2k .. 2k
x = 4/cos 2k +isin 2kz = cosT”Hsm &7
k ni 0,1,2,3 ga tenglab, ushbularni topamiz:
X, =c0s0+isin0=1,

27 . . 2w .
X, = C0S—— +isin — =1,
4 4
Az . . 4r¢
Xy =COS — +1SIN — = -1,
4 4

6r .. 6r )
X, = C0S—— +isin — = —i.
4 4

Ko’rsatkichi kompleks bo’lgan ko’rsatkichli funksiya va uning xossalari

Z = X+1y bo’lsin. Agar x va y haqiqiy o’zgaruvchilar bo’lsa, z kompleks o’zgaruvchi deb ataladi.
Kompleks o’zgaruvchi z ning har bir giymatiga xOy tekisligida (kompleks o’zgaruvchi tekisligida) ma’lum nugta
mos keladi (1-rasmga garang).

Ta’rif. Kompleks o’zgaruvchi z ning biror kompleks giymatlar sohasida har bir giymatiga boshga @
kompleks migdorning aniq giymati mos kelsa, @ kompleks o ’zgaruvchi z ning funksiyasi bo’ladi. Kompleks
argumentning funksiyasi @ = f (z) yoki @= w(z) bilan belgilanadi.

Bu yerda biz kompleks o’zgaruvchining bitta funksiyasini, ya'ni ko’rsatkichli funksiya

w=e’ yoki o=e""
ni gqaraymiz
@ funksiyaning kompleks giymatlari bunday belgilanadi:
e =e*(cos y +isin y), 1)
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ya’'ni

w(z) =e*(cosy+isiny). )
Ko’rsatkichli funksiyaning hossasi.
1. Agar z; va z, —ikkita kompleks son bo’lsa, unda

e"' =ene”, ®3)
2. Shuning singari yo’l bilan
pl 2 g’ @)
e’
formula ham ishotlanadi.
3. Agar m butun son bo’lsa,
(eZ ) m — emz (5)

bo’ladi. Agar M > 0 bo’lsa, bu formula (3) formulaga asosan osongina hosil bo’ladi; agar M < 0 bo’lsa, bu formula
(3) va (4) formulalarga asosan hosil gilinadi.
4. Ushbu ayniyat

(6)
to’g’ridir.
Hagigatan, (3) va (1) formulalarga asosan:
ez+27z1' Z 27

=e’e”™ =e’(cos2x +isin 2z) =e°*.
(6) ayniyatga asosan, € ko’rsatkichli funksiya davri 2771 ga teng bo’lgan davriy funksiya ekanligi chigadi.

Eyler formulasi.
Kompleks sonning ko’rsatkichli shakli.

Agar o’tgan paragrafning (1) formulasida xq0 desak, unda
e = cos y+isin y (1)

formulani hosil gilamiz. Bu- ko’rsatkichi mavhum son bo’gan ko’rsatkichli funktsiyani trigonometrik funktsiyalar
orqali ifodalovchi Eyler formulasidir.

(1) formulada y ni- y bilan almashtirib,
e V=cosy-isiny 2)

formula hosil gilamiz. (1) va (2) tengliklardan cos y va sin y ni topamiz:

eV +e™”
cos y= ————,
2

TTa

So’ngi formulalardan foydalanib, jumladan cos ¢ vasin ¢ ni ularning har ganday butun musbat darajalarini va shu
darajalar ko’paytmasini karrali yoylarning sinuslari va kosinuslari orqali tasvirlashimiz mumkin.

Kompleks sonining ko’rsatkichli shakli. Kompleks sonini trigonometrik shaklda tasvirlaymiz:

Z=r(cos @ +isin @),
Bu erda r kompleks soning moduli, ¢ kompleks soning argumenti. Eyler formulasiga ko’ra
cosp+isingp=e'’. 4)

Demak, har qanday kompleks sonini ushbu ko’rsatkichli shaklda tasvirlash mumkin:

z=re"
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Ko’satkichli funktsiyaning 4-§ dagi (3), (4), (5) xossalariga asosan ko’rsatkichli shakldagi kompleks sonlar
ustida amallar bajarish oson.

Ushbu kompleks sonlar berilgan bo’lsin:

i ip,
Zi=rie'?™ | zo-10e

Bu holda
. i‘/’z
21%2,=r1e ' *r,e  =rire

bu natija 2-§ dagi (3) formula bilan bir xil.

ig
i: e =iei(w1—</’z)
z, e i,

bu formula 2-§ dagi (5) formula bilan bir xil.
) ing;
2"=(re'”)" =r"e

bu formula 3-§ dagi (1) formula bilan bir xil.

i(p+2kgo

N n _
Vre'” =\re " (R=0,1.2,....... n-1);

bu formula 3-§ dagi (2) formula bilan bir xil.
MAVZU Ne 6
TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYA ELEMENTLARI. TEKISLIKDA TO G RI CHIZIQNING
TURLI KO'RINISHDAGI TENGLAMALARI

REJA:
1. Tekislikda to"g'ri chizigning turli ko rinishdagi tenglamalari.
2. Berilgan nuqtadan berilgan to"g'ri chizigqacha masofa.
1. Tekislikda tog'ri chiziqning turli ko rinishdagi tenglamalari.

Tekislikda koordinatalar sistemasini tanlash uning nuqtalarini analitik ifodalash imkonini beradi.Analitik
geometriyada tekislikdagi har qanday chiziq biror-bir umumiy xossaga ega nuqtalar to'plami sifatida qaraladi.
Tekislikda kiritilgan to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasiga mos holda qaralayotgan chiziqning ixtiyoriy
nuqtasining koordinatalari x va u orqali belgilansa, uning barcha nuqtalari uchun umumiy xossa x va u larga nisbatan
tenglama ko'rinishida ifodalanadi.

Shunday qilib, chizigda yotuvchi ixtiyoriy nuqta koordinatalarini gqanoatlantiruvchi x va u larga nisbatan F(x,
y)=0 tenglamaga chiziq tenglamasi deyiladi yoki F(x,y)=0 tenglama chizigni aniqlaydi deyiladi.

Tekislikda to"g'ri burchakli koordinatalar sistemasi tanlangan bo'lsin. To g'ri chizigning tekislikdagi tanlangan
koordinatalar sistemasiga nisbatan vaziyatini ushbu to'g'ri chiziqning biror-bir Mo(xo; Yo) nuqtasi va to'g'ri chiziqqa
perpendikulyar nolmas n(A;B) (A%+B?£0) vektor yoki to'g'ri chiziqqa parallel nolmas s(m; n) (m?+n? # 0) vektor

to'liq aniqlaydi. n vektor to'g'ri chizigning normal vektori, S vektor esa yo naltiruvchi vektori deyiladi (12.1-
rasm).
N A Y N A Y
~N ~N

r a
S ¢ v Mo
Mo m & ro
12.1 —rasm. > Z } rasm. > X
0 a ~o X 0 S



Koordinatalar sistemasining boshidan o'tmaydigan to'g'ri chiziqni oxiri to'g'ri chiziqda joylashgan uning
yagona a normal radius vektori birga-bir aniqlaydi (12.2-rasm).

To'g'ri chizigning ixtiyoriy M(x; y) nuqtasi uchun n(A; B) va MoM (x-Xo; U-Yo) vektorlarning skalyar
ko'paytmasi nolga teng:

(n, MoM) =0 yoki koordinatalarda A(x—xo) + B(u-yo) = 0.
Tenglamalar nuqtasi va normal vektori bilan berilgan to'g'ri chizigni aniqlaydi.
Ax+By+S=0,(A%2+B2#0) (12.1)

ko'rinishdagi tenglamaga tekislikda to'g'ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi. To'g'ri chiziq umumiy (12.1)
ko'rinishdagi tenglamasi bilan berilgan bo'lsa, quyidagi tasdiqglar o rinli:

a) Agar S=0 bo'lsa, Ax + By =0 to'g'ri chiziq koordinatalar boshidan o'tadi;

b) n(A; B) nolmas vektor (12.1) ko'rinishdagi to'g'ri chizigning normal vektoridir.

Agar umumiy tenglamada A BC # 0 munosabat o'rinli bo'lsa, (12.1) tenglama quyidagi ko'rinishga
keltiriladi:

X Yy 1

a b

(12.2) tenglama to"g'ri chizigning kesmalardagi tenglamasi deyiladi.
Agar (12.1) tenglamada B#0 bo'lsa, umumiy tenglama to'g'ri chizigning burchak koeffisientli tenglamasi deb

(12.2)

ataluvchi
u=kx+b (12.3)

ko'rinishga keltiriladi, bu erda, k = tge —to'g'ri chizigning burchak koeffisienti, ¢ - to'g'ri chiziq bilan Ox abssissa
0'qining musbat yo nalishi orasidagi burchak kattaligi va b=y(0) — boshlang’ich ordinata.

To'g'ri chiziqning ixtiyoriy M(x; y) nuqtasi uchun C(m; n) va MoM(x—xo; Y—Yo) vektorlar o'zaro kollinear,
demak

MoM =ts (12.4)

bu erda, t- ixtiyoriy haqiqiy son bo'lib, parametr deyiladi.

(12.4) tenglama to'g'ri chizigning vektor parametrli tenglamasi deyiladi va koordinatalarda

X—X0=tm,
y—Yo=1n

ko rinishni oladi. (12.5) tenglamalarga to"gri chizikning parametrli tenglamalari deyiladi.
Agar (12.5) tenglamalarda t parametr yo'qotilsa, to'g'ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi quyidagi

X=Xo _Y~=Yo
m n

(12.5)

(12.6)

ko rinishdagi tenglamasi hosil bo'ladi.
Umumiy (12.1) ko'rinishdagi tenglamaning turli xususiy hollari va ularga mos to'g'ri chiziqlar quyidagi
rasmlarda keltirilgan:

Ay Y :
A=0: y=b
o
R —_ 1l
x a
7 T
A=C=0: y=0 = 12..00 asth.
0 a X . . S :‘x .
Agar |a=. (P20), V= E = (COS ., 0S B) — a normal radius [veQ orning birl Ika ektori bo'lib, to'”™ 1

chiziqning ixtiyoriy M(x; u) nuqtasining mos radius vektori r(x; u) bo'lsa, u holda r raditlls vektorning a yoki v
vektordagi sonli proeksiyasi R ga teng:
Prvr =R yoki |v| Prr=R yoki (r,v)=R (R>0) (12.7)
(12.7) tenglama to'g'ri chizigning vektor ko rinishdagi tenglamasi deyiladi. (12.7) tenglama koordinatalarda
xCosa+Uucosp=R yoki xcosa + usina=R (R>0) (12.8)
ko'rinishni oladi. Bu erda, a - a yoki v vektorning 0x 0'qining musbat yo'nalashi bilan hosil gilgan burchak kattaligi.
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(12.8) shakldagi tenglama to"g'ri chizigning normal tenglamasi deyiladi. (12.1) shakldagi tenglamadan (12.8) shakldagi
tenglamaga o'tish uchun umumiy ko'rinishdagi tenglama normallovchi ko'paytuvchi deb ataladigan

w= *————— songa ko'paytiriladi, bunda + yoki — ishoradan S ozod had ishorasining qarama—qarshisi
2 2
VvA®+B
tanlanadi, aks holda R =-p S > 0 munosabat bajarilmaydi.
Masala. 3 x + 4 u— 8 =0 tenglamani normal ko'rinishga keltiring.

1 1
Berilgan umumiy shakldagi tenglama wuchun normallovchi ko'paytuvchi = iﬁ =—.
V32442 S

Tenglamani |l = — ga ko'paytiramiz, natijada to"g'ri chiziq tenglamasi quyidagi ko rinishda normal holga keltiriladi:
3,4y 8
3) 5 5
Mavzu Ne 7

TO G RI CHIZIQLARGA DOIR ASOSIY MASALALAR.KOORDINATALARNI ALMASHTIRISH

Reja:
1. Ikki nugtadan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi
2. Berilgan nugtadan berilgan to*g’ri chiziggacha masofa.

Berilgan Mo(xo; Uo) nuqtadan o'tuvchi va burchak koeffisienti k ga teng bo’lgan to’g'ri chizig u— uo= k(x — xo)
tenglama bilan aniglanadi.
Koordinatalar tekisligida berilgan ikki Mi(x1; u1) va Ma(x2; Uz) (M1# My) nugtalardan o’tuvchi yagona
X=X —
to"g’ri chizig tenglamasi L - y=% ko’rinishga ega.
Xo=X1 Yo— )1
Burchak koeffisientli u=kx +vi (l)) va u=k;x+ vy (I2) tenglamalari bilan berilgan to’g’ri chiziglar
orasidagi ¢ burchak kattaligi quyidagi formula yordamida aniglanadi (12.5 — rasm):

Oxirgi formuladan burchak koeffisientlar tilida 11 va |l to'g'ri chiziglarning perpendikulyarlik va parallellik

shartlari kelib chiqadi:
li Ll 1+ki k=0, |1|||2: ki=k.
Koordinatalar tekisligida umumiy ko ‘rinishdagi
Ax+Viu+S;: =0 (|1) va Ax +Vau+S,=0 (|2)

tenglamalari bilan berilgan to'g'ri chiziqlar orasidagi ¢ burchak kattaligi 11 va |, to'g'ri chiziglarning normal ni(Ag;
V1) va n2(Az; B») vektorlari orasidagi burchak kattaligiga teng.

Ushbu tasdiq umumiy shakldagi tenglamalari bilan berilgan to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni topish
masalasini ularning normal vektorlari orasidagi burchakni topish masalasi bilan almashtirish imkonini beradi:

(ny.ny) _ (AjA; +BBy) .
naflna| A2 + B2, /AZ + B2

A va V koeffisientlar tilida 11 va I, to'g’ri chiziglarning perpendikulyarlik va parallellik shartlari quyidagi
munosabatlardan iborat:

COS( =

34



Al Bl
lhllh: AlA+B:1B, =0, |1|| lh: —=——,
AZ BZ

\
\
¢
I o2
o1 ~ n2

¢
7~ 10.5 — rasm. X 12.6 “rasm. >
P rasm rasm 0 ng \I N X
\
\

7

3. Berilgan nuqtad;(n berilgan to"gri chiziggacha masofa.
Koordinatalar tekisligida Mo(xo; Up) nugta va umumiy Ax+Vu+S=0 shakldagi tenglamasi bilan | to’g'ri

chiziglar berilgan bo’lib, nugtadan to’g ri chiziggacha bo’lgan masofani topish masalasi qo’yilgan bo’lIsin.
Berilgan My nugtadan berilgan | to’g'ri chiziggacha bo’lgan d masofa MoM(x — xo; U—Ug) Vvektorning a
yoki v vektordagi sonli proeksiyasining absolyut gqiymatiga teng (12.7 — rasm):
d = |Prv(OM — OM )| = |(OM = OMo), v| = |(OM,v ) — (OM o,v)|.
Yoki d = |(OMo, v) — (OM, v)|. Vektor shakldagi so'nggi formula (OM, v)=R ekanligini hisobga olsak,
koordinatalarda d = |xo COS & + UgS i h a — R| korinishni oladi.

12.7 - rasm >
N
Ava V koeffisientlar tilida esa d masofa | S. x quyidagi

d:\Ax0+By0+C\

VA? 1+ B?

formula vositasida hisoblanadi.
Masala. Mo(-4; 1) nuqtadan 3x + 4u—8 =0 to'g'ri chiziqqacha masofani toping?
Nugtadan to*g'ri chizigqacha masofani hisoblash formulasini qo llaymiz:

d:\s-(—4)+4-1—8\:16

— — =3,2 (vir.).
V3% +4 o
MAVZU Ne 8
QUTB KOORDINATALARI . IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR VA ULARNING KANONIK
TENGLAMALARI.

Reja
1. Qutb koordinatlar sistemasi.
2. Ikkinchi tartibli egri chiziglar.
Tekislikdagi nugtaning o'rnini qutb koordinatlar sistemasi deb ataladigan sistema yordamida ham aniklash
mumkin.
Tekislikda, qutb deb ataladigan, biror O nugtani va bu nugtadan chikuvchi, qutb o’qi deb ataladigan, yarim
to'g'ri chizigni tanlab olamiz. Tekislikdagi biror M nugtaning o'rni ikkita son: M nugtaning qutbdan uzogligini
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ifodalovchi p son va OM kesmaning qutb o°qgi bilan hosil gilgan burchak ¢ bilan aniklanishi mumkin. (6-shakl) ¢
burchakni hisoblashda soat strelkasi mo’ljalishiga tesgari mo’ljalish musbat moljalish hisoblanadi, p va ¢ sonlar M
nugtaning qutb koordinatalari deyiladi. p radius vektorni doimo musbat deb hisoblaymiz. Agar ¢ qutb bo'rchagi 0 < ¢
< 2r yarim yopiq oraliqda olinsa, u xolda tekislikning xar bir nugtasi uchun qutb koordinatlar sistemasida aniq bir juft
son, r va ¢ mos keladi. Qutb uchun rq0, e-ixtiyoriy. To g'ri burchakli koordinatlar sistemasining boshi qutb bilan, Ox
0°gning musbat moljalishi esa qutb 0°gi bilan ustma-ust tushgan bo’lsin. U xolda

Xqp cose, ygp sing va aksincha  P= W/X2 + y2 ,tg(p = X bo’ladi.
X

Misollar.
1. M(2,2) nugtaning qutb koordinatlari topilsin.
2. r=2a sine tenglama Degart sistemasida yozilsin.

2. Ikkinchi tartibli egri chiziglar hagida tushuncha. Ellips va uning kanonik tenglamasi.
CHiziq tenglamasi koordinatalar sistemasining joylashishiga qarab turli ko'rinishda bo’lishi mumkin.

Koordinatalarni almashtirish yordamida chizigning ixtiyoriy shakldagi tenglamasini sodda (kanonik) ko'rinishga
keltirish mumkin.

Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy ko rinishdagi tenglamasi deb,

Ax?+2Bxu+Cu?+2Dx+2Eu+F =0 (A%+V?+S% £ 0)
shakldagi tenglamaga aytiladi.

O'rta maktab matematikasida o’rganilgan aylana ikkinchi tartibli egri chiziglar jumlasiga kiradi. Buning tasdig’i
sifatida aylanaga berilgan ta'rifni va uning sodda tenglamasini eslash kifoya. Tekislikda to’g ri burchakli koordinatalar
sistemasi tanlangan bo’lib, koordinatalar tekisligida markaz deb ataluvchi Mo(a; v) nugtadan teng radius deb ataluvchi
R masofada yotuvchi nugtalar to plami (geometrik o'rni) bo’Imish aylana quyidagi

(x—a)’+ (u-Vv)?=R?
tenglama bilan aniglanadi (13.1-rasm ).

Ushbu tenglama aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Markazi koordinatalar boshida va R radiusli aylana x?
+ U? = R? tenglama vositasida ifodalanadi.

A y
M
y ________
b b
|
|
| |
13.1-rasm. | >
Umumiy tenglamasi bilan peQlgan ikkinchi tartity egri yhiziq aynaX aylanani aniglashi uchun uning

koeffisientlari quyidagi munosabatlarni bajarishi etarli:
A=S,V=0 va D2+E?-AF>0.

Tekislikda fokuslari deb ataluvchi berilgan Fi va F, nugtalargacha bo’lgan masofalari yig indisi 0" zgarmas
kattalikka (fokuslar orasidagi masofadan katta) teng nugtalar to plamiga ellips deyiladi.

Agar 0°zgarmas Kattalikni 2a, fokuslar orasidagi masofani esa 2s bilan belgilasak va tekislikda ox abssissa 0’qi
fokuslari orgali o’tuvchi, koordinatalar boshi FiF; kesmaning o'rtasida joylashgan koordinatalar sistemasi tanlasak,
ellips tenglamasi soddalashadi va quyidagi kanonik ko rinishga keladi
X2 y2
—+—>=1
a~ b
Ushbu holda ellips fokuslari: Fi(-c; 0), Fz(c; 0) (13.2-rasm).

Koordinatalar boshi 0 nugta ellipsning simmetriya markazi, koordinata o’glari esa uning simmetriya o glari

buerda b2=a’?-s? (a>s).

hisoblanadi.
Ai(-a; 0), Ax(a; 0), B1(0; -b), B2(0; b) nugtalarga ellipsning uchlari, 0A,=a va 0Ai1=b kesma uzunliklariga uning

mos ravishda katta va kichik yarim o°qglari deyiladi.
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SHunday qilib, ellips ikki simmetriya o’glariga va simmetriya markaziga ega qavariq yopik chizigdir.

C
€ = — Kkattalikka ellipsning ekssentrisiteti deb ataladi va har ganday ellips uchun & <1 munosabat orinli.
a

Ekssentrisitet ellipsning cho zinchogligini xarakterlaydigan Kkattalikdir.

Aylana ellipsning xususiy holi bo’lib, ekssentrisiteti 0 ga teng yoki katta va kichik yarim o’qlari teng bo’lgan
ellipsdir.

Simmetriya markazi (xo; Ug) nugtada va simmetriya o'glari koordinata o’glariga parallel ellips tenglamasi
quyidagi korinishdan iborat:

Masala. D(2; 0) nugtaga x=8 to"g'ri chiziqga garaganda ikki marta yaginroq masofada joylashadigan M(x, u)
nugtalarning harakat tracktoriyasini aniglang.

(x=%0)* , (y=¥0)® _

AY a2 b2 _1'A y I

v

B1

13.2 —rasm. 13.9 — rasm. |

M nugta harakat traektoriyasini tekislikda 2DM = MK tenglamani ganoatlantiruvchi M nuqtaiar to plami
sifatida aniglaymiz (13.3 —rasm). Koordinatalar tekisligida ikki nugta orasidagi masofani va nugtadan vertikal to’g'ri
chiziggacha masofani topish formulalarini qo’llab,

2J(x —2)2 +y? =8 - x|

2 y2

tenglamani olamiz va uni soddalashtirsak, E + E =1 ko rinishga keladi. SHunday qilib, M nugqta ellips bo'ylab
harakatlanadi, ellipsning katta o'qi va fokuslari ox abssissa 0'qida joylashadi (13.3 — rasm).
2. Giperbola va uning kanonik tenglamasi.

Tekislikda fokuslari deb ataluvchi berilgan F1 va F» nuqtalargacha masofalari ayirmasi absolyut giymati

o'zgarmas kattalikka (nolga teng emas va fokuslar orasidagi masofadan kichik) teng nuqtalar to'plamiga giperbola
deyiladi.

7. Agar o'zgarmas kattalik 2a, fokuslar orasidagi masofa 2s orqali belgilansa va Yugqorida ellips uchun
tanlangan koordinatalar sistemasi tanlansa, u holda giperbola tenglamasi quyidagi kanonik ko rinishga keladi:
2 2
Xy
— T =1, buerda b?2=s2-a2 (s>a).
a~ b

Giperbola fokuslari: Fi(-c; 0) va F(c; 0) (13.4 — rasm).

0 nugta giperbolaning simmetriya markazi, koordinata o°glari esa uning simmetriya o°qglaridir. Giperbola
abssissa 0°qini hagiqiy uchlari deb ataluvchi Ai(-a; 0) va Az(a; 0) nugtalarda kesadi.

OA = a Kattalik uning haqiqiy yarim o°qi deyiladi. V1(0; -b) va V»(0; b) nugtalar giperbolaning mavhum uchlari
deyilsa, 0V2 = b kattalik uning mavhum yarim o°qi deyiladi.

Giperbolaning asosiy to'g'ri to'rtburchagi deb, markazi koordinatalar boshida, tomonlari koordinata o’glariga
parallel va uning uchlaridan o tuvchi to’g'ri to'rtburchakka aytiladi.

Giperbola 0°zining ikkita y=i—X tenglamalar bilan aniglanadigan asimptotalariga ega. Giperbola

asimptotalari uning asosiy to’g'ri tortburchagi diagonallaridir. Giperbolani qurish uchun dastlab uning asosiy to'g'ri
to rtburchagini va asimptotalarini qurgan ma“qul.
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c
Giperbola ekssentrisiteti € =—>1 bo’lib, uning asosiy to'g'ri to'rt-burchagining cho'zinchoqligini
a
xarakterlaydi.
Simmetriya markazi (xo; Uo) nugtada va simmetriya o glari koordinata o"qlariga parallel giperbola

(X=%0)* (Y-¥o)° _
2 2 _1
a b

tenglama bilan aniqlanadi.
Yarim o'qlari teng, ya'ni a=b giperbolaga teng tomonli giperbola deyiladi. Teng tomonlama giperbola

2

tenglamasi x?— U2 = a? ko rinishda bo'lib, uning asosiy to'g'ri to'rtburchagi kvadratdan iborat va ekssentrisiteti / 2 ga

teng.

3.4 — rasm. N 13.5 —rasm.

Masala. Asimptotalari Y = iE X tenglamalar bilan berilgan, fokuslari orasidagi masofa 10 birlikka teng

bo'lgan giperbola tenglamasini tuzing.

2 2
X
Giperbola fokuslari abssissa 0'qida yotadi deb qarab, uning kanonik tenglamasini tuzamiz: — y—2 =1.
a“ b
Fokuslar orasidagi masofa FiF> =2¢ =10 bo’lganidan, s = 5.
Giperbola uchun s?=a’+h? bo'lganidan va — = — berilganidan foydalanib, quyidagi sistemani tuzamiz va uni
d
echamiz:
b 1
a 2
a? +b? =25
X2 y2
Sistema echimi: a = 2\/5 va b= 2\/§ Demak, giperbola tenglamasi 2—0 + ? =1 kanonik

tenglamadan iborat (13.5—rasm).

3. Parabola va uning kanonik tenglamasi.
Tekislikda fokusi deb ataluvchi berilgan F nuqtadan va direktrisasi deb ataluvchi berilgan DD’ to'g'ri

chizigdan teng masofada yotuvchi nugtalar tuplamiga parabola deyiladi.

Abssissa 0°qi F fokus nuqgtadan DD’ direktrisaga perpendikulyar ravishda otuvchi, ordinata o’qi esa fokus va
direktrisalarning o"rtasidan o'tuvchi koordinatalar sistemasi tanlasak, parabola tenglamasi quyidagi kanonik ko rinishni
oladi

u!=2Rx,
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bu erda, R — fokus va direktrisa orasidagi masofa.

P
Direktrisa tenglamasi Y = _E , fokus esa F(E ;0) (13.6 —rasm).

Koordinatalar boshi parabola uchi, abssissa 0°qi esa uning simmetriya o qidir. Parabola ekssentrisiteti €= 1.
Agar ordinata 0°qi parabola simmetriya 0'gi bo’lsa, u holda uning tenglamasi x?=2Ru (R>0) ko'rinishda

P P
bo’lib, direktrisa tenglamasi Y = —E va fokusi F(0; E) nugtadir.

Uchi  (xo; Ug) nugtada, simmetriya o’glari koordinata o’qglaridan biriga parallel parabola quyidagi tenglamalar

bilan aniglanadi:
(U-Ug)? = 2R(x—x0)  yoki (x—X0)? = 2 R(u-Uy).
Masala. Ou ordinata 0'qiga va x%+ U2 =4 aylanaga urinuvchi aylanalar markazlari to plami tenglamasini tuzing.

M(x; u) — aylanalar markazlari to'plamining ixtiyoriy nugqtasi bo'lsin. Masala shartiga binoan KM = AM
(13.7 —rasm). Berilgan aylana radiusi 0K=2 ekanligini va KM=0M-0K tenglikni hisobga olsak, koordinatalarda
quyidagi tenglamani olamiz:

X2+ U2-2=|x] yoki u?=4|x|+4.

Ushbu tenglama uchlari (-1; 0) va (1; 0) nuqtalarda, fokuslari koordinatalar boshida, direktrisalari mos ravishda

x =-2 vax=2 to'g'ri chiziglardan iborat, abssissa 0"qi simmetriya 0'qi bo'lgan parabolalarni ifodalaydi (13.7-rasm).

v

v

13.6 — rapm. 13.7 {ra

MAVZU Ne 9

IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR KLASSIFIKASIYASI.
AYLANA, ELLIPSE, GIPERBOLA, PARABOLA VA ULARNING KANONIK KO’RINISHGA KELTIRISH

Deqart koordinatalar sistemasida 2-tartibli tenglama bilan aniklangan chiziglar 2-tartibli egri chiziglar deyiladi.

Umumiy xolda 2-tartibli egri chiziglar tenglamasi
AX2-2Bxy+Cy?+2Dx+2Ey+F=0 )

Ko'rinishida bo’ladi.

Bu erda A, B, C, D, E, F - haqiqiy o’zgarmas sonlar (1) tenglama bilan ifoda qilinuvchi sodda ko rinishdagi
ikkinchi tartibli egri chiziglarga aylana, ellips, giperbola va paraballar misol bo’la oladi.
1. Aylana.

Markaz deb aytaluvchi nuqtadan bir xil uzoglikda joylashgan nugtalar to’plamiga aylana deyiladi.

Deqart koordinatalar sistemasida aylananing radiusi R va markazi
A(a;v) nugtada bo’lsin. N(x;y) aylanadagi ixtiyoriy nugtasi bo'lsa, ta'rifga
ko’ra: AN=R (1-shakl). Ikki nuqgta orasidagi masofani topish formulasiga

asosan: AN = \/(x— a)’ +(y—b)>. Bu tenglikning ikki tomonini
kvadratga ko’tarib (x-a)? + (y-b)2= R? ni hosil gilamiz. Bu aylana tenglamasidir

2. Ellips deb, tekislikning barcha shunday nugtalari to’plamiga aytidadiki, bu nugtalarning xar biridan shu tekislikning
fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtasigacha bo’lgan masofalar yig’indisi 0’zgarmas bo'ladi, bu kattalik
fokuslar orasidagi masofadan katta bo’lishi kerak.
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M(x,u) nugta ellipsning ixtiyoriy nugtasi bo’lsin. Fi(c;0) va F2(c;0) fokuslar bo'lsa ta'rifdan. |[MF4|+|MF,|=2a hamda

‘MFl‘:w/(x—c)z+y2, ‘MFZ‘:w/(x+c)2+y2 ekanidan. \/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2:2a

tekishlikni xar ikki tamonini kvadratga ko tarib.

2 2
A>S bo’lgani uchun, a? - s?= v? desak, v2x?+a’u?=a?v? yoki — + b_2 =1 2
a

(2) ellipsning kanonik tenglamasidir AiA; - katta 0°q, V1V2 - kichik 0°q, €=s/a - ellips ekstsentrisiteti deyiladi. 0<c<a
bo’lgani uchun O<g<1. x=a/e va x=-a/¢ to"gri chiziglar ellipsning direktrisalari deb ataladi.

3. Giperbola deb, tekislikning barcha shunday nugtalari to’plamiga aytidadiki, bu nuqtalarning xar biridan shu
tekislikning fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtasigacha bo’lgan masofalar ayirmalarining absalyut giymatlari
0’zgarmas bo'ladi. Nolga teng bo'lmagan bu Kattalik fokuslar orasidagi masofadan kichik bo’lishi kerak. Ta’rifga
kora (3-shakl)

| MF1[-|MF, | =+2a

‘MFI‘:\/(x+c)2+y2,

[MF| = J(x =)+,

\/(x+c)2 +y? —\/(x—c)2 +y? =4+2a
(@’ -=c)x* +a’y* =a’(a’> - ).

a’—c* =-b’
desak (chunki a<s)

2

)

=1 hosil boladi.

2
a

|
%<

(2) Bu giperbolaning kanonik tenglamasidir. Ai1A> - hagigiy 0°q, ViV.- mavxum o°g, e=s/a - giperbolaning
ekstsentrisiteti deyiladi. s>a bo’lgani uchun e>1. x=ale va x=-a/¢ to'g'ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deb
ataladi. Y=+(v/a)x to'gri chiziglar giperbolaning asimptotalari deb ataladi.

4. Parabola. Parabola deb, tekislikning fokus deb, ataluvchi berilgan Fokusdan va direktrissa deb ataluvchi berilgan
to'g'ri chiziqdan baravar uzoqlikdagi nuqtalar to’plamiga aytiladi (fokus direktrissada yotmaydi deb faraz qilinadi).

Fokusdan direktrissagacha bo’lgan masofani R bilan belgilaymiz. F(°/2; 0) fokus, direktrisa tenglamasi x=-R/2.

Bo’lIsin (4-shakl). U xolda tarifga asosan INM |=|MF|. Buerda M(x , u)- parabolaning ixtiyoriy nuqtasi.

2

P ( 5)2 )
2+x— x—2 +y,

soddalashtirishdan keyin esa y?=2Px hosil bo'ladi. Bu parabolaning kanonik tenglamasi deyiladi. Parabola uchun =1
ekstsentrasitet va x=-F/, direktrisa boladi.

P P,
|NM|=5+x;|MF|: x——| +y

bo"lgani uchun

MAVZU Ne 10
FAZODA DEKART KOORDINATALAR SISTEMASI VEKTORLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR.

Reja
1. Fazoda dekart koordinatalar sistemasi
2. Vektorlar va ular ustida amallar.

Fanda ulchanishi mumkin bo’lgan narsa migdor yoki kattalik deb ataladi.

Migqdorlar o’z xarakteriga ko 'ra ikki xil bo'ladi: 1)skalyar miqdorlar; 2)vektor miqdorlar.

Agar migdor fakat son kiymati bilangina tulik xarakterlansa, uni skalyar migdor deb ataladi.

Masalan, uzunlik, yuza, xajm, temperato ra skalyar migdorlardir.

Agar miqdor son giymati bilan tulik xarakterlanmay, balki uning yonalishini ham korsatish zaro'r bo’lsa,
bunday son giymati va yo nalishi bilan xarakterlanadigan migdorni vektor migdor yoki gisqacha vektor deb ataladi.

Masalan, tezlik, tezlanish, kuch, kuch impulsi kabi migdorlar vektorlarga misol bo’ladi.

Hamma vektor migdorlar uchun umumiy bo’lgan xususiyatlar, qonuniyatlar vektorlar algebrasini tashkil etadi.
To'g'ri chizigda oddiy kesma bilan bir katorda yo'nalgan kesma, ya'ni bir uchi uning boshi, ikkinchi uchi esa oxiri
hisoblangan kesma garaladi. Bunday kesma vektor deyiladi.
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Boshi A oxiri V bo’lgan vektor ~ AB Kkabi tasvirlanadi. Shunday gilib, vektor migdor geometrik usulda
ma’lum uzunlikdagi va aniq yo nalishdagi kesma yordamida tasvirlanadi.

Vektorning uzunligi uning moduli deb ataladi va |;U§| =|d|=a ko'rinishda belgilanadi. Moduli nolga teng
vektor nol’ vektor, moduli 1 ga teng bo’lgan vektor birlik vektor deyiladi. Nol” vektorning yo'nalishi aniqlanmagan

bo'ladi. Ikki @ va b vektorlarning yonalishlari va uzunliklari bir xil bo’lsa, ular uzaro teng deyiladi.

Vektorlar yigindisi va vektorni skalyarga ko paytirish.

Ikki @ va b vektorni qo’shish uchun «uchburchak qoida»sidan yoki «parallelogram qoida»sidan
foydalanadi. @ va b vektorlar boshlari bir nugtata keltiriladi va ularni tomonlar sifatida olib parallelogram yasaladi.

Shu parallelogramning vektorlar boshidan chiqarilgan diagnali vektorlarning yig’indisi bo'ladi (1-shakl). ¢ = a + b
vektorning moduli quyidagi formula yordamida topiladi:

16| = lal> + 5| +20alB|cos(a.5).

Vektorlarni qo’shish quyidagi xossalarga ega:

1) @+b=b+a
2) +(b +C)= (b +a)+c G+b +¢
d=da-b ayirma, a = d +b asosida hosil gilinadi. Bu parallelogramning ikkinchi diagonaliga mos keladi.

Ta'rif. @ vektorning skalyar k songa ko’paytmasi deb, shunday b vektorga aytiladiki, b ning uzunligi @ dan k marta
katta bo’lib, ya'ni |l; |=k|a |, bolib b ning yo nalashi: agar k>0 bo’lsa, @ ning yonalishi bilan bir hil, agar k<0 bo’lsa,
d ning yo nalishiga garama-garshi boladi.

Vektorning skalyarga ko paytirish quyidagi xossalarga ega:

1. (k=i) d =ka +ia

2.k(a +b )=ka +kb

3.1d=a

4. (1) a=a

5.0d =0

1

Kollinear va komplanar vektorlar.

1-Ta'rif. Agar @ va b vektorlar 0'zaro parallel bo’lsa, yoki parallel to g’ri chiziglarda yotsalar ular kollinear
vektorlar deyiladi.

1-Teorema. Agar b =ka bo'lsa, bu tenglik @ va b vektorning kolleniar bo’lishi uchun zarur va yetarlidir.
Bundan kolleniar vektorlar orasida hamma vaqt chizigli bog’lanish mavjud ekanligi kelib chiqadii.

2-Ta'rif. Uchta a Z; va ¢ vektor bitta tekislikda yotsa, yoki bitta tekislikka parallel bo’lsa, ular komplanar
vektorlar deyiladi.

2-Teorema. Uchta @ ,b va ¢ vektorlar komplanar vektorlar bo'lishi uchun ular orasida ¢ =ka =eb
chiziqli bog’lanish mavjud bo’lishi zaro'r va yetarlidir.

Vektorlarning chizigli bog’ligligi.

Bizga quyidagi vektorlar sistemasi berilgan bolsin,
d,,d,,d;....d, (1)

Agar bu sistema uchun hammasi bir vaqgtda nolga teng bo"Imagan shunday o, az,...,an hagigiy sonlar mavjud

bo’lib va
oud 1+0 d o+. . +ond n=0 2

tengldik orinli bo’lsa, bu holda berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog'liq deyiladi.

Agar a, (i=1,n) hagigiy sonlarning hammasi nolga teng bo"lgandagina (2) o’rinli bo’Isa, (1) vektorlar sistemasi
chizigli bog'ligmas (chizigli erkli) deyiladi.

Misol. a 1{2;3} va a , {4;6} vektorlar chizigli bog’ligdir, chunki 2 a 1, -a ,=0 tenglik o’rinli.

Misol. a 1{1;2} a{1;1} va as {0;-1} vektorlar sistemasi chizigi bog’langanligi ko'rsatilsin va
koeffitsentlar aniglansin.

Yechish. Vektorlarning chizigli bog'ligligi ta'rifiga ko'ra shunday o1, a2, os sonlar topiladiki natijada
a1d 1+02d 2+ozd 3=0 tenglik o'rinli bo’ladi.
a1{1;2}+0{1;1}+03{0;-1}=0,
{au;20u}+{0w; az}+{0;- as}=0,
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{oat0pt0; 20u+ az- as}=0,
o, +a,=0
{2051 +a,—a, =0
az=+1 bo’lsin, u vaqtda
a +a, =0
{20{1 +a, =lLa =la, =-1

5 1-& 2:C_i 3:0.
Misol. @ 1{1;-1} va a , {2;3} vektorlar chizigli erkli ekanligi ko rsatilsin.
Yechish. Faraz gilaylik berilgan vektorning chiziglik bog’liq bo’lsin. Bu holda, ta'rif ko'ra,
o1d 1+o2d »=0 tenglik bo’ladi. Bundan
o{1;1}+0{2;3}=0,
{o1+200; -a+30,=0,
a, +2a, =0
a,—3a, =0
Demak, berilgan vektorlar sistemasi chizigli erkli.
Agar berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog’lig bo'lsa, ulardan kamida bittasini qolganlari orgali ifoda gilish
mumkin. Hagigatan, sistema chizigli bog’liq bo’lsa, ta'rifga ko'ra
a1d 1+02d o*.+0id i+.. 4o d o =0
tenglik o’rinli. Faraz gilaylik o=0. Unda

o1=0, 02=0

Q,Za 2:'0,167 1-...-0Ln6_i n

— al — an — al — an —
a, =——a1—...——an = - a1+...+ - an
aZ a2 aZ aZ

Demak, a » vektor golgan vektorlar orgali chizigli ifoda gilindi. Buni ko’pincha a »
vektor @ 1, d 3, d 4, ..., @ Vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat deyiladi. Yuqoridagi ta'rifdan korinadiki,

yoki

kollinear vektorlar chizigli bog'liq bo’lar ekan. Hagigatan, agar a va b vektorlar kollinear bo'lsa, bo’lar uchun

shunday t soni topiladiki, quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi a =t b .Bundan a -t b =0, bu yerda d va b vektorlarning
chizigli bog ligligini bildiradi. Aksincha, ikki vektor chizigli bog'liq bo’lsa, ular kollinear vektorlar bo’ladi. Hagigatan
ham ikki vektorning chizigli bog’ligligidan oy @ 1+a2d 2 =0 (a?1+a?=0) kelib chigadii. Bundan,

) ( azj#
a=|——|a
1 al 2

a 1:t5 2.
Oxirgi tenglik berilgan ikki vektorning kollinearlik shartidir.

yoki

Vektorning o qga proektsiyasi.

N
A B vektorning o'qdagi proektsiyasi deb uning boshi A, uchi B nugtalarning shu o'gka tushirilgan A;B;

proektsiyalarini tutashtiruvchi 41 B 1 vektorning AiB: migdoriga, ya'ni mo'ljalga A1 B 1 kesmaning plYus yoki
minus ishora bilan olingan o"zunligiga atiladi.

d —_ —
PpAB=+|A1B4|
Agar A1 B 1 vektorning mo'ljalishi 0°q mo'ljalishi bilan bir-hil bo'lsa, proektsiya plyus aks holda minus bo'ladi.

Vektorning o'qdagi proektsiyasi vektor modulining o°q va vektor orasidagi burchak o kosinusiga
ko paytirilganiga teng:

-

Ppi AB =Ppid |a |cos a

Agar vektor OX o’gka parallel bo'Isa, uning bu o’gka proektsiyasi vektor o’zunligi bilan bir hil bo’ladi, agar u OX ga
perpendikulyar bo’lsa, proektsiyasi nolga teng boladi.

Bir nyechta vektor yig'indisining biror o'qdagi proektsiyasi qo’shiluvchi vektorlar proektsiyalarning

yig'indisiga teng:
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Pp|(5 +5 +E):Pp|6_i +Pp|5 + Pp|5

Fazodagi to g'ri bo rchakli Dekat koordinatalar sistemasi. Vektorning koordinatalari. Ikki vektorning skalyar

ko paytmasi.

Fazodagi to'g'ri bo'rchakli Dekart koordinatalar sistemasi masshtab birligi hamda O nuqgtada kesishuvchi
o°zaro perpendikulyar uchta o’gning berilishi bilan tula aniglanadi; oglardan birinchisini abstsissalar (Ox), ikkinchisi
ordinatalar (Oy), uchinchisi applikatalar (Oz) o0°qi, O nugta yecha koordinatalar boshi deyiladi. Xar bir 0°qda musbat
mo'ljalish va bir hil ozunlik birligi (masshtab birligi) tanlab olinadi. M nugtaning fazodagi vaziyati bu nugtaning
koordinatalari deb ataluvchi uchta son (x, y, z) bilan aniglanadi va M(X, y, z) ko'rinishda yoziladi. Koordinata o°qining

xar biri uchun birlik vektor (ort) lar kiritamiz. Ox, Ou va Oz o qglaridagi birlik vektorlarni mos ravishda i, ] va K lar
bilan belgilash gabul gilingan. @ vektorning koordinatalari deb, uning Ox, Oy, Oz koordinata o’qidagi proektsiyalari
ax, au, 8z ga aytiladi va
a {ax; au; az} ko'rinishda yoziladi (1-shakl):
G=acd +ay] +a,k

Bundagi al ay]' va a;k vektorning koordinata o'qlaridagi komponentalari deyiladi. Ular tegishli koordinata
o'glariga kollinear vektorlar bo'lib - diagonali a vektordan iborat bo'lgan parallelopipedning girralari bolib xizmat
qiladi. Vektor o'z koordinatalari bilan to’la aniqlanadi, ya'ni teng vektorning mos koordinatalari ham o’zaro teng va
aksincha.

Boshlang’ich nuqtasi koordinatalar boshida va oxirgi nuqtasi
M(X, ¥, z) nugtada bo'lgan 7 :07\4 vektor M nugtaning radius vektori deyiladi. Bu holda

Fexi+yj+zik
bo’ladi. Radius vektorning uzunligi quyidagi formuladan topiladi:
Fl=r=yx>+1>+2°
Ikki vektorni yig'indisi ayirmasi va vektorni songa ko paytmasi uchun quyidagilar o rinlidir:
(@+b)a, +b:a, b sa. +b,|
ra {hax; Aay; Aa;}, (A-Const)
a {ax; as; a;} va b {by; by; b,} vektorlar o°zaro kollinear bo'lishining zaruriy va etarli sharti
a=\b

edi. U holda ax=\byx; ay=Aby; a,=Ab, bo’lib, ikki vektorning kollinearlik sharti uning koordinatalari orgali

ko'rinishda yoziladi a {ax; au; a,} vektorning uzunligi

a:|ﬁ|:,/af+a§+af
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N
formula bilan aniglanadi. M M, vektorning uzunligi

- 2 2 2 - - -
MM, = ‘Ml M, = \/(x2 —xl) Jr(y2 —yl) +(22 —zl) formula bo'yicha hisoblanadi.
MAVZU Ne 11
FAZODA TEKISLIK TENGLAMALARI. FAZODA TO 'G'RI CHIZIQ.
Reja

1.Fazoda tekislikning turli ko'rinishdagi tenglamalari
2. Nugtasi va normal vektori bilan berilgan tekislik tenglamasi.
3. Berilgan nuqtadan berilgan tekislikkacha masofa.

1. Fazoda tekislikning turli ko rinishdagi tenglamalari. Nugtasi va nermal vektori bilan berilgan tekislik
tenglamasi.
Rs fazoda to g 'ri burchakli koordinatalar sistemasi tanlangan bo’lib, a radius vektor berilgan bo'lsin. a radius

vektor oxiridan vektorga yagona mumkin bo’lgan perpendikulyar tekislik (T) o'tkazilgan, M(x, u, z) nugta tekislikning
ixtiyoriy nugtasi va OM = r(x, u, z) nugtaning radius vektori bo’lIsin.

a
la|]=R, V= E = (COSOL, cosf3, cos y) - a vektorning birlik vektori, o, Bva y a yoki v vektorning

koordinata o"qlarining musbat yo nalishi bilan hosil gilgan burchaklari bo’lsin (14.1 — rasm).
cos a, COSPB vacosy a Yyoki v vektorning yo naltiruvchi kosinuslari deyiladi. Har ganday r vektorning v
vektordagi sonli proeksiyasi R ga teng:

Pryr=R yoki (r,vy=R (R>0) (14.1)
(14.1) tenglamaga T tekislikning vektor shakldagi tenglamasi deyiladi. Vektor tenglama koordinatalarda
xcosatucospB+zcosy=R (R>0) (14.2)
z
c=0
I
|
1
|
|
|
1
L o e LY
P >
L’ -~ 0 b=c=0

X 14.1 — rasm. V’Z rasm.
a a

ko’rinishda yoziladi. (14.2) tenglama tekislikning normal shakldagi tenglamasi deyiladi. Agar (14.2) tenglamani noldan
fargli biror-bir songa ko paytirsak, tenglamaga teng kuchli
Ax+By+Cz+D=0 (A2+B?+C?#£0) (14.3)
8. ko'rinishdagi tenglamani olamiz. (14.3) tenglamaga T tekislikning umumiy ko rinishdagi tenglamasi deyiladi.
Har qanday (14.3) ko'rinishdagi tenglamani (14.2) normal shakldagi tenglamaga keltirish mumkin. Buning

uchun umumiy tenglamani normallovchi ko paytuvchi WL = ga kopaytirish etarli. R=-uD

+
JAZ 1 B2 ;2

ishoralaridan ozod had D ishorasining qarama-qarshisi

@ 9

ning nomanfiyligini ta'minlash maksadida “+” yoki
tanlanadi. Natijada
pAx+uVu+uSz =R (R>0)
Bu erda, (pA)? + (uV)? + (uS)?> = 1 munosabat o'rinli bo'lib, v = (uA, pV, pS) vektorning birlik vektor va uning
koordinata o'qlaridagi sonli proeksiyalari, mos ravishda quyidagilarga
pA=cosa, wV=cosf, pS=cosy

tengligini payqgash giyin emas.

Agar tekislik umumiy ko'rinishdagi tenglamasi bilan berilgan bo"lsa, tenglama shaklidan tekislikning o°zi hagida
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quyidagilarni aniglash mumkin: 1) agar D=0 bo’lsa, A x + V u + S z = 0 tekislik koordinata boshidan o'tadi; 2)
N=(A,V,S) vektor T tekislikka perpendikulyar, ya'ni tekislikning normal vektoridir, chunki u v=(uA, uV, uS)
vektorga Kollinear: puN=v.

Umumiy tenglamaning xususiy hollarini tahlil gilish mumkin. Agar S=0 bo’lsa, Ax+Vu+D=0 tenglama bir
tomondan x0u koordinatalar tekisligida to’gri chizigni ifodalasa, Rs fazoda to"g'ri chizigdan o'tib, xOu koordinatalar
tekisligiga perpendikulyar yoki 0z applikata 0 kiga parallel tekislikni aniglaydi (14.2—-rasm). V=S=0 bo’lsa, Ax + D=0

D
tekislik Ox abssissa o'qini X = _K = a nugtada o0°qga perpendikulyar yoki u0z koordinatalar tekisligiga parallel

ravishda kesuvchi tekislikni aniglaydi (14.2-rasm) va hokazo. X=0 — u0z koordinatalar tekisligi tenglamasi, u=0 —
x0z koordinatalar tekisligi tenglamasi va z=0 esa x0u koordinatalar tekisligi tenglamasidir.
Agar umumiy ko'rinishdagi tekislik tenglamasida A, V, S va D sonlarning har biri noldan farq gilsa, u holda
(14.3) umumiy tenglama quyidagi korinishga keltirilishi mumkin

X z
—+ y +—=1
a b c
(14.4)
D — . .
buerda, a=——, b= —E va C= —E. (14.4) tenglamaga tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasi

deyiladi (14.2 — rasm).

Berilgan Mo(xo, Uo, Zo) nugtadan berilgan N(A, V, S) vektorga perpendikulyar ravishda o'tuvchi tekislik
tenglamasi vektor shaklda (N, r—ro)=0 ko rinishda yozilsa, koordinatalarda

A(x—xo) + V(u-Ug) + S(z -20) =0

shaklda yoziladi. Bu erda, ro— Mo nugtaning radius vektori.

Masala. Mo(-2, 3, -1) nugtadan o’tib, N=(1, -4, 2) vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

Tuzilgan tenglamaga binoan: 1-(X+2)-4-(y-3)+2-(Z+1)=0 yoki x-4u+2z+16=0.
2. Berilgan uch nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi. Tekisliklar orasidagi ikki yogli burchak. Tekisliklarning

perpendikulyarlik va parallellik shartlari.
Fazoda bir to’g'ri chiziqgda yotmaydigan uchta (X1; y1; z1), (X2; Y2; Z2) Va (Xs; y3; z3) nugtalar berilgan bolib, ular

orgali o’tuvchi yagona tekislik tenglamasini tuzish masalasi qo’yilgan bo’lsin.

Tekislik (x1; y1; z1) nugtadan o'tgani uchun A(x-x1)+B(y-y1)+C(z-z1)=0 tenglama o’rinli, bu erda A, V va S
koeffisientlar bir vaqtda nolga teng emas. Tekislik berilgan ikkinchi (x2; y2; z2) va uchinchi (xs; ys; zs) nugtalardan
ham otgani uchun quyidagi munosabatlar o'rinli:

A(Xz —X1) + B(y2 —y1) + C(z2 - 21) = 0,
A(Xz—x1) + B(ys—y1) + C(zzs—z1) = 0.

A, V va S noma’lumlarga nisbatan uchta bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi hosil bo’Idi. Ma’lumki, ushbu
bir jinsli sistema determinanti nolga teng bo’lgandagina nolmas echimlarga ega. Demak, berilgan bir to’g’ri chiziqda
etmaydigan uchta nugtadan o tuvchi yagona tekislik tenglamasi

X=X Y=-Y1 Z-23

Xo=Xy Y2—VY1 Zp-7)=0

Xz3=X1 Ys=Y1 Z43-4
shaklda yoziladi.Tenglamani quyidagi ko 'rinishda ham yozish mumkin:

X y z 1
X1 Y1 7y 1
Xa Y2 Zp 1
X3 Y3 Z3 1

Oxirgi ikki tenglamaning o"zaro teng kuchli ekanligini tekshirib ko rish qiyin emas.

Ikki T1 va T2 tekislik umumiy ko 'rinishdagi tenglamalari bilan berilgan bo'lsin:
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Berilgan tekisliklar orasidagi ikki yoqli burchak ularning normal  Ni(Az; B1; C1) va N2(Az; Bo; Cy) vektorlari
orasidagi ¢ burchakka teng. Ushbu tenglik tekisliklar orasidagi ikki yoqli burchakni topish masalasini ularning normal
vektorlari orasidagi burchakni topish masalasi bilan almashtirish imkonini beradi:

(N1, N3) _ AA; + BBy + GGy
‘Nl‘ ‘Nz‘ \/Alz + Bl2 + C12 \/Ag + B% + C%
Bu erda, 0 < ¢ < m. Berilgan tekisliklarning perpendikulyarlik va parallellik shartlari quyidagilardan iborat:

T1L Ta: (N1, N2)=0 yoki A1Az+ViVe+S:S; =0,

: 1 Bl Cl
To|| T2 Ni=AN2 yoki —=—=—
2 Bz Cz
Masala. x +u+z=1 va z=0 tekisliklar orasidagi burchakni toping.

Berilgan tekisliklar hosil gilgan ikki yoqli burchak mos normal vektorlar (1, 1, 1) va (0, 0, 1) orasidagi ¢
burchakka teng:

COS(p =

1-0+1-0+1-1
V341

CoSQp =

1
Demak, (p=arcCoOS——.

V3

3. Berilgan nuqtadan berilgan tekislikkacha masofa.
Rs fazoda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi Kiritilgan bo’lib, berilgan My nugtadan umumiy

ko'rinishdagi tenglamasi bilan berilgan Ax+Vu+Sz+D=0 (A2+V?+S%£0) tekislik orasidagi d masofani topish masalasi
qoyilgan bulsin.

ro(xo, Uo, Zo) Vektor My nuqgtaning radius vektori va r(x, u, z) vektor esa tekislikning ixtiyoriy M nuqtasi
radius vektori bo’lsin. d masofa ro —r vektorning a yoki v vektordagi sonli proeksiyasining absolyut giymatiga
teng: d=|Pry(ro—r)|. Masofani hisoblash formulasi vektor korinishda yoki tekislikning normal tenglamasi parametrlari
orgali yozilishi mumkin (§13 ga garang). Tekislikning umumiy tenglamasi parametrlari orqali esa

d_\Ax0+By0+CzO+D\
JA2iB24c2

ko'rinishda yoziladi.
Masala. (-1, 4, -3) nuqtadan x+2u—2z+5=0 tekislikgacha bo'lgan masofani toping.
Nugtadan tekislikkacha bo'lgan masofani hisoblash formulasiga binoan:

d:\ 142-4-2( 3)+5\:6
\/12 +2% +(-2)?
1. To'g’ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik va parallellik shartlari.
Fazoda to"g'ri burchakli koordinatalar sistemasi tanlangan bo’lib, Mo(xo, Uo, Zo) nugta va nolmas a(ai, az, as)
radius vektor berilgan bo’lsin. Mo nugtadan a vektorga parallel L to'g'ri chiziq o'tkazamiz. M(x, u, z) nugta L
to"g'ri chizigning ixtiyoriy nugtasi va r(x, u, z) vektor uning radius vektori, ro(xo, Uo, Zo) Vektor esa berilgan Mo
nugtaning radius vektori bo’lsin. r—ro vektor L to"g’ri chizigda yotgani uchun berilgan a vektorga kollineardir:
r-ro=ta (15.1)
(15.1) tenglamada t ixtiyoriy hagiqiy son bo'lib, parametr deyiladi. Agar t parametr hagiqiy sonlar o’qida turli son
giymat gabul qgilsa, r=ro+ta vektor oxiri L to’g’ri chiziq bo’ylab harakat giladi (15.1-rasm). (15.1) tenglamaga
fazoda berilgan nugtadan berilgan vektor yo™nalishida o’tuvchi to gri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.

(‘bir.).
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v
<

X 15.1 — rasm.

Koordinatalarda (15.1) tenglama quyidagi uchta tenglamalarga ajraladi:

X—XO =ta1,
y—Yo=1a,, (15.2)
Z_ZO =t8.3

(15.2) tenglamalarga to"g'ri chizigning parametrli tenglamalari deyiladi. Agar (15.2) sistemada t parametr yoqotilsa,
quyidagi qo sh tenglama hosil bo’ladi:
X=Xo _Y¥Y~—Yo_2—2
aj a as

(15.3) ko'rinishdagi tenglamaga fazoda to g'ri chizigning kanonik ko rinishdagi tenglamasi deyiladi. (15.3) tenglamada
a1, az, az sonlardan ixtiyoriy biri yoki ikkitasi nolga teng bo"lishi mumkin.

Ushbu hollarda, qulayligi uchun maxrajlarda bir yoki ikkita nollar yozish gabul gilingan bo’lib, yozuv shartli tus
oladi. (15.3) tenglama fazoda Mo(xo, Uo, Zo) nugtadan o'tib, a(ai, az, a3) vektorga parallel to’g ri chizigni aniglaydi.

Masala. Koordinatalar fazosida (2, -3, 1) nugtadan o'tib, (-1, 0,4) vektorga parallel bo’lgan to’g'ri chiziq

tenglamasini tuzing.
To gri chizigning kanonik ko'rinishdagi tenglamasi, (15.3) tenglamaga binoan,

X-2 y+3 z-1

@i +a5+a5+0) (153

-1 0 4
shaklda bo’ladi. Ushbu tenglamalar o'z navbatida quyidagi tenglamalar sistemasiga teng kuchli:
4x+2-7=0,
y+3=0.

SHunday qilib, qaralayotgan to'g'ri chiziq z=-4x+7 va u=-3 tekisliklarning umumiy kesishish to'g'ri
chizig'idan iborat.
Fazoda ikki tekislik o'zlarining umumiy
Aix +Biu+ Ciz +D; =0 (Tl) va Ax+Byu+Cyz+D;=0 (Tz)
ko'rinishdagi tenglamalari bilan berilgan bo'lsin.
A, _B_C D
A2 BZ CZ D2
A, B C, D
tekisliklarni aniqlaydi. Agar —— = —— = —— = —— munosabatlar bajarilsa, T1; va T, tekisliklar ustma — ust
A B, C D
2 2 2 2
joylashadi, ya'ni berilgan tenglamalar teng kuchli bo'lib, aynan bir tekislikni aniqlaydi. Qolgan barcha hollarda
tekisliklar to'g'ri chiziq bo ylab kesishadi. Berilgan tekisliklar umumiy tenglamalaridan tuzilgan

Agar munosabatlar o'rinli bo'lsa, T1 va T, tekisliklar turli o'zaro parallel
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154
A2X + Bzy+ sz + D2 = 0,

sistema aynan to"g'ri chiziqni aniqlashi uchun

Al B1 C1
matrisa rangining 2 ga teng bo'lishi zarur va etarlidir. YOki xuddi shuning o'zi, quyidagi
A2 BZ C2
ikkinchi tartibli

Al B1 Al C1 Bl Cl
, , aniqlovchilardan birining noldan farqli bo’lishi kifoya.
A 2 B 2 A 2 C 2 B 2 C 2
Aniqglik uchun ulardan birinchisi noldan farqli bo’Isin. Unda (15.4) tenglamalar sistemasini x va u ga nisbatan
yechish mumkin:

X=0Z+U,
y=Bz+v.

Yugqoridagi tenglamalar sistemasi esa, quyidagi
X-pu y—-v Z
o B 1

tenglamalarga teng kuchli, bu erda, a, B, 0 vav ixtiyoriy haqiqiy sonlar.

Hagigatdan ham, ushbu tenglamalar fazoda (u, v, 0) nugtadan o'tib, (a, B, 1) vektorga parallel to'g'ri chizigni
aniqlaydi.

Asosiy matrisasi rangi 2 ga teng bo'lganda, (15.4) ko'rinishdagi tenglamalar sistemasiga fazoviy to'g'ri
chizigning umumiy shakldagi tenglamalari deyiladi.

Masala. Ou ordinata o'qining kanonik shakldagi tenglamalarini tuzing.
Ou o'qi x0u va u0z koordinata tekisliklari kesishmasidan iborat:

x=0 x =0y
yoki
z=0 z=0y
Oxirgi tenglamalar sistemasini shartli ravishda — = % = — ko'rinishda yozish mumkin. Haqiqatdan ham, Ou

0°qi (0, 0, 0) nugtadan o'tib, j(0, 1, 0) vektor yo'nalishidagi to'g'ri chiziqdir.
2. Fazoda ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak. To g ri chiziq va tekislik orasidagi burchak. Fazoda to g'ri
chizigning turli ko rinishdagi tenglamalari.

X=X _¥Y=-Y1_2-7
a, a, ay

Fazoda ikki L: va L, to'g'ri chiziglar kanonik (L) va

X=Xy _Y=¥o_2-12
by b, by

kattaligini topish masalasi qo'yilgan bo'lsin. Berilgan to'g'ri chiziqlar orasidagi ¢ burchak, L; va L, larning

(L2) ko'rinishdagi tenglamalari bilan berilgan bo'lib, ular orasidagi burchak

yo'naltiruvchi vektorlari a(ai, az, az) va b(b1, by, bs) orasidagi burchakka teng. Berilgan to'g'ri chiziglar bir tekislikda
yotishi yoki o'zaro ayqash bo'lishi mumkin. Barcha hollarda ular orasidagi burchakni topish masalasi to'g'ri
chiziglarning yo'naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakni topish masalasiga keltiriladi:

al‘b1+a2‘b2+a3‘b3
Jaf+a§+a§-¢bf+b§+b§

Fazoda umumiy ko'rinishdagi tenglamasi bilan (T) tekislik va kanonik ko'rinishdagi tenglamalari bilan (L)

CoSQ =

to'g'ri chiziq berilgan bulsin:
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X=Xo _Y¥Y—Yo_2—2
a a, ajz

Berilgan to'g'ri chiziq va tekislik orasidagi a burchak sinusi (L) to'g'ri chiziq yo'naltiruvchi vektori a(ai, az, a3)

Ax+Bu+Cz+D=0 (T), L)

bilan (T) tekislik normal vektori N(A, V, S) orasidagi ¢ burchak kosinusiga teng (15.2-rasm ).

(15.2-rasm)

Masala vektorlar orasidagi burchak Kkattaligini topish masalasiga Keltirildi. SHunday qilib,
a;-A+a,-B+az-C

JaZ +a +a’ -\/A2 +B? +C?

To'g'ri chiziq va tekisliklarning perpendikulyarlik va parallellik shartlari quyidagi munosabatlardan iborat:

4 _dp _4a3

A B C

Masala. (-3, 4,-2) nuqtadan o'tib, x+2u—-5z+8=0 tekislikka perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziq

cos@=sino =

LLT: , L||T: aiA+aV+aS=0.

tenglamasini tuzing.
To'g'ri chiziq tekislikka perpendikulyar bo'lganidan, tekislik normal vektori to'g'ri chiziq yo naltiruvchisidir.
Demak, to"g'ri chiziqning kanonik shakldagi tenglamalari

X+3 y-4 z+2
1 2 -5

ko’rinishga ega.

MAVZUNe 12
CHIZIQLI ALGEBRA- FAZO CHIZIQLI BOG’LIQLIK VA BAZIS TUSHUNCHALARI. CHIQLI

ALMASHTIRISH MATRISASI

REJA
1. Chizigli algebra- fazo chiziqli bog’liglik va bazis tushunchalari.
2. Chigli almashtirish matrisasi.
3. Chizigli almashtirish xes vektori va xos giymati.

1. CHiziqli fazo va uning o’Ichovi. n o’Ichovli fazoda bazis va koordinatalar.
Elementlari vektorlar deb ataluvchi L to’plam berilgan bo’lsin. Agar L to’plamda:

1) ixtiyoriy xeL va yeL vektorlar juftiga x va u vektorlarning yig'indisi deb ataluvchi yagonaz=x+y eL
vektorni mos go yuvchi;

2) xeL vektorga va A haqiqiy songa x vektorning A songa ko paytmasi deb ataluvchi yagona z =Ax e L vektorni
mos o yuvchi gonuniyat o°rnatilgan bo’lsa, u holda L vektorlar to’plamiga |a0’i0’iy chizio'li fazo deyiladi.

Ta'rifda Keltirilgan vektorlarni qo’shish va vektorni songa ko paytirish amallari quyidagi aksiomalarga
bo ysinadi.

a)X+y=y+X, dA(X+y)=Ax+1hy,

b) x +(y +2) = (x + y)+z, e) A+ X=4 X+px,
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V) x+8=Xx, D Oemx =2 (nx),

g) X +(-x) = 0, z) 1- X=X,
buerda x, y va z L to'plamga tegishli ixtiyoriy vektorlar bo'lsa A va p esa ixtiyoriy haqigiy sonlardir.

Elementlari L chizigli fazoda bo’lgani kabi qo’shish va songa ko paytirish amallari vositasida chizigli fazoni
tashkil etuvchi L to"plamning har ganday gism osti to plamiga L chizigli fazoning o"ism osti fazosi deyiladi.

CHizigli fazoning gism osti fazosiga misollar keltiramiz:

1) Ikki o’Ichovli hagigiy arifmetik R? fazo chizigli fazo sifatida 0°zining quyidagi gism osti fazolariga ega:

a) R? fazoning 0'zi;
b) koordinatalar boshi, ya'ni yagona ikki o’Ichovli nol vektordan iborat to"plam (nol fazo),
v) koordinatalar boshidan o'tuvchi har ganday to’g’ri chizigda yotuvchi vektorlar to"plami fazosi;

2) R® fazoning koordinatalar markazidan o'tuvchi tekislikda yotgan vektorlar to*plami R® fazoning gism osti

fazosini tashkil etadi,

3) R" fazoda mumkin bo’lgan barcha (Xi; Xz; ...; xn-1; 0) haqigiy sonlarning tartiblangan tizimlari to plami fazosi

R" fazoning gism osti fazosidir va hokazo.

L chizigli fazoda mavjud har ganday chizigli erkli vektorlar sistemalarining tarkibidagi vektorlar soni n ga teng
va undan oshmasa, u holda chizigli fazo n o’Ichovli deyiladi va L" yozuv bilan belgilanadi. n — soniga esa chizio'li
fazoning o’ Ichovi deyiladi.

n ©chovli chizio'li fazoning bazisi deb, har ganday chizigli erkli n ta vektorlarning tartiblangan tizimiga aytiladi.

L" chizigli fazoning har bir x vektorini bazis vektorlarining yagona ko'rinishdagi chizigli kombinasiyasi
ko'rinishida tasvirlash mumkin.

Agar ey, €2, ..., en — L" chizigli fazoning ixtiyoriy tanlangan bazislaridan biri bo’Isa, u holda L" fazoning har bir x
vektori uchun yagona X =Xie1+ X2€2+ ... + Xnen chizigli yoyilma o'rinli bo’ladi. x1, X, ..., Xn Sonlarga x vektorining
€1, €2, ..., en bazisdagi koordinatalari deyiladi va x vektor x(X1; X2; ...; Xn) Ko rinishda yoziladi.

Agar L" chizigli fazoda boshga bazis tanlansa, unda x vektorning koordinatalari ham mos ravishda 0" zgaradi.

Masala: ai(1; -1; 2; -3), a2(-2; 1; -1; 4), as(-3; 1; 0; 5) va aa(3; -2; 3; -7) vektorlar sistemasiga tortilgan chizigli
gism osti fazoning bazislaridan birini va uning o’lchovini aniglang.

Masala chizigli bog’liq vektorlar sistemasining bazisi va rangini topish usulida (§11 ga garalsin) echiladi.

aiXi + axXz + asxs + asxa = 0 vektor tenglama umumiy echimi Gauss-Jordan usulida quriladi:

1—2-33|o 1 -2 -3 3

| O
-1 1 1 -2]0/]|0 -1 -2 110 L1 s 0l
2—103|o~03 6 -3]0| ; 121|0
-3 4 5 -7]10)\0 -2 -4 210 T |

i

Qurilgan umumiy echimning bazis x1 va x4 noma’lumlari oldidagi vektor — k m osti
sistema berilgan vektorlar sistemasiga tortilgan chizigli gism osti fazoning bacisiariuai v wu 1, 1azo U Vi 2 ga
teng.

2. Evklid fazo. Bazisni almashtirish. Ortogonal matrisa.

Agar haqgigiy chizigli fazoda skalyar ko paytma aniglangan bo'lsa, ya'ni fazoning ixtiyoriy x va u vektorlar
juftiga yagona (x, u) hagigiy son mos qo’yilsa, u holda hagiqiy chizigli fazoga Evklid fazo deyiladi. Tarifda keltirilgan
moslik har ganday x, y, z vektorlar va A son uchun quyidagi aksiomalarga bo’ysinadi:

a) (x, u) = (u,x)

b) (x+y, 2) = (X, 2) + (. 2)
V) (Ax, y) = MX, y)

9 (x,x)=0

22. Skalyar ko paytma aniglangan hagiqiy chizigli fazo Evklid fazoda metrika hagida gapirish mumkin.
Biz oldingi mavzularda ta'riflagan vektor uzunligi (moduli yoki normasi), vektorni birlik vektorga keltirish, vektorlar
orasidagi burchak, ortogonallik va ortonormallik tushunchalari, Koshi-Bunyakovskiy va Minkovskiy (yoki uchburchak)
tengsizliklari Evklid fazoga xosdir.

n o’lchovli Evklid fazoda n ta vektorlarning ortonormallangan bazisi mavjud.

Vektorlari ortonormallangan sistemani tashkil etgan bazisga ortonormallangan bazis deyiladi.

Ortonormallangan bazisda berilgan ikki x(x1, X2, ..., Xn) Va u(us, Uz, ..., Un) Vektorlarning skalyar
ko paytmasi ularning mos koordinatalari ko paytmalarining yig“indisiga teng, ya ni
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n
(X’Y):ijyj'
j=1

n o'lchovli chizigli L" fazoda ikki: dastlabki ei, e, ..., en bazis va yangi e1’, e2', ..., en’ bazislar tanlangan bo’lsin. Agar

yangi bazis vektorlari dastlabki bazis vektorlari orgali quyidagi formulalar bo’yicha ifodalanishi aniglangan bo’lsa,

ya ni

e'y=Pye; +Pypes +...+ Py e
2 21%1 22%2 2n*n (16.1)

e, =Pye; +Pyer +...+ Py,

u holda x vektorning dastlabki bazisdagi koordinatalari uning yangi bazisdagi koordinatalari orgali quyidagi formulalar
bo’yicha ifodalanadi:

(16.2)
yoki matrisa shaklida x = PTx’, bu erda RT (16.1) sistema koeffisientlar matrisasining transponirlangan matrisasi:
Pll I:)21 I:)nl
PT _ P12 I:)22 I:)n2
Pn Pon - Pop

Ushbu matrisaga bazisdan yangi bazisga o°tish matrisasi deyiladi.

Masala. Uch o’Ichovli fazoda i, j, k bazisdan ikkinchi to’g'ri burchakli koordinatalar sistemasini 0Z applikata
0°qi atrofida o burchakli burishdan hosil bo’lgan i’, j’, k' bazisga o’tish matrisasini tuzing.
A
X3 | X'z

X Y1
% ‘

>

23, n
24, X2
25. Y Angi bazis vektofarining dasffabki bazis vektorlari orgali ifodalanishi quyidagi sistema

ko'rinishidan iborat: X'1

I'=cosai+sina j+0k
J'=—sinai+cosa j+0k
k'=0i+0j+k

Dastlabki bazisdan yangi bazisga o'tish matrisasi
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cosaa Sina O . cosa -Sina O
PT =|—sino. coso. 0| =|sina. cosa O
0 0 1 0 0 1

Ixtiyoriy vektorning dastlabki koordinatalarini uning yangi koordinatalari orgali ifodalovchi (2) formulalar
quyidagi korinishni oladi:
X; =Cosax';—sin ax',
X, =sin ax';+cosaxX',
X3 - X'3
Agar hagigiy elementli R matrisaning transponirlangan RT matrisasi uning teskari R matrisasiga teng bo’lsa,
ya'ni RT = R%, u holda R ortogonal matrisa deyiladi.
Ta'rifdan R ortogonal matrisa uchun R RT = R R = E tengliklar o'rinli bo’lishi va R matrisa determinanti 1
yoki —1 ga teng bo’lishini payqash giyin emas.
26. To g'ri burchakli koordinatalar sistemasini (umuman, ortogonal koordinatalar sistemasini) har qanday
almashtirganda o’tish matrisasi rolini ortogonal matrisa o taydi.

Ko'rilgan masalada R matrisaning ortogonalligini (RT = R?) tekshirib ko'rish mumkin.
CHIZIQLI OPERATORLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

1. CHizigli operator va uning matrisasi.
L chizigli fazoni va uning A almashtirishini yoki operatorini, ya ni har bir x € L vektorga shu L fazoning biror—

bir u vektorini mos go yuvchi gonunni garaymiz. Ushbu qonun u = Ax ko rinishida yoziladi.

L fazoning har ganday z va z' vektorlari va ixtiyoriy A haqigiy son uchun A(z+z)=AztAz'; A(Az)=\Az
tengliklar o'rinli A almashtirishi chizigli fazoning chizio'li almashtirishi (yoki operatori) deyiladi.

Agar L fazo n o’lchovli bo'lib, unda e1, e, ..., en bazis tanlangan bo’lsa, u holda x vektor koordinatalari va
uning aksi u vektor koordinatalari orasidagi bog’liglik quyidagi sistema ko rinishida aniglanadi

yn = anlxl + an2X2 + ...+ anan ,
yoki matrisa ko'rinishida Y = AX, bu erda

d;; 9 ... Qqq X1 Y1
a,, @y .. a X y
A—| B2 822 2n = 2 Cv= 2
an1 an2 ann Xn yn

i — ustuni tanlangan Aei vektorning koordinatalaridan tuzilgan A matrisaga chizio'li almashtirish matrisasi deyiladi.
Bazis almashtirilib, dastlabki bazisdan yangi bazisga PT o'tish matrisa yordamida o'tilsa, chizigli
almashtirishning dastlabki bazisdagi A matrisasiga yangi bazisda (PT)*APT matrisa mos keladi. A va (PT)APT
matrisalar 0°zaro 0'xshash matrisalar deyiladi. A matrisadan (PT)XAPT matrisaga o'tish A matrisani o xshashlik
almashtirishi deyiladi.
SHunday qilib, ayni bir chizigli almashtirishga turli bazislarda 0 xshash matrisalar mos keladi.

2. CHiziqgli operatorlar ustida amallar.
CHizigli almashtirish ustida bajariladigan amallarni ko rib chigamiz:

a) Almashtirishlarni qo“shish. Ikki chizigli almashtirishlar matrisa ko rinishida berilgan bo’lsin: Y=AX, Z=BX.
CHizikli almashtirishlarning yig indisi deb, quyidagicha aniglanadigan S almashtirishga aytiladi.
Y +Z=(A+B)X=CX .
b) Almashtirishni songa ko paytirish. Matrisa ko'rinishida Y=AX chizigli almashtirish va ixtiyoriy A haqigiy son
berilgan bo’lIsin. Berilgan almashtirishni A songa ko'paytmasi deb, quyidagi V almashtirishga aytiladi: Z = (AA)X =
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BX.

v) Almashtirishlarni ko paytirish. 1kki ketma-ket chizigli almashtirishlar Y = AX va Z = BY berilgan bo’lsin. Y
uchun ifodani birinchi formuladan ikkinchisiga ko'ysak, Y = AX almashtirishning Z = BY almashtirishga ko paytmasi
deb ataladigan quyidagi F almashtirishni olamiz:

Z =B(AX) = (BA)XX =FX

g) Teskari almashtirish. Matrisa shaklida Y=AX chizigli almashtirish berilgan bo’lib, A - kvadrat maxsusmas
matrisa (detA#0) bo'lsin. Tenglama ikkala gismini chapdan teskari Al matrisaga ko'paytirib, Y=AX chizigli
almashtirishning teskari almashtirishi deb ataluvchi X=A"1Y chizigli almashtirishni olamiz.

3. CHizigli operator xos vektori va xos giymati.
Agar shunday bir A son tanlash mumkin bo’lsaki, bunda Ax=Ax tenglikni ganoatlantiruvchi har ganday nolmas x

vektorga A chizio'li almashtirishning xos vektori deyiladi. A sonning o°ziga esa A chizigli almashtirishning x xos
vektoriga mos keluvchi xos 0’ iymati deyiladi.
Xos vektorlar quyidagi xossalarga ega:
1. Har bir xos vektorga yagona xos giymat mos keladi;
2. Agar x1, x2 — A chizigli almashtirishning ayni bir X xos giymatga mos keluvchi xos vektorlari bo’lsa, u holda
ularning yig indisi x1+x2 vektor ham A chizigli almashtirishning A xos giymatiga mos keluvchi xos vektori bo"ladi.
3. Agar x — A chizigli almashtirishning A xos giymatiga mos xos vektori bo’lsa, x ga kollinear har ganday kx
vektor ham A chizigli almashtirishning 0’sha A xos giymatiga mos xos vektori bo ladi.
Agar L" fazoda bazis tanlangan bo’lsa, Ax = Ax tenglikni matrisa shaklida yozish mumkin; AX = AX.
Tenglikni ganoatlantiruvchi har ganday nolmas ustun A matrisaning A xos giymatiga mos xos vektori deyiladi.
AX = AX <=> AX = AEX <=> (A-AE)X = 0 bo’lib, oxirgi tenglik koordinatalarda quyidagicha yoziladi:
4
(a, —A)X,+a, X, +...+a,x =0

12772

a, X, + (@, —A)X, +...+a,X,=0

a, X, +a,X,+..+(@, —A)x, =0
Xos vektorlarni qurish uchun sistemaning nolmas echimlarini topish zarur. n ta noma’lumli n ta bir jinsli

chizigli tenglamalar sistemasi nolmas echimlarga fakatgina sistema determinanti nolga teng bo’lgandagina ega boladi,
ya'ni

a;p—A ap Aqn

a Aoy — A a
det(A-rE)=| 2 % M0 yoki

anl an2 ann_}‘

an\" + an1A™ + ... +aik+ao=0, buerda an=(-1)", ao= detA.
Oxirgi yozilgan tenglamalar A matrisaning xarakteristik tenglamalari, uning ildizlari esa xarakteristik sonlari
yoki A matrisaning xos giymatlari deyiladi.

4 2)
Masala. A = matrisaning xos giymatlari va xos vektorlarini toping.
3 3
Xarakteristik tenglama tuzamiz va uni echib, A matrisaning xos giymatlarini aniglaymiz:
4—) 2
<=> A2-7h+6=0 <=> )e{l; 6}
3 3-A
M =1 xos giymatga mos xos vektorlardan birini quramiz:
3 2)\(X, 0 3X,+2x,=0 (X, =-2 -2
= = = ,yani X =
3 2)\Xx, 0 3X,+2x,=0 |X, = 3

A2 = 6 x0s giymatga mos xos vektorlardan biri esa:



-2 2 \(X, 0 —2X,+2%,=0 X, =1 X 1

= = , Ko .
3 -3)lx,) (o 3x, —3x, =0 x, =1 1
Matrisaning xarakteristik ko'phadi bazis tanlanishiga bog’lik emas. Ayni bir chizigli almashtirishga turli
bazislarda o’xshash matrisalar mos kelgani uchun, o xshash matrisalarning xarakteristik ko phadlari tengdir. Agar Xi,
X2, ..., Xk x0S Vektorlar juft-jufti bilan turli xos giymatlarga tegishli bo"lsa, ular chizigli erkli sistemani tashkil etadi.

4. Chiziqli operator matrisasini diagonal ko rinishga keltirish.
A matrisa berilgan ei, ez, ..., en bazis vektorlar matrisaning xos vektorlaridan iborat bo’lgandagina A matrisa

diagonal ko rinishda bo’ladi.

Agar 0’xshash A va KAK matrisalar berilgan bo'lib, D=KAK matrisa diagonal matrisa bo'lsa, u holda K
matrisa A matrisani diagonal korinishga keltiradi deyiladi. D diagonal matrisaning bosh diagonali A matrisaning xos
giymatlaridan, K matrisaning i - ustuni A; xos giymatlarga tegishli xos vektor mos koordinatalaridan tuziladi.

Berilgan matrisani diagonal matrisaga keltiruvchi K matrisa quyidagicha quriladi:

1) A matrisaning barcha xos giymatlari topiladi;

2) Har bir Ai xos giymatga mos (A-AME) X = 0 bir jinsli sistemaning fundamental echimlari — xos vektorlari
tuziladi;

3) i — ustuni Ai ga tegishli fundamental echimning mos koordinatalaridan iborat K matrisa quriladi.

4 2

Masala. A = matrisani diagonal ko'rinishiga keltiruvchi K matrisani quring.

Yugorida matrisaning xos giymatlari %e{1; 6} va ularga mos xos vektorlari X, = , X, =

3

-2 1
tuzilgan edi. Demak, K matrisa K= 3 1 ko'rinishda yozilishi mumkin. KAK = D ekanligini tekshirib

ko'ramiz:
1 1
11 -1\ |7 &
Ki=_= - 5 9
s )| 2 3
5 5
1 1 1 1
-~ =\ra 2 _- =
aa_| 5 5 _| 5 b
e z[s 3]-@ 12
5 5 5 5
1 1
£ e l|(-2 1 1 0
_k-1 _| 5 5 _
o= 1§ 55 1) o
5 5

Har ganday x va u vektorlar uchun (x, Ay) = (y, Ax) tenglik o'rinli A chizigli almashtirishga simmetrik
almashtirish deyiladi.

A chizigli almashtirish simmetrik bo’lishi uchun ortonormallangan bazisda uning matrisasining simmetrik
bo’lishi ((aik) = (axi)) zarur va etarlidir.

Hagigiy elementli simmetrik matrisa quyidagi xossalarga ega:

1. Simmetrik matrisaning barcha xos giymatlari haqiqiy;

2. Simmetrik matrisaning turli xos giymatlariga mos keluvchi xos vektorlari ortogonal;

3. Agar A matrisa haqiqgiy elementli simmetrik matrisa bo’lib, V matrisa ortogonal bo’lsa, u holda 0 xshash V-
1. A~V matrisa simmetrik va hagigiydir.

Har ganday haqiqiy simmetrik A matrisani Q ortogonal matrisa yordamida diagonal ko'rinishga keltirish
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mumkin.
A simmetrik matrisani diagonal ko rinishga keltiruvchi Q ortogonal matrisa quyidagicha quriladi:
1) A matrisani diagonal ko'rinishga keltiruvchi K matrisa quriladi;
2) K matrisaning ustunlari ortogonallash jarayoniga tortiladi va har biri birlik vektorga keltiriladi;
3) Ustunlari ortonormallangan vektorlar sistemasini tashkil etgan Q matrisa quriladi.

MAVZU Ne 13
1. FUNKSIYA TUSHNCHASI. FUNKSIYANING ANIQLANISH SOHASI VA QIYMATLAR
TO'PLAMI.
Reja

1.Funksiya tushnchasi.

2. Hagiqgiy o zgaruvchi funksiyalarining klassifikatsiyasi.
3.Juft va toq funksiyalar.
4.Davriy va davriymas funksiyalar.

Tabiat xodisalaring tekshirganda va amaliy faoliyatda mazmun jixatidan torlicha bo’lgan miqgdorlar bilan ish
ko'rishga to’g’ri keladi; masalan: xajm, Yuza, ogirlik, tezlik va xokazo. Har bir migdorni o’Ichash natijasida biror son,
ya'ni shu migdorning son qiymati hosil bo’ladi.

Matematikada mazmuniga mutlogo bog'lig bo’Imagan miqgdorlar garaladi, fagat ularning son giymatlari va bu
son giymatlarning o°zgarish harakteri e'tiborga olinadi.

Turli son giymatlar gabo’l giladigan migdor o’ zgaruvchi migdor deyladi. Masalan, nugtaning tekis harakatida
vagt va masofa o°zgaradi, tezlik yecha o"zgarmaydi.

Son giymatlari 0’zgarmaydigan miqdor o’zgarmas miqdor deyiladi. Masalan, har ganday aylana uzunligi L
ning uning diametri 2R ga nisbati “/,r har doim o’zgarmas son n=3,14... ga tengdir.

Miqgdorlarni lotin alfaviti harflari bilan belgilash gabo’l gilingan: o’zgarmas miqdorlar a,b,c,... harflari bilan,
o0°zgaruvchi migdorlar x,y,z,... harflari bilan belgilanadi.

Agar o°zgaruvchi migdor gabo’l gila oladigan giymatlar to'plami X={x} berilgan bo’lsa; u holda x
0°zgaruvchi migdor berilgan deyladi.Bu to’plam x 0 zgaruvchining o zgarish sohasi deyladi.O zgaruvchining o"zgarish
sohasi ko“pincha ikki hagigiy sona va b bilan chegaralangan, chekli oralig bo’ladi.

Berilgan a va b (a<b) sonlar orasida yotuvchi barcha x sonlar to plami oraliqg yoki interval deyladi, bunda a
va b sonlarning o"zlari garalayotgan sonlarning to plamiga tegishli emas; u oraliq (a,b) bilan yoki a<x<b tengsizliklar
bilan belgilanadi.

Berilgan ikkita a va b son va ular orasida yotuvchi barcha x sonlar to’plami kesma yoki segment deyladi,
bunda a va b sonlarning ikkalasi ham garalayotgan to'plamga tegishli bo’ladi; u kesma [a,b] bilan yoki a<x<b
tengsizliklar bilan belgilanadi.

Agar a va b sonlardan biri, masalan a, oraligka go shilib, ikkinchisi go'shilmasa, u holda yarim yopiq oraliq
hosil bo’ladi, buni [a,b) yoki a<x<b tengsizliklar bilan belgilanadi.

Agar 0°zgaruvchi x migdor a dan katta har ganday giymatlarni gabul gilaversa, u holda bunday interval (a,+)
bilan belgilanadi va a<x<oo shartli tengsizliklar bilan beriladi. Shuningdek, shartli tengsizliklar a<x<co; co<x<c; -
00<X<C; -o<x<oo bilan beriladigan cheksiz intervallar va yarim yopiq cheksiz intervallar ham garaladi.

Yuqorida berilgan ta'riflarni «son» tushunchasi o'rniga «nuqta» tushunchasidan foydalanib ifodalash
mumkin, masalan: berilgan a va b nugtalarning (kesmaning uchlari) orasida yotuvchi hamma x nugtalar to plami
kesma deyladi, bunda kesmaning uchlari shu to’plamga tegishli bo"ladi.

Berilgan xo nugtaning atrofi deb, shu nugtani 0’z ichiga olgan, ya'ni a<xo<b shartni ganoatlantiradigan
ixtiyoriy (a,b) intervalga aytiladi. Ko pincha xo nugtaning shunday (a,b) atrofi oldinadiki, uning uchun xo o°rta bo’ladi.
U vaqtda xo atrofning markazi (b-a)/2 migdor atrofning radiusi deyiladi.

Ta'rif. Agar o zgaruvchi migdorning har bir keyingi giymati oldingi giymatidan katta bo’lsa, o zgaruvchi
miqdor o suvchi deyiladi. Aks holda kamayuvchi deyiladi.

Osuvchi o’zgaruvchi migdorlar va kamayuvchi o°zgaruvchi migdorlar monoton o°zgaradigan o°zgaruvchi
miqdorlar yoki, to'g'ridan-to’g’ri , monoton miqdorlar deyiladi. Lekin, har ganday o°zgaruvchi migdor ham albatta
o'suvchi yoki kamayuvchi bo’lavermaydi. Masalan, agar o migdor [0,2 ] kesmada o’suvchi bo’lsa, x=sin o
0°zgaruvchi monoton migdor bo’Imaydi. U avval 0 dan

1 gacha o’sadi, sungra 1 dan -1 gacha kamayadi, undan keyin 1dan 0 gacha o’sadi.

Ta'rif. Agar shunday o°zgarmas M>0 son mavjud bo’lib, 0’zgaruvchining biror giymatidan boshlab. Uning
barcha keyingi giymatlari -M<x<M, ya’ni |x|<M shartni ganoatlantirsa ozgaruvchi x miqdor cheklangan deyiladi.

2. Funksiya xagida umumiy tushuncha.
Funksiya tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalaridan biri bo’lib, uning ga’tiy ta’rifini keltiramiz.
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Ta'rif. elementlari hagigiy sonlardan iborat X va Y to plamlar berilgan bo'lib, X to’plamdagi har bir x
haqgiqiy songa biror f gonun yoki qoidaga binoan Y to plamdagi aniq bitta u hagigiy son mos qo’yilgan bo’lsa, u
holda X to plamda f funksiya berilgan deyiladi va y=f(x) ko'rinishda yoziladi.

Bu erda X to'plamni f funksiyaning berilish yoki aniglanish sohasi, Y to plamni uning 0°zgarish sohasi yoki
giymatlar to plami deyiladi. x erkli 0*zgaruvchi yoki argument, y erksiz o"zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Demak, funksiya berilgan bolishi uchun uning aniglanish sohasi X va undagi har bir x songa mos keladigan
y sonni topish gonuni yoki goidasi berilgan bo’lishi kerak ekan.

Aniglanish sohasi va o0°zgarish sohasi hagiqiy sonlar to’plamlaridan iborat funksiyalarning berilish usullari
bilan tanishamiz.

a) Analitik usul. Funksiya bilan argument orasidagi moslik ko pincha biror matematik ifoda orgali beriladi.
Matematik ifodada x argument va sonlar o’stida gaysi amallarni ganday tartibda bajarilishi ko'rsatilgan bo’lib, bu
amallarni bajarish natijasida funksiyaning mos giymatlarini hosil gilish mumkin.

Bu holda y=f(x) funksiya analitik usulda berilgan deyiladi.Agar y=f(x) funksiya analitik usulda berilgan bo’lib,
y ga nisbatan yechilgan bo’lsa, u holda tenglikning 0°ng tomonidagi ifoda funksiyaning analitik ifodasi deyiladi.

2

Masalan, y=— , Y= 2x* +3x+4, y= x| funksiyalar analitik usulda berilgan funksiyalardir.
X

-1
Odatda, funksiya analitik usulda berilgan bo’lsa, uning aniglanish sohasi aloxida korsatilmagan bolishi

mumkin. Bunday hollarda funksiyaning aniglanish sohasi sifatida x ning shunday haqigiy giymatlari toplami

tushuniladiki, ular uchun analitik ifoda sonli ma’nosini yo gotmasdan, fagat haqigiy giymatlarga ega bo’ladi.

3x—1

x> +2x-3

funksiyaning aniglanish sohasi ]-o0;-3[U]-3;1[U]1;+oo[ to’plamlar birlashmasi, x=-3, x=1 nuqgtalarda yecha analitik

ifoda sonli ma’nosini yo qotadi.

b) Grafik usul. Y=f(x) funksiya D sohada berilgan bo’lIsin.

Ta'rif. XOY koordinatalar tekisligidagi absissasi xeD, ordinatasi f(x) lardan iborat bo’lgan M(x; f(x))
nugtalar to plami shu funksiyaning grafigi deyiladi.

Funksiyaning grafigi aniglanish sohasi D ning tuzilishiga garab, biror chizig boladi. Lekin tekislikdagi har
ganday nugtalar to plami y=f(x) funksiyaning grafigi bo lavermaydi. Agar koordinatalar tekisligidagi nugtalar toplami
Ox 0°qga parallel har ganday to"g’ri chiziq bilan bittadan ko'p nugtada kesishmasa, u biror funksiyaning grafigi bo’ladi.
Koordinatalar tekisligida shunday nugtalar to plami berilsa, uni grafik usulda berilgan funksiya deyiladi.

v) Jadval usuli. Ba'zi hollarda x argumentning ba'zi bir giymatlariga mos keladigan funksiya giymatlari
ko'rsatilgan jadval beriladi. Funksiyaning jadval usulida berilishi kulaydir, chunki bir nyecha giymatlar topilgan
bo'ladi, lekin funksiyaning aniglanish sohasi cheksiz to’plam bo’lganda, uni barcha giymatlarini ko rsatib bo’Imaydi.
Funksiyaning grafik usulda berilishi uning o"zgarishlarini ko'rgazmali gilish imkonini beradi.

Masalan, y =

3. Haqiqgiy o zgaruvchi funksiyalarining klassifikatsiyasi.
Juft va toq funksiyalar.

1-Ta'rif. Agar VxeX uchun -xeX(XeR) bo’lsa, u holda X to plam son 0°gining nugtasiga nisbatan simmetrik
toplam deyiladi.

Masalan, X=[-1;1]; R=]-o0,+oo[ lar simmetrik toplamlardir.

2-Ta'rif. Y=f(x) funksiya simmetrik X to’plamda berilgan bo’lsin. Agar VxeX uchun f(-x)=f(x) tenglik
bajarilsa, f(x)  juft, f(-x)=-f(x) tenglik bajarilsa, f(x) toq funksiya deyiladi.Masalan, f(x)=x2, f(x)=Cosx,

f(x)=

X
echa toq funksiyalardir
1+ x? 1+ x? y a y

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o’qiga nisbatan simmetrik, toq funksiyaning grafigi yecha koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi.
Ikkita juft funksiyaning yig indisi, ayirmasi, ko paytmasi va bo'linmasi juft funksiyadir.
Ikkita toq funksiyaning yig'indisi va ayirmasi toq funksiya, ko paytmasi va bo"linmasi juft funksiya.
Juft va toq funksiyalarning ko paytmasi va bo"linmasi toq funksiyadir.
Agar funksiyaning aniglanish sohasi O nugtaga nisbatan simmetrik bo’Imasa funksiya juft ham, toq ham bo’Imaydi.
1

Masalan, =—
asalan, f(x) il

funksiya juft ham emas, toq ham emas, chunki funksiya x=1 nugtada aniglangan, x=-1 nuqtada yecha aniglanmagan,
shu sababli uning aniglanish sohasi O nugtaga nisbatan simmetrik emas.

Shuni ham ta’kidlash kerakki, aniglanish sohasida O nugtaga nisbatan simmetrik bo’lgan har ganday funksiya
juft yoki toq bo’lishi shart emas.

Masalan, y=2x+5 funksiyaning aniglanish sohasi O nugtaga nisbatan simmetrik, ammo u juft ham emas, toq
ham emas, chunki

juft funksiyalar, f(x)=x,f(x)=x3, f(x)=tg x, f(x) =

f(-X)=2(-x)+5=-2x+5=-(2x-5)
vademak f(-x)=f(x) va f(a)=-f(-a).
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Davriy va davriymas funksiyalar.

1-Ta'rif. Y=f(x) funksiya X to’plamda (XcR) berilgan bo’Isin. Agar shunday o’zgarmas T (T+0) soni mavjud

bo'lsaki, VxeX uchun x+TeX va x-TeX, va
f(x+T)=f(x) 1)
bolsa, f(x) funksiya davri T bo’lgan davriy funksiya deyiladi.

Agar f(x) davriy funksiya bo’lib, uning eng kichik musbat davri T bo’lsa, kT (k=+1,+2,£3,...) ham
funksiyaning davri bo’ladi. eng kichik musbat davr mavjud bolishi ham mumkin, mavjud bo’Imasligi ham mumkin.
Masalan, f(x)=Sinx funksiya davriy funksiya. Uning davrlari to’plami {2kr, k=+1,+2,+3,...} bo’lib, eng kichik musbat
davri To=2x bo’ladi.

T davrli davriy funksiyani tekshirish va uning grafigini yasash uchun bu funksiyaning [a, a+T] segmentdagi
giymatlarini belish kifoyadir.

Funksiyaning davriy yoki davriy emasligini isbotlash uning davrini topishdan iborat bo’ladi. Masalan,
f(x)=Sin(x?) funksiyani garaylik. Faraz gilaylik, bu davriy funksiya bo'lib, T0 son uning davri bo’lsin, uning uchun
Sin(x?)=Sin(x+T)?, tenglik bajarilsin. Ammo bu tenglamani T migdorga nishatan yechib, T migdor x ga bog’liq ekanini
ko'rish giyin emas. Bu yecha VxeX uchun Sin(x?)=Sin(x+T)? tenglikni ganoatlantiradigan T>0 soni mavjud
emasligini ko'rsatadi. Demak, f(x)=Sin(x?) funksiya davriy funksiya emas.

Davriy funksiya ta rifidan bevosita quyidagi xossalar kelib chigadii.

1°. Agar X to'plamda berilgan f(x) va g(x) funksiyalarning har biri. T=0 davrli davriy funksiyalar bo’lsa, u

S ()

g(x
2°. X to’plamda berilgan f(x) funksiya T davrli funksiya bo’lsin. g(x) yecha f(x) ning giymatlari to plami
{f(x):xeX} da berilgan ixtiyoriy funksiya bo’lsin. U holda g[f(x)] murakkab funksiya ham T davrli davriy funksiya
bo’ladi.Masalan,

holda f(x)£g(x), f(x)-g(x) va (9(x)#0) funksiyalar ham T davrli davriy funksiyalar boladi.

e1(x)=arcSin(Cos x), @2(x)=log.Cos(x-4)
funksiyalar davriy funksiyalardir.
3°. Agar f(x) davriy uzluksiz funksiya bo'lsa, u vaqtda bunday funksiya eng kichik musbat T davrga ega
bo’ladi.
4°. Agar Ty va T, ning har biri f(x) funksiya uchun davr bolsa, u holda T:1£T, ham f(x) ning davri bo’ladi,
yani
fx+(T1+T2)]=f(X).
5°. Agar f(x) davriy funksiya bo’lsa va u har bir x nuqtada differentsiallanuvchi bo’lsa, u holda bu
funksiyaning hosilasi f'(x) ham davriy funksiya boladi.
6°. X to'plamda berilgan f(x) funksiya T davrli davriy funksiya bo’lsin. Agar xoeX bo’lsa, u holda barcha
Xo+kt nugtalar ham shu sohaga tegishli bo"ladi:
XotkTeX (k=0,+1,%2,...)
Agar xogX bo’lsa, xo+kTgX bo’ladi.Davriy funksiyaning berilish sohasida absolyut giymati bo’yicha
istalgancha katta bo’lgan musbat va manfiy sonlar bo’ladi.
7°. Agar fi(x) va fo(x) funksiyalar mos ravishda ulchovdosh yani
I, n
i )
2
(bu erda ni va ny - biror butuni sonlar) bo’lgan T1 vaT, davrlarga ega bo’lsa, u holda T=n,T1=n;T2 son har ikki
funksiya uchun davr bo’ladi.

N o’Ichovli haqigiy fazoda V={M(X1; X2; ...; xn)} € Ry nuqtalar to’plami berilgan bolsin.

V to"plamga tegishli har bir M(x1; X2; ...; Xa) nuqtaga aniq biror-bir u hagigiy sonni mos qo yuvchi f gonunga
X1, X2, ..., Xn 0 zgaruvchilarning V nugtalar to'plamida berilgan funksiyasi deyiladi. n ta o°zgaruvchilarning
funksiyasi u= f(M) yoki u=f(x1; Xo; ...; Xn) ko'rinishda yoziladi. f (M) hagigiy son u funksiyaning M nugtada
erishadigan giymatini anglatadi.

Xususan, agar V € Ry bo’lib, V to’plam Ri={x} hagigiy sonlar to"plamining gism osti to plamidan iborat bo’lsa,
V to'plamda bir o’ zgaruvchili u=f (x) funksiya berilgan deyiladi.

Misollar: 1) f (x)=Inx — V= {x € Ry | x>0} to'plamda berilgan bir x 0°zgaruvchili funksiya. Xususan, f (¢) = Ine

1
> T(M)=——7
X1 + X5

M(- 1; 2) nugtada f (-1; 2)=0,2.

-V= R2 \O (0;0) to'plamda berilgan ikki x 1 va x » 0°zgaruvchili funksiya.
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3) f(M):\/7—x12—x§—x§ —V:{M(xl;xz;x3)6R3|x12+x§+x§s7}

to plamda berilgan uch x1, x» va x3 0" zgaruvchili funksiya. M(1; -1; 1) nugtada  f(1; -1; 1)=2.

u=f (M)= f (x1; X2; ...; Xn) funksiya berilgan R, fazoga tegishli to’plamga uning aniglanish sohasi deyiladi va
D(f) yoki D(u) yozuv bilan ifodalanadi.

u=f (M) funksiya 0’z aniglanish sohasi D(f) ning har bir nugtasida gabul gilishi mumkin bo’lgan barcha
giymatlari to’plamiga esa uning giymatlari to plami yoki o°zgarish sohasi deyiladi. Funksiya giymatlar to plami Ry
hagiqiy sonlar toplamining gism osti to"plami bo’lib, E(f ) yoki E(u) belgilar bilan yoziladi.

Misollar;: Quyida berilgan funksiyalarning aniglanish sohalarini toping va tegishli fazoda tasvirlang.
Funksiyalarning giymatlar to"plamini aniglang:

Du=log3x), 2)Y=4X; — X5,

3) u = arccos x; + arccos x, + arccos xs .

1) Bir 0" zgaruvchili u=log,(3-x) funksiya aniglanish sohasi D(u): 3—x >0 tengsizlik echimidan iborat. SHunday
qgilib, D(u)=(- «o; 3) € R1. Funksiya aniglanish sohasi sonlar 0’gida (-c0; 3) ochiq nur ko rinishida tasvirlanadi:

v

0 3 R1

Funksiya giymatlari toplami esa sonlar 0°gidan iborat, ya'ni E(u)=R;.
X2
2) Funksiya ikki o°zgaruvchili bolib, uning aniglanish sohasi D(U)={M(x1; X2) e Rz | X1 > TZ}. Funksiya

aniglanish sohasi hagiqiy koordinatalar tekisligi R, da quyidagicha tasvirlanadi:

A

v

01 X1

Funksiya giymatlari to’plami E(u) = [0; ).

3) Berilgan uch o°zgaruvchili funksiya aniglanish sohasi

D(U)={M(xs; X2; Xs) € Rs | -1<x1< 1, -1<x2<1,-1<x3< 1},

Funksiya aniglanish sohasi Rs fazoda girrasi 2 ga teng, simmetriya markazi koordinatalar boshida, yoglari esa
koordinatalar tekisliklariga parallel bo’lgan kubdan iborat:

- —t—

L - - X2
Funksiya giymatlari to’plami E(u) = /
2. Bir o'zgaruvchili funksiya umumiy --3 tgY. Teskari funksiya.
V < Ri nugtalar to’plamida aniq:gﬁ an bir o’zgaruvchili u=f (x) funksiyaning grafigi deb, mumkin bo’lgan
barcha (x; f (x)), x e V juftliklarning xOu togri burchakli koordinatalar tekisligidagi aksiga aytiladi.
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R; fazoda, x=0 nuqtaga nisbatan simmetrik, nugtalarning V gism to’plami va unda aniglangan u=f (x) funksiya
berilgan bo’lsin.

Agar har ganday + x e V lar uchun f (-x) = f(x) tenglik o’rinli bo’lsa, bir o’zgaruvchili u=f (x) funksiya V
to plamda juft funksiya deyiladi. Juft funksiya grafigi Ou ordinata 0’qiga nisbatan simmetrikdir.

Agar har ganday =+ x € V lar uchun f (-x)=-f (x) munosabat o’rinli bo’lsa, u=f (x) V to'plamda toq funksiya
deyiladi. Toq funksiya grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrikdir.

Masalan, juft natural darajali u=x?" (n e N) funksiya juft funksiyaga misol bo’lsa, toq natural darajali u=x?"*(n e
N) toq funksiyaga misoldir.

u=f (x) funksiya uchun shunday bir musbat t son mavjud bo’lsaki, funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli har
ganday x va x +t nuqtalari uchun f(x+t)= f (x) tenglik bajarilsa, u=f (x) funksiya davriy funksiya deyiladi. t soni
esa funksiya davri deb yuritiladi. Amalda funksiya davrlari ichidan eng kichigi T ni topish masalasi qoyiladi, golgan
barcha davrlar uning butun karralisidan iborat bo’ladi.

27 _8
0,257

u=f (x) funksiya V < R; to’plamda aniglangan bo’lib, uning biror-bir Vi gism osti to'plamidan ixtiyoriy
ravishda tanlanadigan ikki x; va x» nugtalar uchun x; < x, munosabatdan f (x1)< f(x2) (f (x2)<f (x2)) tengsizlik kelib
chigsa, u holda u=f (x) funksiya V1 to’plamda o suvchi (kamayuvchi emas) deyiladi.

Agarda funksiya aniglanish sohasiga tegishli V1 to plamdan ixtiyoriy ravishda tanlanadigan ikki x1 va x, nugtalar
uchun x1< xp shartdan f (x1)>f (x2) (f(x1) > f(x2) tengsizlik kelib chigsa, u=f (x) funksiya Vi toplamda
kamayuvchi (0 suvchi emas) deyiladi.

O’suvchi va kamayuvchi funksiyalarga gat’iy moenoton funksiyalar deyiladi.

Masalan, u=e* aniglanish sohasi R: da gat’iy monoton o'suvchi funksiyaga misol bo’lsa, x hagigiy sonning
butun gismi u=[x] esa kamayuvchimas funksiyaga misol bo’la oladi.

u=f (x) funksiya D(u) < R1 sohada aniglangan bo’lib, E(u) uning giymatlar to’plami bo’lsin. Ushbu funksiya
uchun har ganday xi, x2 € D(u) lar garalmasin, x;1# x> shart ganoatlantirilganda, f(x1) #f (x2) munosabat bajarilsin. U
holda, har bir ue E(u) songa f(x)=u tenglikni ganoatlantiruvchi anig bir x e D(u) sonni mos go'yish mumkin,
boshgacha aytganda, E(u) to plamda berilgan u=f (x) funksiyaga teskari x=g(u) funksiyani aniglash mumkin.

27. Berilgan u=f (x) funksiyaning giymatlari to’plami E(u) teskari funksiya uchun aniglanish sohasi bo’lsa,
u=f (x) funksiyaning aniglanish sohasi D(u) teskari funksiya uchun giymatlar sohasi rolini o’taydi.

Biror—bir [a; b] kesmada aniglangan, gat’iy monoton va uzluksiz u=f (x) funksiya, o'zining [f (a); f (b)]
kesmada aniglangan, gat’iy monoton va uzluksiz x=g(u) teskari funksiyasiga ega.

Masalan, u=5sin(0,25xx) funksiyaning eng kichik musbat davri T=

T T
28. Masalan, u=sin x funksiya |:— —, —:| kesmada aniglangan, gat’iy monoton 0°suvchi va uzluksiz

bo’lganidan, [ -1 ; 1 ] kesmada aniglangan, gat’iy o suvchi va uzluksiz x=arcsin u teskari funksiyasiga ega.

O zaro teskari f(x) va g(x) funksiya grafiklari birinchi chorak simmetriya 0°qi u=x to'g’ri chizigqga nisbatan
simmetrikdir.

3. Chegaralangan funksiya. Qavariq va betiq funksiyalar haqida tushuncha.

V1< D(u) nugtalar to’plamida berilgan u=f (x) funksiyaning V1 da erishadigan giymatlari to’plami Yugoridan
(quyidan) chegaralangan bo’lsa, funksiya V1 da Yuqoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi.

u=f (x) funksiyaning Yugqoridan (quyidan) chegaralanganligi, shunday bir K son mavjudligini anglatadiki, barcha
M e V1 nugtalar uchun f (M) < K (f (M) > K) tengsizlik o'rinli boladi.

V1< D(u) nugtalar to’plamida ham quyidan, va ham Yugoridan chegaralangan funksiyaga, Vi to’plamda
chegaralangan funksiya deb ataladi. Ushbu holda, agar V:=D(u) bo’lsa, u=f (M) funksiya aniglanish sohasida
chegaralangan deyiladi va uning giymatlari to"plami chegaralangan sonlar to"plamidan iborat bo’ladi.

Agar u=f (M) funksiya V1 to"plamda Yugoridan (quyidan) chegaralanmagan bo’lsa, V1 to plamga tegishli {My}

nugtalar ketma-ketligi mavjudki, lim {f (M)} =+oo ( lim {f (M)} = —o0) munosabat o'rinlidir
k—o0 k—o
Misollar:

1) Bir o'zgaruvchili u=x®> funksiya aniglanish sohasi R; da quyidan chegaralangan funksiyadir, chunki
E(u)=[0; );

2) Ikki 0°zgaruvchili y= N X12 — Xg funksiya 0z  aniglanish  sohasi
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D(u) = {M(x1; X2) € Rz | X12 + x,2< 1} to'plamda chegaralangandir, chunki E(u)=[0; 1].

u=f (M) funksiya gavariq V < R, nugtalar to plamida aniglangan bo’lsin.

V qavariq to plamga tegishli har ganday ikki Mi(x1; X2; ...; Xn) Va Ma(us; Uz; ...; Un) nugtalar va ixtiyoriy
0<a<lson uchun f(P)<of(My)+ (1-a)f(M2) (f(P)>af(Mi)+ (1-a) f (My)) tengsizliklar o’rinli bo’lsa, bu erda
R(o X1 +(1-o)u1; o Xz +(1-o)ug; ...; axq +(1-o)un), U holda, u=f (M) funksiya V to plamda qavariq (betiq) funksiya
deyiladi.

Masalan, u=x? funksiya R; da gavariq funksiyaga misol bo'lsa, u= -x? funksiya esa R; da botig funksiyaga
misol bo’ladi. n 0°zgaruvchili chizigli ~ u=aix; + axxo+ ... +anx, funksiya R, fazoda bir vaqtda ham gavariq va ham
botig funksiyadir.

Qavarig funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1. —f (M) funksiya V to’plamda botig bo’lgandagina, f (M) funksiya V da qavariq funksiya bo"ladi.

2. fi(M) va fo(M) funksiyalar V to’plamda gavariq bo’lsa, ularning ixtiyoriy nomanfiy ki va ko koeffisientli
chizigli kifi(M) + kaof2(M) kombinasiyasi V to plamda gavariq boladi.

3. f (M) funksiya V to'plamda gavariq bo’lib, {M e V | f (M) <b} to'plam bo’sh bo’Imasa, bu erda b ixtiyoriy
son, u holda to’plamning 0°zi ham gavariq to plamdir.

Botiq funksiyalar ham Yugoridagi xossalarga 0 xshash xossalarga ega.

MAVZU Ne 14
KETMA —KETLIK VA UNING LIMITLYAQINLASHUVCHI KETMA —-KETLIKLAR.

REJA

1.Ketma —ketlik va uning limiti.
2. Yaginlashuvchi ketma —ketliklar.

Biror a nuqta (son) hamda idtiyoriy musbat € soni (V&>0) berilgan bo’lIsin.
Ta'rif. a nugtaning ¢ atrifi deb, (a-g, a+¢) intervalga aytiladi.
Ta'rif. Agar V&>0 son uchun shunday noeN nomer mavjud bo’lsaki, barcha n>ng da
Xn-al<e 1)
tengsizlik bajarilsa, a soni {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va'y lim X, = a korinishda yoziladi.

n—oo
Agar {xn} ketma-ketlik a liiitga ega bo'lsa, bunday ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Liiitga
ega bo’Imagan ketma-ketlik uzoglashuvchi deyiladi.
(1) tengsizliéda ¢ idtiyoriy ilingan musbat (€ichié) son bo'lgani uchun bu tengsizlié ketma-ketlikning biror
nomerli hadidan bishlab keyingi barcha hadlari a nuqtaning ¢ atrifiga tegishli e€anligini bildiradi, no nomer yecha (1)
tengsizlik ketma-ketlikning gaysi nomerli hadidan keyin bajarila boshlashini ko rsatadi. no nomer umuman aytganda ¢
o )™, 11 1 (-1 _ _ N
ga bog’lig bo’ladi. Masalan, Xp- ~———:1,——,=,——,...,——— ... ketma-ketlik va a=0 nuqtaning (-'/s, '/s) atrofini
n 33 4 n
garaylik. Bu ketma-ketlikning

1 1 1 1 1 1
X, =1X, =—§,x3 =§,x4 =_Z’X5 =g,x6 =_E’X7 =?
5 n>nyeN

birinchi birnechta hadlari a nugtaning (-'/s, /s) atrofiga tegishli bo'lmaydi. Berilgan ketma-ketlikning xs hadidan
boshlab keyingi barcha hadlari shu atrofga tegishli bo’ladi. a nugtaning atrofi toraysa yoki kengaysa ng ning giymati
0°zgaradi.

Ta'rif. Agar {x.} ketma-ketlikning limiti 0 teng bo'lsa, ya'ni limx, = 0 bo’lsa, u holda {x»} cheksiz kichik

n—>0
miqdor deyiladi.
Teorema. Ikkita cheksiz kichik migdorning algebraik yig“indisi yana cheksiz kichik migdordir.
Teorema. Chegaralangan {xn} ketma-ketlik bilan {an} cheksiz kichik migdorning ko paytmasi cheksiz kichik
miqdordir, ya'ni
limx,-a, =0
n—»0
Agar har ganday masbat M son uchun shunday noeN son topilsaki, barcha n>n, uchun
Xn>M (Xn<-M)
tengsizlik o'rinli bo’Isa, {xn} ketma-ketlikning limiti +oo (-o0) deb garaladi.
Ta'rif. Agar {Xn} ketma-ketlikning limiti cheksiz
limx, = o0
n—>0

bo'lsa, u holda {x,} cheksiz katta migdor deyiladi.
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Teorema. Agar {x} ketma-ketlik « ga intilsa, an={*/x,} ketma-ketlik nolga intiladi.

Teorema. {xn} cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lsa, {*/xn} cheksiz katta ketma-ketlik bo'ladi.

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo’lib, {u,} « ga intilsa, {x./u,} ketma-ketlik nolga intiladi.

Agar {xn} ketma-ketlik noldan fargli limitga ega yoki cheksiz katta bo’lsa va {yn} cheksiz kichik migdor
bo’lIsa, xa/yn nisbat o ga intiladi.

Sonlar ketma-ketligining limiti.

Biror a nuqta (son) hamda idtiyoriy musbat € soni (Ve>0) berilgan bo’lsin.
Ta'rif. a nugtaning ¢ atrifi deb, (a-g, a+€) intervalga aytiladi.
Ta'rif. Agar V&>0 son uchun shunday noeN nomer mavjud bo’lsaki, barcha n>ng da
Ixn-al<e @)
tengsizlik bajarilsa, a soni {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va u lim X, = a ko'rinishda yoziladi.

n—o
Agar {xn} ketma-ketlik a liiitga ega bo'lsa, bunday ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Liiitga
ega bo’Imagan ketma-ketlik uzoglashuvchi deyiladi.
(1) tengsizliéda ¢ idtiyoriy ilingan musbat (€ichi€) son bo'lgani uchun bu tengsizlié ketma-ketlikning biror
nomerli hadidan bishlab keyingi barcha hadlari a nuqtaning ¢ atrifiga tegishli e€anligini bildiradi, no nomer yecha (1)
tengsizlik ketma-ketlikning gaysi nomerli hadidan keyin bajarila boshlashini ko rsatadi. nop nomer umuman aytganda ¢

™ . 11 1 (-1
ga bog'lig bo’ladi. Masalan, x,- ———:1,——, = ,——,...,——— ... ketma-ketlik va a=0 nuqtaning (-'/s, /s) atrofini

n 3’3" 477 n
garaylik. Bu ketma-ketlikning
X =1X ——ix —lx ——lx —lx ——lx 1
1 12 9’ 3 3’ 4 4’ 5 5’ 6 6’ 7 7
5 n>nyeN

birinchi bir nechta hadlari a nugtaning (-'/s, /s) atrofiga tegishli bo'Imaydi. Berilgan ketma-ketlikning xs hadidan
boshlab keyingi barcha hadlari shu atrofga tegishli bo’ladi. a nugtaning atrofi toraysa yoki kengaysa ng ning giymati
0" zgaradi.

Ta'rif. Agar {x.} ketma-ketlikning limiti 0 teng bo'lsa, ya'ni limx, = 0 bolsa, u holda {x»} cheksiz kichik

n—»0
miqdor deyiladi.
Teorema. Ikkita cheksiz kichik migdorning algebraik yig“indisi yana cheksiz kichik migdordir.
Teorema. Chegaralangan {x»} ketma-ketlik bilan {an} cheksiz kichik migdorning ko paytmasi cheksiz kichik
miqdordir, ya'ni
limx,-a, =0
n—>0
Agar har ganday masbat M son uchun shunday noeN son topilsaki, barcha n>ny uchun
Xn>M (Xn<-M)
tengsizlik o'rinli bo’lsa, {xn} ketma-ketlikning limiti +o0 (-c0) deb garaladi.
Ta'rif. Agar {xn} ketma-ketlikning limiti cheksiz
limx, =
n—»
bo’lsa, u holda {xn} cheksiz katta miqdor deyiladi.
Teorema. Agar {x} ketma-ketlik « ga intilsa, an={*/x,} ketma-ketlik nolga intiladi.
Teorema. {xn} cheksiz kichik ketma-ketlik bo’lsa, {/x} cheksiz katta ketma-ketlik bo'ladi.
Teorema. Agar {xn} ketma-ketlik chegaralangan bo’lib, {un} « ga intilsa, {xn/un} ketma-ketlik nolga intiladi.
Agar {x,} ketma-ketlik noldan fargli limitga ega yoki cheksiz katta bo’lsa va {un} cheksiz kichik miqgdor
bo’lsa, xn/un nisbat oo ga intiladi.

Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.

1°. Ketma-Kketlik fagat bitta limitga ega bo’ladi.

2°. Har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangandir.

3°. Agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar to'rlicha a va b limitlarga ega, ya'ni limx, =a,limy, =b hamda a<b bo'lsa,
n—>0 n—>0

shunday noeN nomer topiladiki, n>ng bo"lganda x,<yn bo’ladi.
4°. Agar {x} va {yn} ketma-ketliklar a va b limitga, ya'ni limx, = a,limy, =b ga ega bo’lib, ular uchun biror no
n—0

n—0

nimerdan bishlab x>y, tengsizlié o'rinli bo'lsa, a>b bo’ladi.
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5°. Agar {Xn}, {yn} va {zn} ketma-ketliklar uchun x,<y<z, tengsizliélar bazaralib, {xn} va {zn} ketma-ketliklar uiuiiy
a lilitga ega, ya'ni lim x, =a,lim z, = a bo’lsa, {yn} ketma-ketlik ham o’sha a limtga ega, ya'ni limy, 6 =a
n—w n—o

n—oo
bo’ladi.

mavjud bo’lib,
f(x, —0)= f(x, +0)= f(x,)
29. munosabat orinli boladi.
Funksiyaning o nugtadagi bunday uzilishi bartaraf gilish mumkin bo’lgan uzilish deyiladi.
Sinx
Misol. funksiyaning x=0 uzilish nugtasi bartaraf gilish mumkin bo’lgan uzilish nugtadir.

2°. x—Xo da f(x) funksiyaning chap va o°ng limitlari mavjud va chekli, ular bir-biriga teng emas:
(X0-0)=f(%0-0)

Funksiyaning xo nuqgtadagi bunday uzilishi birinchi tur uzilish va f(xo+0)-f(Xo-0) ayirma uning &0 nuqtadagi
sakrashi deyiladi.

3°. x—Xo da f(x) funksiyaning 0°ng va chap limitlaridan hyech bo’Imaganda biri mavjud emas.

Funksiyaning xo huqgtadagi bunday uzilishi ikkinchi tur uzilish deyiladi.

4°, x—Xo da f(x) funksiyaning o'ng va chap limitlaridan biri cheksiz yoki o’ng va chap limitlar turli ishorali
cheksiz.

Funksiyaning xo nugtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

V4
Misol. f(x)=tgx funksiyaning x= E nugtadagi o°ng va chap limitlari

lim tgx=-—0, lim tgx =00

X240 x—>—-0
2 2

T
bo’ladi. Demak, f(x)=tgx funktsya x= E nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega.
5°. Xx—Xo da f(x) funksiyaning limiti cheksiz bo’lsa, Xo nugtada funksiya ikkinchi to'r uzilishga ega.
1
Masalan, ushbu f(x)= —- funksiyaning x—0 dagi limiti o dir. Demak, berilgan funksiya x=0 nugtada ikkinchi
X

tur uzilishga ega.

MAVZU Ne 15
Fnksiyaning uzkuksizligi va uzilish turlari. Ajoyib limitlar

REJA
1. Funksiya limiti.
2. Limitga ega funksiyalarning xossalari.

1-Ta'rif. Barcha N={1, 2, 3, ..., n,...} natural sonlar to plamida aniglangan f(n) funksiya cheksiz sonlar ketma-
ketligi deyiladi.

f moslik har bir n nato’ral songa f(n) funksiyaning aniq giymatini mos qilib go’yadi. f(n) funksiyaning bu
giymatlari quyidagicha yoziladi:

(1), f(2), f(3), ..., f(n), ... (1)

f(1) giymatni x, orgali, f(2) gqiymatni x, orgali va xokazo f(n) giymatni x, orgali belgilaymiz.

Bunday belgilashlar yordamida (1) sonlar ketma-ketligi quyidagicha yoziladi:
51, 82, 83, ..., On, ..., (2)
bu erda x,=f(n), n=1, 2, 3, ...

Sonlar ketma-ketligini tashkil kiluvchi 81, 82, 03, ..., On, ..., sonlarning har biri ketma-ketlikning hadi deyiladi.
xg-birinchi had, x.-ikkinchi had va xokazo x» element n-had yoki sonlar ketma-ketligining umumiy hadi deyiladi. n
natural son 0°ziga mos kelgan x, hadning nomerini bildiradi. (2) sonlar ketma-ketligi gisqacha {x»} kabi belgilanadi.

2-Ta'rif. Ketma-ketlikning istalgan hadini shu hadning nomeri orgali ifodalaydigan formulaga (agar shunday
formula mavjud bo’lsa) ketma-ketlikni umumiy (n) hadi formulasi deyiladi. Masalan,

2,4,6,8, ... ketma-ketlikning umumiy hadi x,=2n,

(_ 1)n—1

1; -1, Y3, -1a, ... ketma-ketlikning umumiy hadi X, = e

-1,1, -1, 1, ... ketma-ketlikning umumiy hadi x,=(-1)"

Ketma-ketlikning istalgan hadini topadigan qoida ko rsatilgan bo’la, ketma-ketlik berilgan deyiladi.

3-Ta'rif. Agar ketma-ketlikning har bir keyingi hadi oldingisidan katta (kichik), ya'ni an<an+1 (an>an+1) bo’lsa,
bu ketma-ketlik o suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
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Ketma-ketlik o’suvchi (kamaYuvchi) ekani aniglash kerak bo’lsa, uning ixtiyoriy ikkita ketma-ket hadi uchun

n+1
an-an+1>0 (an-an+1<0) munusobat orinli bo’lishi korsatiladi. Masalan, {3 1} ketma-ketlik kamayuvchidir.
n_

n+1 n+2
va an+l =
3n-1 3n+2

Hagigatan ham, a, = bo’lgani uchun

4
a,, —a, =— <0
(Bn+2)(3n-1)

neN bo’lganda oxirgi kasr maxraji musbatdir. an+1-a,<0 dan an+1<an. Xuddi shuningdek, {ﬁ} ketma-ketlikning
+

o suvchi ekanini ko'rsatish mumkin.

4-Ta'rif. Agar ketma-ketlikning barcha hadlari uchun an+1>an (an+1<an) o'rinli bo’lsa, bunday ketma-ketlik
kamaymaydigan (o smaydigan) ketma-ketlik deyiladi.

O’smaydigan va kamaymaydigan, o’suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar birgalikda monoton ketma-
ketliklar deyiladi.

Har ganday ketma-ketlik ham monoton bo’lavermaydi.

Masalan.
a)l,-1,1,-1, ..., -)™ ...
b)1,3,1,3,...,2+C-1)", ...
v)2,1,4,3,...,n-(-1)", ...

5-Ta'rif. Agar shunday o'zgarmas I son mavjud bo'Isaki, {xn} ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta
bo’Imasa, ya'ni ¥YneN uchun x,<M tengsizlik o’rinli bo’lsa, {xn} yugoridan chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

6-Ta'rif. Agar shunday o°zgarmas m son mavjud bo’lsaki, {xn} ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan
kichik bo’Imasa, ya'ni ¥YneN uchun x,>m tengsizlik o'rinli bo’Isa, {x»} quyidan chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

7-Ta'rif. Agar ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan bo’lsa, ya'ni shunday o’zgarmas m
va M sonlar topilsaki, ¥YneN uchun m<x,<M tengsizliklar o'rinli bo’lsa, {x»} chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

Misollar.
1 1 1 . . .
1. Ushbu 1+11+ 2 1+ 9 w1+ — ... ketma-ketlik yugoridan chegaralangan, chunki VneN
n
uchun x,<2 (I=2)
2. tengsizliklar o’rinli.
11 (-t . . .
2. Ushbu 1_Z§ >— - ketma-ketlik quyidan chegaralangan, chunki VneN uchun xn>-"/s (m=-'/s)
n
tengsizliklar o’rinli.
n2

>— »-- ketma-ketlik chegaralangan, chunki ¥neN uchun m<x,<M tengsizlik o'rinli.

n
Faraz qgilaylik {xn} va {yn} sonlar ketma-ketligi berilgan bo’Isin.

3 8 -
3.Ushbu 0,—,—,..., ——
4 4

X1, X2, X3, ..y Xny + e
Y1, Y2, Y3, ...s Y, -
quyidagi
X1+Y1, XotY2, X3tYs3, ..., XntVYhn, ...

X1-Y1, X2-Y2, X3-Y3, ..., Xn-Yn, ...
ketma-ketliklar iis ravshida {xn} va {yn} ketma-ketliklar yig indisi hamda ayirmasi deyiladi va {Xn+yn}, {Xn-yn} kabi
belgilanadi.

Ushbu X1-y1, X2-Y2, X3:Y3, .., Xn'¥n, ... ketma-ketlik {xn} va {yn}
ketma-ketliklar ko paytmasi deyiladi va {x,-yn} kabi belgilanadi.
quyidagi
KXo X X (ye0k=12,.)
yl y2 y3 yn
ketma-ketlik {x} va {yn} ketma-ketliklar nisbati deyiladi va {x»/y} kabi belgilanadi.
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Bir va ko'p o0°zgaruvchili funksiya limiti haqgida tushuncha. Ajoyib limitlar. Yaqinlashuvchi funksiya
xossalari.

U= (M)=f (x1; Xz; ...; %) funksiya V < Rotoplamda aniglangan bo'lib, Mg (XY X5;...;X2) nugta v
to plamning quyuglanish nugtasi bo’lsin. Funksiya limitining bir-biriga 0 zaro teng kuchli Geyne va Koshi tillaridagi
ta'riflari mavjud.

Ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti Geyne yoki nuqtalar ketma—ketligi tilida quyidagicha ta’riflanadi: Har bir
hadi V to’plamga tegishli va Mo quyuglanish nugtasidan fargli har ganday Ma, My, ..., My, ... nuqtalar ketma—Ketligi
Mo nugtaga intilganda, mos funksiya giymatlari f (M1), f (M2), ..., f (My), ... sonli ketma—ketligi b songa intilsa, u holda
b soni f (M) funksiyaning M — Mo dagi limiti deyiladi va

b= lim f(M) yki b= lim f(M)
M—>Mgq X1—>X](_)

N O

ko'rinishda yoziladi.
Xususan, bir o'zgaruvchili u=f (x) funksiya uchun: Har ganday xo Songa intiluvchi argument giymatlari
X1, X2, ..., Xk, ... sonli ketma — ketligi uchun, bu erda xxe V, xc#Xo (k=1, 2, 3, ...), funksiya qgiymatlari f (x1), f(x2),

ooy T(xK), ... sonli ketma — ketligi b songa intilsa, b soni f(x) funksiyaning x — xo dagi limiti deyiladi va
b= lim f(M) ko'rinishda yoziladi.
X—>X(Q

Funksiya limiti Koshi yoki € - 8 tilida quyidagicha tariflanadi:

Har ganday oldindan tayinlanadigan €>0 son uchun My nugtaning & atrofi Ss(Mo) ni ko'rsatish mumkin
bo’Isaki, barcha M e Ss(Mo) NV, M # Mg nugtalar uchun |f (M) - b| < ¢ tengsizlik o'rinli bo’lsa, u holda b soni f (M)
funksiyaning M — Mg dagi limiti deyiladi.

Xususiy holda, bir o’zgaruvchili u=f (x) funksiya uchun: Har ganday & > 0 son uchun shunday bir 5 >0 son
tanlash mumkin bo’lsaki, V to'plamga tegishli va 0 <|x - Xxo| <8 munosabatlarni ganoatlantiruvchi har bir x uchun
If (x) — b| < ¢ tengsizlik bajarilsa, b soni f (x) funksiyaning x — xo dagi limiti deyiladi (22.1-rasm).

Yugorida keltirilgan ta'riflardan birini qo’llab, masalan,

.. . 1 i 1
1) lim sinx =1, 2) lim ﬁ:0,2 yoki  3) lim coS— mavjud
T X1 + X5 x—0 X
X_)E x1—>-1
X9 —>2
emasligini isbotlash mumkin.
AY

—————

L | (5=min(31, 5
228:-rasig, !
!/\:_/\l |-

»

: . .10 - X X L :
Quyida sanab o'tiladigan va ajoyib limitiar .).(3.....|| ologan I).(.ﬁ)u"léir ham ta’riflar asosida isbotlanadi.

sin X
1. Iim——=1 (1 — ajoyib limit asosiy shakli).
x—>0 X

. tox . arcsin x . arctgx
2. lim g—:l. 3. lim ———=1, 4. lim g =1

Xx—>0 X Xx—0 X X—0 X

1

5. im (1+ x)X =e. (2 — ajoyib limit asosiy shakli).

Xx—0
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) 1+ X . Inx
6. lim log, ——=1log, e. 7. lim —=1.
X—0 X Xx—>0 X
X X
.oan— . e’ —
8. lim =Ina. 9. lim =1.
Xx—>0 X Xx—=>0 X

Limitga ega funksiyalar o'zlarining quyidagi xossalari bilan xarakterlanadi:

1) u=f (M) funksiya M — My da limitga ega bo'lsa, ushbu limit yagonadir;

2) u=f (M) funksiya M — My da chekli limitga ega bo'lsa, M ¢ nuqtaning & atrofi S3(Mo) mavjudki, Ss(Mo) N V
to'plamda f (M) funksiya chegaralangan bo'ladi.
2. Bir o’zgaruvchili funksiya uchun bir tomonlama va x — oo dagi limitlar.

Bir o'zgaruvchili u=f (x) funksiya biror V=(a; «) nurda aniglangan bo'lsin (22.2-rasm). Har qanday € > 0 son
uchun shunday K >0 sonni ko'rsatish mumkin bo'lsaki, barcha | x | > K munosabatni qanoatlantiruvchi x lar uchun
If (x) — b | < & tengsizlik o'rinli bo'lsa, b soni f (x) funksiyaning x — oo dagi limiti deyiladi.

—

v
X

a
u=f (x) funksiy..aing x — - oo dqg. .imiti ham Yuqo...agidek ta'riflanadi.

3 X
Masalan, 1) im —— =3, chunki x > +owda | — —0;
X —>+00 1\* 5
1+| -
5

X
. 3
2) lim —X=O,chunkix—>-ooda g —+w0;

1 X
3) lim (1+—j =e.
X—>00 X

Bir o'zgaruvchili u=f (x) funksiya X <xo da aniqlangan bo'lib, xo nuqta aniglanish sohasining quyuqlanish
nugqtasi bo'lsin (22.3-rasm).

Har ganday &>0 son uchun &:>0 sonni ko'rsatish mumkin bo’lsaki, Xo—01< X <Xo shartni
qanoatlantiruvchi barcha x lar uchun |f (x) —b1| < & tengsizlik bajarilsa, bi=f (xo—0) son f (x) funksiyaning x—xo da
chapdan limiti deyiladiva T(Xg —0)= limf(X) ko'rinishda yoziladi.

X—x0-0

u=f(x) funksiyaning x—xo da o'ngdan limiti ham shunga o'xshash aniglanadi va

f(Xg+0)= Ilimf(X) korinishda yoziladi (22.3 — rasm).
X—>x0+0




22.3-rasm.

. 1 .
Masalan, 1) lim =1; 2 lim =0.

Xx—-0 1 X—>+0 1
1+ 5% 1+5%
u=f (x) funksiyaning xo nuqtada limiti, funksiya shu nuqtada chapdan va o'ngdan limitlarga ega bo'lib, f (xo—
0)=f (x0t0) tenglik bajarilganda, mavjud bo'ladi.
Limitlar haqida asosiy teoremalar. CHeksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar.
Limitlar haqidagi asosiy teoremalar quyidagilardan iborat:
1. Agar u=f(M)=S (S—0'zgarmas) bo'lsa, uholda  lim f(M) =C.
M—->Mgq

2. lim (M) mavjud bo'lsa, u holda ixtiyoriy k son uchun
M—->Mq

lim [kf(M)]=k limf(M)
M—>Mo M—Mg

3. Agar lim f(|V|) va lim g(M) mavjud bo’lsa,

M—->Mgq M—->Mgq
a) lim[f(M) £ g(M)] ham mavjud bo'ladi va
M—)MO
lim[f(M) +g(M)] = limf(M)+ lim g(M).
M—M, M—Mg M—>Mgq
b) lim[f(M)-g(M)] mavjud bo'ladi va
M—->Mg
im[f(M)-g(M)]= limf(M) - lim g(M)
M—Mg M—Mg M—Mg
: : f(M
v) lim g(M)iO o'rinli bo'lganda, lim ( ) ham mavjud bo'ladi va
M—Mg M—>Mg g(M)
lim (M)
lim f(M) __ M->Mg
M>Mo g(M)  lim g(M)
M—->Mgq
9) Mo nuqtaning biror atrofida f (M) <g(M) munosabat bajarilsa, u holda
lim f(M) < lim g(M) tengsizlik ham o'rinli bo'ladi.
M—>Mq M—>Mg
Limitlar haqidagi teoremalar bir va ko'p o'zgaruvchili funksiya limitlarini hisoblashda qo'llaniladi.
. 1 1 1
Masalan, lim > > = > - > = > > =0,2.
x1>-1 X7 + X5 lim x7+ lim x5 (-1)°+2
X2 2 x1—-1 x1—-1
X9 —2 X9 —2
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Agar lim OL(M) =0 bo'lsa, a(M) funksiya M — Mo da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

M—>Mq
Xususan, agar lim O(,(X) =0 bo'lsa, bir o'zgaruvchili a(x) funksiya x —xo da cheksiz kichik deb ataladi.
X—>X(
X+1
Masalan, OL(X) =5 funksiya x — -1 va x — oo larda cheksiz kichik funksiyadir.
X

Cheksiz kichik funksiya o'zining quyidagi xossalariga ega:
1) M — Mo da a(M) cheksiz kichik funksiya bo'lib, f(M)=b+a(M)  bo'lganda, lim (M) mavjud
M—>Mgq

va aynan b ga tengdir;

2) Chekli sondagi va har biri M — Mg da cheksiz kichik funksiyalarning yig'indisi yoki ko'paytmasi
cheksiz kichik funksiyalardir.

3) M — Mg da cheksiz kichik funksiyaning, Mo nuqtaning biror atrofida chegaralangan funksiyaga ko'paytmasi,
cheksiz kichik funksiyadir.

Agar lim ’Y(M) =00 (yoki - ) bo'lsa, y(M) funksiya M — Mo da cheksiz katta funksiya deyiladi.

M—->Mgq
Xususan, agar lim Y(X) =00 (yoki - o) bo'lsa, y(x) funksiya x — xo da cheksiz katta bir o'zgaruvchili
X—=X(Q
funksiya deb ataladi.
X+1

Masalan, y(X) = funksiya x — 0 da cheksiz kattadir.

2
X
4. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar. Funksiyalarni taqqoslash.

Bir o'zgaruvchili f(x) va g(x) funksiyalar berilgan bo'lib, x # xo da f (x) #0, g(x) #0 va lim m =
X—=>X0 ¢ (X)
mavjud bo'lsin. U holda, quyidagi xollarning biri o rinli bo'ladi:
a)Agar 1 #0 va | £ bo'lsa, f(x) va g(x) funksiyalar x — xo da teng tartibli funksiyalar deyilib,
f (x) =0%(g(x) ) ko'rinishda yoziladi;
b) Agar 1 =1 bo'lsa, f(x) va g(x) funksiyalar x — xo da ekvivalent yoki teng kuchli deyilib, f (x) g(x)
yozuvda ifodalanadi; 0
v) Agar | =0 bo'lsa, f(x)funksiya x — xo da g(x) funksiyaga nisbatan Yugqori tartibli kichik deyiladi va
f (x) =0(g(x)) yozuvda yoziladi;
g) Agarda | =0 bo'lsa, unda g(x)=0(f (x)).

. tg2x 2
Masalan: 1. x — 0 da tg(2x) =0*(5x), chunki Iim =——=—.
x—0 5X 5
3
. X
2.x— 0 dax®=0(x?), chunki lim — = 0.
x—0 X
G
3.x — o da x2=0(x%), chunki lim —3 = 0.
X—0 X
. tg2x
4.x —>0da tg2x  sinZ Phunki lim - =1.
x—0SIn 2X
Agar x — Xo da a(x) funksiya cheksiz kichik bo'lsa, quyidagi teng kuchliliklar (ekvivalentliklar) o'rinli:
1. sin a(x) ol (‘;)\1 2.tgax)  ox); N 3.arcsina(x)  a(x); N
4.arctg a(x)  afvy, 5.10ga[1 + a(X)] a(x) loge™
o’ (x)
6. In[1 + a(x)] a3 ¢y 7.1 —cos a(x) 2 ; 0
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8. a®®- 1 gfv())lna; 9.e%™- 1 a(x);

n
(X
10.[1+a®]P-1  noa..2 11 Y1+ a(x) -1 L 2
n
Yugqorida Keltirilgan ekvivalentliklardan funksiyalar limitini hisoblashda foydalanish maksadga muvofiq.
. In(1+ x® X8
Masalan, lim ( ) = |lim = 2.
x—0(l—cosx)arctgx x—0 X «
2
MAVZU Ne 16

FUNKSIYA HOSILASI VA DIFFERENSIALI. HOSILANING GEOMETRIK VA TEXNIK MA’NOSI.

REJA
1. Funksiya hosilasi va differensiali.
2. Hosilaning geometrik va texnik ma’nosi.

(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo’lib, X0 shu intervalning biror nugtasi bo’lsin. Bu xo nugtaga Ax
(Ax#0, xo+Axe(a,b)) orttirma berib berilgan funksiyaning orttirmasini topamiz:
AygAF(Xo)=F(Xo+AX)-f(Xo)
Ravshanki, funksiyaning orttirmasi Ax ga bog’liq boladi.

X
1-ta'rif. Agar lirr}) (%) mavjud va chekli bo’lsa, limit f(x) funksiyaning xo nugtadagi hosilasi deyiladi
Ax— X
va f°(xo), df(Xo)/dx yoki y’/x=x¢ kabi belgilanadi.
Demak,
. . Af(xp) S (xg +AX) = f(x,)
f'(xy) =lim———=lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
x)—f(x
Agar xo+Ax=x deb olinsa, unda Ax=x-Xo va Ax->0 da x>xo bo’lib, f'(x,) = lim SO~ /(%)
XX, X — xO
bo’ladi. Bu xol funksiya hosilasini x>xo da
x)— f(x
M nisbatning limiti sifatida ham ta riflash mumkinligini ko rsatadi.
X=X,

1-misol. Ushbu f(x)=x? funksiyaning xo=1 nugqtadagi hosilasini toping. Berilgan funksiya (-o0,+e0) da
aniglangan. Uning xo =1 nugtadagi orttirmasi Af(1)=f(1+Ax)-f(1)=(1+Ax)?-1?=2Ax-Ax? ga teng.

Und Af(l)_2Ax+Ax2_2 Ax bo'lib, f'(1) = li w—l' 2+Ax)=2
ndan = A =2+ 0|,f()—AiirhAx_Ag1O(+ )=
Demak, berilgan funksiyaning xog1 nugtadagi hosilasi 2 ga teng ekan.

2-misol. f(x)=1/x (x=0)

funksiyaning ixtiyoriy x nuqgtadagi hosilasi topilsin.
Bu funksiyaning x nuqtadagi orttirmasi

1 1
Af (x)=f(x+Ax)— f(x) = x+m—;=—m bo’lib,
&) =- , boladi.
Ax x(x + Ax)

Keyingi tenglikdan Ax->0 da limitga o'tib
. A 1 1 _
lim = lim| — ——————| = —— ni topamiz.
a0 Ax A0\ x(x + Ax) X
Demak, berilgan funksiyaning x nugtadagi (x=0) hosilasi £ (x)=-1/x? bo"lar ekan.

3-misol. f(x) = \/; funksiyaning x=0 nugqtadagi hosilasi hisoblansin. Bu funksiyaning xo=0 nuqtadagi
orttirmasi

AF(0) = £(0+Ax) — £(0) = O+ Ax — /0 = JAx

t U Id f( ) = =——, bo’lib lim —f( )
a eng. Xolaa , DO 1D,
g g f ! 9

Ax—0

1
= li ing limiti jud . Demak,
A)}?O\/E ning limiti mavjud emas. Dema

berilgan funksiya x=0 nugtada hosilaga ega emas.
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1-teorema. Agar f(x) funksiya xo nugtada chekli f(xo) hosilaga ega bo’lsa, f(x) funksiya xo nugtada uzluksiz
bo’ladi.
Isbot. Berilgan f(x) funksiya Xxo nuqtada chekli f’(xo) hosilaga ega bo’lsin. Hosila ta'rifidan

Af(xy) Af(x,)
Ax

lim = f"'(x,) + a(Ax) tenglikni yozish mumkin. Bunda
A0 Ax
Ax>0 da o(Ax)>0 kelib chigadii. Oxirgi tenglikdan Af(Xo)=f"(x0)Ax+a(AX)-Ax bo’lishi kelib chigadii. Ax>0 da

limitga o'tsak, limOAf(xO) = 1in})[f'(xo)Ax+a(Ax)Ax] =0 bo'ladi. Bu yecha f(x) funksiyani xo nugtada
Ax— Ax—>

uzluksiz ekanini bildiradi. Teorema isbot boldi.

= f"'(x,)bo’ladi. Bundan yecha,

Lekin, aksi o'rinli emas, ya'ni uzluksiz likdan shu nugtada hosilaga ega kelib chikmaydi.
Tekis egri chizig S da Mo nugta berilgan bo’Isin. Bu egri chizigning

boshga M nugtasini garaymiz. MoM kesuvchini o’tkazamiz.

Agar M nuqgta S egri chizig bo’yicha Mo nugta tamonga siljiy boshlasa, Mg

nugta yecha qo’zgalmasa, bu xolatda kesuvchi bilan L tog’ri chiziq orasidagi

burchak nolga intiladi. U xolda bu L to’g’ri chiziq S egri chizigka My nugtada

o0'tkazilgan urinma deyiladi.
Qisgacha aytganda, urinma bu

kesuvchining limit xolatini egallagan

to g ’ri chizigdir. U=f(x) uzluksiz funksiya

grafigiga xo nugtada o"tkazilgan

urinmani ko'rib chigaylik.

Urinmaning Ox o°qi bilan hosil gilgan

burchagi o boIsa, k=tgo. ni topamiz. /

Buning uchun Mo nugta

va Xo+Ax absisali M nugta orqgali koeffitsienti ki=tgB=Ay/Ax, bu yyerdagi

B-kesuvchi bilan Ox o°qi orasidagi burchakdir. Ax->0 va M nugta siljib Mo nugtaga inlashb bpradj. Boshqgacha

aytganda, kesuvchi urinma bilan ustma-ust tushadi va lin})ﬂz o hamda lirr%)tgﬂ’z tga ¥o'ladi. SHuning uchun
Ax— Ax—>

A
urinmaning burchak koeffitsienti k = tgax = Alimo tgf = Alin})Ey =f'(x,).
- -

SHunday qilib, funksiya grafigiga abstsissasi Xo bo lgan nugtadan o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti
bu funksiyaning Xo nugtadagi hosilasiga teng.
K=f(x0)
Bu yecha hosilaning geometrik ma nosidir.
Misol. U=x? parabolaga Mo(2,4) nugtadan o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsientini toping.
y’=2x; k=F(x0)=2X0=2*2=4

Moddiy nugta to"gri chiziq bo’ylab, S=f(t) gqonun bo’yicha xarakat gilayotgan bo’lsin, bu yyerda t-vaqgt, S-
bosib o'tilgan yo'l. Vaqgtning to momentini belgilab olaylik. Bu momentgacha nuqgta So =f(to) yo'Ini bosib o’tadi.
Moddiy nugtaning to momentdagi vo tezligini aniglaylik.

Buning uchun vagtning boshga bir to+At momentini garaymiz. Unga bosib o'tilgan Se=f(to+At) yo'l mos
keladi. U xolda vaqgtning At=t-t; oralig’ida nuqta AS=S-So= f(to+At)- f(to) yo'Ini bosib o’tadi. Vaqgtning At oralig’idagi
xarakatning o"rtacha tezligi vo 0'tilgan yo’Inig vaqtga nisbati bo’lgan vo=AS/At munosabat bilan aniglanadi. VVagtning
boshlangich to momentini fiksirlangan deb, At vaqt oralig’ini yecha o’ zgaruvchi deb hisoblaymiz. U xolda vo 0'rtacha
tezlik At ga bog’lig bo’lgan o zgaruvchi migdordir.

Berilgan to momentdagi v tezlik deb At->0 dagi o'rtacha vo tezlikning limitiga aytiladi, ya'ni

. AS ,
v, = lim— =,
Ax—0 At
yoki
_ o S HAD — f(E)
v, = lim :
Ax—0 At

Moddiy nugta vaqgtning t momentidagi to'g ri chiziq bo’yicha xarakatining v tezligi S yo’ldan t vaqt bo’yicha
olingan hosiladir. Bu hosilaning mexaniqg ma'nosi  bo’ladi.

Xosilaning igtisodiy ma'nosi. Shuni ta’kidlash lozimki, xosilaning iqgtisodiy ma'nosi ko’p qirrali bo’lib,
muayyan ob'ektga yo’naltirilgan magsaddan kelib chiqadi. Biz  shu masalalardan birini keltiramiz. U = U! (l‘ )
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funktsiya f-vaqgt davomida ishlab chiqarilgan maxsulot hajmi o’zgarishini bildirsin. Ishlab chigarishning ¢ =¢,

vagtdagi mehnat unumdorligini topish masalasini ko’raylik. Buning uchun f-vaqgtga Af - orttirma beramiz, u holda
mana shu vaqt davomida ma’lum migdordagi AU =U(to +At)—U(tO) maxsulot ishlab chiqariladi, o’rtacha

AU
mehnat unumdorlik Zypma = T tenglik orgali topiladi. Yugoridagi mulohazalarga o’xshash ¢ = ¢, vaqtdagi mehnat
t

unumdorligi uchun quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

Z(t,)=timZ :ﬁmég:UﬁJ

A0 P N0 A
Demak, maxsulot xajmini vaqt bilan bog’lovchi U (l‘ ) funktsiyaning vaqt bo’yicha U ,(t ) xosilasi, ishlab
chigarishning Z(t ) unumdorligini berar ekan, ya'ni

U'(t)=2(r)

MAVZU Ne 17
DIFFERENSIAL.DIFFERENSIALNI HISOBLASH QOIDALARI.
YUQORI TARTIBLI HOSILA VA DIFFERENSIALLAR

REJA
1. Hosila va differensialni hisoblash goidalari.
2. Yugqori tartibli hosila va differensiallar
3. Murakkab funksiya hesilasi va differensiali.

1. Differensiallanuvchi funksiyalar haqida teoremalar. Elementar funksiyalar hoesilalari jadvali.
Limitlar hagida teoremalar kabi, differensiallanuvchi funksiyalar hagida ham teoremalar mavjud.

u(x) va v(x) funksiyalar x nugtada differensiallanuvchi bo'lib, k biror—bir 0°zgarmas son bo’lsa, u holda x

nugtada
u(x)
a)u(x) +v(x);  b) ku(x); vux) - v(x); g — -
v(X)
funksiyalar ham differensiallanuvchi bo'ladi va quyidagilar o rinli :
D [u(x) +v(x¥)] "= u'(x) +Vv'(x); du(x) +v(x)] = du(x) + dv(x).
2) [ku(X)] ' = ku'(x); d[k u(x)] =k du(x).
3) [u(x) - v(X)]" = u'(x) - v(X) +u(x) - V'(x);
dlu(x) - v(x)] = u(x) - dv(x) + v(x) - du(x).

!

N {u(x)} _ u'(x) - v(x) —u(x) - v'(x) ;

v(x v3(x)
du(x) - v(x) — u(x) - d
d{li/(();)}: u(x) V(Xv)z(xu)(X) V) e

Funksiya hosilasini hisoblashda differensiallash qoidalaridan tashqgari, elementar funksiyalar hosilalari
jadvalidan ham foydalaniladi.

f (x) f/(x) f () f'(x)
C (o'zgarmas) 0 sin X C0S X
xP xP1 COS X -sin x

n
N/x ﬂ tg X 1

nx cos? X

1

a a*Ina ctg x -
SIN™ X

f(x) f'(x) f(x) f'(x)
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1
ex ex arcsin x >
1-Xx
1
1 arccos X - >
loga x| = 1-X
X Ina 1
arctg x 2
1+X
1
In x| — arcctg x — >
X 1+X

Misollar.  Differensiallash qoidalari va hosilalar jadvalidan foydalanib, quyidagi funksiyalar hosilalarini
hisoblang:

2% 4 3x?

1. y=3x? +5%eX —x%arctgx. 2. y= -

1
1y'= [%/F +5%eX — x2arctgx]'= %x 3 4+ (5€)*In(5e) — (x?)-arctgx —

2

—x2 - (arctgx)'= % +5%e*In(5e) — 2x arctgx —

X
3R/x 1+x%

1
X X 2

(Inx)? (Inx)?
2. Murakkab funksiya hosilasi va differensiali.

u=f(u) va u=g(x) funksiyalarning superpozisiyasidan iborat u="f[g(x)] murakkab funksiya berilgan
bo’lsin.

Agar u=g(x) funksiya xo nuqtada differensiallanuvchi, 0’z navbatida u=f (u) funksiya uo=g(x¢) nugtada
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda u=f[g(x)] murakkab funksiya ham xo nugtada differensiallanuvchi bo'ladi va

dy (dy) (du
L = = || — ki 'XO =f' o) * 'Xo.
dx (du) (dxj yoki u'(xo) = f(Uo) - 9'(x0)

30. Murakkab funksiyaning erkli o°zgaruvchi boyicha hosilasi, shu funksiyani tashkil etgan
(superpozisiyalanuvchi) funksiya hosilalarining ko paytmasiga teng.

Murakkab funksiya differensiali uchun du = u’(xo) - dx =f'(up) - du tengliklar o’rinli, bu erda du =g’'(xo) - dx.
Murakkab funksiya birinchi tartibli differensialini hisoblash uchun uning biror 0°zgaruvchi bo’yicha hosilasini shu
0°zgaruvchining differensialiga ko paytirish etarli. Bunda differensialni hisoblash shakli 0°zgarishsiz qolib,
0°zgaruvchilarning tanlanilishiga yoki ularning erkli yoki erksizligiga bog’lig emas.Ushbu xossa birinchi tartibli
differensial shaklining invariantlik xossasi deyiladi.

Misol.

2. y'=

X
1.y= Intg E funksiyaning birinchi tartibli hosilasi va differensialini hisoblaymiz:

g 1
, X 2 1 2 1 1
y'=|Intg=| = X X X X X sinx
tg=  tg- cos’> 2sin—-cos—
2 2 2 2 2
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: 1
dy=y'dx=——
SN X
2. u=xs"X (x> 0) funksiya hosilasini hisoblash uchun, dastlab tenglikning ikkala tomonini logarifmlaymiz va
so'ngra hosila olamiz:

y sin X
(Iny)' = (sinx - Inx)’ <=> =~ =COSX - InX + ——.
y X
. ' sin X
Natijada, Y'=X>"*(cosx-Inx + —=).
X

3. Yugqori tartibli hosilalar va differensiallar.
u = f(x) funksiya uchun birinchi tartibli hosila u’ aniglangan bo’lsin. Funksiyaning ikkinchi tartibli u’’ hosilasi

U’ dan olinadigan hosila (agar uning mavjudlik sharti bajarilsa) sifatida aniglanadi: y'* = (y')'.
Yugoridagi mulohazani davom ettirib, funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va hokazo, ixtiyoriy n —tartibli
hosilalarini aniglash mumkin. Yugqori tartibli hosilalarni yozishda quyidagi belgilar go"llaniladi:
n

dy
dx"

fO(x), U"x UY, U,

Shunday qilib, u”" = ("), u®=(""y,...,u® = Uy,

Yugori tartibli hosilalarni hisoblashda, birinchi tartibli hosilani hisoblash qoidalari kabi goidalar go'llaniladi.
Masalan, u=sin®>x funksiya uchun  u’=(sin®x)’ = 2sin x(sinx)’ = 2sin x cos x = sin2x, y'' = (sin 2x)" = 2c0s2X,
y'"" = (2c0s2x)" = - 4sin2x va hokazo. Quyida Keltirilgan ba’zi funksiyalarning Yugori n —tartibli hosilalari uchun
tegishli formulalarni olish va ularni jadval holida yig ish mumkin:

f(X) f™(x)
xP P(p-1)(p-2)...(p-n+1)xP"
eX eX
ekx knekx
Lnx D" t(n -1
xn
sin kx

< sin(k nn)
" sin(kx+ —
2

cos kx mn
k" sin(kx+ —)
2

u = f (x) funksiyaning Yuqori tartibli differensiallari ham ketma — ket ravishda, mos hosilalari kabi aniglanadi:
d?u=d(du) - ikkinchi tartibli differensial;
d®u = d(d?u) — uchinchi tartibli differensial;
d"y = d(d"y) - n-tartibli differensial.
Agar u=f(u) funksiya berilgan bo’lib, u erkli o’zgaruvchi yoki x ning chizigli u=kx+b funksiyasidan
iborat bo"lsa, u holda:
d?y = y"(du)?, d¥y =y®(du)?, ..., d"y =y (du)".
Agarda u=f(x) funksiyada u=g(x) # kx +b bo’lsa, u holda Yuqori tartibli differensiallar uchun invariantlik
xossasi o'rinli bo’Imaydi, chunki d2?y =f""(u) - (du)®+ f’(u) - d?u va hokazo.

4. Teskari funksiya hosilalari.
u=f(x) funksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo’lib, shu intervalda uzluksiz —x =g(u) teskari

funksiyaga ega va u'(x) #0 bo’lsin. U holda, x =g(u) teskari funksiya ham differensiallanuvchi bo'lib, X; =—
Y«
tenglik o’rinli boladi.
Oxirgi tenglikni u bo’yicha differensiallaymiz va u’’xx mavjud bo’lsa,
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” Y3k o Y
X3, =— X, =—
SN %% ERRN (O
Differensiallashni davom etib, teskari funksiyaning istalgan tartibli hosilasini aniglash mumkin.
Masalan, u=¢e* (u>0) funksiyauchun x =Iny teskari funksiyadir.

Uninghosilasi X’y:(lny)': ]: = 1 1 1

vy (@) T a¥lna ylna

MAVZU 18

DIFFERENTSIAL HISOBNING ASOSIY TEORIMALARI.
TEYLOR - MAKLERON FORMULALARI. LOPITAL QOIDASI. FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA
TO'LA TEKSHIRISH VA UNING GRAFIGINI CHIZISH
Reja:

1. Differensiallanuvchi funksiya uchun o’rta giymat hagida
Roll va Lagranj teoremalari.

2. Teylor — Makloren formulalari va ularning go”llanilishi

3. Anigmasliklarni ochish Lopital goidasi.

Differensiallanuvchi funksiya uchun o’rta giymat hagida Roll va Lagranj teoremalari.
Differensiallanuvchi funksiyalar uchun o’rta giymat hagidagi teoremalar nomini olgan tasdiglardan asosiylari

bilan tanishamiz.

Roll teoremasi: y = f (x) funksiya [a; b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo’lsin. Agar funksiya (a; b) intervalda
differensiallanuvchi bo’lib, f (a) = f (b) tenglik orinli bo’lsa, u holda (a; b) intervalga tegishli hech bo’Imaganda bitta
shunday bir s nugta topiladiki, f '(s) = 0 bo’ladi.

31. Teoremani geometrik izohlaydigan bo’Isak, teorema shartlari bajarilganda, u = f (x) funksiya grafigi AV
yoyga tegishli hech bo’lmaganda bitta (26.1 —rasmda ikkita D va E) nuqta topiladiki, chizigning shu nugtasiga
0'tkazilgan urinma Ox abssissalar 0°qiga parallel bo’ladi. Teoremaning har bir sharti ahamiyatlidir, chunki ulardan biri
bajarilmasa, (a; b) intervalda f’(s) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi s nugta topilmasligi mumkin. Masalan, 26.2 —
rasmda grafigi keltirilgan funksiya uchun uzluksizlik sharti bajarilmagan, ai nugta uning uzilish nugtasi.

32.  26.3 —rasmda tasvirlangan funksiya uchun esa uning differensiallanuvchanlik sharti bajarilmagan, a;
nugtada funksiya hosilaga ega emas. Egri chiziglarga tegishli va (a; b) interval doirasida urinmalari 0x o0’qiga parallel
bo"ladigan biror — bir nugta mavjud emas.

33.  Lagranj teoremasi: u = f (x) funksiya [a; b] kesmada aniglangan va uzluksiz bolib, (a; b) intervalda

differensiallanuvchi bo’lsa, u holda (a; b) intervalga tegishli kamida bitta s nuqta topiladiki, f (b) —f (a) = f
'(s) - (b-a) munosabat o’rinli bo"ladi.
A A
y D y

K
o8]
>

- - ———— - - - -

3
/

e |

v

Y o ___
Q
firy
O -

0

X

o 4 b x
26.1 - raom. 26..

- rasm. 26.3 - rasm. 0

34.  Lagranj teoremasida Roll teoremasidagidek, funksiyaning [a; b] kesmaning chetki nugtalarida teng
giymatlarga erishishi talab gilinmaydi. Teoremadan xususiy f (a) =f (b) holda, f’(s) = 0 ekanligi kelib chigadi, shu
ma’noda Lagranj teoremasi Roll teoremasining umumlashmasi hisoblanadi.

35.  Teoremani geometrik izohlaydigan bo’Isak, uning har bir sharti o'rinli bo’lganda, u = f (x) funksiya grafigi
AB yoyga tegishli hech bo’Imaganda bitta (26.4-rasmda ikkita D va E) nuqta topiladiki, chizigning shu nugtasiga
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o0'tkazilgan urinma AV vatarga parallel bo’ladi.

™

26.4-rasm. 0 a Ci

»
»

X

(0 27
o pf g

N

Agar b=a+ Ax almashtirish kiritsak, ¢ nugtani s=a+6(b-a)==a+0Ax (0€e(0;1)) Kko'rinishda
ifodalash mumkin. Almashtirishlar e'tiborga olinsa, Lagranj formulasi f(a + Ax) —f(a) =f '(a + 0Ax)Ax shaklda
yoziladi va Lagranjning chekli orttirmalar formulasi deyiladi.

2. Teylor — Makloren formulalari va ularning go’llanilishi.

u=f(x) funksiya x=a nuqtaning biror atrofida aniglangan va shu atrofda f '(x), f "(x), ..., f W(x), f ™I (x)

hosilalarga ega bo’lsa, u holda atrofga tegishli har bir x uchun Teylor formulasi

" (n)
f(x)=f(a)+ ()(x a) + f(Ia)(x—a)2+...+w(x—a)”+Rn(x),
"™ [a+0(x- ) (_ayt

(n+1!
shaklidagi qoldiq hadi deb yuritiladi.
Agar x =a + Ax almashtirish kiritsak, Teylor formulasi

f"(a)

tengligi o'rinli bo'ladi, bu erda R, (X) =

- Teylor formulasining Lagranj

£ (a + 6AX
(n(+1)' )(Ax)n+1

(6€(0;1)) Lagranjning umumlashma chekli orttirmalar formulasi deb ataladigan korinishini oladi.
Agar Teylor formulasida a =0 bo’lsa, ushbu
'), O £(M(0 £ (0
f(a)=f(0)+ 0y Oy, 1700 70 0 (6¢(0;1))
u 2! n! (n+1)!
Makloren formulasi deb ataladigan formulani olamiz.
36. Teylor — Makloren formulalari funksiyalarni ko'phad shaklida ifodalashda, funksiyalarning tagribiy
giymatlarini hisoblashda, funksiyalarni tekshirish va limitlarni aniglashda go’llaniladi.
Masalan, x = 0 nugta atrofidagi har bir x uchun quyidagilar o’rinli:

f(a+Ax)—f(a) = fia) AX (Ax)? + (n:ﬂ(a) (Ax)" +

2 n
x _q,. X, %0 X .
1)€ _1+l'+ i +...+ . +R,(X);
2L+ x)" :1+mx+&l_1)x2+... m(m—1).. fm N+1) 0 4R LX)
! n!
2 3 4 n
X° x> X X
IN(L+X)=X-"—+— -2 4+ (D" + R (X);
3) In( ) 5 3 4 (-1 n n(X)
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XS 5 7 2n-1

X X X
SNX=——"—+4+"——"—+...+ —1n—+R X):
Y 13 57 D o i T Ran )
2 4 6 2n
X X X X
5) COSX = 1_54_1_6 ( 1) m'FRZn_{_l(X).

3. Anigmasliklarni ochish Lopital goidasi.
Lopital goidasi: a nugtaning biror atrofida differensiallanuvchi, nugtaning o°zida differensiallanuvchi bo’lishi

shart bo'lmagan f(x) va g(x) funksiyalar uchun, shu atrofda g'(x)#0 vayoki lim f(x)= lim g(x)=0
X—a X—a

f'(x)

yoki lim f(x) = lim g(X) =0 shartlar o'rinli bolib, M ——= " limit mavjud bo’lsa, u holda
X—a X—a x—a g'(X)
. F(x f(x) f'(x)
lim ham mavjud bo’ladi va lim = lim tenglik o’rinli.

x—a g(X) x—>ag(x) x-ag'(x)
Yuqoridagi qoida a ni o bilan almashtirilgan hol uchun ham o’rinli.

0 0
Lopital goidasi 6 yoki — Kko'rinishidagi anigmasliklarni ochishda qollaniladi. Agar nisbat x=a

0 9'(x)

o0
nugtada — yoki — ko'rinishidagi anigmasliklardan iborat bo’lsa, u holda goida nishatga qollaniladi va

0

jarayon anigmaslik ochilmaguncha davom ettiriladi.

0 o0
Algebraik almashtirishlar yordamida (0 - o) yoki (oo-o) ko'rinishdagi anigmasliklar 6 yoki —
o0
anigmasliklarning biriga keltiriladi, so’ngra Lopital goidasi qollanilib, anigmasliklar ochiladi.
00
Dastlab logarifmlash yo'li bilan esa (1%), («°), (0°) ko rinishdagi anigmasliklar 6 yoki — anigmasliklarga
o0
keltiriladi.
Misollar. Lopital qoidasini go’llab, limitlarni toping'
x°-x-12 0 . (xX*-x-12)' . 2x-1
. lim ——— = lim = lim =—T7.
x—>-3 In(x +4) "0 x>-3 [In(x+4)] x->-3 1
X+4
.2
| 2sin
. X x—-1 :
2. lim|(x=1)-tg— |=(0- )_Ilmu:hm =——,
X—1 2 x—1 X x->1 =7 I
(c tg7)

1. Funksiyaning o’sish va kamayish shartlari.
Y= f (X) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va differensiallanuvchi bo’lsin.

Teorema. Y = f (X) funksiya (a,b) intervalda kamaymaydigan (0 smaydigan) funksiya bo’lishi uchun (a,b)
intervalning barcha nugtalarida f'(X)>0 ( f'(X)<0) bo'lishi zarur va etarli.

Misol. T (X)=x%* funksiya uchun f'(X)=xe*(2-x). Agar xe(-2,0)U(2,+) bo'lsa, T'(X)<0 bo'ladi va
bu oraliglarda funksiya gat’iy kamayadi; xe(0,2) bo’lsa, f '(X) >0 bo’ladi va bu oraligda funksiya gat’iy osadi.

2. Funksiyaning ekstremum nugtalari.
Agar xo nugtaning & atrofi mavjud bo’lib, barcha xe(x0-8; xo+8) nuqtalar uchun f(X)zf(XO)
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(f(X)< f(Xp)) tengsizlik bajarilsa, u holda xo nugta T (X) funksiyaning gat'iy bo'lmagan minimum (gat'iy

bo’Imagan maksimum) nugtasi deyiladi.
Agar ko'rsatilgan 8 atrofda (X#Xo) gat’iy f (X) > f (XO) ( f (X) <f (XO)) tengsizlik bajarilsa, xo nugtaga

gat’iy minimum (gat’iy maksimum) nugta
nugtalari uning ekstremum nugtalari deb ataladi.

y A

A

f(Xo)

/

)

~

S

(
\

7

»
»

deyiladi (27.1-rasm). Funksiyaning gat’iy maksimum va minimum

27.1-rasm

y
f(Xo

A

NS

(9 S N >
C 7 >

Teorbta. (ekstremumnin§Ozaruriy shafti). Agar xo nuqta funksiyanir@ pkstremum nugtast®o'lib, funidiya xo
nugtaning biror atrofida aniglangan bo’lsa, u holda yoki f '(XO) =0, yoki f '(XO) — mavjud emas.

y = f(X) funksiya aniglanish sohasining ichki nugtalari bo'lib, funksiya hosilasi nolga aylanadigan yoki

mavjud bo’Imaydigan nugtalarga kritik nuqtalar deyiladi (27.2-rasm). Funksiyaning ekstremum nuqtalari uning Kkritik
nugtalari orasidan tanlaniladi.

yA y

7N\

A

(& IR . (9o
\ / » \

0 Xg X 0 X X
27.2 —rasm.

x LK) e frg =22
unksiya uchun =
3IX2

/x5

daesa f '(X) mavjud emas. Funksiyaning ekstremum nugtalari mavjud bo’lsa, bu nugtalar x=0 va x=-2 kritik nugtalar

£ "(%o) =

bo’ladi. bemak, x=-2 aa

Masalan, f(X) = 1 \—L) =0, x=0

bo’lishi mumkin.
Funksiyaning birinchi tartibli hosilasini 0 ga aylantiradigan kritik nugtalariga, uning stasionar nuqtalari deyiladi.
Ekstremumning etarlilik shartlari:

1) Birinchi tartibli hosila bo'yicha tekshirish: Aytaylik, Y =  (X) funksiya xe(xo-8; xo+8) da aniglangan va

xo Nugtada differensiallanuvchi bo'lishi shart emas, ammo uzluksiz bo’lsin. Agar T '(X) hosila (xo-8, xo) va  (xo,
xo+8) intervallarda garama-garshi ishoraga ega bo’lsa, u holda xo nugta ekstremum nugtasi boladi:
a) xe(Xo0-9, Xo) da f '(X) >0 va xe(Xo, Xo+0) da f '(X) <0 bo’lsa, ya'ni xo nugtadan o’tishda hosila 0°z ishorasini
«+» dan «-» ga 0°zgartirsa, xo nuqta gat’iy maksimum nugtasi;
b) xe(x0-5, Xo0) uchun f '(X) <0 va xe(xo, Xo*+d) uchun esa f '(X) >0 bo’lsa, ya'ni xq kritik nugtadan o’tishda hosila
0°z ishorasini «-» dan «+» ga 0°zgartirsa, xo nugta gat’iy minimum nugtasi bo’ladi.

Agar f '(X) barcha xe(x0-8; xo+8), x#xo nugtalarda 0°z ishorasini saglab golsa, xo nugta f (X) funksiyaning
ekstremum nugtasi bo’Imaydi.

2) Ikkinchi tartibli hosila bo'yicha tekshirish: Aytaylik, xo nugta stasionar nugta bo’lib, f'(Xg) =0 bo'Isin.

y= f (X) funksiya xo stasionar nugta atrofida ikkinchi tartibli hosilaga ega bo’lib, u" uzluksiz bo’lsin. U holda:

a) agar f ”(XO) <0 bo’lsa, xo nugta f (X) funksiyaning gat’iy maksimum nugtasi bo’ladi;
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b) agar f "(XO) >0 bo’lsa, xo nugta f (X) funksiyaning gat’iy minimum nugtasi bo’ladi;

V) agar f "(XO) =0 bo’lsa, xo nugtada ekstremumning mavjudlik masalasi ochiq goladi.
3) Yugori tartibli hosilalar bo’yicha tekshirish. Aytaylik,

f'(Xg) = f"(Xg)=.= f "D (xy) =0, bo'lib, ™ (Xo)=0bolsin. U holda:

a) agar n juft bo’lib, f (n) (X0)<0 bo’lsa, xo nugta gat’iy maksimum nugtasi, f () (XO) >0 bo’lsa, gat'iy minimum

nuqtasi bo’ladi;
b) n toq bo’lsa, xo nugta ekstremum nuqtasi bo Imaydi.

x—1
3 /X 2
uchta intervallarga bo’ladi: (-0, -2), (-2, 0), (0, +). Hosil gilingan intervallarda hosila ishorasini aniglaymiz:
(-0, -2) intervalda f '(—3) >0;

1-misol. f (X): funksiya uchun x=-2 va x=0 nugtalar kritik nugtalar edi. Bu nugtalar sonlar o’qgini

(-2, 0) intervalda f'(—1) <0;
(0, +o0) intervalda T '(3) >0.

Demak, fagat x=-2 nugta ekstremum — maksimum nugta bo’lib, x=0 nuqta ekstremum nuqta emas, chunki bu

3
nugtada funksiya aniglanmagan. SHunday qilib, funksiya f(-2) = -53\’/5 ga teng bo’lgan ekstremal maksimum
giymatga ega.
2-misol. f (X) =x3 - 3x? funksiyaning ekstremum nugtalarini toping.
Bu funksiya uchun T '(X)=3x(x-2) bo’ladi. x=0 va x=2 da f'(X)=0. Ikkinchi tartibli hosila T "(X)=6x-6 bo’lib,
f"(0)=-6<0 va f"(2)=6>0. Demak, x=0 nugta funksiyaning gat'iy maksimum nugtasi, x=2 nugta esa gatiy
minimum nugtasi bo'ladi. Bu nugtalarda, mos ravishda, funksiyaning giymatlari f(0)=0 va f(2)=-4 ga teng
bo’ladi.
3-misol. f(X) =x* funksiyaning ekstremum nugtalarini toping. Bu funksiya uchun f'(X) =4x3, f"(X) =12x2,
f"(x)=24x, " (X)=24 bo'ladi va f'(0)=f"(0)=f"(0)=0, ' (0)=2450 bajariladi. Demak, x=0
nugta gat’iy minimum nugtasi bo’ladi.

3. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari.
Y= f (X) funksiya VcR! to'plamda aniglangan va xoeV bo’lsin.

Agar barcha xeV uchun T (X) < T (X) tengsizlik bajarilsa, u holda xo nugtada f (X) funksiya V toplamda
0°zining eng katta giymati f (XO) ni gabul qiladi va aksincha, barcha xeV uchun f (X)z f (XO) tengsizlik
bajarilsa, u holda xo nugtada f (X) funksiya V to’plamda o°zining eng kichik giymatini gabul giladi.

Agar f (X) [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsa, u holda funksiya kesmada 0°zining eng katta va eng

kichik giymatlariga erishadi. Funksiyaning kesmada eng katta va eng kichik giymatlarini topish uchun:

a) funksiyaning [a,b] kesmada barcha kritik nugtalari topiladi;

b) funksiyaning kritik nugtalardagi va berilgan kesmaning chetki x=a va x=b nuqtalaridagi giymatlari hisoblanadi;
V) bu giymatlar ichidan eng katta va eng kichigi tanlab olinadi.

2
Misol. 'Y = funksiyaning [-5,-1] kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping.
X J—
_ o . x*-2x-8
Yechish. a) Birinchi tartibli hosilasini topamiz: Y = 2
(x-1)
37. b) [-5,-1] kesmaga tegishli bo’Igan kritik nugtalarni ajratib olamiz.
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y'(X)=0 tenglamadan x1=-2 va x,=4 topiladi. x=-2 nugta [-5,-1] kesmaga tegishli, x=4 stasionar nuqgta va x=1 uzilish
nugtasi esa kesmaga kirmaydi.
V) x=-5, x=-2 va x=-1 nuqtalarda funksiyaning giymatlarini hisoblaymiz  y(-5)=-5,5; y(-2)=-4; y(-1)=-4,5.
g) Topilgan giymatlarni tagqoslab, funksiya x=-2 kritik nugtada eng katta y(-2)=-4 va x=-5 nuqtada esa eng kichik y(-
5)=-5,5 giymatga erishini aniglaymiz.
FUNKSIYANI TEKSHIRISH VA UNING GRAFIGINI CHIZISH.
Funksiya grafigining gavarigligi. Egilish nuqtalari.
y = f(X) differensiallanuvchi funksiya grafigi (a,b) da, agar bu interval ichidagi har bir nugtada o"tkazilgan

urinmadan quyida (Yuqorida) joylashsa, qavarigligi bilan Yugoriga (quyiga) yo nalgan deyiladi (27.3-rasm).
A

y yA

v

v

X 0 a Xl Xzb
0 a X X2 b 27.3-rasm..

Funksiya grafigi gavarigligining etarlilik shartlari. Y = T (X) funksiya (a,b) oraliqda aniglangan va ikkinchi
tartibli hosilasi mavjud bo’lsin. U holda:
a) agar (a,b) oraligning barcha nugtalarida f”(X) <0 bo’lsa, u holda f(X) funksiyasining grafigi bu oraligda
gavarigligi bilan Yugoriga yo nalgan;
b) agar (a,b) oraligning barcha nugtalarida f"(X)>0 bo’lsa, u holda f (X) funksiyaning grafigi bu oraliqda
gavarigligi bilan quyiga yo nalgan bo’ladi.

Agar xo nuqgtaning shunday & atrofi mavjud bo’lsaki, (xo-8, xo0) va (X0, x0+0) oraliglarda gavariglik turlicha
yo'nalgan va xo abssissali nugtada urinma mavjud bo’lsa, (xo, f(XO)) nugta Y = f(X) funksiya grafigining
egilish nuqtasi deyiladi (27.4-rasm).

y A
f(x0)

(8 3 .
T 7 >
O Rh-rasm  x

(xo, T(Xg)) funksiya grafigining egilish nugtasi bo'lsin. U holda f"(X)=0 shart yoki f"(Xq) -
mavjud emasligi, berilgan nugta egilish nugta bo’lishligining zaruriy shartlaridan iborat.

Faraz qilaylik, (xo, f (XO)) nugtada Y = f (X)funksiya grafigiga urinma o’tkazish mumkin bo’lsin va xo
nugtadan tashgari barcha x € (xo-8, xo+8) nuqtalarda f "(X) mavjud bo’lsin. xo nugtada esa f "(X) =0 yoki f "(X)

mavjud bo’Imasin. Agar (xo-8, o) Va (xo, xo+3) oraliglarda f "(X) garama-garshi ishoraga ega bo’lsa, u holda (xo,

f (Xg))nugta Y = f(X) funksiya grafigining egilish nugtasi bo'ladi (egilish nugta bo’lishligining etarlilik sharti).
Egri chiziglarning asimptotalari.
Y= f(X) funksiya grafigining o°zgaruvchi nugtasi cheksiz uzoglashganda undan biror to’g’ri chiziggacha
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bo’lgan masofa nolga intilsa, bu to’g'ri chiziq Y = T (X) funksiya grafigining asimptotasi deb ataladi.
a) Vertikal asimptotalar. Vertikal asimptota uchun f (X) funksiya cheksizlikka aylanadigan x=a giymatni,

yani M f (X) = oo ni topish kerak. SHunda x=a to"g'ri chiziq vertikal asimptota boladi.

X—a
Misol. Y = funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.
X+3
Yechish. lIM ——— =00, shuning uchun x=-3 tog’ri chiziq berilgan funksiya uchun vertikal asimptota
x>-8X +3
bo’ladi.

b) Og'ma asimptotalar. Og ma asimptota tenglamasi y=kx+b ko'rinishga ega. Bu erda k va b mos ravishda

k= tim T b~ im (f(x) — kx)

X—=>+0 X X—>+00

formulalardan topiladi.

2
Misol. Y = funksiya grafigining asimptotasini toping.
2
Yechish. lim = 00 bo'Igani uchun x=-3 to'g'ri chiziq vertikal asimptota bo'ladi. y=kx+b og’ma
x>-3X + 3
asimptotani izlaymiz:
. f(x) x? 1
k =1lim L: lim —3: lim —3:1,
X—o X X—o X(X 4+ X—>00
X
2
. . . —3X . X
b=Ilim(f(x)—kx)=Ilim —X |=lm ——=-3lim ——=-3.
X—>00 x—o| X +3 x—0 X + 3 x—0 X + 3

Demak, y=x-3 - 0g ma asimptotadir.
Funksiya grafigini yasashning umumiy sxemasi.
Funksiyani tekshirish va grafigini yasash quyidagi umumiy sxema boyicha bajariladi:
1) Funksiyaning aniglanish sohasi topiladi, uzilish nugtalari aniglanadi va ularning atrofida funksiyaning o°zini
tutishi tekshiriladi.

2) Funksiya juft ( T (—X) = T (X), +xeD(f)), togligi ( T (—X) =- T (X), +xeD(¥)) yoki juft ham emas, toq

ham emasligi aniglanadi. Agar funksiyaning juft yoki togligi aniglansa, funksiyani musbat yoki manfiy hagiqiy sonlar
yarim o qgida tekshirish etarli.

Agar funksiya juft funksiya bo’lsa, bu funksiyaning grafigi Oy 0°giga nisbatan simmetrik, toq bo’lsa koordinata
boshiga nisbatan simmetrik bo’ladi.

Davriy yoki davriymasligi aniglanadi. Davriy funksiyani bir davr oralig’ida tekshirish etarli.

3) Funksiya grafigining koordinata o’glari bilan Kkesishish nugtalari topiladi. Ox 0°qi bilan kesishish nugtalari

{y=f(x) y = f(X)

0 sistema, Oy o°qi bilan kesishish nugtalari esa cistemani yechish bilan topiladi. Funksiya
y =

grafigining asimptotalari quriladi.

4) Funksiyaning o'sish va kamayish intervallari, maksimum va minimum nugtalari topiladi. Yig'ilgan
ma’lumotlar jadval korinishda tuziladi.

5) Funksiya grafigining gavarigligi va egilish nugtalari topiladi.

6) Funksiya grafigi yasaladi.
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