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        В этой работе рассматриваются квадратичные стохастический  
операторы, определенные на симплексах S2 и S3.т.е. изучено менделивност 
или асимтотические менделивност квадратические оператори. 

 Бу маколада S2 ва S3 симплексда аниқланган квадратик операторлар 
ўрганилган, яьни  квадратик операторларнинг мендель оператор бўлишлдиги 
ёки асимтотик мендель оператор бўлишлиги ўрганилган. 

 Введение  

  Понятие квадратичного оператора, по-видимому, впервые было 
сформулировано в работе [1]. Квадратичные операторы как объект 
исследования появились на рубеже тридцатых годов в работах Улама [2], где 
была поставлена задача изучения поведения траекторий квадратичных 
операторов. Невозможность создания достаточно развитых аналитических 
методов в силу сложных и громоздких рекурренций при изучении 
траекторий и необходимость проведения очень большого числа вычислений 
при изучении конкретных квадратичных операторов не стимулировали 
интерес к этой задаче. Создание ЭВМ в сороковых годах возродило интерес к 
проблеме изучения поведения траекторий квадратичных операторов. Улам и 
его сотрудники [3] провели  вычисления на ЭВМ для достаточно большего 
числа квадратичных операторов. 

 Квадратичные операторы появляются в весьма различных областях 
математики и ее приложений: теории вероятностей, теории 
дифференциальных уравнений теории динамических систем, математической 
биологии и.т.д. 

 Рассмотрим некоторую биологическую популяцию, т.е. замкнутое 
относительно размножения сообщество организмов. Предположим, что 
каждая особь, входящая в популяцию, принадлежит некоторой единственной 
из n разновидностей 1,2,…,n. Шкала разновидностей (признаков, фенотипов, 
генотипов) должна быть такой, чтобы разновидности родителей i и j 



однозначно определяли вероятность каждой разновидности k для 
непосредственного потомка первого поколения. Обозначим эту вероятность 

(«коэффициент наследованност») через ,ij kp . Очевидно, что в этом случае 
выполнены условия: 

, 0ij kp ≥ ,           ,
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1
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k

p
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=∑           для всех      , ,i j k  

Предположим, что популяция на с только велика, что можно пренебречь 
флюктуациями частот. Тогда ее состояния можно описывать набором 

1 2( , ,..., )nx x x x=  родительские пары i  и j  образуются с вероятностью i jx x  и, 
следовательно,      
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будет полной вероятностью к среди непосредственных потомков. 
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называется  1n −  -мерным симплексом и, так как  '
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отображение (1), называемое  квадратичным стохастическим оператором, 
переводит симплекс  1nS −  в себя.  Среди математических моделей генетики 
важную роль играют модели, порожденные квадратичными операторами. 

Одной из основных задач изучения квадратичных операторов является 
исследование траекторий квадратичных операторов. Этой проблеме 
посвящены многочисленные работы; изучению эргодических свойств 
квадратичных операторов посвящены работы.  

      1.1.Описание конструкции квадратичных стохастических  

                                  операторов 

Рассмотрим некоторую биологическую, т.е замкнутое относительно 

размножения сообщество организмов.  Предложим что каждая особь, 
входящая в популяцию принадлежит некоторой единственной из n 
разновидностей где     1,2,…,n.  Шкала разновидностей (“признаков” 
фенотипов, генотипов,) должна быт такой, чтобы разновидностей родителей              



однозначно определяли вероятность каждой разновидности k для 
непосредственного потомка первого поколения.  Обозначим эту вероятность 
(“коэффициент наследованности”) через ,ij kP . Очевидно, что в  этом случае 
выполнены условия: 

, ,
1

0,        1      ,     i,j,k. 
=

≥ =∑
n

ij k ij k
k

P P  

Предположим, что популяция настолько велика, что можно пренебречь  

Флюктуациями частот. Тогда ее  состояния можно  описывать набором  
1 2( , ,..., )nx x x x=    вероятностей  разновидностей,  т.е.  ix  есть доля 

разновидности   i    в популяции. 

 При так называемой  панмиксии  или  случайном скрещивании при  
фиксированном состояние   1 2( , ,..., )nx x x x=   родительские пары i  и  j  
образуются с вероятностью i jx x  и,  следовательно,  
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 будет полной  вероятностью k среди непосредственных потомков . 

Множество  
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симплексом и так как 
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' 0kx ≥   отображение (1.1.1)  называемое 

квадратичным стохастическим оператором переводит симплекс   
1nS −

   в себя. 

Теперь приводимся общая конструкция квадратичных стохастических 
операторов    изучаются конкретные  классы квадратичных стохастических 
операторов.  

Пусть  (ᴧ,L)    конечный граф без петель и кратных ребер, где  ᴧ  -множество 
вершин графе и    L-множество ребер. 

Пуст  Ф  -некоторое конечное множество которое называется множеством  



Аллеи. Отображения   :σ Λ → Φ     называется клеткой. Обозначим через Ω 

пространство всех клеток и   ( , )S Λ Φ      множество всех вероятностных 
распределений заданных на конечном множестве  Ω. Квадратичный  

оператор переводящий симплекс ( , )S Λ Φ    в себя, определяется следующим 

образом. Пусть  {ᴧi}-совокупность связанных компонент графа (ᴧ,L)    , 

i=1,2,…n. Для произвольных двух клеток 1 2, ∈Ωσ σ    
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Если 1 2( , )  A σ σ ≠ ∅% ,  то  положим 

{ }1 2 1 1 2 2 1 2( , ( , )) ( : ( , ) ( , )Ω Λ = ∈Ω = ∈ ⋅ ⋅ = ∈% % %A A или Aσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ  

Если 1 2( , ) = ∅%A σ σ ,  то  положим 

{ }1 2 1 i 2 i( , ( , )) ( : 1.....Ω Λ = ∈Ω = ∈Λ ⋅ ⋅ = ∈Λ ⋅ ⋅ ⋅ =%A или для всех i nσ σ σ σ σ σ σ  

Пусть  теперь  ( , )Sµ ∈ Λ Φ - некоторая   вероятностная  мера, 
определенная  на    Ω  такая  что  ( ) 0µ σ >     для  любой  клетки    σ ∈Ω     
коэффициенты наследственности     

1 2 ,Pσ σ σ    определим  следующим образом: 
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Квадратичный стохастический оператор V, действующий на симплексе 
( , )S Λ Φ  и задаваемый коэффициентами наследственности (1.1.2), 

определяется следующим образом: для произвольной меры  ( , )Sλ ∈ Λ Φ    

мера   
' ( , )V Sλ λ= ∈ Λ Φ    определяется равенством  
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для любой клетки   σ ∈Ω .  

Нетрудна проверить, что коэффициенты наследственности 
удовлетворяют следующим  условиям: 

1 2 1 2 1 2 2 1, , , ,,    1  è  P =P  P o Pσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
σ∈Ω

≥ =∑  для всех  1 2, ,σ σ σ ∈Ω  

По построению квадратичные оператор   (1.1.3)   завесит от структуры графа  
( , )LΛ ,  множество значении аллелей (спина ) Ф и выбора меры  µ .      

Квадратичный оператор   (1.1.1)   называется вольтерровским   если 

,
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
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Теорема 1.1.1.  при  1Φ >  и  1Λ >      квадратичный   стохастический 
оператор (1.1.3.) является вольтеровским тогда и только тогда,  когда граф   

( , )LΛ  -связанный.  

Доказательство. Пусть граф   ( , )LΛ    связанный.  Если 1 2( , )A σ σ = Λ , то  

очевидно, { }1 2 1( , ( , ))A σ σ σΩ Λ =%  и если  1 2( , )A σ σ ≠ Λ ,  1 2( , )A σ σ ≠ ∅ , то  

1 2( , )A σ σ = Λ%   откуда  { }1 2 1 2( , ( , )) ,A σ σ σ σΩ Λ =% .  Наконец, если  1 2( , )A σ σ ≠ ∅%  

то в силу связности  графа  { }1 2 1 2( , ( , )) ,A σ σ σ σΩ Λ =%  откуда следует, что 

1 2 , 0Pσ σ σ =    при  1 2≠ ⋅ ⋅ ≠иσ σ σ σ ,  т.е.   соответствующий оператор – 

вольтеровский. Пусть теперь квадратичный стохастический оператор (1.1.3.) 
является вольтеровским. Тогда в силу того, что мера µ  имеет 
положительную  плотность  для  любых   1 2,σ σ     имеем   

{ }1 2 1 2( , ( , )) ,A σ σ σ σΩ Λ =% ,  что возможно лишь при связности графа  ( , )LΛ . 
Теорема доказана . 

Вид пространства Ф возможных значений ( )xσ  как и в задачах 
статистической  механики [3], может существенно упростить  или усложнить  
конструкцию.  Из биологической литературы [4 известно, что любой ген 
может существовать в разных формах Аллелей. В популяции наиболее 
распространены аллели  А так называемого “нормального”, или “дикого” 
типа.  Всякая другая форма рассматривается как мутантная аллель,  α .  
Отождествляя мутантные аллели в дальнейшем будем рассматривать случай  
когда   { , }A αΦ =     состоит из двух точек. 



 

1.2.  Квадратичный стохастической операторы, построенные по 
биномиальным  распределениям. 

  Пусть nΛ =  и  { , }A αΦ = .  Для клетки σ ∈Ω  положим ( )An σ  -число 
аллелей А в  клетки σ  (т.е. число “успехов”)  и  зададим меру αµ  на  Ω   как  
биномиальное  распределение   

( ) ( )( ) A An n np qσ σ
αµ σ −=  

где 0p ≥ ,  0q ≥  1p q+ =   и  /p q α= . При p q= ,  т.е.  1α = , мера 1µ  
является равномерным  распределением на  Ω .  Пусть теперь множество 
ребер  графа ( , )LΛ - пусто,  т.е.  Λ  не снабжено структурой графа.  В этом 
случае, отождествляя клетки  1 2  è   α α  у которых  1 2( ) ( )A An nσ σ=  образуем          

пространство клеток   

1 2{ , ,..., ,  где  -совокупность клеток с  n (.) }Ω = =% % % %n i A iσ σ σ σ   на  котором  
определено  распределение  

1( ) i i n
i nc p qαµ σ −=%        (1.2.1) 

Пусть  Vα
% - квадратичный оператор, построенный  по  распределению  

(1.2.1) и действующий на  
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 Квадратичный оператор называется  менделевским,  если правила 
наследования, определенные этим оператором, удовлетворяют законам 
Менделя [4]. Приведем  некоторые модели, описываемые квадратичными 
операторами.  

 Во всех ниже следующих примерах предполагается, что 1/ 2p q= =   и 
соответствующие Λ , с nΛ =   не  снабжены  структурой    графа.     

1.Случай 1n = . В модели наследственной  передачи предложенной  
Элстоном  и Стьюартом в 1971 году [4] предача признака от родителей  к 
потомству описывается тремя показателями вероятности этой передачи. 

,AA Ap  -от родителя с генотипом  ребенку передается аллель  A 



,Aa Ap  -от родителя с генотипом  ребенку передается аллель  A 

,aa Ap  -от родителя с генотипом  ребенку передается аллель   A 

и тогда  ..., ...,1a Ap p= −  . 

Пуст 1x   и 2x   –частоты аллелей A и α   соответственно. Тогда, так как 

( ) 1
1 2,x x S∈   квадратичный стохастический оператор определяет, как 

изменяются частоты аллелей от поколения к поколению по формуле (1.1.1)    

' 2 2
1 , 1 , 1 2 , 2

' 2 2
2 , 1 , 1 2 , 2

2

2
AA A Aa A aa A

AA a Aa a aa a

x p x p x x p x

x p x p x x p x

 = + +


= + +
      (1.2.3) 

В соответствии с гипотезой о менделевском типе наследования 
вероятности  определены следующим образом: 

, , ,

, , ,

1            p =1/2            p =0   
0            p =1/2            p =1   

AA A Aa A aa A

AA a Aa a aa a

p
p

=

=
        (1.2.4) 

 

 

подставляя величины (1.2.4) в (1.2.3),  получим  

' 2
1 1 1 2
' 2
2 2 1 2

x x x x
x x x x

 = +


= +
 

Отсюда,  т.к. 1 2 1x x+ =   окончательно имеем 

'
1 1
'
2 2

x x
x x

 =


=
 (1.2.5) 

т.е.  частоты аллелей не изменяются от поколения к поколению, что 
составляет первое утверждение в законе Харди-Вайнберга.   

Предложение (1.2.1).  Закон Харди-Вайнберга о неизменности частоты 
аллелей  от поколения справедлив только при менделевском типе 
наследования.  



     Доказательство. Введем следующие обозначения: ,AA Ap a= , 

, ,,    p =c Aa A aa Ap b= ,  тогда  утверждение    Харди-Вайнберга  записывается  
следующим образом: 

2 22 (1 ) (1 )x ax bx x c x= + − + −  , 

или  после  некоторых  упрощений  

2( 2 ) 2( )x a b c x b c x c= − + + − +  

Тогда неизменность частоты следует при 

2 0
2( ) 1

0

a b c
b c

c

− + =
 − =
 =

 

Решив эту систему, получим 1,   b=1/2,   c=0    a = откуда  и  следует  
утверждения (1.2.1). 

Из (1.2.5) видно, что  1 1( )V S S=  . 

2.  Случай  2.n =   Пусть  2
1 2 3( , , )x x x x S= ∈ -частоты генотипов  

,   Aa,    aa   AA соответственно.  При менделевским  типе  наследования 
квадратичный оператор  3

, , , 1{ }ij k i j kp =   определяется следующим образом 

1 1 / 4 0 1 / 2 0 0
0 1/ 2 0 1 / 2 1 1 / 2
0 1 / 4 1 0 0 1/ 2

 
 
 
 
 

 

  Частоты генотипов от поколению изменяются по формуле (1.1.1).   
Подставляя в (1.1.1)  выше указанные вероятности, получим 

' 2 2
1 1 1 2 2
' 2
2 1 2 2 1 3 2 3
' 2 2
3 2 2 3 3

1 / 4
1 / 2 2

1 / 4

x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x

 = + +


= + + +
 = + +

 

или  окончательно 



' 2
1 1 2
'
2 1 2 3 2
' 2
3 3 2

( 1 / 2 )
2( 1 / 2 )( 1 / 2 )
( 1 / 2 )

x x x
x x x x x
x x x

 = +


= + +
 = +

                  (1.2.6) 

Чтобы определить частоты генотипов в следующем поколении, в (1.2.6) 
необходимо подставить  ' ' '

1 2 3,   x ,   x   x  вместо  1 2 3,   ,   x x x   соответственно, т.е.   
получим  уравнения 

" ' " 2
1 1 2
" ' ' ' '
2 1 2 3 2
" ' ' 2
3 3 2

( 1 / 2 )
2( 1 / 2 )( 1 / 2 )
( 1 / 2 )

x x x
x x x x x
x x x

 = +


= + +
 = +

        (1.2.7) 

или  подставляя  в  (1.2.7)  выражения (1.2.6), окончательно имеем   

" 2
1 1 2
"
2 1 2 3 2
" 2
3 3 2

( 1 / 2 )
2( 1 / 2 )( 1 / 2 )
( 1 / 2 )

x x x
x x x x x
x x x

 = +


= + +
 = +

 

откуда  следует,  что частоты  генотипов во всех последующих  поколениях 
будут такими же, как в первом поколении.  Сформулируем это свойство в 
виде следующего  предложения. 

 Предложения  1.2.2.  Устойчивая  (стабильная)  частота  генотипов  
достигается за одно поколение. 

 Это предложение  есть   третье  утверждение  закона  Харди-Вайнберга, 
правда, чуть в общем виде. 

 Из (1.2.6)  видно что прообраз точки (0;1;0)   пусть,  откуда  следует,  
что  оператор  не  является сюрьективным   отображением.  

3.  Случай  3n = .  Пусть 3
1 2 3 4( , , , )x x x x x S= ∈ -частоты  генотипов 

,   AAa, Aaa,   aaa   AAA соответственно.  Обозначим  для  краткости  
генотипы  ,   AAa, Aaa,   aaa   AAA через  1, 2, 3, 4  соответственно.  
Несложные  вычисления   показывают, что соответствующий  оператор 

4
, , , 1( )ij k i j kp =   определяется следующим образом: 



1 2 / 9 0 0 1/ 2 1 / 6 0 1 /18 0 0
0 5 / 9 2 / 9 0 1 / 2 2 / 3 1 / 2 4 / 9 1 / 6 0
0 2 / 9 5 / 9 0 0 1/ 6 1 / 2 4 / 9 2 / 3 1 / 2
0 0 2 / 9 1 0 0 0 1/18 1 / 6 1 / 2

 
 
 
 
 
 

 

Частоты генотипов от поколения к поколению изменяются по формуле  
(1.1.3).  Подставляя в  (1.1.3) выше указанные вероятности ,   получим  

' 2 2
1 1 1 2 2 1 3 2 3

' 2 2
2 1 2 2 1 3 2 3 3 1 4 2 4
' 2
3 1 4 4 2 2 3 2 3 4 1 3
' 2 2
4 3 4 2 3 2 4 3 4

2 / 9 1/ 3 1 / 9

5 / 9 4 / 3 8 / 9 2 / 9 1 / 3

5 / 9 4 / 3 8 / 9 2 / 9 1/ 3

2 / 9 1 / 9 1 / 3

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

 = + + + +


= + + + + + +


= + + + + + +
 = + + + +

 

Упрощая,  получим 

'
1 1 2 1 2 3

'
2 1 2 4 3 2 2 3 1 2 3
'
3 4 3 1 2 3 2 3 4 3 2
'
4 4 3 4 3 2

( 1 / 3 )( 2 / 3 1/ 3 )

( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3( )( 2 / 3 1/ 3 )

( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3( )( 2 / 3 1/ 3 )

( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 )

x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x

 = + + +


= + + + + + + +


= + + + + + + +
 = + + +     (1.2.8) 

Чтобы определить частоты генотипов в следующем поколении,  в  (1.2.8)  
необходимо  подставить  ' ' ' '

1 2 3 4,  ,  ,  x x x x   вместо  1 2 3, 4, ,x x x x   соответственно,  
т.е. получим  уравнения  

" ' ' ' ' '
1 1 2 1 2 3

" ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
2 1 2 4 3 2 2 3 1 2 3
" ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
3 4 3 1 2 3 2 3 4 3 2
" ' ' ' '
4 4 3 4 3

( 1 / 3 )( 2 / 3 1/ 3 )

( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3( )( 2 / 3 1/ 3 )

( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3( )( 2 / 3 1/ 3 )

( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3

x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x

= + + +

= + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + '
2 )x







      (1.2.9) 

или,  подставляя в (1.2.9) выражения (1.2.8) окончательно    имеем  



" 3
1 1 2 1 2 3 1 2 3
"
2 1 2 4 3 2 2 3 1 2 3

2
1 2 3 4 3 2

"
3 4 3 1 2 3 2 3

1 / 3( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3( 2 / 3 1 / 3 )
1/ 3( 1 / 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 9( )( 2 / 3 1 / 3 )

    2( 2 / 3 1 / 3 ) ( 2 / 3 1 / 3 )
1/ 3( 1 / 3 )( 2 / 3 1/ 3 ) 2 / 9( )(

x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x

x x x x x x
x x x x x x x x x

= + + + + + +

= + + + + + + + +

+ + + + +

= + + + + + 4 3 2
2

1 2 3 4 3 2
" 3
4 4 3 4 3 2 4 3 2

2 / 3 1 / 3 )

    2( 2 / 3 1 / 3 )( 2 / 3 1/ 3 )

1/ 3( 1 / 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3( 2 / 3 1 / 3 )

x x

x x x x x x

x x x x x x x x x








+ + +
 + + + + +
 = + + + + + +

 

Методом математической индукции по n  можно доказать следующую 
формулу  

( 1)
1 1 2 1 2 3

3
1 2 3

( 1) 1
2 1 2 4 3 2 2 3 1 2 3

1 2
1 2 3 4 3 2

( 1)
3 4

1/ 3 ( 1 / 3 )( 2 / 3 1/ 3 )

(3 1) / 3 ( 2 / 3 1 / 3 )

1/ 3 ( 1 / 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3 ( )( 2 / 3 1/ 3 )

    (3 1) / 3 ( 2 / 3 1/ 3 ) ( 2 / 3 1/ 3 )
1/ 3 ( 1

n n

n n

n n n

n n

n n

x x x x x x

x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x
x x

+

+ −

−

+

= + + + +

− + +

= + + + + + + + +

+ − + + + +

= + 1
3 1 2 3 2 3 4 3 2

1 2
1 2 3 4 3 2

( 1) 3
4 4 3 4 3 2 4 3 2

/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) 2 / 3 ( )( 2 / 3 1 / 3 )

    (3 1) / 3 ( 2 / 3 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 )

1/ 3 ( 1/ 3 )( 2 / 3 1 / 3 ) (3 1) / 3 ( 2 / 3 1 / 3 )

n

n n

n n n n

x x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x x

+

−

+







 + + + + + + +
 + − + + + +


= + + + + − + +
 

При n → ∞  подучаем,  что 

3
1 1 2 3lim ( 2 / 3 1 / 3 )

n
x x x x∞

→∞
= + +  

( ) 3
2 1 2 3 4 2 3lim 3( 2 / 3 1/ 3 ) ( 2 / 3 1/ 3 )n

n
x x x x x x x

→∞
= + + + +  

( ) 2
3 1 2 3 4 3 3lim 3( 2 / 3 1 / 3 )( 2 / 3 1/ 3 )n

n
x x x x x x x

→∞
= + + + +  

( ) 3
4 4 3 2lim ( 2 / 3 1 / 3 )n

n
x x x x

→∞
= + +  

Из  (02)  видно,  что  прообразы   точек (0,1,0,0)  и  (0,0,1,0)  являются  
пустыми  множествами,  т.е.   оператор   не является сюрьективным  
отображением.  

Таким образом,  доказаны следующие теоремы  

 Теорема 1.2.1.  квадратичные операторы  Vα
% ,  определенные выше, 

менделевские  при  1α =  и 1n =  или 2n = , а при 3n =  не являются  
менделевскими. 



 Менделевость  оператора  эквивалента тому, что,  начиная со  второго,  
шага,  последовательность  ( 1)kx +  стабилизируется. 

 Теорема 1.2.2.  Для  квадратичного оператора     Vα
%   при  1α =  и 3n =   

траектория асимптотически   стабильна,  т.е.  ( )kx   при k → ∞   сходится. 

    Теорема 1.2.3. Квадратичный оператор     Vα
%   при  1α =  и 1n =   

сюрьективен,  а при 2n =   и  3n =   не  является  сюрьективным. 
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