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Пусть A−антианалитическая функция, 0,A∂ =  в области D ⊂ £  и 
такая, что  ( ) 1, .A z C z D≤ < ∀ ∈   Положим   

                              ( ) ( ),A AD A z D A z
z z z z

∂ ∂ ∂ ∂
= − = −

∂ ∂ ∂ ∂
 .       

Тогда класс аналитических  функций ( ) ( )Af z O D∈  характеризуется 
тем, что ( ) 0.AD f z =   

О п р е д е л е н и е  1  [ 2 ] .  Точка � ∈ ℂ называется изолированной 
особой точкой функции ( )f z , если существует такая проколотая 
окрестность лемниската этой точки (т. е. множество ( )0 ,z a rψ< < ), 

если точка � конечна, или множество ( ( )
0

z

R z A dτ τ< + < ∞∫ если a = ∞ ), в 

которой функция ( )f z  ( )A z − аналитическая. 

О п р е д е л е н и е  2 [2]. Изолированная особая точка a  функции 
( )f z  называется 

1) устранимой точкой, если существует конечный 

lim ( )
z a

f z B
→

=  

2) полюсом, если существует 

lim ( )
z a

f z
→

= ∞  

3) существенно особой точкой, если ( )f z  не имеет ни конечного, ни 
бесконечного предела при z a→ . 

 Пусть функция ( )f z  является ( )A z −  аналитической в  ( ) { }, \L a r a и 
точка z a=    является её особая точка. 
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Т е о р е м а  1  [ 2 ]  . Изолированная особая точка a ∈£  функции ( )f z  
является устранимой в том и только том случае, если лорановское 
разложение ( )f z  в окрестности a  не содержит главной части: 

( )
( )

( )
 

0 ,

n

k
k z a

f z c z a A d
γ

τ τ
∞

=

 
 = − +
 
 

∑ ∫ .  

Изолированная особая точка a ∈£  функции ( )f z  является полюсом в том и 
только том случае, если главная часть лорановского разложения ( )f z  в 
окрестности точки a  содержит лишь конечное (и положительное) число 
отличных от нуля членов: 

( )
( )

( )
 

,

n

n
n N z a

f z c z a A d
γ

τ τ
∞

=−

 
 = − +
 
 

∑ ∫ .  

После такого изменения вышеуказанная  теорема будет 
справедлива и для случая a = ∞  и A const= . Этот результат можно 
получить при помощи замены переменного 1z

w
= . Если обозначить 

1( ) ( )f z f g w
w

 = = 
 

 то, очевидно, lim ( ) lim ( )
z w

f z g w
→∞ →∞

=  и поэтому g  имеет в точке 

0w =   ту же особенность, что f  в точке z = ∞ . Например, в случае полюса g  
имеет в { }0V z Az r= < + <  разложение 

( )
( ) ( )21

0 1 2( ) ... ...N
N

c cg w c c z Az c z Az
z Azz Az

− −= + + + + + + + +
++

 

заменяя здесь 1w
z

= , получим разложение в кольце лемнискате  

1'V z Az
r

 = < + < ∞ 
 

  

( )
( ) ( )2 1

0 12( ) ... ... N
N

b bf z b b z Az b z Az
z Azz Az

− −= + + + + + + + +
++

 

где  , 0n n Nb c b−= ≠ .  

Дадим определение вычета в бесконечности. 

О п р е д е л е н и е 3 . Пусть функция f  имеет в точке a = ∞  свою изоли-
рованную особую точку. Вычетом в бесконечности называется данная 
величина 



( )1( ) ( )
2z

z Az R

res f z f z dz Adz
iπ=∞

+ =

= +∫j  

где лемниската  достаточно большого радиуса, проходящая по ч а с о в о й  
стрелке. 

Т е о р е м а  2 .  Пусть функция f A− −аналитическая  всюду в плоскости 
С ,  за исключением конечного числа точек ( 1,2,..., )ka k n= ;  тогда сумма ее 
вычетов во всех конечных особых точках и вычета в бесконечности равна 
нулю: 

1
( ) ( ) 0

k

n

z a zk
res f z res f z

= =∞=

+ =∑ . 
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