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Ðåçþìå. Ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîçèòèâíûõ è íåãàòèâíûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëèìîñòè íàä íèìè ïëîòíûõ ëèíåéíûõ
ïîðÿäêîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîçèòèâíûå è íåãàòèâíûå ïëîòíûå ëèíåéíûå ïîðÿäêè,
îïðåäåëèìîñòü ïîðÿäêà íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ñ íåîïðåäåëÿåìûìè ïîíÿòèÿìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [1-3].
Îïðåäåëåíèå 1 Ëèíåéíûé ïîðÿäîê 〈L;¹L〉 íàçûâàåòñÿ íåãàòèâíî (ïîçèòèâíî)

ïðåäñòàâèìûì íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η íà ω, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ åãî íóìåðàöèÿ ν, ÷òî η =
{〈x, y〉 | νx = νy} è ìíîæåñòâî {〈x, y〉 | νx ¹L νy} ÿâëÿåòñÿ êîïåðå÷èñëèìûì (ñîîòâåòñòâåííî
ïåðå÷èñëèìûì).

Ïðåäëîæåíèå 1. Íåãàòèâíûé (ïîçèòèâíûé) ëèíåéíûé ïîðÿäîê ñ ïîçèòèâíîé
(ñîîòâåòñòâåííî íåãàòèâíîé) íóìåðàöèîííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü 〈L;¹L〉 � ëèíåéíûé ïîðÿäîê, íåãàòèâíî ïðåäñòàâèìûé
íàä ïîçèòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ η, ò.å. äëÿ íåêîòîðîé íóìåðàöèè ν ýòîãî ïîðÿäêà, ñ
íóìåðàöèîííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ðàâíîé η, ìíîæåñòâî {〈x, y〉 | νx ¹L νy} êîïåðå÷èñëèìî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ≺L � ñòðîãèé ëèíåéíûé ïîðÿäîê (¹L r id L). Òîãäà x 6= y (mod η) ↔ νx ≺L

νy∨νy ≺L νx. Ñëåäîâàòåëüíî, η � íåãàòèâíàÿ, à çíà÷èò è âû÷èñëèìàÿ, ýêâèâàëåíòíîñòü. Äàëåå,
äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ η íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðèíàäëåæíîñòü èõ ν-îáðàçîâ
ñòðîãîìó ïîðÿäêó ≺L ýôôåêòèâíî ðàñïîçíàâàåìà â ñèëó ëèíåéíîñòè îòíîøåíèÿ. Ïîýòîìó êàê
η, òàê è ¹L âû÷èñëèìû.

Åñëè æå 〈L;¹L〉 � ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìûé íàä íåãàòèâíîé
ýêâèâàëåíòíîñòüþ η, òî ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü è ïîçèòèâíà, ò.ê. x = y (mod η) ↔ νx ¹L

νy∧νy ¹L νx, íî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ðàâíîñèëüíîñòè ïåðå÷èñëèìà â ñèëó ïîçèòèâíîñòè ïîðÿäêà
¹L â íóìåðàöèè ν (ν(x) = x/η). Èñïîëüçóÿ âû÷èñëèìîñòü η äëÿ ïàð ÷èñåë x, y ðàçëè÷íûõ ïî åå
ìîäóëþ, ýôôåêòèâíî ðàñïîçíàåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ: νx ≺L νy ëèáî νy ≺L νx,
ò.å. ïîðÿäîê ¹L â íóìåðàöèè ν âû÷èñëèì. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñîáñòâåííûõ ðàñøèðåíèé êëàññà ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ,
îáëàäàþùèõ âû÷èñëèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè èìååò ñìûñë èçó÷åíèå ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ,
íåãàòèâíî (ïîçèòèâíî) ïðåäñòàâèìûõ íàä íåãàòèâíûìè æå (ñîîòâåòñòâåííî ïîçèòèâíûìè)
ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, ò.ê. äðóãèå êîìáèíàöèè äàþò âû÷èñëèìûå ïîðÿäêè.

Äàëåå ÷åðåç 〈Q;¹Q〉 áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âìåñòå ñ èõ
åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì òèïà τ . Îòìåòèì, ÷òî ñàìè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (òî÷íåå,
èõ èçîáðàæåíèÿ) óäîáíî ñ÷èòàòü èõ æå íîìåðàìè, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó ÷èñëó âñå åãî
ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (÷èñëèòåëü/çíàìåíàòåëü). Ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî
âûáðàòü ëþáóþ ã¸äåëåâñêóþ íóìåðàöèþ âñåõ ïàð öåëûõ ÷èñåë, îòîæäåñòâëÿÿ èõ ñ
ðàöèîíàëüíûìè è ñ÷èòàòü îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ω, íà êîòîðîì çàäàåòñÿ âû÷èñëèìûé
ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Äåòàëè ìû îïóñêàåì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü áóäåò âû÷èñëèìîé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñóùåñòâóåò ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, íàä êîòîðîé íå îïðåäåëèì
íèêàêîé ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü η � òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü,
÷òî âñÿêîå ñîáñòâåííîå η-çàìêíóòîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî ω ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà êëàññîâ η-ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðèìåðû òàêèõ ýêâèâàëåííîñòåé
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ìîæíî íàéòè â [Þ.Ë.Åðøîâ, 1, ãëàâà 3, §6]. Äîïóñòèì, ÷òî íàä η ïîçèòèâíî îïðåäåëèì
ëèíåéíûé ïîðÿäîê 〈L;¹L〉, ò.å. 〈L;¹L〉 ∼= 〈ω/η;¹η〉, ãäå ¹η � ïðåäñòàâëÿþùèé ¹L

ïîçèòèâíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ôàêòîð-ìîæåñòâå ω/η. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà 〈ω/η;¹η〉, îòëè÷íûé îò íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî (÷òî âîçìîæíî â ñèëó
áåñêîíå÷íîñòè η), è âûáåðåì ëþáîé íîìåð (ñêàæåì, n) äàííîãî ýëåìåíòà. Òîãäà êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ áîëüøèõ (èëè ìåíüøèõ) äàííîãî ôèêñèðîâàííîãî òàêæå áåñêîíå÷íî. Ïóñòü, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, áåñêîíå÷íûì áóäåò ìíîæåñòâî ¹η-ìåíüøèõ ýëåìåíòîâ (ñëó÷àé ¹η-áîëüøèõ
ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà ìíîæåñòâî {x | x ¹η n} ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
η-çàìêíóòûì ïåðå÷èñëèìûì ïîäìíîæåñòâîì ω, ñîñòîÿùèì èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà êëàññîâ
η-ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïîçèòèâíàÿ (íåãàòèâíàÿ) ýêâèâàëåíòíîñòü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
ñìåæíûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé è ïîðÿäêîâûé òèï âñÿêîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà,
ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåìîãî íàä íåé, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, åñòü íà÷àëüíûé
îòðåçîê ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà ω. Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè àëãîðèòìîâ
(ò.å. ïðèíöèïèàëüíîãî íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ àëãîðèòìîâ) èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü
áåñêîíå÷íûå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé ïðåäåëüíûé ýëåìåíò íåãàòèâíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíî ïðåäåëüíûì, â òî âðåìÿ êàê ïðåäåëüíûé ýëåìåíò ïîçèòèâíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà
ìîæåò íå áûòü ýôôåêòèâíî ïðåäåëüíûì è, áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîçèòèâíàÿ ñîâåðøåííàÿ
íóìåðàöèÿ ïîðÿäêà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë 〈Q;¹Q〉, â êîòîðîé íèêàêîé ýëåìåíò íå ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíî ïðåäåëüíûì, ò.å. â äàííîì ïîçèòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîðÿäêîâîãî òèïà τ
ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ñå÷åíèé ïóñòî. Äëÿ ëþáîé æå íåãàòèâíîé íóìåðàöèè ïîðÿäêà òèïà
τ ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ñå÷åíèé, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, òðóäíî îáîçðèìî.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé íå äâóõñòîðîííå ïðåäåëüíûé ýëåìåíò íåãàòèâíîãî
ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ðóáåæîì ïîäõîäÿùåãî äåäåêèíäîâà âû÷èñëèìîãî ñå÷åíèÿ, â òî
âðåìÿ êàê äëÿ äâóõñòîðîííå ïðåäåëüíûõ ýòî íå òàê.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì ïðåäëîæåíèåì îáîñíîâûâàåò öåëåñîîáðàçíîñòü
ðàññìîòðåíèÿ èìåííî íåãàòèâíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ êàê íàèáîëåå øèðîêîãî è åñòåñòâåííîãî
êëàññà ìîäåëåé, â êîòîðîì ìîæíî ðàçâèòü òåîðèþ ýôôåêòèâíûõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ.
Ýòè æå ôàêòû â îïðåäåëííîì ñìûñëå îáóñëàâëèâàþò ïðèîðèòåòíîñòü íåãàòèâíûõ ïîðÿäêîâ
ïåðåä ïîçèòèâíûìè, õîòÿ, òðàäèöèîííî, ñ÷èòàëîñü ÷òî ïîçèòèâíûå ìîäåëè ãîðàçäî âàæíåå
íåãàòèâíûõ.

Âñþäó äàëåå ñèìâîë λ, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî
λ-îáîçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 1. Íàä âñÿêîé áåñêîíå÷íîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íåãàòèâíî ïðåäñòàâèìû
âñå òèïû èçîìîðôèçìîâ ñ÷åòíûõ ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîé áåñêîíå÷íîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè η ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íî

ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
åñëè n � èíäåêñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè η-çàìêíóòîãî è η-áåñêîíå÷íîãî âû÷èñëèìîãî

ìíîæåñòâà α, à x, y � ðàçëè÷íûå ïî ìîäóëþ η íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå α,
òî λz.f(z, n, x, y) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé η-çàêíóòîãî è η-
áåñêîíå÷íîãî âû÷èñëèìîãî ïîäìíîæåñòâà α, îòäåëÿþùåãî x îò y, äîïîëíåíèå êîòîðîãî äî α
òàêæå η-áåñêîíå÷íî (è, î÷åâèäíî, η-çàìêíóòî è âû÷èñëèìî).

Ëåììà 2. Åñëè η � áåñêîíå÷íàÿ íåãàòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî íàä íåé íåãàòèâíî
ïðåäñòàâèì ïîðÿäêîâûé òèï 1 + τ , ãäå τ � ïîðÿäêîâûé òèï èçîìîðôèçìà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
ñ èõ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåãàòèâíîé ïðåäñòàâèìîñòè ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî
ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íàä çàäàííîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ åå áåñêîíå÷íîñòü.
Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîãî è äîñòàòî÷íî, ò.å. âåðíî

Ñëåäñòâèå 1. C÷åòíûé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íåãàòèâíî ïðåäñòàâèì íàä íåãàòèâíîé
ýêâèâàëåíòíîñòüþ η òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η áåñêîíå÷íà.
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Ñëåäñòâèå 2. Íàä âñÿêîé áåñêîíå÷íîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íåãàòèâíî
ïðåäñòàâèì ïîðÿäêîâûé òèï τ + 2 + τ .

Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäêîâûé òèï τ + 2 + τ � íå ïëîòíûé.
Ñëåäñòâèå 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàä ëþáîé áåñêîíå÷íîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ

íàãàòèâíî ïðåäñòàâèìû è ïîðÿäêè, òèïû èçîìîðôèçìîâ êîòîðûõ îòëè÷íû îò ÷åòûðåõ
êëàññè÷åñêèõ òèïîâ. Îäíàêî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàëè÷èå ó ýëåìåíòà êàê ïðàâîãî,
òàê è ëåâîãî ñîñåäíåãî íàðóøàåò ñâîéñòâî �óíèâåðñàëüíîñòè� â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè âñÿêèé ñìåæíûé êëàññ áåñêîíå÷íîé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
íåâû÷èñëèì, òî íàä íåé íåãàòèâíî íå ïðåäñòàâèì ïîðÿäîê òèïà τ + 3 + τ .

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ âûòåêàåò èç òîãî î÷åâèäíîãî ôàêòà, ÷òî ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùèéñÿ
ïðåäåëüíûì, â ëþáîì íåãàòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè äîëæåí èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ âû÷èñëèìûì
ñìåæíûì êëàññîì.
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