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Пусть в n− мерной ограниченной области G задано эллиптическое уравнение

Lu ≡ −
n∑

i=1

∂

∂xi
(k(x)

∂u

∂xi
) + a(x)u = f(x) (1)

коэффициенты которого вещественнозначны и удовлетворяют условиям a(x) ∈ C(G),
a(x) ≥ 0, k(x) ∈ C1(G), k(x) ≥ k0 > 0 для всех x ∈ G. Функция u(x) и свободный член f(x)
уравнения, вообще говоря, могут быть комплекснозначными.

Функция u(x) из C2(G) ∩ C(G) называется классическим решением первой краевой
задачи или задачи Дирихле для уравнения (1), если в G она удовлетворяет уравнению
(1), а на границе ∂G условию

u|∂G = ϕ(x) (2)

с заданной функцией ϕ(x).
Пусть функция u(x) является классическим решением в области G первой краевой

задачи (1), (2). Тогда для произвольную финитную функции v(x) ∈ Ċ1(G) справедлива
следующая равенства ∫

G

(k∇u∇v + auv)dx =

∫
G

fvdx. (3)

Функция u ∈ H1(G) называется обобщенным решением задачи (1), (2) при f ∈ L2(G),
если она удовлетворяет тождеству (3) для всех v ∈ Ḣ1(G) и граничному условию (2). В
граничном условии (2) равенство понимается как равенство элементов из L2(∂G), u|∂G -
след функции u.

Справедливо следующая.
Теорема. Пусть u(x) - обобщенное решение первой краевой задачи (1), (2). Если k(x) ∈

C l+1(G), a(x) ∈ C l(G), ϕ ∈ H l+ 3
2 (∂G) и f(x) ∈ L2(G) ∩ H l

loc(G) при некотором l ≥ 1
2 , то

u(x) ∈ H l+2
loc (G). В частности, любая обобщенная собственная функция первой краевой

задачи для оператора L принадлежит H l+2
loc (G).

Совершенно аналогичные результаты имеют место и для обобщенных решений второй
и третьей краевых задач для уравнения (1) и соответствующих собственных функций
оператора L.

Доказательство теоремы проводится с применением теоремы о мультипликаторах Фурье
в классах Соболева.
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