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Kirish

O’zbekiston mustaqillikka erishgach, prezidentimiz |.A.Karimov
tomonidan ta'lim tizimini tubdan takomillashtirish, yoshlarga jahon andozalari
darajasida bilim berish, yuksak intelektual salohiyatli, boy dunyogarashga ega
barkamol avlodni tarbiyalash davlat siyosatining ustuvor yo’nalishiga aylandi.

Prezidentimiz ta'limning jamiyat rivojidagi o’rniga “Shuni unutmaslik
kerakki, kelajagimiz poydevori bilim dargohlarida yaratiladi, boshgacha
aytganda xalgimizning ertangi kuni ganday bo’lishi farzandlarimizning bugun
ganday ta’lim va tarbiya olishiga bog’liq” ! deya baho beradilar.

Prezidentimiz tashabusslari bilan gabul gilingan va gabul gilinayotgan
gator tarixiy qaror va farmonlar uzluksiz ta’limning barcha bosgichlaridagi
islohotlar uchun huqugiy-meyoriy asos va amaliy dastur sifatida xizmat qilib
kelmogda. Jumladan 2012 yil 28 dekabrda qabul gilingan 365-sonli “Oliy
malakali ilmiy va ilmiy-pedagog kadrlar tayyorlash va attestatsiyadan o‘tkazish
tizimini yanada takomillashtirish to‘g‘risida”gi qarorida O’zbekistonda bir
pog’onali ilmiy kardlar tayyorlash masalasida jahon tajribasidan kelib chiggan
holda, bakalavriat va magistraturaga bo’lgan talabni o’zgartirish va ishlab
chigarishni talab etmoqda.?,?

Aralash parabolo-giperbolik tipdagi tenglamalar hozirgi vaqgtda xususiy
hosilali differensial tenglamalar nazariyasining keng rivojlangan va rivojlanib
borayotgan sohalaridan biri bo’lib, bu yo’nalishda nafagat respublikamizda,
balki, xorijda ham ko’plab ilmiy izlanishlar olib borilmoqgda va yangi ilmiy
natijalar olinmogda.

Mexanika, fizika, biologiya, ekologiya va ishlab chigarishning bir gator
masalalari hamda fanning zamonaviy muammolari parabolo-giperbolik tipdagi

tenglamalar uchun nafaqgat klassik, balki, noklassik masalalarni o’rganishni talab

1 1slom Karimov, Yuksak ma’naviyat - yengilmas kuch. Toshkent “ma’naviyat” 2008

20’zbekiston Respublikasi “Magistratura to’g’risidagi nizomi” Toshkent. 29 oktabr 2012 yil
ta’sdiqlngan.

3 «Oliy malakali ilmiy va ilmiy-pedagog kadrlar tayyorlash va attestatsiyadan o‘tkazish tizimini
yanada takomillashtirish to‘g‘risida» (O‘zbekiston Respublikasi qonun hujjatlari to‘plami, 2013 y., 1-
son, 5-modda).



etmogda. Bu esa parabolo-giperbolik tipdagi tenglamalar uchun noklassik
masalalarni o’rganish bugungi kunning dolzarb masalalaridan biri ekanligini
anglatadi. Noklassik masalalar jumlasiga nolokol shartli masalalar (sohaning
chegaralarida shartlar berilmaydi, balki, sohaning u yoki bu gismida
bog’lanishlar beriladi) kiradi.

Tadgiqot ob’ekti. Tadgiqotning ob’ektini Parabola-giperbolik tipdagi
tenglamalar uchun chegaraviy masalalar tashkil etadi.

Tadgiqot predmeti. O‘zgarish chizig’i xarakteristika bo’lgan parabola-

giperbolik tipdagi tenglama uchun chegaraviy masalani yechimini mavjudligi
va yagonaligi ishning predmeti sifatida garaladi.
Tadgigot maqgsadi va vazifalari. Ko‘plab fizik va mexanik jarayonlarni ifoda
etuvchi parabolik va giperbolik tipdagi tenglamalar uchun ba’zi elementlarni
o‘rganish hamda parabola-giperbolik tipdagi tenglamalar uchun nolokal shartli
boshlang‘ich chegaraviy masala yechimining yagonaligi mamavjudligi hagidagi
teoremalarni isbotlash tadgiqotning asosiy maqsadi etib belgilandi.

Tadgigot magsadini amalga oshirish uchun quyidagi vazifalarni hal etish
nazarda tutilgan:

1. Giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalar haqida umumiy ma’lumotlar
to’plash va o’rganish;

2. Asosiy boshlangich-chegaraviy masalalarni korrekt qo’yilishi, ularni
yechish usullari xaqida umumiy tushunchalarga ega bo’lish, Fur’e va
xarakteristika metodlari, ularni ba’zi tadbiglarini o’rganish;

3. Boshlangich chegaraviy masalalar yechimlari mavjudligi va yagonaligi
teoremalarini isbotlash;

4. Aralash tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy masalalarning qo’yilishi va
uning yechimlari mavjudligi va yagonaligi teoremalarini isbotlash;

5. O’zgarish chizig’i xarakteristika bo’lgan parabola-giperbolik tipdagi
tenglama uchun chegaraviy masalaning yechimining mavjudligi va yagonaligi
teoremalarini isbotlash.

Tadqgigotning asosiy masalalari va farazlari. Dissertatsiyaning birinchi va
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ikkinchi boblarida o’rganilgan masalalar natijalaridan foydalangan holda oxirgi
bobda tadgigotning asosiy masalasi, ya’ni, o‘zgarish chizig’i xarakteristika
bo’lgan parabola-giperbolik tipdagi tenglamalar uchun qo’yilgan nolokal shartli
chegaraviy masala yechimining mavjudligi va yechimning sohada yagona
ekanligi isbotlanadi.

Agarda boshlanishida elliptiko-parabolik tipdagi tenglamalar uchun
masalalar qaralgan bo’lsa, 1960 Yyillardan boshlab elliptiko-parabolik va
parabolo-giperbolik tipdagi tenglamalar ham o’rganila boshlandi. Birinchi marta
1959 yilda 1.M.Gelfand tomonidan sohaning bir gismida parabolik ikkinchi
gismida esa giperbolik tipdagi tenglama bilan ifodalanadigan masala garaldi.t
Bu ishda g’ovak mubhit bilan o’ralgan kanalda gazning harakati bilan bog’liq
bo’lgan masala garalgan bo’lib, gazning kanaldagi harakati to’lqin tenglamasi
bilan, uning tashgarisida esa diffuziya tenglamasi bilan ifodalanadi.

1964 vyilda Y.S.Uflyand tomonidan elektr kabellarining tebranishi
hagidagi masala garaladi va bu masalaning matematik modeli birinchi chorakda
quyidagi parabolo-giperbolik tenglama bilan ifodalanadi.

_Ma‘u, - u,, 0< x< |,
T falu, - Uy, < x<+T .

Keyingi izlanishlar shuni ko’rsatadiki, juda ko’plab jarayonlarning
matematik modellari aralash-giperbolik tipdagi tenglamalar uchun garaladigan
klassik masalalar bilan ifodalanadi. Jumladan, g’ovak-kapilyar mubhitda issiglik
va issiglik almashish jarayonining matematik modeli, bir jinsli bo’lmagan
muhitda elektromagnit maydonning targalishining matematik modeli,
govushgqoq va qovushqog-elastik suyugliklar harakitining modellari va
boshgalar.

G.M.Struchinoy, 1.S.Gayduk, A.lvanov, O.A.Ladijenskaya tomonidan
garalgan ishlar bu sohadagi ishlardan bo’lib, bu ishlar parabolo-giperbolik

! Tenmbgant .M. HexoTopeiii Bonmpocsl aHanusza W auddepeHminbx ypasaenns — YMH, 1. IV,
BhIIL. 3 (87), 1959 ¢.3-19



tipdagi tenglamalar uchun boshlang’ich va boshlang’ich-chegaraviy masalalarni
o’rganishga bag’ishlangan.

L.A.Zolina tomonidanx= 0,x=1,y= h,x+ y= 0,x- y=1 to’g’ri chiziq
kesmalari bilan chegaralangan sohada

Ozgﬁuxx- Uy, y> 0,
Bl = Uy y<O0.
tenglama uchun Trikomi masalasining analogi va uning umumlashmasi
o’rganiladi.!

Hozirigi kunga kelib, parabolo-giperbolik tenglamalar uchun asosiy
klassik chegaraviy shartli masalalardan tashqgari Trikomi masalasi, Gellersted
masalasi va ularning umumlashmasidan iborat bir gator yangi lokol va nolokol
masalalar o’rganilgan. Shuningdek, tekislikda va fazoda ikkinchi va uchinchi
tartibli turli ko’rinishdagi parabolo-giperbolik tenglamalar uchun masalalar
garalgan.

Parabolo-giperbolik tipdagi tenglamalarning to’liq bibliografiyasini
T.D.Juraev, A.Sopuyev va M.Mamajonovlarning monografiyasidan?,
shuningdek, M.S.Salohitdinov, X.G.Bjixatlova, V.N.Vragov, A.M.Naxushev,
K.B.Sabitov, J.0O.Taxirov va ularning shogirdlarining ishlaridan topish mumkin.

Tadqgiqgotning metodlari. Qo’yilgan masalada mavjudlik teoramasini
isbotlashda giperbolik tenglamaning umumiy yechimidan, parabolik sohada
Grin funksiyasidan foydalangan holda Volterra tipidagi integral tenglamalar
sistemasiga keltirilib va bu sistema yechimining mavjudligini integral
tenglamalar nazariyasi teoremalaridan foydalangan holda isbotlangan.
Yagonalik teoramasini isbotlashda esa giperbolik va parabolik tenglamalar
uchun ekstremum prinsiplaridan foydalanilgan.

Tadgiqgotning natijalarini nazariy va amaliy ahamiyati. Ushbu magistrlik

1 .
3onuna JILA. “ O kpaeBo# 3amade Jjisl MOJEIBHOTO YpaBHEHUST THIEPOOJI0-MapabomiecKoro THIIa

” //BBIYMCIUTENLHOM MaTeMaTHKU U MaTeMaTrdeckoi ¢pusuxu. JKJIM XKBM u M@, 1966-1001

2 JxypaesT.Jl., ComyeBA., MamaxanoBM. KpaeBble 3amaum I ypaBHEHHH mapaboio—

runepoosmueckoro tuma. Tamkent:@an, 1986.



dissertatsiyasini bajarish davomida olingan natijalar amaliy va nazariy
ahamiyatga ega bo’lib, nazariy jihatdan keyinchalik parabolo-giperbolik,
elliptiko-giperbolik va parabolo-elliptik tipdagi ikkinchi tartibli tenglamalar
uchun uchun lokal va nolokal chegaraviy masalalarni o’rganishda qo’l keladi;
amaliy ahamiyati shundaki, dissertatsiyada qo’yilgan asosiy masalani yechish
orgali bir gancha biologik jarayonlardagi muammolarni hal gilish mumkin.

Tadqiqgotning ilmiy yangiligi. Qo’yilgan masalada nolokal shart
o’rnida parabolik sohaning chegaralaridagi qiymatlari berilganda masala
yechimi mavjud, ammo sohaning chegaralaridagi giymatlari berilmasdan, chap
chegara va sohaning ichki gismi bilan bog’lanishni ta’minlovchi nolokal shart
berilgan.

Ushbu magistrlik dissertatsiyasi parabolo-giperbolik tipdagi tenglama
uchun nolokol shartli masalani o’rganishga bag’ishlangan bo’lib, Kirish, 3 bob,
xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro’yxatidan tashkil topgan.

| bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglamalar hagida umumiy
ma’lumotlar berilgan. Giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalar va ular uchun
asosiy chegaraviy masalalarning qo’yilishi va bob bo’yicha xulosa berilgan.

Il bobda aralash tipdagi tenglamalar hagida umumiy ma’lumotlar
berilgan, vya’ni, parabolo-giperbolik  tipdagi tenglamalar uchun asosiy
boshlang’ich-chegaraviy = masalalarning qo’yilishi, birinchi  chegaraviy
masalaning yechimining mavjudligi va yagonaligi teoremasi isbotlangan va bob
bo’yicha xulosa berilgan.

11 bob esa integral tenglamalar nazariyasining asosiy tushunchalari,
0‘zgarish chizig’i xarakteristika bo’lgan parabola-giperbolik tipdagi tenglama
uchun bitta chegaraviy masala yechimining mavjudligi va yagonaligi hamda bob

bo’yicha xulosadan tashkil topgan.



| BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI TENGLAMALAR
HAQIDA
Mexanika, fizika va texnikaning bir gancha masalalari, masalan, tovush,
elektromagnit to’lqinlarning tarqalishi, tebranish xodisalari, har xil muhitlarda
issiglikning targalishi, deffuziya kabi xodisalar ikkinchi tartibli xususiy hosilali

deffirensial tenglamalar bilan xarakterlanadi.t

Ushbu
k
F ><1,x2,..,xn,u,a—u,a—u ..... ka—uk =0 1)
OX, OX,  O0*X..0"X,
2 2
(Bu yerda o _ u,, ou _ TR a_l; =Ug, e ou__ U, ) tenglik noma’lum
X, X, OX,0,

u(x)=u(x,x,.,x,) funksiyaga nisbatan k-tartibli xususiy hosilali deffirensial

tenglama deyiladi.

Bu yerda x,x,.,x, lar tenglamaning erkli o’zgaruvchilari, u -

argumentlari shu o’zgaruvchilardan iborat bo’lgan noma’lum funksiya, F-
o’zgaruvchilar va u funksiyadan olingan hosilalarning berilgan funksiyasi.

Agar F tenglamadagi barcha o’zgaruvchilar va wularning barcha
hosilalariga nisbatan chizigli funksiya bo’lsa, (1) tenglama chiziqli deffirensial
tenglama deyiladi. Agarda F fagatgina teglamadagi barcha eng yuqori tartibli
hosilalarga nisbatan chiziqli bo’lsa, bunday tenglama kvazichizigli deffirensial
tenglama deyiladi.

D sohada aniglangan u(x) funksiya (1) tenglamada ishtirok etuvchi barcha
hosilalari bilan uzluksiz bo’lib, uni ayniyatga aylantirsa, u(x)ni (1)
tenglamaning regulyar (klassik) yechimi deyiladi. 2

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali chizigli deffirensial tenglama

> A ()38 () 2 sc (x)u= 1 (1) @

= axiaxj -y OX;

! Buzanze A.B. VpasHenus maremarnueckoii Qpusuku.M.Hayka.1976r. 291c.
2 Salohiddinov M. Matematik fizika tenglamalari. “O’zbekiston” nashriyoti. T. 2002 y.
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ko’rinishda yoziladi, bu yerda A;,B,C,f-D sohada berilgan haqiqgiy

funksiyalar, A (x)eC(D) forma biror Q(4,4,...4,) ZA )44, (A Ay Ay
i,j=1

haqiqiy o’zgaruvchilar) kvadratik formadir.

Barcha xeDlar uchun (2) tenglamaning o‘ng tomoni — f(x) nolga teng
bo’lsa, (2) tenglama bir jinsli, f(X) funksiya nolga teng bo’lmasa, (2) tenglama
bir jinsli bo’lmaga tenglama deyiladi.

Agar u(x) va o(x) funksiyalar bir jinsli bo’lmagan (2) tenglamaning
yechimlari bo’lsa, ravshanki, e(x)=u(x)-v(x) ayirma bir jinsli (f=0)
tenglamaning yechimi bo’ladi.

Agarda u;(x),i=12,...k funksiya bir jinsli tenglamaning yechimi bo’lsa,

K
=>cu;(x) (¢ —haqigiy o’zgarmaslar) funksiya hamshu tenglamaning

yechimi bo’ladi.
(2) tenglamada n=2 bo’lgan holda, ya’ni, ikkita x va Yy hagiqiy
o’zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichizigli tenglama ushbu

o’u o%u o%u ( ou auj

A(X, y)a—+28(x y)aay+C(x y)ngF X,Y,u,—,— |=0 (3)

ox oy
ko’rinishda yoziladi. [4,5,6]

Xususiy hosilali deffirensial tenglamalar, shu jumladan, xususan (3)
ko’rinishdagi ikkinchi tartibli tenglama tekshirilayotganda, iloji boricha erkli
o’zgaruvchilarni almashtirib, tenglamalarni soddaroq ko’rinishga keltirishga
harakat gilinadi va ayrim hollarda bunga erishiladi ham.?

Qulaylik uchun (3) tenglamani quyidagi shaklda yozib olamiz:

Au,, +2Bu,, +Cu,, +F (X, y,u,u,,u, ) =0 (4)

Ushbu tenglamada A, B, C koeffisentlar ikkinchi tartibli hosilalari bilan

uzluksiz va bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan funksiyalar bo‘lsin. Tenglamani

! salohiddinov M. Matematik fizika tenglamalari. “O’zbekiston” nashriyoti. T. 2002 y.



integrallash, echimga erishish maqsadida uning koeffitsentlariga shart qo‘yish
bilan bir qatorda tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirib olishga harakat
gilamiz.
Tenglamaga quyidagicha almlishtirish kiritamiz:
=24(xy), n=n(xy) ()
Ushbu yangi funksiyalar birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari bilan

uzluksiz va x=x(&,n), y=Y(&,n) teskari almashtirish o‘rinli bo‘lishi uchun

yakobian
dcd¢g
_D(&,m) |dx dy -
'"“(uy) |an s’ ©)
dx dy

bo‘lsin. Shu (*) shart bajarilsa, (5) almashtirish teskari almashtirishga ega
bo’ladi, ya'ni, x=X(&,77) y=y(&,7).
(4) tenglamani yangi (&£,77) o‘zgaruvchilar bo‘yicha birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarini hisoblab,
Au.. +2Bu,, +Cu, +F(&,7,u,u,,u,)=0, (6)
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda koeffisentlar quyidagiga teng:
A= AEZ+2BEE, +CEL
B, = Al +B(my +1,8,) +CE\n,, (7)
C = Af]x2 +2Bn,n, + an
A va C, tengliklarni xarakterlash magsadida
Ag; +2Bp,p, +Cpy =0 (8)
birinchi tartibli tenglamani garaylik. Agar ¢(x,y) funksiya (8) tenglamaning
echimi bo‘lsa va &=¢(X,y) desak (7) dan ko‘rinib turibdiki, A =0 bo‘ladi,
xuddi  shunday  w(X,y) ham (7) tenglamaning boshga echimi bo‘lsa,
n=w(x,y) desak, (7) dan C, =0 bo‘lishi ko‘rinadi. *

! Tuxonos A.H, Camapcknuit A.A. Ypasaenus maremarndeckoit pusukn.M.Hayxka.1977r.
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(8) tenglama uchun quyidagi ikki tasdigni keltirishimiz mumkin:

1. Agar ¢(x,y) funksiya (8) tenglamaning xususiy echimi bo‘lsa, u holda
(X, y) =const

Ady? — 2Bdxdy + Cdx* =0 (9)

oddiy differensial tenglamaning umumiy echimi bo‘ladi.

2. Agar ¢(x,y)=C (9) tenglamaning umumiy echimi bo‘lsa, u holda
(X, y) funksiya (8) tenglamani ganoatlantiradi.

(9) tenglama (4) tenglamaning xarakteristik tenglamasi, uning echimlari
esa (4) tenglamaning xarakteristikalari deyiladi.t

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglamalarni qaysi tipga tegishli
ekanligini ularning xarakteristik tenglamalari yordamida aniglashga erishiladi.

Au, +2Bu,+Cu,+F=0

tenglama uchun biror M nugtada  B? - AC>0 bo‘lsa, u giperbolik tipdagi
tenglama bo‘ladi. Qolgan ikki holda, ya’ni, B>~ AC <0 bo‘lganda (4)
tenglama M nugtada elliptik, B®*—AC=0 holdaesa M nugtada parabolik
tipdagi tenglama deyiladi.

Agar sohaning barcha nugtalarida B>~ AC >0 bo‘lsa, (4) tenglama
butun sohada giperbolik deyiladi. Bu xossa elliptik va parabolik tipdagi
tenglamalar uchun ham o‘rinlidir.

Tenglamalarning bunday nomlanishlari ikkinchi tartibli egri chiziglarni
o‘rganishdan kelib chiqgan. Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy
tenglamasi

Ax® +2Bxy +Cy’ + Dx+ Ey+F =0 (10)
da B*-AC>0 bo‘lsa, tenglama giperbolani, B> —AC <0 bo‘lsa ellipsni,
B? — AC =0 bo‘lganda esa parabolani ifoda etadi.?

! laiinyk C.J. MBanoB A.B. O0OBHOI 3a7aun Ha CONpPSDKAECHHE YpaBHEHHE NapaboJIMuecKoro M
runepoosmueckoro tumos. — JJAH BCCP 1964 Ne9 c. 560-563

2 Unenn AM, Kanamnmko A.C, Oneiinuk O.A. JIuHeliHble ypaBHEHHS BTOPOTO MOPSJIKA
napabonmyeckoro tuna. YMH. 1962 r.
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Matematik-fizika tenglamalari uchun biror bir anig masalani echish
vagtida shu yechimlar ichidan aynan shu fizik mazmundan kelib chiqib
qo‘yilgan qo‘shimcha talab yoki shartlarni ganoatlvntiruvchi echimni topish
talab qilinadi. Ana shu qo‘shimcha shartlarga boshlang‘ich va chegaraviy
shartlar deyiladi.

Har ganday tenglama uchun qo‘yilgan masala quyidagi uchta shartni
bajarishi lozim:
1. Echimning mavjudligi.
2. Echimning yagonaligi.
3. Echimning turg‘unligi.
Ushbu shartlar bajarilgan masala korrekt qo‘yilgan masala deb ataladi.

1. Ikkinchi tartibli giperbolik tipdagi tenglamalar va ular uchun

asosiy chegaraviy masalalar.

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bog‘liq bir gator
muammolari masalan, tor va memrana tebranishi, gaz elektromexanik tebranish
kabi jarayonlar giperbolik tipdagi xususiy hosilali tenglamalar bilan ifodalanadi.
Bunday tenglamalar bilan ifodalanuvchi jarayonlarning o‘ziga xos tomoni
tebranishlarninig chekli tezlikda tarqgalishidir.

Au,, +2Bu, +Cu,+F=0 (1.1)

tenglama uchun biror M nugtada B?— AC >0 bo‘lgan holda

dy _B+yB’-AC dy_ B-yB’-AC

dx A dx A

tenglamalarga erishamiz. Bu tenglamalarning integrallari

o(X,y) =const, w(X,y) =const
lar haqiqiy va turlicha bo‘ladi. Bu yechimlarni
S=o(xy), n=w(Xy)
deb belgilab, yangi & va 1 o‘zgaruvchilarni kiritamiz.
Bizga ma’lumki, ular (8) tenglamani ganoatlantirib, (7) munosabatlarga

ko‘ra, (6) tenglamada A =0, C, =0 bo‘ladi. Natijada (6) tenglama quyidagi

12



2Bu,, +F(&,n,u,u.,u,)=0
ko‘rinishga keladi.
F(&m,u,u,,U,)

Fl(é:’n’u!ugiun):_

2B,
almashtirish bajarsak,
u.,, =F(&nu,u;,U,), (1.2)
bo‘ladi.
(1.2) tenglama giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik ko‘rinishini
ifodalaydi.
Agar o va f o‘zgaruvchilarni
s+ c—1n
o= —_—, = -
2 F 2

deb olsak, giperbolik tenglama ushbu

U,, —U, =F(a,B,u,u,,u,)
ko‘rinishga keladi. Bu giperbolik tipdagi tenglamaning ikkinchi kanonik
ko‘rinishidir.

Shunday qilib, giperbolik tipdagi tenglama quyidagi

u,—u, =F yokiu =F
kanonik ko‘rinishlarga ega bo‘ladi.

Tabiatda tebranishga bog‘liq bo‘lgan jarayonlarning matematik modeli
giperbolik tipdagi ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglamalarga keladi.
Giperbolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili bu tor tebranish
tenglamasidir.

Torning majburiy tebranishi tenglamasi
u, =a‘u,+ f(xt)
ko‘rinishga ega edi. Agarbunda f(x,t)=0 bo‘lsa,
2

=au

t XX

u
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eng sodda tor tebranish yoki to‘lqin tarqalish tenglamasi deyiladi. Ba’zi hollarda

torning erkin tebranish tenglamasi deb ham yuritiladi.t

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi.

=a‘u

tt XX

u
tenglamaning ((x,t)e D) D={(x,t):—0<x<w,0<t<T} sohada

u(x,0) = ¢(x)
U (x,0) = ¥(x)

—00 < X <00

shartni ganoatlantiruvchi u(x,t) echimi topilsin.

Tor tebranish tenglamasini (x,t) tekislikdagi biror D sohada garadik.

(1.3)

(1.4)

Ta’rif. Agar u(x,t) funksiya D sohada aniglangan uzluksiz va ikki marta

uzluksiz deffirersiallanuvchi bo‘lib, shu sohada (1.3) tenglamani ganoatlantirsa,

bu funksiya tor tebranish tenglamasining sohadagi regulyar (klassik) echimi

deyiladi.

Yuqorida berilgan shartlardagi ¢(x) va w(x) funksiyalarni etarlicha sillig

funksiyalar deb hisoblaymiz.
u, =a’u,
tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz.
u, —a’u, =0

dy Oza
dx a

A=a’, B=0, C=-1, A=A*-BC=0+a’=a°*>0,
Bundan
dx = —adt, dx = adt
tenglamalarga ega bo‘lamiz.Bularni integrallab, mos ravishda
X—at=c, X+at=c,
(1.3) tenglamaning xarakteristikalariga erishamiz. (1.3) tenglamada

E=x—at, n=Xx+at

5 -

(1.5)

1 laiinyk C.M. IlepeMeHHuUE MeTO/Ja KOHTOPHOTO HHTErpaja K peHIeHHIO OJHOM 3ajaud Ha
COTPSDKICHUE YPaBHEHUE Mapa0bOIMYCCKOT0 W THUIEPOOIMYSCKOrO THIIOB. — ned-Hue yp-Hue, 1965

T. 1 Nel10 ¢.1366-1382
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almashtirishni bajaramiz. Natijada (1.3) tenglama
ou

ocon

i{@jzo
on\ o¢

ko‘rinishda yozish ham mumkin. Bu tenglikka

ko‘rinishga keladi va uni

ou
%—0)(5)

ko’rinishda belgilash kiritamiz. Bunda w(&) - ixtiyoriy funksiya. Bu tenglamani
yana bir bor integrallasak

u=[w(&)dé+f,(n)
bo‘ladi, bunda f,(7) ixtiyoriy funksiya, yoki

[o&)de=1,(8)
deb belgilasak,
u(g,m) = f.($) + f,(m)

formula hosil bo’ladi. Bu formulada eski o‘zgaruvchilar (x,t) larga gaytamiz:
u(x,t) = f,(x—at) + f,(x+at) (1.6)

Agar f, va f, funksiyalar ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo‘lsa, (1.6)
formula bilan aniglangan u(x,t) funksiya (1.3) tenglamaning echimi bo‘ladi.

Qisga qgilib aytganda, f(x—at) funksiya x o‘qining musbat yo‘nalishi
bo‘yicha a tezlik bilan targalayotgan to‘g‘ri to‘lqinni ifodalaydi, f,(x+ at)
funksiya x o‘qining manfiy yo‘nalishi bo‘yicha a tezlik bilan targalayotgan
teskari to‘lginni ifodalaydi. Demak, (1.6) echim to‘g‘ri va teskari to‘lginlar
yig‘indisidan iborat ekan.

Tor chegaralanmaganligi tufayli chegaraviy shartlar qo‘yilmaydi, lekin

(1.4) shartdagi ¢(x),w(x) funksiyalar —oo< X <+o0 oraliqda berilgan bo‘ladi.

Umumiy echim (1.6) dagi f, va f, funksiyalar ixtiyoriy bo‘lganligidan, ularni
15



u(x,y) (1.6) shartlarni ganoatlantiradigan qilib tanlab olish mumkin. Shu

magsadda (1.4) va (1.5) dan topamiz.
P(X) = f,(x) + f,(X)
w(9=-a 09~ (9|
yoki ikkinchi tenglikni integrallab
f,(X) + 1,(x) = o(x)

L0~ 0= [y @)z v &0

tenglamalar sistemasiga kelamiz. (c =const).

(1.7) sistemani yechib

00 =000 = [w()dz+

(0 =2 00 = [w(D)dz -~

tengliklarga ega bo’lamiz.

Bu topilgan giymatlarni (1.5) ga qo‘yib, integrallarni birlashtirsak, ushbu

X+at

u(x,t)=¢(x‘at);¢(x+at)+i [ vz (1.8)

x—at
Dalamber formulasi  hosil bo’ladi. Bu (1.8) formula qo‘yilgan Koshi

masalasining echimi bo‘ladi. Bunda, albatta, ¢(x) ikkinchi tartibli, w(x)

birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega deb faraz qilish kerak.
(1.3), (1.4) Koshi masalasining echimi mavjud, yagona va turg‘un ekanligi
bevosita (1.8) formuladan kelib chigadi.t
Tor tebranish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masala.
Masalaning qo‘yilishi.
(1.3) tenglamaning ((x,t)e D) D={(x,t):0<x<I,0<t<T} sohada

! Tuxonos A.H, Camapckuii A.A. YpasHeHus Matematnueckoii ¢pusuku.M.Hayxa.1977r.
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u(x,0) = o(x)

{ut(x,O) () O<x<I (1.9)
boshlang‘ich va

u(o,t)=0

{u (L) =0 0<t<T (1.10)

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(x,t) echimi topilsin.

Masalani (1.3) tenglamaning umumiy echimi (1.6) dan foydalanib yechish

mumkin. Lekin, bu erda (1.9) shartdada x (0,l) oraligda o‘zgaradi va shuning
uchun ¢(x), w(x) funksiyalar 0<x<I oraligda berilgan. yuqoridagi f, va f,
funksiyalarni ¢ va w orqali aniglasak, ular (0,1) oraligda aniglangan bo‘ladi.
Ammo, ularning argumentlari x—at va x+at lar (0,I) oraligdan chigib
ketadi, ¢, v lar esa (0,I) dan tashgarida aniglanmagan. SHunday qilib, agar
(1.3), (1.9), (1.10) masalani (1.6) formula orgali yechish uchun ¢(x) va y(x)
funksiyalarni (0,l) oraligdan tashqariga (1.9) shartlarni ganoatlantiradigan qilib

davom ettirish lozim bo‘ladi.

Qo‘yilgan birinchi chegaraviy masalani Fur’e metodi bilan echamiz. Bu
metod boshga tipdagi tenglamalarni echishda ham keng qo‘llaniladi.

(1.3) tenglamaning echimini

u(x,t) = X(X)T (t) (1.11)
ko‘rinishda qgidiramiz. Bunda X fagat x ning, T fagat t ning funksiyasi
bo‘lib, u(x,t) =0 bo‘lishi va (1.10) shartlarni ganoatlantirishi kerak. (1.11) ni
(1.3) ga qo‘yib quyidagini topamiz:
T"t)X (x) =a*X"(x)T (t)

yoki

') _ X"(X)
a’T(t) X (x)

(1.12)

(1.12) tenglikning chap tomoni fagat t ga bog‘lig, o‘ng tomoni esa fagat X ga
bog‘liq. Bu holda (1.12) tenglik, ikki tomoni ham biror o‘zgarmas songa teng

bo‘lgandagina o‘rinli bo‘lishi mumkin.
17



T X0
aT(t)  X(x)

(1.12) dan quyidagi ikki oddiy differensial tenglamalarni olamiz.

T"(t) +a’AT (t)=0 (1.13)
X"(X)+AX(x)=0. (1.14)
Chegaraviy (1.10) shartlar bajarilishi uchun (1.11) ga asosan X (x) funksiya
X(0)=0, X(@{=0 (1.15)
shartlarni ganoatlantirishi kerak va X (x) # 0 bo‘lishi shart, aks holda u(x,t)=0
bo‘lib goladi.

A parametrning shunday giymatlarini topishimiz kerakki, (14)
tenglamaning echimi (15) shartlarni ganoatlantirsin va aynan nolga teng
bo‘lmasin. A parametrning bunday giymatlari xos giymatlar, unga mos kelgan
echim esa (1.14), (1.15) masalaning xos funksiyalari deyiladi. (1.14), (1.15)
masalaning o‘zi esa Shturm-Liuvill masalasi deb yuritiladi.

(1.14), (1.15) masalaning xos giymatlari va xos funksiyalarini topish uchun
bo‘lishi mumkin bo‘lgan uch hol: <0, A=0, A >0 ni alohida-alohida ko‘rib

chigamiz.

1) A<0 bo‘lsa, (1.14) tenglamaning umumiy echimi

X(X) =Ce™™ +C eV,
bo‘ladi, C, va C, - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. Bu echimni (1.15) chegaraviy
shartlarga qo‘ysak,
C,+C,=0, Ce'*+ce* =0

bo‘lib, undan C, =0, C,=0 ekanligi kelib chigadi. Demak, bu holda
X(x)=0.

2) A=0 bo‘lsa, (1.14) tenglamaning umumiy echimi

X(x)=C,+C,x
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bo‘ladi va (1.15) shartlarga qo‘ysak, yana C, =0, C,=0 chigadi, demak,
X (x)=0.

3) 1>0 bo‘lsa, (1.14) tenglamaning umumiy echimi

X (x) = C,cos+/Ax+C,sin/Ax
bo‘ladi va uni (1.15) shartlarga qo‘ysak,
C,-1+C,-0=0, C,cos/Al+C,sinyal =0

kelib chigadi. Bundan C, =0 va C,sin~/l =0 bo‘lishini topamiz.
C, =0 deb olsak, X (x)=0 bo‘ladi. Shuning uchun

Sin\/zl =0, ya’ni \/Izkl—ﬂ

deymiz, bunda k -ixtiyoriy butun son. Demak, (1.14), (1.15) masalaning noldan

fargli yechimi fagatgina

A =(k|—”) . (k=123-)

qiymatlarda mavjud bo‘lar ekan.

Bu 4, xos giymatlarga
X (X)= sin@
xos funksiyalar mos keladi.

Endi topilgan 4, giymatlarni (1.13) tenglamaga qo‘yib, tenglamani yechsak

T, (t)=a, cos —kﬁat +b, sin —kﬁat

bo‘ladi, bunda a, va b, lar ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
X, (x) va T, (t) larni (1.14) ga qo‘yib quyidagini topamiz:
kﬂat) kzx

Sin |

u, (x,t) = X, (X)T, (t) = (ak cos@ +b, sin
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Bu u, (x,t) (k=12,---) funksiyalarning har biri (1.3) tenglamani va (1.10)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. (1.3) tenglama chizigli va bir jinsli

bo‘lgani uchun quyidagi

u(x,t) =Z(ak cos@+bksin kTat)sin kﬁx, (1.16)
k=1

gatorning har bir hadi tekis yaginlashuvchi hamda u,, u, hosilalarga mos

i Uk
kelgan qatorlar ham tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, qatorning yig‘indisi u(x,t) ham
(1.3) tenglamani va (1.10) shartlarni ganoatlantiradi.

Endi ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar bo‘lgan a, va b, larni topish hisobiga
(1.16) formula bilan aniglangan u(x,t) funksiyani (1.9) boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantirishini aniglaymiz.

(1.16) ni t bo‘yicha differensiallab topamiz:

:Zk”a( sin—— krat +b,c os—k”at)sm @ (1.17)
k=1 I I I
(1.16) va (1.17) da t =0 deb, (1.9) ga asosan topamiz:
o(X) = iak sin@ : i i kTX (1.18)
k=1 k=1

Bu ¢(x) va w(x) funksiyalarning (0,l) oraligdagi sinuslar bo‘yicha Fure
gatoriga yoyilmalaridir. [18]
U holda bizga ma’lumki,

2| . kzx 2 . kzx
a =— Xx)sin——dx, b =—— X)sin ——dx 1.19
k I!co() | ) Zﬂalq)() , (1.19)
bo‘ladi.

Demak, garalayotgan (1.3)-(1.9) masalaning yechimi (1.16) gator bo‘lib, u

erdagi a , b, lar (1.19) formulalar orgali topiladi. Bu savolning javobini
isbotsiz keltiramiz: buning uchun [0,1] da berilgan ¢(x) funksiya uch marta,

w(X) funksiya ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lishlari va

p0)=¢()=0, ¢"(0)=¢"()=0, w(0)=y(1)=0
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shartlarni ganoatlantirsa, (1.16) gator va uni x,t lar bo‘yicha ikki martadan
differensiallaganda hosil bo‘ladigan qatorlar tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Topilgan echim (1.16) gatordan turli xulosalarni chigarish mumkin. Masalan tor
nuqtalarining xarakati garmonik tebranishlardan iborat bo‘ladi, tovushlar yo
musiqali, yo musiqasiz bo‘ladi - birinchisi notalar, ikkinchisi shovginlar
deyiladi.!

Tor tebranish tenglamasi uchun 2-chegaraviy masalaning qo’yilishi.

(1.3) tenglamaning D sohada

{U (x,0) =9(x) (1.20)
U, (x,0) =¥(x)
boshlang‘ich va
{ux(o’t):7 W et (1.21)
u, (1,t) = 7,(t)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi echimi topilsin, hamda
u,(0,0)=¢'(0) e
{Ux (0.0) = 7,(0) ¢'(0) = 7,(0)
u,(1,0)=¢'()
" ‘(1) =7,(0 1.22
oy = #0=r0 (122
kelishuvlik shartlarini ganoatlantirsin.
Tor tebranish tenglamasi uchun 3-chegaraviy masala.
(1.3) tenglamaning D sohada
(1.20) boshlang‘ich va
{ux(o,t)+h1u(o,t)=91(t) 0<t<T (1.23)
u (1,) —hu(0,t) = 6,(t)

chegaraviy hamda

1 Cmupraos M.M. [MuddepeHuuanbubie YpaBHEHUS B YaCTHBIX MPOW3BOMHBIX BTOPOTO MOPSIIKA.
Munck, 1974.
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u (0,00=¢'(0)  |u(1,0)=¢'(l)

U, (0,0)~ hu(0,0) = 4,(0)
u,(1,0)+hu(l,0) =6,(0)

{UX(O, 0) = ¢(0) {Ux (1,0) = (l)

' (0)-he(0)=6,0), ¢'()—he(l)=06,() (1.24)
kelishuvlik shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Ushbu masalalar ham ko‘plab fizik jarayonlarni ifodalaydi. Bir gancha
tadbiqiy masalalarda, aynigsa gaz tozalash, quritish jarayonlari bilan bog‘liq
masalalarni o‘rganishda giperbolik tenglamalar uchun Gursa masalasini
yechishga to‘g‘ri keladi.

Gursa masalasining qo’yilishi.

U, + a(x y)u, + b(x, y)u, + c(x, y)u= f(xy), (1.25)
giperbolik tipdagi tenglamaning

u(0,y) =o(x)
{Ut (x,0) =¥(x) (1.26)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinadi.
Ko‘rinib turibdiki, (1.26) qo‘shimcha shartlar (1.25) tenglamaning

xarakteristikalari bo‘lmish x= 0 va y= 0 to’g’ri chiziglarda berilgan, bunda

j (y), y (X) berilgan differensiallanuvchi funksiyalar va j (0)=y (0).1

2. Ikkinchi tartibli parabolik tipdagi tenglamalar va ular uchun
asosiy chegaraviy masalalar.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglamalarning keyingi vakili bo‘lgan
parabolik tipdagi tenglamalar issiqlik tarqgalishi va diffuziya hodisalarini
o‘rganishda eng ko‘p uchraydi.

Aytaylik, ushbu

Au, +2Bu,+Cu,+F=0

! M.CanoxutaunoB, b.MciomoB MartemaTuk ¢u3uka TeHrIaManapu GaHugaH Macanaiap TYIUIaMU.
tomkeHT “MUMTOZ SO’Z” 2010.
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tenglama uchun biror M nugtada
B>~ AC=0
bo‘lsin. Unda qaralayotgan tenglama parabolik tipdagi tenglama bo‘lib, u bitta
karrali haqigiy xarakteristika
o(X,y) =const

ga ega bo‘ladi.
Yangi o‘zgaruvchi & va n lar sifatida
s=p(xy),  n=n(xy)
larni olamiz, bunda 7 =n(x,y) funksiya ¢(x,y) ga bog‘liq bo‘lmagan ixtiyoriy
funksiya.

Bu holda &=¢(x,y) funksiya (8) tenglamani ganoatlantirib, (7)
munosabatga ko‘ra A =0 bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, B =\/K \/6 bo‘lishini
e’tiborga olib,

A = AZ+2BE S, +CE) = (VAG +4/CE,),
va
JAE +4CE, =0 (2.1)
bo‘lishini topamiz.
Ravshanki,
B, = Agn, +B(Sa1, +6,1m,) +Ceyn, =
= (VA +CE,) (VA ++Cr,).
(2.1) tenglikka ko‘ra B, =0 bo‘ladi. Natijada (6) tenglama quyidagi
Cu,, +F=0
ko‘rinishga keladi. Bundan:
u,, =FR(&mnuu.,u,), (2.2)

bunda

Fu(E 00U, =~ F(Emuuu,)

1
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ekanligi bizga ma’lum. (2.2) tenglama parabolik tipdagi tenglamaning kanonik
ko‘rinishini ifodalaydi.
Parabolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili bo‘lgan-sterjenda
issiglik targalishi tenglamasi
u, = a’u+ f(xt) (2.3)
misolida bu tipdagi tenglamalarga quyiladigan masalalar va ularni echish
metodlari ko‘rib chiqamiz.!
Birinchi chegaraviy masala. Ekstremum prinsipi.
Masalaning qo‘yilishi. Berilgan Q{0< x< 1, 0<tJ T} sohada (2.3)
tenglamaning
u(x,0)=p(x), (0<x<lI) (2.4)

boshlang‘ich va

{“(O’t):"lm 05t T) (2.5)

u (1,t) = s, (1)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan echimini topish masalasi birinchi
chegaraviy masala deb yuritiladi. Bundan tashqari yechimning yopiq sohada

uzluksizligini ta’minlash uchun quyidagi kelishuvlik shartlari bajarilishi lozim.

{M(O) =¢(0)
1,(0) = (1)

Bu erda | uchi koordinat boshida bo‘lgan sterjenining uzunligini, T esa

shu fizik jarayonni o‘rganish qancha vaqt davom etishini bildiradi, j (X), m(t),

m, (t) lar ko‘rsatilgan sohalarda berilgan funksiyalar.

Izlanayotgan u(x,t) echimni Q yopiq sohada uzluksiz funksiya deb faraz
gilamiz va shuning uchun berilgan f(x,t), j (t), m(t), m,(t) funksiyalarni
uzluksizligini va demak, j (0)= m(0), j (I)= m,(0) bo‘lishini talab gilamiz.

Agar yugoridagi masalada (2.5) chegaraviy shart o‘rniga

! Muxymn C.I'. Kypc matremaTudeckoii ¢pusuxu. M. "Hayxka", 1968.
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{ux(o,t) = 14 (t) (2.6)

u, (1,1) = 1, (t)
shartlar berilgan bo‘lsa, masala ikkinchi chegaraviy masala, yoki (2.5) shartlar
o‘rniga

{au+ﬂ2—”}<o, ) = 14(t)
X (2.7)

u+5S30.9 = 1)
X
chegaraviy shartlar berilgan bo‘lsa, masala uchinchi chegaraviy masala deyiladi.
Umuman x= 0 va x= | da beriladigan shartlarni turli kombinatsiyalarini olish
hisobiga bir nechta chegaraviy masalalar qo’yish mumkin.

Qaralayotgan Q to‘rtburchakning t= 0, x= 0 va x=1 chiziglar ustida
yotgan chegaralari yig‘indisini 7" deb belgilaymiz.!

Ekstremum prinsipi: yopik Q sohada uzluksiz bo‘lgan va Q soha

ichida bir jinsli

u, = a’u, (2.8)
tenglamani ganoatlantiradigan u(x,t) funksiya o‘zining eng katta va eng kichik
giymatlariga 7" chiziqg ustida erishadi.

Isbot. Faraz gilamiz, u(x,t) funksiyaning Q {0< x<1,0<tJ T} yopiq
sohadagi eng katta giymati M, I" chiziq ustidagi eng katta giymati esa m
bo‘lsin va ekstremum prinsipida aytilgan tasdiq o‘rinli emas deb qaralsin. Bu
holda shunday (x,t) ichki nugta topilsinki, bu nugtada M > m bo‘lsin
deganidir. Quyidagi

M

—_ - m __
u(x,t)=u(x,t)+ o7 (t- t)

funksiyani yordamchi funksiya sifatida garaylik. Q sohaning 7" chegarasida

(yanit=0,x=0va x=1 da)

! Bunanze A.B., Kamunuuenko J[.®. COOpHHK 33/1a4 10 ypaBHEHUAM MaTeMaTHuecKol Gusnku. M.:
"Hayka", 1977.

2 o
Apcenus B.SI. Meroapl MmareMaTndeckoi (GM3WKH U crienanbabie QyHkun. M.: "Hayxka", 1974.
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M-m M+m

M

u(x,t)J m+

ekanligi ko‘rinib turibdi. Shu bilan birga
u(x,t)= u(x,t)= M.

Demak, yordamchi u(x,t) funksiya ham, u(x,t) kabi o‘zining eng katta
giymatiga /" da erishmaydi.

Shunday ekan, faraz gilaylik u(x,t) funksiya o‘zining eng katta qiymatiga
birorta ichki (x,t) (0<x<I,0<t<T) nugtada erishsin. U holda,

matematik analiz kursidan ma’lumki, shu nuqtada

2
Tuyo Uy

1% T4
(L <T bo'lsa, jl_:: 0; t,= T bo'lsa, jT—:i 0)

munosabatlar o‘rinli buladi. Demak, (x,t,) nugtada

u-au, i 0 (2.9)
tengsizlik bajariladi. Ikkinchi tomondan
M-m_ M-m

2T 2T
bo‘lishi kerak. Bu esa (2.9) ga zid. Demak, M > m bo‘ladigan nuqta topiladi.

u- a’u,=u- au,- <0

Bu esa yuqoridagi farazimizga zid va eng katta giymat uchun prinsip isbotlandi.
Eng kichik giymat uchun ham xuddi shunday isbotlanadi.

Isbotlangan ekstremum prinsipidan (2.3)-(2.5) birinchi chegaraviy masala
echimining yagonaligi va turg‘unligi kelib chiqadi:

1) Hagigatan, agar echim ikkita, u, va u, bo‘lsa, ularning ayirmasi
u=u,- u, birjinsli (2.8) tenglamani ganoatlantiradi va

u(x,00=0, u(,t)=0, u(,t)=0

shartlar o‘rinli bo‘ladi (ya’'ni I" da u= 0 bo‘ladi). U holda ekstremum
prinsipiga binoan u(x,t) funksiyaning eng katta giymati ham, eng kichik

giymati ham nolga teng, demak ue O yoki u, = u,.
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2) (2.3)-(2.5) masalaning echimi tenglamaning o‘ng tomoni f(x,t) va
boshlang‘ich hamda chegaraviy shartlardagi funksiyalarga uzluksiz ravishda
bog‘lig. Haqiqatan ham, agar boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga kirgan
funksiyalar u, va u, echimlar uchun turli bo‘lib, ularning ayirmalari absolyut
qiymati bo‘yicha biror €> 0 dan kichik bo‘lsa, u holda u, - u, = u funksiya bir
Jinsli tenglamani ganoatlantiradi va butun Q sohada |u,- u,|< e tengsizlik
bajariladi.t

Birinchi chegaraviy masalaning echimi. Umumiy (2.3)-(2.5) masalani

echishni, uning xususiy holi bo‘lgan quyidagi masalani echishdan boshlaymiz:

bir jinsli
u = au, (2.10)
tenglamaning
u(x,0) = o(x), (2.11)
boshlang‘ich va
{“(O’t) =0 (2.12)
u (l,t)=0

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi echimi topilsin. Bu erda j (x) uzluksiz
bo‘lakli hosilaga ega va j (0)=j ()= O shartlarni bajaradigan funksiya. (2.10)-
(2.12) masalani Fure metodi bilan echamiz.
Echimni quyidagi

u(x,t)=T@{E)X(x), T(t) NeO, X (x)NeO (2.13)
ko‘rinishda izlaymiz
Bu ko‘rinishdagi echimni (2.10) tenglamaga qo‘yib,

X (X)THt) = aT () X K x)

yoki

Tt _ X¥(x)_ |
a’T(t) X(x)

! Tuxonos A.H, Camapckuii A.A. YpasHeHus Matematnueckoii ¢pusuku.M.Hayxa.1977r.
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tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa

TX)+alT()=0 (2.14)

XHx)+1 X(x)=0 (2.15)
tenglamalarga ega bo‘lamiz. Bu erda (2.15) tenglamaning

X(0)= 0, X(H=0 (2.16)

shartlarni qanoatlantiradigan, lekin aynan nolga teng bo‘lmagan echimini topish
lozim, chunki, shundagina (2.13) ko‘rinishdagi echim (2.12) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiradi va u(x,t) NeO bo‘ladi. [31]

(2.15), (2.16) masalaning noldan fargli echimi | parametrning fagat

2
2p
| =3— =123,.. 2.17
G ) @217)
giymatlaridagina mavjud va bu echim
xgm:sm%ﬁ (2.18)

dan 1borat ekanligini yuqorida giperbolik tipdagi tenglama uchun qo‘yilgan
masalada ko‘rib o‘tgan edik.

| parametrning (2.17) xos giymatlariga (2.14) tenglamaning

_pnepif,
T({t)=ae il (2.19)
yechimlari mos keladi, a, - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Qaralayotgan (2.10) tenglama chiziqli bo‘lganligi uchun
_nepif,
UAKD:RMXJm:%e'gsm%Z (2.20)

funksiyalarning barchasi (2.10) tenglamani va (2.12) shartlarni ganoatlantiradi.
Shu funksiyalardan quyidagi gatorni tuzamiz
o

u(x,t)= e ape

n=1

sin”—FIK (2.21)

va undan (2.11) boshlang‘ich shartni bajarishini talab qilib, topamiz
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u(x,0)=j (x)= é ansin$ (2.22)

n=1

Hosil gilingan bu (2.22) formula esa j (x) funksiyaning (0,1) oraligda sinuslar
buyicha Fure qgatoriga yoyilmasidir. Bilamizki, bu gatorning koeffitsientlari a,

lar
2 | npX
a, = I—Tj (x)sdex (2.23)

formula bilan aniglanadi. Yuqorida j (x) funksiyaga nisbatan qo‘yilgan talablar
(2.22) gatorning j (x) funksiyaga tekis va absolyut yaqinlashishini ta’minlaydi.
Shu bilan birga ixtiyoriy ti 0 uchun

%II i J 1
bo‘lganligidan (2.21) qator ham tekis va absolyut yaqginlashuvchi va u(x,t)

funksiya Q sohada uzluksiz bo‘ladi hamda boshlang‘ich va chegaraviy

shartlarni ganoatlantiradi.
(2.21) gatordan t bo‘yicha bir marta va X bo‘yicha ikki marta hosila
olgandan keyin hosil bo‘lgan gatorlar tekis va absolyut yaginlashuvchi bo‘lsalar,

(2.21) qator bilan aniglangan u(x,t) funksiya (2.10) tenglamani ham

ganoatlantiradi. Keyingi gatorlarning yaginlashishi esa ixtiyoriy t> 0 uchun
2 anpaif 2 apa f

gtj 0P O<>mpgle%.at<l

tengsizliklar, n etarli darajada katta bo‘lganda, o‘rinli ekanligidan kelib chiqadi.
Endi quyidagi masalani echaylik: Q to’g‘ri to‘rtburchakda bir jinsli

bo‘lmagan

u = a’u, + f(xt) (2.24)
tenglamaning bir jinsli

u(x,0) = (x), (2.25)

boshlang‘ich va bir jinsli
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{u(o,t) =0

0 (=0 (2.26)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin. Bu erda f(x,t)

funksiya uzluksiz va X bo‘yicha bo‘lakli uzluksiz hosilaga ega, hamda barcha
t> 0 laruchun f(0,t)= f(l,t)= 0 bo‘lsin deb faraz qilamiz.

Bu masalaning echimini
T
u(x,t) = e Tn(t)sin$ (2.27)
n=1
ko‘rinishida izlaymiz. (2.27) ni (2.24) tenglamaga qo‘yishdan oldin f (X,t)
funksiyani sinuslar bo‘yicha Fure qatoriga yoyib ( f(x,t) funksiyaga qo‘yilgan
shartlar bunga imkon beradi), topamiz
r
f(xt)= e fn(t)sing, (2.28)
n=1

bu erda

f ()= IZT f(x,t)sin@dx.
0

(2.27) gatorni (2.24) ga qo‘yib va (2.28) ni hisobga olsak:

I

Janp np
e Fi0+3 ng (t)- f(t)Tsm |

nlﬁ

X

Bundan esa

T(t)+ gf‘gg} ©= f.(), (=12.) (2.29)

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz.
(2.27) qatorni (2.25) boshlang‘ich shartga qo‘yib
r
u(x,0)= e mowm@ =0
n=1
ekanligini topamiz, bundan esa T, (t) funksiyalar uchun
T.(00=0, (n=12..) (2.30)

boshlang‘ich shartlarga ega bo‘lamiz.
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(2.29), (2.30) masalaning echimini topish giyin emas:

t anpa

T.®)= e A f (t)dt. (2.31)

0
Shu (2.31) echimni (2.27) ga qo‘yib, (2.24)-(2.26) masalaning echimini hosil

gilamiz

AL 11
e Ut (¢ )dt%in@. (2.32)
b

bl

T
u(x,t)= ¢
n=1

SR R S

Endi yugoridagi umumiy birinchi chegaraviy masala (2.3)-(2.5) ga
gaytsak, uni hozirgina echilgan masalaga keltirish mumkin. SHu magsadda
yangi u(x,t) funksiyani kiritaylik:

u(x,t) = u(x,t)- w(x,t).
Bu erda
w(x,t) = m()+ [ (t)- nl(t)}’l‘ - ma’lum funksiya.
Noma’lum funksiya u(x,t) uchun esa
u, = a’u, + f(xt)
tenglamaga va
u(x,0)=j (x)- w(x,0)
boshlang‘ich, hamda
u(0,t)= u(0.t)- W(O,t)= m(t)- m()=0,
u(l,t)=u(,t)- wl,t)=m(t)- m(@{t)=0
bir jinsli chegaraviy shartlarga ega bo‘lamiz. u(x,t) funksiya uchun hosil

gilingan bu masala (2.10)-(2.12) masala va (2.24)-(2.26) masalalarga ajratilgan
holda echildi.’

Uchinchi chegaraviy masalaning qo‘yilishi.
u, = a’u,

tenglamaning D sohada

! Bunanse A.B. YpasHenus matemaTtudeckoii pusuxu. M.: "Hayka".
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u(x,0) =¢p(x), 0<x<I
boshlang‘ich va

{ux(o,t)+h1u(0,t)=91(t) 0<t<T

u, (1,t) — hyu(l, t) = 6,(t)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi echimi topilsin.

Bundan tashgari echimning yopiq sohada uzluksizligini ta’minlash uchun

quyidagi kelishuvlik shartlari bajarilishi lozim.

{(P'(O) +hp(0)=6,(0)
@'(1)—h(l) = 6,(0)

Koshi masalasining qo‘yilishi.

D={(x,t):-T <x<+TI ,t>0} sohada
u = au (2.33)

XX

tenglamani va boshlang‘ich
u(x,0) = p(x), -T <x<T) (2.34)
shartni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiya topilsin, bu erda j (x) uzluksiz va

chegaralangan funksiya.?

! Salohiddinov M. Matematik fizika tenglamalari. “O’zbekiston” nashriyoti. T. 2002 y.
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I bob bo’yicha xulosa

Dissertasiyaning birinchi bobi xususiy hosilali differensial tenglamalar
hagida umumiy ma’lumotlar, ularning klassifikasiyasi va ikkinchi tartibli
xususiy hosilali giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalarning xossa-
xususiyatlar hamda ularga qo’yilgan gator boshlang’ich-chegaraviy masalalar va
ularni yechishga bag’ishlandi.

Ishning asosini ikki o’zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamalarni klassifikasiyalash va kanonik ko’rinishga keltirish, parabolik va
giperbolik tipdagi tenglamalar, ularga qo’yilgan ba’zi masalalar va
masalalarning yechimlari tashkil etadi.

Giperbolik tipdagi tenglamalarning eng soda vakili tor tebranish tenlamasi
va unga qo’yilgan Koshi masalasi, asosiy boshlang’ich-chegaraviy masalalar va
ularning yechilish usullari, xuddi shunday parabolik tipdagi issiglik targalish
tenglamasi uchun qo’yilgan masalalar, ularni yechish usullari hamda masala
yechimi yagonaligini ko’rsatishda foydalaniladigan ekstrimum prinsipi batafsil

o’rganib chiqildi.
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1-BOB. Parabola-giperbolik tenlamalar bo’yicha umumiy ma’lumotlar.

Agar tekshirilayotgan D sohaning turli gismida

n o%u ou  au
. Fl| x,u,—,..., =0
ZA’(X)axiaxj ’ (X T ]

i,j=1 i n

tenglama har xil tipga tegishli bo’lsa, uni aralash tipdagi tenglama deyiladi.

Xususiy hosilali deffirensial tenglama tekshirilayotgan sohaning bir
qismida parabolik tipga, ikkinchi qismida esa giperbolik tipga tegishli bo’lsa,
uni aralash yoki parabola-giperbolik tipga tegishli deyiladi; bu gismlar o’tish
chizig’i (yoki sirti) bilan ajraladi, bu chizigda tenglama parabolik buziladi, yoki
bo’lmasa, aniglanmagan bo’ladi.

Aralash tipdagi tenglama uchun chegaraviy masalani XX asrning 20-
yillarida birinchi marta Italiyalik matematik Franchisko Trikomi

yu, +u, =0

tenglama uchun qo’ygan va tekshirgan.

Aralash parabolo-giperbolik tipdagi tenglamalar uchun har xil sohalarda
klassik chegaraviy masalalarga misol sifatida Trikomi, Gallerstedta, Bizatze

masalalari va ularni o’xshashi, analogini aytishimiz mumkin.!

1. Asosiy boshlang’ich-chegaraviy masalalarning qo’yilishi.

Birinchi chegaraviy masalaning qo’yilishi. Quyidagi tenglamani

garaymiz:
-u;(x,t)eD
Oz{uxx u;(xt)eD, (L.1)
Uy, —Ug;(X,t) € D,
Bu yerda D; soha - t=0, x=1, t=T va x=0 to’g’ri chiziglar bilan

chegaralangan sohaning ichki qismi, ya’ni {0 <x<1,0<t<T}to’gri

to’rtburchak bilan chegaralangan.

! Salohiddinov M. Matematik fizika tenglamalari. “O’zbekiston” nashriyoti. T. 2002 y.
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D, sohada- X o’qida A(0,0), B(1,0) nugtalar bilan chegaralangan AB
kesmadan (1) tenglamaning ikkita xarakteristikasi AC: x+t=0, BC: x-t=1
chiziglar bilan chegaralangan sohaning ichki gismi.

D, va D,sohalarning birlashgan joyi ochiq AB intervalni
(I orgali belgilasak), D, va D, birgalikda D orqali belgilaymiz, ya’ni D=D; U
D, Ul I={(x,t):t=00<x <1}
Quyidagi xossalarga ega bo’lgan u(x,t) funksiya topilsin:
1) u(xt) e c(D)ci(D,)NC*(D,)
2)  u(x,t) funksiya (1) tenglamani D, va D, sohalarda ganoatlantirsin
3) u,(x,t) eC(D,ul)nC(D,ul), hamda u,(x,0)funksiya x— 0chekli,
x —1 ga birdan kichik maxsuslikka ega.

4)  Quyidagi chegaraviy shartlar o’rinli:

u(0,t) = g(t) 0<t<T (1.2)
ut) = w(t) 0<t<T (1.3)
u(x,—x) = »(t) 0<x< % (1.4)

5)  Ulash sharti

XIirrz)ut(x,t) =Xlirn)ut(x,t) (1.5)

Bu yerda: o(t),y(t), 2(x) eC(D)  (0)= x(0)1
Ikkinchi chegaraviy masalaning qo’yilishi. Quyidagi tenglamani
garaymiz:

-u,;(x,t)eD
o={“XX 4i(xt)< D, (1.5)
Uy —Ug; (X, 1) € D,

Bu yerda D; soha - y=0, x=1, y=T va x=0 to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan sohaning ichki qismi, ya’ni {0 <x<1,0<t<T}to’g’ri

to’rtburchak bilan chegaralangan.

1 JlxypaesT.Jl., ComyeBA., MamaxanosM. KpaeBble 3amaunm 11 ypaBHeHMH mapaGoso—
runepoosmueckoro tuma. Tamkent:@an, 1986.
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D, sohada- X o’qida A(0,0), B(1,0) nuqtalar bilan chegaralangan AB
kesmadan (1.6) tenglamaning ikkita xarakteristikasi AC: x+y=0, BC: x-y=1
chiziglar bilan chegaralangan sohaning ichki gismi.

D, va D,sohalarning birlashgan joyi ochiq AB intervalni

(I orgali belgilasak), D, va D, birgalikda D orqali belgilaymiz, ya’ni
D=D; UD, UIl; I={(x,t):t=0,0<x <1}

Quyidagi xossalarga ega bo’lgan u(x,t) funksiya topilsin:

1) u(x,t)e C(D)NCZ (D) NC*(D,)

2)  u(xy) funksiya (1) tenglamani D, va D, sohalarda ganoatlantirsin

3) u,(x,t) eC(D,ul)nC(D,ul), hamda u(x,0)funksiya x— 0chekli
x —1 ga birdan kichik maxsuslikka ega.

4)  Quyidagi chegaraviy shartlar o’rinli:

u(0,t) = p(t) 0<t<T (1.7)
uLt) =w(t) 0<t<T (1.8)
u(x, x=1) =y,(t) %£x£1 (1.9)

5)  Ulash sharti

limu, (x,t) = limu, (x,t) (1.10)

Bu yerda: o(t),w(t), 2,() eC(D) , w(0)=x® 1
Uchinchi chegaraviy masalaning qo’yilishi. Quyidagi tenglamani
garaymiz:

- D
O:{UXX u;(x,t)e D, (L.11)
Uy, —Uy;(X,t) € D,

Bu yerda D; soha - y=0, x=1,y=T va x=0 to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan sohaning ichki qismi, ya’ni {0 <x<1,0<t<T}to’gri

to’rtburchak bilan chegaralangan.

! JTapkenckas O.A. O6 ypaBHenus cmemansoro tuna. Bectauk UJIT'Y cepus mat.mux. u ACTP.,
1965 Ne4 c. 38-46
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D, sohada- X o’qida A(0,0), B(1,0) nuqtalar bilan chegaralangan AB
kesmadan (1.11) tenglamaning ikkita xarakteristikasi AC: x+y=0, BC: x-y=1
chiziglar bilan chegaralangan sohaning ichki gismi.

D, va D,sohalarning birlashgan joyi ochiq AB intervalni

(I orgali belgilasak), D; va D, birgalikda D orqali belgilaymiz, ya’ni
D=D; UD, UIl; I={(x,t):t=0,0<x <1}

Quyidagi xossalarga ega bo’lgan u(x,t) funksiya topilsin:

1) u(xt)eC(D)nC(D,)NC*(D,)

2)  u(xy) funksiya (1) tenglamani D, va D, sohalarda ganoatlantirsin

3) u,(x,t) eC(D,ul)nC(D,ul), hamda u(x,0)funksiya x— 0chekli

x —1 ga birdan kichik maxsuslikka ega.

4)  Quyidagi chegaraviy shartlar o’rinli:

u, (0,t) = ¢, (t) 0<t<T (1.12)
u (L) =yw,(t) 0<t<T (1.13)
u(x, x=1) =,(t) %£xs1 (1.14)

5)  Ulash sharti

XIimout(x,t) = XIirpout(x,t) (1.15)
Bu yerda: ¢,(t),y,(t), 2,(x) eC(D) , w(0)= 1@ 1
Trikomi masalasining qo’yilishi. Quyidagi masalani garaymiz:

_ L [u]=u, +a (xt)u, +b (x,t)u +c (xt)u, (xt)eD,
O_{LZ[U]ZUXX_Utt+3-2(X,t)ux+b2(x,t)ut+C2(Xlt)u, (X,t)EDZ (116)

Bu yerda D, soha y=0, x=1, y=h va x=0 to’g’ri chiziglarda yotuvchi,

ichki gismi, ya’ni, {0<x<1 0<t<T} to’g’ri to’rtburchak bilan chegaralangan.

! Enees B.A. Anaor 3aia4n TpUKOMH JUIs CMENIAHHBIX 1apabosio -THIepOONTHIECKMX YPABHEHUH ¢
HeXapakTepuKo# nuHueld m3mMuHus tuna. Auddepennuansusie ypasaenus, 1978, T XIII, Nel, ¢ 56-
63.
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D,-uchburchakli harakteristika : X o’qida A(0,0), B(1,0) kesmadan (1.16)
tenglama ikkita harakteristikasi AC: x+y=0, BC: x-y =1 hamda A va B

nugtalardan chiquvchi  harakteristikalarning kesishish nugtasi C(%,—Ej

2
nuqtalardan iborat. D,va D,sohalarning birlashgan joyi ochiq AB kesmani, D,va
D, sohalarning birgalikda D orqali belgilaymiz.t

2. Asosiy masalalar yechimlarining mavjudligi va yagonaligi.
Quyidagi tenglamani garaymiz.

U, —U; (xt)eD, (2.
3, -8 (xt)eD, (22)

YA

Dl X

iy D >
D,
1-chizma

Bu yerda D; soha — y=0, x=1, x=0 va y=T to'gri chiziglar bilan

chegaralangan sohaning ichki gismi, yani {0<x<1, 0<t<T} to'g’ri to rtburchak
bilan chegaralangan. D, sohada-X o°qgi A(0,0), B(1,0) nugtalar bilan
chegaralangan AB kesmadan (2.1) tenglamaning ikkita xarakteristikasi
AC: x+t=0, BC: x-t=1 chiziglari bilan chegaralangan sohani ichki gismi D; va
D, sohalarning birlashgan joyi ochiq AB intervalni (I orgali belgilasak), D; va D,
birgalikda D orgali belgilaymiz , yani  D=D; D, I; I={(x,t):t=0, 0<x<lI}
Quyidagi hossalarga ega bo Igan u(x,t) va o(x,z) funksiyalar topilsin:
1) u(x,t) €C(D)NC2(DyYN o(x,y) € C(D)NCDy)
2) u(x,t) funksiya (1) tenglamani D; va 3(x,t) funksiya (2.2) tenglamani D,
sohalarda ganoatlantirsin.

1 JlxypaesT.Jl., ComyeBA., MamaxanosM. KpaeBble 3amaunm s ypaBHeHuWii mapaboso—
runepoosmueckoro tuma. Tamkent:@an, 1986.
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3) u,(x,t)eC(D,ul)d(x,t)eC(D,ul)hamda ui(x,0), 9 «(x,0) funksiyalar x—0

chekli.
4) Quyidagi chegaraviy shartlar o"rinli.
u(0,0)= y(t) 0<t<T (2.3)
u(l,t)= y(t) 0<t<T (2.4)
3(x,-x)= w(x) OSxﬁg (2.5)
5) u(x,0)=9(x,0) 0<x<I (2.6)
U(x,0)= 3(x,0) 0<x<lI 2.7 1

Teorema. (2.1)-(2.7) masalaning yechimi yagonadir.

Isboti: D, sohada (2.2) tenglamaning yechimini yagonalagini isbotlash
uchun teoremani shartini teskarisini faraz gilamiz, ya'ni, tenglamani yechimi
ikkita, 91(x,t) va 3 2(x,t) bo'lsin. Ular yechim bo’lgani uchun (2.2) tenglamani va
(2.5) shartni ganoatlantiadi.

1= D1t Hox= Fart
91(X,-x)= w(x) Fa(X,-x)= y(x)

Tenglama chizigli bo'lgani uchun yechimlar ayirmasi ham yechim

boladi.

V(x,t)=3- 9 (2.8)
belgilash kirisak, quyidagilar o’rinli
V=V

(2.9)
V(x,-x)=0 (2.10)

(2.9)-(2.10) bir jinsli masalaga ega bo’lamiz.

Giperbolik tenglamani umumiy yechimidan foydalansak:

V(X t) = f(x—t)+ f,(x+1) (2.12)

(2.11) tenglikdan (2.10) shartni hisoblasak,

1 3onmna JI.A. “ O kpaeBoii 3a1ade I MOJIENBLHOTO yPaBHEHUS TUINEPGOIIO-NApabOIMIECKOTO THITA
” //BBIYMCIUTENILHON MaTeMaTuKU 1 MaTeMaTHdeckoi ¢pusuxu. JKJIM J)KBM n M®, 1966-1001
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V(x,—x) = f,(2x)+ f,(0) =0
f,(2x) =—f,(0)=const.
f,(x)=const.

V(xt)=f,(x+t)+c=f,(x+t) AC xarakteristikada x+t=c bo lgani uchun
V(x,t) = f,(c)=const ekanligi kelib chigadi. (2.10) shartni hisoblasak:

V(X,—x)=c¢ V(x,—x)=0 =c¢=0

A

(X0, t)
{
P(%,,0)

T
(%ot
2-chizma

Demak, AC xarakteristikada Vv (x,t) funksiya nolga teng ekan. Giperbolik
tipdagi tenglamalar uchun ekstremum prinsipiga ko’ra AC Xarakteristikada
V(x,t) funksiya nolga teng bo’lgani uchun Vv (x,t) funksiya D, sohaning AB
chegarasida o’zining musbat maksimumiga erishadi, demak AB kesmadagi

ixtiyoriy P nugtada musbat maksimumga erishsin, u holda V,(P)>0 bo ladi.

Hosila ta’rifiga ko’ra,

Vt(P):|ti_I;TO1V(X01t);V(XO’O) (2.12)

Ma’lumki, t<0, ekstremum prinsipiga ko’ra,

(%aeév (X,t) =V (%5,0) =V (X,,t) <V (%,,0)

Bundan
V,(P)=0 (2.13)

kelib chigadi. Parabolik tomondan garasak, unda ham ikkita u,(x,t), u,(x,t)

yechimlari bor deb faraz gilsak,ular (2.1) tenglamaning va (2.3), (2.4) shartlarni

ganoatlantiradi:

(0.0 = (1) L (0924 (1)
u (L) =, (1) U (1,1) =, (t)
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(2.1) tenglamaning chizigli ekanligidan bu yechimlar ayirmasi ham

yechim bo’ladi.
U (x,t) =u,(x,t) —u,(x,t) (2.14)
belgilash kiritsak, quyidagilar o’rinli bo’ladi:
Uxx = Ut
u(o,t)=0 (2.15)
U(l,t)=0

Parabolik tipdagi tenglamalar uchun ekstremum prinsipiga ko’ra, (2.15)
masalaning yechimi bo’lgan U(x,t) funksiya o’zining musbat maksimumiga
sohaning chegaralarida erishadi. (2.15) masalaning shartlariga ko’ra
qaralayotgan sohaning o’ng va chap chegaralarida aynan nolga teng. Demak,
U(x,t) funksiya o’zining musbat maksimumiga sohaning AB chegarasida erishar
ekan.

Ut(P):"mU(xo,tO)—U(xo,O)
o0 b (2.16)

Eksrtemum prinsipidan foydalansak,

max U (x,t) =U (x,,0) = U (X,,t,) <U (x,,0) va t,>0 ekanligidan

(X,t)eD1

U,(P) = lim 2 0t) 2V (%.0)

t0 t,
kelib chigadi. (2.7) shartdan (2.13) va (2.16) bir-biriga ziddir. Bundan gilgan
farazimiz noto’g’ri ekani kelib chigadi, ya’ni (1)-(7) masalaning yechimi yagona
ekan.!

Teorema (2.1)-(2.7) masalani mavjud.

Isboti: Bizga ma’lum bo’lgan (2.11) giperbolik tenglamaning umumiy

yechimi korinishidan va (2.5) shartdan foydalanib, (x) funksiyani topamiz

I =)+ LO)=p(x) = HY=pX-F,0) = f1<x>=w(§j—f2(0>

! ®uxrenromsny T'M. Kypc nuddepeHnmansioro u wueTErpanbHoro wucuuciaenus. Tom 11
WznarensctBa «Hayka» Mocksa 1969 r.
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f;(x)=§wl(§j (217)

(2.11) formuladan x va t bo’yicha birinchi tartibli hosilalarini ayirmasini
hisoblaymiz:
3 (x,t) = f/(x—t) + f(x+1); G (xt)=—f(x—-t)+ f,(x+1)
3. (x,1) =G (x 1) =2/ (x~1) (2.18)
(2.18) tenglikni t—0 intilgandagi limitini hisoblaylik:
lim 3, (xt) -4 (xt) = lim2 f,(x—1)
9,(x,0) = 4 (x,0) = 2f/(x) (2.19)
Shu o’rinda quyidagicha belgilash kiritaylik:
9(x,0)=7(x) va 4(x,0)=v(x) (2.20)
(2.17) va (2.19) larni tenglab, (2.20) belgilashga ko’ra quyidagicha yoza

olamiz:
2 (x)=v(x) =y @ (2.21)

(2.1) tenglamani ham t—0 intilgandagi limitini hisoblaymiz:

U (%, 1) = U (X, 1)
Itgrg U, (x,t) = IL”J u, (x,t)

Uy (%,0) =, (x,0) (2.22)

(2.22) tenglikni (2.20) belgilashga o’tib,(2.21) tenglama bilan ikkalasidan

7(X), v(X) |arni topamiz.

"(X)—v(x)=0 (2.23)
{ 2

7(X) = v(x) = w’(fj (2.24)

{T(O) =a,(0) (229

7(0) = ¢,(0)

(2.23) tenglamadan (2.24) tenglamani ayirib z(x)ga bog’liq oddiy

differensial tenglamaga ega bo’lamiz.
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() = 7'(X) = -y/Gj (2.26)

2(0) =y,,(0) 2(0) =y,(0) (227)

Bu masalani yechish uchun Grin funksiyasini tuzamiz. Buning uchun
() —7'(x) =0 (2.28)
tenglamani umumiy yechimi
7(X) =c +c,e” (2.29)
ko'rinishida bo’ladi. (2.26) tenglamaning (2.27) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchiyechimini  topishda garalayogan masalaning Grin
funksiyasidan foydalanamiz. Buning uchun (2.29) -bir jinsli tenglamaning

yechimini (2.26) shartlarni ganoatlantiruvchi ,(x) va r,(x) shunday xususiy
yechimlarni topamizki, z,(x) funksiya (2.27) chegaraviy shartlarni birinchisini

ganoatlantirib, ikkinchisini ganoatlantirmasin.

7,(0)=c¢,+¢, =y, (0) (2.30)
(1) =c,+ce' =y, (0) (2.31)

(2.30) tenglamani ganoatlantiruvchi 7, (x)=y,(0)e*, (2.31) tenglamani

ganoatlantiruvchi z,(x) =y, (0)Xususiy yechimlarni tanlab olamiz. Demak, Grin

funksiyasini quyidagi ko rinishda izlaymiz:

G(x.t) = {QE:;Z ((%))ex (2.32)

Buning uchun Grin funksiyasi [0,T]oraligdan olingan har bir t uchun x
ning funksiyasi sifatida quyidagi shartlarni ganoatlantirishidan foydalanamiz:
1. x=t da
™ (x)-7'(x)=0
tenglamani ganoatlantiradi.

2. x=0 da va x=I da (2.27) chegaraviy shartni ganoatlantiradi.
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3. [0,T]oraligdan olingan ixtiyoriy fiksirlangan t uchun G(x,t) funksiya x=t
da x bo’yicha uzluksiz, x bo’yicha birinchi tartibli hosilasi esa x=t da birga teng
bo’lgan sakrashga ega, ya’ni
G(t+0,t)=G(t-0,) , G,(t+0,t)-G,(t—0,t) =1

Grin funksiyasini (2.3) shartiga ko’ra quyidagilarni yoza olamiz:

{A(%(O)e‘ LOIAQ

A(t)y, (0)e' +1=0 (2:33)

(2.33) tenglamalar sistemasidan A(t) va B(t) funksiyalarni topamiz.

Bulardan (2.32) Grin funksiyasini ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:

et 0<x<t
1 t<x<l

G(x,t) = {: (2.34)

(26)-(27) masalaning yechmini

:j.G(x,t)f (t)dt (2.35)

formula orgali topamiz. Bu yerda f(x) = —1//1(9

je(xt)f t)dt= fe“ 1( jdtqw( jdt

0
I
r(x)=2w(5j—2w( e +2je l//(zjdt (2.36)
(2.23) dan ya’ni v(x)=7"(x) tenglikdan ikkinchi noma’lum v(x)
funksiyani topamiz. Buning uchun (2.36) tenglikdan x bo’yicha ikki marta hosila
olamiz.

Chegarasi o’zgaruvchi bo’lgan integraldan quyidagi formuladan
foydalangan holda hosila olamiz:

B(x) B(x)
F(x)= Z[)f(t,x)dt bo'lsa, F'(x)= _[ f,'(tx)dt+B'(x) f (B(x).x)—a'(x) f (a(x),X)

a(x)
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Endi esa 7' (x) va z**(x) larni topamiz.
r'(x)=—2l//(o)eX+2w(2)+2je y/(zjdt
r"(x):—Zy/(O)ex+y/'(§)+2w(5j+2£ex‘tw(3dt

Bundan
V(x)="(x) =29 (0)€" +v (;‘j+zw(2j+zje ‘tl//(zjdt (2.37)

Biz (2.36) va (2.37) tengliklarda mos ravishda z(x) va v(x) funksiyalarni

anigladik.Bu esa (2.2) tenglamani va (2.20) belgilashdan Koshi masalasini

yechimini beruvchi

9(x,t)= T(X”);T(X‘t)%va(g)dg (2.38)

x—t

Dalamber formulasidan foydalangan holda 9 (x,t) funksiyani ya’ni (2.2)

tenglamani D, sohadagi yechimini yoza olamiz. Buning uchun

X+t

r(x+t),7(x-t)va jv(é)dg larni alohida-alohida hisoblab olamiz.

x—t

r(x+t):2w(|§j—2w(0) X+t+2XJtte w(zjdt
r(x—t)=21//(;j 2p(0) “+2jex & [ )dt

I(_ZW(O)E§+V'(gj”‘”(z}zje“ ( jdt)dgf:
Z(—ZW(O)eﬁZw(g}zfe“ ( jdt)|x”
=2y (0)[ e —e }+2‘”(X2+tj‘zvf(xztj+2xfe w( jdt 2Iex 3 [;jdt

Bundan

X+t

Jv(eps=

=—21//(0)[eX+t —e“]+21//[XT+t]—21//(X2 t)+2 I e l//(zjdt 2 j e”tl//(%]dt

0
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ekanligini bilib oldik. Endi esa topilganlarni (2.38) formulaga qo’yamiz.

9(x1) = ZW(IEj—zy/(o)eX“ W(XT‘tj_y/(xT“j zxfexw(%)dt (2.39)
yoki
9 (x,t)= f(x+t)+w(>‘7‘t]_w("7”) (2.40)

Biz (40) tenglikda (2.2) tenglamani yechimini topdik.Bu yechimni
tog’riligini tekshirish uchun topilgan 9 (X,t) yechim (2.5) shartni ganoatlantirishi
ko’rsatishimiz kerak.Yechimni (2.40) ko’rinishida 3 (X,-X) ni hisoblaymiz.

3 (X,-X)= 7(0)+w(x)-y(0)
(2.27) va (2.6) kelishuvlik shartidan  z(0)=w(0) bo’ladi. Bundan
J(X,~X)=w (x)
Demak, yechim to’g’ri topilgan ekan.
Endi esa (2.1) tenglamani D, sohadagi yechimini topishimiz kerak.

Buning uchun

U =u, (xt)eD, (2.1)
u(0,t) =, (t) 0<t<T (2.3)
u(l,t) =y, (t) 0<t<T (2.4)
u(x,0) =z(x) 0<x<lI (2.5)

(2.1) tenglamani D, sohada (2.3)-(2.5) shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimini, ya’ni, issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun birinchi chegaraviy

masalaning yechimi ko rinishidan foydalanamiz. !

t

Gﬁ(x,t;O,ry)wl(n)dn—J‘Gg(x,t;l,n)z/z(n)dn+jG(x,t;g,O)f(é)dé (2.41)

0

u(xt)=

[ S——

Bunda G(x,t;&,7) (1) tenglamaning fundamental yechimi ya’ni,

! Eneer B.A. O HEKOTOPBIX KpaeBBIX 3a1adyax JUisi OJHOTO YPAaBHEHHMs CMEIIAHHOTO Napaboyo —
runepoosmueckoro tuna. Auddepennnansusie ypasuenus, 1978, T X111, .Nel, ¢ 22-29
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e

(2.41) yechimdagi integrallarni alohida hisoblab olamiz.

g (2.42)

G(x,t;g,o)zzm

2

(x=8) i

G, (xt;&n)=

G, (x,t0,77) S N

G (x.t;l,n)=

Topilgan munosabatlarni (2.41) yechimga qo’ysak, yechim quyidagicha
bo’ladi.

—x2 —(x-1Y?

t —
e“‘"”l/ﬁ(f])dﬂ—j (x=1) : e “Ny ()dn+
04\7(t-1)

Loq —(x4—t§)2 | L5 (t it
+£2\/He [21//(5)—21//(0)e +2£e "”[5) t} &
Demak, (2.43) tenglik biz izlayotgan (2.1) parabolik tenglamaning D,

(2.43)

sohadagi yechimi bo’ladi.
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II bob bo’yicha xulosa

Dissertasiyaning ikkinchi bobida aralash tipdagi parabola-giperbolik
tenglamalar bo’yicha umumiy ma’lumotlar va bu tenglamalarga bir nechta
chegaraviy masalarning qo’yilishi hamda bitta chegaraviy masala yechimining
yagonaligi va mavjudligi ko’rsatildi.

Birinchi chegaraviy masala mavjudlagani isbotlashda giperbolik
tenglamaning umumiy yechimidan foydalanib,oddiy differensial tenglamaga
keltirildi. Yechimni topishda Grin funksiyasidan, so’ngra Koshi masalasi
yechimi bo’lgan Dalamber formulasidan foydalangan holda giperbolik sohadagi
yechim topildi. Parabolik sohadagi yechimni topish uchun Potensiallar usuli
o’rganildi va undan foydalanildi.

Yechimning yagonaligini isbotlashda parabolik va giperbolik tenglamalar
uchun ekstrimum prinsipidan foydalanildi.

Aralash tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy masalalarning qo’yilishi,
birinchi chegaraviy masalaning yechilashi, unda foydalanilgan usullar
tadgigotning yangiligi sifatida garalayotgan o’zgarish chizig’i xarakteristika
bo’lgan parabola-giperbolik tipdagi tenglamalar uchun qo’yilgan nolokal
shartli chegaraviy masalani o’rganish va uni yechish uchun bilim va ko’nikma

hosil gilishga xizmat giladi.
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I11-BOB. O’zgarish chizig’i xarakteristika bo’lgan tenglamalar uchun ba’zi
chegaraviy masalalar.

1. Integral tenglamalar hagida umumiy ma’lumotlar.

Matematik fizika tenglamalari deyilganda, albatta, o‘z-o‘zidan integral
tenglamalar ham tushuniladi. Integral tenglamalar matematikaning turli
sohalarida muhim rol o‘ynaydi, aynigsa, integral tenglamalar nazariyasi oddiy
va xususiy hosilali differensial tenglamalarni o‘rganishda keng qo‘llaniladi.
Noma’lum funksiya integral ishorasi ostida gatnashgan har ganday tenglama
integral tenglama deyiladi.?

Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya alJ xJ b
oraligda, K(x,y) funksiya esa Q{alJ x, yJ b} soha (kvadrat) da aniglangan
bo‘lsin. U holda

b

J (- T KXy (y)dy= f(x) (1.1)
tenglama j (X) noma’lum funksiyaga nisbatan chiziqli integral tenglama
deyiladi, | -sonli parametr. Izlanayotgan j (x) funksiyaning argumenti x ham
[a,b] oraligda o‘zgaradi deb hisoblaymiz.

K(x,y) funksiya (1.1) tenglamaning Yadrosi, f(x) funksiya esa (1.1)
tenglamaning ozod hadi deyiladi. Ozod had f(x) aynan nolga teng yoki teng
emasligiga garab, (1.1) tenglama bir jinsli yoki bir jinsli bo‘lmagan tenglama
deyiladi.?

Agar integral tenglama

b

T Ky (y)dy = f(x) (1.2)

ko‘rinishda bo‘lsa, u birinchi turdagi integral tenglama deb yuritiladi. SHu

munosabat bilan (1.1) tenglama ikkinchi turdagi integral tenglama hisoblanadi.

! Jlosutr V.B. JIuneiinbie unTerpanbHele ypaBHenus. M., 1957.
2 Salohiddinov M. Matematik fizika tenglamalari. “O’zbekiston” nashriyoti. T. 2002 y.
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Integrallash chegaralari a va b lar chekli ham cheksiz ham bo‘lishi

mumkin.

Fredgolm tenglamalari. Agar (1.1) tenglamada K(x,y) Yadro
Q{alJ x,yJ b} kvadratda ikkala argumenti bo‘yicha ham uzluksiz va f(x)

funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lsa yoki umumiyroq bo‘lgan

b b

1! K&Y)[Fdxdy<+T | (1.3)
b
] FOOR dx< +T (1.4)

a

shartlarni ganoatlantirsa (1.1) tenglama 2-turdagi Fredgolm tenglamasi
deyiladi.

Volterraa tenglamalari. Quyidagi

X

J )- 17 K(XYy) (y)dy= f(x), aJ xJ b, (1.5)

tenglama 2-turdagi chiziqli Volterra integral tenglamasi deyiladi.

(1.5) tenglamaning (1.1) tenglamadan asosiy fargi integral chegarasining
biri o‘zgaruvchi ekanligidadir. Umumiy tushunchalar punktida (1.1) tenglamaga
nisbatan berilgan barcha ta’riflar (1.5) tenglama uchun ham o‘rinlidir, shuning
uchun ularni qaytarib o‘tirmaymiz.

Volterra tenglamalarini Fredgolm tenglamalarining xususiy holi deb

garash mumkin. Volterra tenglamasining Yadrosi K(x,y) al yJ x oraliqda
aniglangan. Agar uni y> x lar uchun

K(x,y)e 0, x<yJb
deb aniqlasak, hosil bo‘lgan yangi

v _ﬁK(X’Y)a yJ X
K(X,Y)—ﬁo’ v x

Yadro Fredgolm Yadrosi deb garalishi mumkin.
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A
y
b ______
a ______ 1 /I
i i X
0 a b -

3-ynama

Bu K(x,y) Yadro kvadratning (3-chizma) shtrixlangan gismida K(x,y)
Yadro bilan ustma-ust tushadi, golgan gismida esa aynan nolga teng. Shunday

aniglangan K(x,y) Yadro uchun

b

i (0- 10 KOy (dy= f(x)

tenglama Fredgolm tenglamasi bo‘lib, u Volterra tenglamasining aynan o‘zidir.
Demak, Fredgolm tenglamasi uchun olingan barcha natijalar, uning
xususiy holi bo‘lgan Volterra tenglamalari uchun ham o‘rinli bo‘lishi shubhasiz.
Lekin Volterra tenglamalarining faqat o‘zlarigagina X0S xususiyatlari
borki, ular bu tenglamalarni yechishda alohida ahamiyat kasb etadi.
Ketma-ket yakinlashish usuli va rezolventa.

1. Quyidagi Fredgolm tipidagi tenglamani garaylik,

b

1 ()= T(x)+ 1 KX y) (y)dy (1.6)

a

K(x,y) Yadro Q kvadratda, f(x) esa [a,b] da uzluksiz funksiyalar

bo‘lsin. Shu shartlar bajarilganda (1.6) tenglamani echish uchun kema-ket

yaqinlashish metodini qo‘llaymiz. Buning uchun echim j (x) ni parametr |
ning butun va musbat darajalari bo‘yicha yoyilgan qator ko‘rinishida qidiramiz,
ya’'ni

J)=7,00+],091 +j,091 *+ L (1.7)

o1



Agar (1.7) gator x bo‘yicha [a,b] oraligda tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, uni (1.6)
tenglamaga qo‘yib, hadma-had integrallab, so‘ngra | ning bir xil darajalari

oldidagi koeffitsientlarni o‘zaro tenglab topamiz:

b

Jo()= 109, J.(0= 1 KXY o(y)dy

a

b

1,(x)= 1 KX y)i 1(y)dy,

a

vVa umuman

b

1.00= 7 KXY 1 (¥)dy (n=12,.) (1.8)

Barcha j ,(x), j ,(X), J ,(X),... funksiyalar uzluksiz funksiyalar bo‘lishi

0‘z-o‘zidan ravshan. Agar | parametr etarli darajada kichik bo‘lsa, (1.8)
ketma-ketlikdan tuzilgan qator absolyut va tekis yaqinlashishini ko‘rsatamiz. U
holda (1.8) qatorning yig‘indisi j (x) ham uzluksiz funksiya bo‘ladi va (1.6)

tenglamani ganoatlantiradi.
f(x) va K(x,y) larning yopik sohalarda uzluksizligidan
[fOCO0 m, KX y)J M
deb yoza olamiz, m, M -lar musbat o‘zgarmas sonlar.

Shunga asoslanib, (1.8) formulalardan j  (x) funksiyalar uchun quyidagi

baholarni olamiz:

b

HoCOF M, 15,00 KOG YT o(y) [dy T

a

b
J mMydy= mM(b- a),

b b

i 2000 T IKX W o(y)Idy] mM(b- a)p dy=mM*(b- a)’,

a

va umuman
()0 mM(b- a)".
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Demak (1.7) gatorning umumiy hadi uchun
5,001 mjl [M(b- a)]
bahoni hosil qilamiz. Bundan ko‘rinadiki, (1.7) qator absolyut va tekis

yaqinlashuvchi bo‘ladi, agarda

1
LS M- a) (1.9)

shart bajarilsa. Shunday qilib, (1.6) tenglama uchun (1.9) shart o‘rinli bo‘lsa, bu
tenglama echimga ega va bu echim yagonadir. Yagonaligini ko‘rsatish etarli.

Faraz gilaylik, (1.6) tenglamaning ikkita echimi j (x) va y (x) mavjud
bo‘lsin. U holda u(x)=j (x)- y(x) (1.6) tenglamaga mos bir jinsli
tenglamaning echimi bo‘ladi, ya’ni

b

u(x)= I K(x,y)u(y)dy

a

Bundan u, = arpa}>é|u(x)| deb, u,J|l |[M(b- a)u,, ekanligini topamiz. Bu

tengsizlik esa (1.9) ga teskaridir. Demak, u,= 0 yoki u(x)e 0, ya’ni

)=y
2. Endi ketma-ket yaginlashish metodini

X

1 ()= T(x)+ 7 KX y) (y)dy (1.10)

Volterra tenglamasini echishga tadbiq etaylik. Bu erda ham f(x) va K(x,y) lar

uluksiz funksiyalar bo‘lsin. Avvalgidek echimni (1.7) qator ko‘rinishda 1zlaymiz
va j .(x) funksiyalar uchun ushbu formulalarni hosil gilamiz:

b

1o00)= 109, 1,00= 1 KXY . (y)dy, (n=12,.)

! Taiinyx C.W. [lepemeHHre METOa KOHTOPHOTO MHTETpala K PEIEHHIO OHOM 3a/[a4i Ha CONPSIKICHUE
ypaBHEHHE apabOIMIeCKOTO W THIEPOOIMIECKOr0 THIIOB. — fed-Hue yp-Hue, 1965 1. 1 Nel0 c.1366-
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Yuqoridagidek | f(x)JJ m, |K(x,y)[J M ekanligidan quyidagi tengsizliklarni

hosil gilamiz:

X

3 oCQF m, 1,0 T IKOGY)T () [dy ] mM(x- a),

i 200W pIKOG) T 001dy T mMZp (y- aydy= mm 2 &2
Va umuman
TRESIL mw

r
Bu tengsizliklardan ko‘rinadiki, ¢ j ,(X)I " gatorning hadlari mos ravishda
n=0

mé [l IM(x- a)f

o gatorning hadlaridan katta emas. Keyingi gator esa | ning
n=0 .

ixtiyoriy chekli giymatlari uchun tekis yaginlashadi va

er [ [M(x- a)]n: mel M0c a)
n=0 n!

T
Demak, ¢ j ,(X)I " qator absolyut va tekis yaqinlashadi, uning yig‘indisi j (X)
n=0
(1.10) tenglamani ganoatlantiradi. Bu echim ixtiyoriy fiksirlangan | uchun
yagonadir.
Hagigatan ham, j (x) va y(x) (1.10) tenglamaning ikkita uzluksiz
echimlari desak, u holda u(x)=j (x)- y (x) funksiya birjinsli

X

u(x)= 1 K(x,y)u(y)dy (1.11)

a

tenglamani echimi bo‘ladi. (1.11) dan topamiz.
lux)P |1 P mM.(x- a) (1.12)
bunda m,= max|u(x)|, M.= max|K(x,y)|, (1.12) bahoni (1.11) tenglikning

0‘ng tomoniga qo‘yib topamiz
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(x- a)°

lu) I [1 P mM2

va shu protsessni davom ettirib

(x-_a)"

lu)P |1 " mM,]
n!

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu tengsizlik ixtieriy n uchun o‘rinli bo‘lganligidan,
N® I desak u(x)= 0 bo‘lishini hosil gilamiz yoki j (x) =y (X).

SHunday qilib, biz xulosa gilamizki, Volterra tipidagi (1.10) tenglamada
ozod had f(x) va Yadro K(X,y) uzluksiz bo‘lsa, bu tenglama | ning har
ganday chekli giymati uchun birdan bir echimga ega ekan.

Ikkinchi turdagi Fredgolm tenglamalari uchun esa bunday emas, ya’ni,
ular I ning har ganday qiymati uchun ham echimga ega bo‘lavermaydi, ba’zi |
lar uchun esa bir nechta echimlarga ega bo‘lishi mumkin.*

Rezolventa tushunchasi. Yugorida (1.6) Fredgolm tenglamasi (1.9) shart
bajarilganda birdan-bir echimga ega ekanligini ko‘rdik. Endi shu echimni
boshqacha ko‘rinishda yozamiz. Buning uchun esa takroriy Yadrolar

tushunchasini kiritamiz. Takroriy K_(x,y) Yadrolar berilgan K(x,y) Yadro

orgali quyidagicha ifodalanadilar:

b

Kl(X’ y) = K(X, Y)1 Kn (X’ y) . Kn- 1(X’ yl)K(yl’ y)dyl (1-13)

K(x,y) Yadroning Q kvadratda uzluksizligidan har bir takroriy Yadroning ham
Q da uzluksizligi kelib chigishi shubhasiz.
Takroriy Yadrolarni (1.13) dagidek birini ikkinchisi orgali emas,

hammasini berilgan K(x,y) Yadro orqali ifodalash mumkin. Hagigatan ham
Ki(x,y)= K(xy)

b b

K, (X, )= 1 K (X, y) K (Y, y)dy, = 7 K(X, y,)K(y,, y)dy,

a

! Kpacnos M.JI. UnTerpanbuble ypasaenus. M.: "Hayka", 1975
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b

K3(X, y) - T Kz(X’ yl)K(yl’ y)dY1 =

a
b b

11T
T 5 KX Y2) K (Y, Y1) dy, K (v, y)dy,
a Ka B

yoki

b b

Ky(X, ¥) = 17 1 K(X ¥,)K(Y,, ¥)K(y,, y)dy,dy,

a a

va umumiy holda

b b b

Kn(X1 y)= TT L T K(X’ yn- 1)K(yn-1’yn- Z)L K(yZ’yl)r

a a a

r K(y,, y)dydy,L dy, ,. (1.14)
Bu formulada integrallash tartibi ixtiyoriy bo‘lishi mumkin. Yadro
K(x,y) uchun |K(x,y)J M ekanligini nazarda tutib, (1.14) formuladan
quyidagi tengsizlikni olamiz:
K, (x ) M, (b- a)** (1.15)
Endi takroriy Yadrolardan tuzilgan quyidagi gatorni olaylik

K (6 y) + KOyl + Koyl 2+ L= er Ko (Y1 (1.16)

n=0
Bu gator | uchun (1.9) shart bajarilganda Q kvadratda absolyut va tekis
yaginlashadi, chunki (1.15) ga asosan (1.16) gatorning umumiy hadi uchun
| Ko GGYEP MM b= )" [1 "= M1 [M(b- a)]
tengsizlikka ega bo‘lamiz. (1.16) gatorning yig‘indisini R(x,y;l) deb
belgilaylik, ya’ni,

T
Rxyl)=¢ K.yl (1.17)
n=0
YUqorida (1.6) Fredgolm tenglamasining echimini (1.9) shart
r
bajarilganda (1.7) gator orgali topgan edik. Shu e j  (x)I " qatordagi har bir

n=0
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j () (n=12,..) funksiyani berilgan f(x) funksiya orqgali ifodalashga urinib
ko‘raylik:

(1.8) formulalarni esga olib topamiz:

b

Jo0)= 109, 1:.(x)= 1 K(xy)f(y)dy,

j 2(X) =T K(X’ y).l 1(X)dy - TT K(X, Y)K(y’ yl) f (yl)dyldy =

b

- T Kz (X’ yl) f (yl)dyl

a

davom etsak,

b

1.,00= 1 K, (xy) T (y)dy

a

hosil bo‘ladi.
J ,(X) uchun topilgan formulalarni (1.7) qatorga qo‘yib topamiz:
rob
()= )+ €T Ko (6 )17 F(y)dy

yoki Q kvadratda (1.17) gatorning tekis yaginlashuvchi ekanligini nazarda tutib

yoza olamiz:

b

1 ()= 1)+ 1 RXyl)f(y)dy. (1.18)

Eslatib o‘tamiz, (1.18) formula (1.9) shart bajarilgandagina o‘rinlidir.
Ko‘rinib turibdiki, (1.17) formula bilan aniglangan R(x,y;l ) funksiya ozod had

f(x) ga bog‘liq emas. Bu funksiya K(x,y) Yadroning yoki (1.6) tenglamaning

rezolventasi deb ataladi.?

! ®uxrenromsn I'M. Kypc nuddepeHUHansHOr0 M MHTErpaibHOro ucuucienus. Tom 1I1.
WznarennpctBa «Hayka» Mocksa 1969 T.
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2. Masalaning qo’yilishi va ekstremum prinspi.

Aralash parabolo-giperbolik tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy
masalalar xususiy hosilali tenglamalar nazariyasida muhim o’rin tutadi hamda
mexanika, fizika va boshqga ko’plab sohalarda tadbiglarga ega.t

t 4

A B

=N

4-chizma

Masalaning qo’yilishi. Quyidagi parabolo-giperbolik tipdagi tenglamani
garaymiz.
0= NI‘l(u): uxx_ ut’ (X!t)OD1! (21)
) ﬁLZ(u): Uy = Uy (Xat)ODz’ (22)

Bu yerda D, = {(x,t): 0< x<1, 0<tJ T} Dzzg(x,t): -t x<t+l, - IE<t< og

Shunday u(x,t) va u(x,t) funksiyalar topilsinki, D, (i= 1,2 sohada mos

ravishda (2.1) va (2.2) tenglamalarni va quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

u(0,t)= au(x,t), 0J tJ T, (2.3)
u(lty=y,@), 0J tJ T, (2.4)
Ul = y,(), 07 xJ IE (2.5)
u(x,0) = u(x,0), u,(x,0)= u,(x,0), 0< x<1. (2.6)

Bu yerda y (x) —ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiya.

! Crpyunna I''M. 3anaua o conpsukiaenue ypasHenus — UmkenepHo (usndeckuil sxypran 1961 1V
Nell c. 99-104
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Parabolik tipdagi tenglama uchun (2.3) — (2.4) ko’rinishdagi nolokol
shartlar bir gqator biologik jarayonlarni o’rganishdan kelib chiggan [21].
Parabolik tipdagi tenglamalarning turli ko’rinishlari uchun (2.3) — (2.4)
ko’rinishdagi nolokol shartli chegaraviy masalalar ishlarda garalgan®.

Ekstremum prinspi.

u(x,t),u(xt) funksiyalarga quyidagich shartlar kiritamiz:

1) u(x,t),u(x,t)OC(D)3 C*(D);

2) u(x,t),u(xt) funksiyalar mos ravishda L, va L, operatorlarga tegishli, shu
bilan birga ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega;

3) u(x,t) funksiya uchun D, sohada L(u)i 0, u(x,t) funksiya uchun D,
sohada L,(u)J 0 tengsizliklar o’rinli bo'lib,

4) u(x,y) funksiya x+ t= 0 xarakterstikada t bo’yicha manoton
kamaymaydigan bo’lsa, u holda  u(x,y) va u(Xx,y) funksiyalar o0’zining
ekstremumiga D yopiq sohaning BB, kesmasida erishadi.

Buyerda D= D,UD,, D= D; D, (1-chizma).

Teoremal. Agar u(x,y) va u(x,y) funksiyalar (2.1) - (2.6) masalaning
yechimi bo’lib, ekstremum prinsipinig 1) - 4) shartlar bajarilsa, u holda bu
funksiyalar o’zining ekstremumiga D yopiq sohaning BB, kesmasida erishadi.

Isboti. Giperbolik tenglama yechimi o’z ekstremumiga AB kesmada
erishishini ko’rsatamiz. Ma'lumki, giperbolik tenglama umumiy yechimi

u(x,t)y= f(x+t)+ f,(x- t) (2.7)
ko’rinishda bo’ladi. (2.5) ifodadan foydalanib
u(x,- x)= f,(0)+ f,(2x)= 0,
f,(2x)= - f,(0)= const,

f,(z) = const,

1 ComyeB A. O kpaeBbiXx 3amayax A.B. bumamse mns ypaBHEHUS CMENIAHHOTO Mapadoio-
runepoosmueckoro tuna. Mzsectuss AH Y3CCCP, cepust ¢pus.- mat.HayK, 1982, Ne2, ¢.23-27.
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u(x,t)= f,(x+t)+ C= f(x+1t).
Demak, AC da nolga aylanuvchi yechimning ko’rinishi
u(x,t)= f(x+1t) (2.8)
ko’rinishda bo’ladi.
Agar D, sohaning ichki P(x,t,) nuqtasida ekstremumga erishsa, u holda
u(p)= f(p)=C=u(xt).
Demak, ekstremumga AB da erishadi.
Endi parabolik qismga o’tamiz.
Parabolik tenglama yechimi maksimum prinsipiga ko’ra, sohaning
ichkarisida ekstemumga erishmaydi.
Faraz gilaylik, (2.1) va (2.2) tenglamaning yechimlari AB da musbat
maksimumga erishsin,
(2.6) shartga ko’ra, quyidagicha belgilash kiritamiz:

Mu(x,0) = u(x,0)= t (x),
ﬁut(X.O) = U, (x,0) = v(x). (29)

Farazga ko’ra, D, sohada t (x,)> 0,v(x,) < 0. Uzluksizlik shartiga ko’ra, D,
sohada t(x)>0, v(x)i 0. Bu esa (2.6) ning ikkinchi shartiga ko’ra ziddiyatga

kelamiz.

Faraz qilaylik, (0,t) nugtada musbat maksimumga erishsin, bu yerda
0<t, <T. U holda (2.3) shartga ko’ra, 0< a <1 bo’lgani uchun u(0,t)) < u(x,t,)
tengsizlik o'rinli. Bu esa ekstremum prinsipiga ko’ra ziddiyatga olib keladi.
Xuddi shunday (0,t,) nugtada minimumga erishmasligini ham ko’rsatamiz.

Demak, ekstremum BB, da bo’lishi lozim.
Teoremal isbot bo’ldi.

Ekstremum prinsipidan foydalanib, qo’yilgan masala uchun quyidagi
aprior baholarni olamiz. Buning uchun quyidagi ko’rinishdagi yordamchi

funksiyani kiritamiz:
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W, (x,t)= £U, (x,t) + Me"™*?  (i=1,2)
(2.10)
Bu yerda U,(x,t)= u(xt),U,(x,t)= u(xt)-masalaning yechimi, Mva N -
ixtioriy musbat o’zgarmas sonlar. Bu sonlar quyida aniglanadi. M va N
sonlarni tanlash orgali W.(x,t) funksiya ekstremum prinsipining hamma
shartlarini ganoatlantirishini ko’rsatamiz.
(2.1), (2.2) tenglama, (2.10) tenglik, hamda ekstremum prinsipining 3)
shartidan
MW, - W= MN(N - 2)eM*" 29§ 0
IW,, - W, = - 3MN% 2 ] 0

ION1 2

Endi ekstremum prinsipining 4) sharti bajarilishini tekshiramiz. Bu shart

bajarilishi uchun W, (x,t)| __ i O tenkzislik o’rinli bo’lishi kerak, shu magsatda

(2.10) tenklikdan

W, ()], = = (U () Y- 1)+ U (x, D) H, )+ 2MNe™ ™01 0\ 1)
+ (U (X- X)- U (X- x))J 2MNeM*

eNx
+ (u,(x,- X)- U, (X,- X T M
CHCERVENCERY) Py
NI
e 02
£ (U, (- %)= u(x- ><))2|\I T max|u, (x,- X)- U (x.- x)\mJ M

u,(X,- x)- u,(x,- X)= u,(X,- X)

(2.5) shartga ko’ra,
u, (- x)=yXx) 10 (2.10%)
1 N
M i We2 max|y §(x)|
Oxirgi tengzizlikning tenglik shartini olishimiz etarli, ya'ni,

M = %eg max|y §(x)| (2.11)
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tenglik o’rinli.t
Demak, W.(x,t) funksiya ekstremum prinsipining hamma shartlarini

ganoatlantiradi. Shuning uchun
W (D] - max Wi (1) (2.12)
tengsizlik o’rinli.
Natijada (2.10), (2.11), (2.12) ifodalardandan u(x,t) va u(x,t) funksiyalar

uchun quyidagi bahoni olamiz, ya’ni:

N
‘iui(x,t)+ Mg 020 ‘J U, (x,t)|+ %eZ max |y §(x)[e" 2 J

15 . .
J rgg}x\ui(l,t)\jt We2 max|y §(x)[e""**" 10

N
Ui (x, )| max]y, (x)|+ %ez max]y §(x)|(e"®* 2" - eNer )y

N

1 = o N ;
J max|y, (x)|+ ﬁe2 max|y §(x)|(e""**" - e ™)J

N J2N(I+T) _

(R 1 o
U, (x,)[J max |y, (x)|+ We2 Tmax\y;(x)\bl

N
U, (x,t)] T max]y, (x)|+ %ez(l' 2I)(ez“‘('”) - )max |y 5(x)| (2.13)2

3. Masalaning yechimining yagonaligi va mavjudligi.

Masala yechimining yagonaligi.

Teorema2. Agar u(x,y) va u(x,y) funksiyalar (2.1) - (2.6) masalaning
yechimi bo’lib, teoremal o’rinli bo’lsa, u holda bu masalaning yechimi
yagonadir.

Isboti. Agar bir jinsli masala fagat nol yechimga ega bo’lsa, ishot

bajarilgan bo’ladi.

! Kpyxxos C.H. AnpuopHas oLeHKa I/ MPOM3BOAHON PEelleHHs NapaboIHIecKOro ypaBHEHHs.//
Bect. MI'Y, Cep.1, 1967, N2, c.41-48.

2 Comyes A. OueHka peleHns oJHOM 3a1aun I'emnepcreara 1y ypaBHEHHs CMEIIaHHOToO Mapabolo-
runepbonmueckoro tuna. - JTAH Y3CCP, 1982, Ne7, c.3-4.
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Faraz qilamiz, U, (x,t) vaU,(xt), (i=12) D sohada berilgan
masalaning yechimlari bo’lsin. Bu yerda U, (x,t) = u,(x,t), U, (X,t)= u,(Xx,t)
va U, (x,t)= u,(x,t), U,,(x,t) = u,(x,t).

Chiziqli tenglamalarining xossasiga ko’ra, Yyechimlarning ayirmasi
V= U, (x,t)- U, (x,t) (i=12) ham berilgan tenglamanig yechimi bo’ladi.
(2.4) va (2.10") tengliklardan

Vi(li) =y, (t)- y, () 1O

V,(1,t)= 0, (3.1)
Vo, (X,- X) =y (X)- y (X) 1O
V,, (X,- X)= 0. (3.2)

Farazga ko’ra, V;(X,t)funksiya (2.1)-(2.6) masalaning yechimi bo’lgani
uchun (2.13) tengsizlikdan
V. (x,t)|J 010
V. (x,t)= OO

U, (x,t) = U, (x,t) (3.3)
Teorema? isbot bo’ldi.

Masala yechimining mavjudligi.

Teorema3. (2.1) — (2.6) masala uchun yechimi mavjud.

Isboti. (2.9) ifoda uchun mos ravishda D, va D, sohalarda t (x) va v(x)

funksiyalarni topamiz. D, sohada (2.2) tenglamaning umumiy yechimi (2.7)

dan AC xarakteristikada
0 )- w0 =y (3.4)
AB kesmada (2.9) va (2.10) dan
t300- V00 = y S (3.5)

(2.1) va(2.9)dan
t§(x)- v(x)=0 (3.6)
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tenglamani olamiz. (2.11) va (2.12) esa
L300~ 1300= - y 5 (3.7)

ekanligi kelib chigadi. (2.3), (2.4) va (2.9) shartlardan

g (0)= at (x),
gt )=y ().

nolokal chegaraviy shartni olamiz.

(3.8)

(2.13) tenglamaning (3.4) shartni ganoatlantiruvchi yechimi quyidagicha
bo’ladi:

t(x)=2(e*- 1)y (0)- 2¢* e *y,(z)z+ C; + Cje”, (3.9)

bu yerda

1
2

C, = 2(1- 2¢")y,(0)+ 4e'p e *y, (z)z +
0

X
2

|
2

(a- De’'p e ?y,(z3z- ae® ' ey, (zz+y,(0)1- ae')
0

+4Y 0
(a- De'- ae*+1
! X
2 2
(a- De'r e *y,(z)dz- ae* e *y,(z)Mz- y,(0)a- 1)
Ci- 29, (0)- 49— :

(a- De'- ae®+1
Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma'lumki, (3.7) tenglamaning

(3.8) chegaraviy sahartlarni ganoatlantiruvchi yechimi quyidagicha topiladi:
A) t¥x)- tXx)=0
t(x)=C,+ Cue"

Hcly(x) +C,N(x)e* =0
oo o0 e Y- - vy

CZS"(X) =-€ Xy %51 10
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X i H%: z,da = 2dz H
C,(X)=-7 e'ayz\g—%a =B i 2 e 2y J(z )z =
0 2 _ _ _ _ XH)
a=0,z=0a= = — 0
2
174 5 i 17| X 101
K b K—x KX 2 a0 b .
=- }? (Z){2+ 2T yz(Z)iZ%:- 2% yzgag; y2(0)+ 2Te Y2(Z)12%|- Cz
K b K 0 b
K B K 31
. KX X .
CXx)= y;%ig, IO C(x) = 23%%55} 2y,(0)+C,
Demak,
u XK x
K X 2 ,
t(x)= 2y2§I g; 2y (0)+ C, + ﬁ ge XyZ%E% y,(0)+ 21 e *y, (z)zge* =
0
E

/gs{gl 2y,(0)+ C, + Ce*- /gg(gr 2y,(0r"- 4e* e *y,(z)z

2
t(x)= 2(e*- 1y, (0)- 4e*p e *y,(z)Hz+ C + Cpe*
0

t(0)=C+C,

LZO
t(x)=2(e*- 1)y, (0)- 4e* e *y,(z)yz+ C + Cpe®
0

2

t()=2(¢'- 1)y, (0)- 4e'r e *y,(z)z+ C + Ce' = y,(0)
Yugoridagilar, hamda (3.8) shartdan:
M XK X

] 2
HC, + C, = aglz(ex‘) - 1)y, (0)- 4e* ey, (z)yz+ C + Coe®
H 0
! bl

i I
1 2
12(e'- 1)y, (0)- 4e'r e ™y, (z)z+ C + Ce' = y,(0)
0 0
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|
2

iyl(O): 2(e' - 1)y2(o)- 4e' e Py, (z)z+ C + Ce'
0

i ) bl
2
§O= a2(e*- 1)y, (0)- 4ae* e *y,(zyz+ (a- 1C, + (ae®- 1)C;
0
M 5
EY1(0): 2(eI - 1)Y2(0)' 4e|T e Zzyz(z)jz+ C1*+ C;el
i 0
H x ! X
i x a(e*- 1) 2 g 2
. (0= 2y, (0)3(e'- 1)- ——"4 43e'Te yz(Z)dZ- T € 7Y, (2)zif+
| (a- 1) . -1
K, (@et- 1)
%{ (a- 1)
M 5
ly.(0)= 2(¢'- 1)y, (0)- 4e'p e 'y, (z)z+ C + Ce
] 0
! X
2 2
(a- De- actel (a- De'pe®y,(zHz- ae“pe ¥y, (z)z
0)=2y,(0 - 49 0 0 +
V(0= 2y, (0)4 a-1 a-1
_g}{a 1e'- ae® + 1F§lI
3 a- 1
M :
y,(0)= 2(e'- L)y, (0)- 4e'p e *y,(z)Hz+ C; + Cye'
] 0
: 3 bl
(a- De're®y,(zdz- ae*ge Py, (z)z
I L Uk S S A
(a- 1)e'- ae®+1 (a- 1e'- ae®+1
y.(0)(@- 1)
(a- 1e'- ae®+1
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M 1
1 2
Hy,(0)= 2(e'- 1)y, (0)- 4e't e *y,(z)z+ C + Cpe'
1 0

[ X bl

2 2
| (@a- De'r ey, (zdz- ae* e ?y,(z)0z- y,(0)a- 1)
iC; = 2y, (0)- 44 0 0

(a- 1)e'- ae™+1

M ! X
1 2 2
: (a- De'p ey, (2)z- ae*pe ™y, (2Hz- y,(0@-
1C, = 2y, (0)- 44 : ;

(a- 1)e'- ae®+1

: 2 bl
v, (0)= 2(e'- 1)y, (0)- 4e' e Py, (z)z+ C +e'2y,(0)
[ 0

! X

2 2
it (a- De’lp ey, (2)iz- ae*p ey, (2)z- y,(0)(a- De
- 44 0 0

(a- De'- ae®+1

M ! X
1 2 2
: (a- De'p ey, (2)z- ae*p ey, (2pz- y,(0@- 1)
1C, = 2y, (0)- 44 : ;

(a- 1)e'- ae®+1

!
2

Cl = 2(1- 2¢")y,(0)+ 4e'p ey, (z)yz+
1 0

%

|

2 2
(@- De* ey, (zHz- ae® ' ey, (zHz+y,(0)1- ae')
14y 0 0
' (a- De'- ae®+1

Natijada (3.9) tenglik to’liq isbotlandi.
D, sohada (2.2) tenglamani (2.5) chegaraviy va (2.6) ulash shartlar,hamda

(2.9) boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

U(x,y)= t(x+ y)+ yz(x'—zy)+ yz(“2 Yy

ko’rinishda bo’ladi.
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Isboti D, sohada (2.2) tenglamani (2.5) va (2.9) shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi Dalamber formulasiga ko’ra (y< 0hisobga olgan

holda), ya'ni,

Xy

t(X+ y)';t(X- y)_ T V(a)da

u(x,y)=

X+y

oty = EIEED. 2 e 3G

X+y
2

u(x,y)= t (x+ y)+y2(x'—2y)- Y,

Hagigatdan u(x,y)|_ = 10T +y (X)- YA0) = y,(X)
(3.1) tenglama uchun D; sohada berilgan masala shartlarini ganoatlantiruvchi
yechimini toppish uchun birinchi chegaraviy masalaning umumiy yechimidan
foydalanamiz.

u(xt) =IG§ (X,t;o,ﬂ)l/ll(ﬂ)dﬂ—j‘Gg (%17, (n)d77+'i.G(X,t;§,O)<p(§)d§ (3.10)

0 0

Bu yerda G(X5€.7) funksiya (3.1) tenglamaning fundamental yechimi:

~(x=¢)°

e (3.11)

G(X't;g’n):T\/%n)

w(t)=u(0,t), w,(t)=u(l,t) noma’lum funksiyalar. (3.4) chegaraviy va

boshlang’ich shartlarda berilgan funnksiyalar.
(3.10) yechimni (3.3) shartga bo’ysindirsak, quyidagiga ega bo’lamiz:

t t |

w(t)= a'J.Gg, (Xo,t;O,n)y/(n)dn—a.[Gg (Xo,t;|,77)f(77)d77+0{jG(Xo,t;cf,O)z'(cf)dg (3.12)
0 0 0

Demak, yuqgoridagi tenglama Volterra tipidagi tenglamaga keldi. Integral

tenglamalar nazariyasiga asosan bu tenglamaning yechimi mavjud va yagonadir.
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IIT bob bo’yicha xulosa

Dissertatsiyaning  so’ngi, uchinchi bobi  o’zgarish  chizig’i
xarakteristika bo’lgan parabolo-giperbolik tenglamalar uchun chegaraviy
masalalar deb nomlanadi. Bu bobda asosiy masalani garashdan oldin integral
tenglamalar nazariyasining asosiy tushunchalari keltirib o’tildi. Bundan magsad,
asosiy masala yechimining mavjuligini isbotlash integral tenglamalar nazariyasi
teoremalariga asoslanadi.

Dissertatsiyadagi asosiy masala yechimining mavjudligini isbotlashda
giperbolik tenglama yechimining umumiy ko’rinishidan va Grin funksiyasi
yordamida Volterra tipidagi integral tenglamalar sistemasiga keltirildi. Hosil
gilingan sistemaning yechimi mavjudligi integral tenglamalar nazariyasiga
asosan isbotlandi. Yechimning yagonaligi esa parabolik va giperbolik
tenglamalar uchun ekstremum prinsiplaridan foydalanildi.

Mazkur bobda tadqiq gilingan yangi masala va uning yechimidan
ba’zi biologik jarayonlarni o’rganishda model sifatida hamda shunga
o’xshash masalalar yechimlarini isbotlashda manba sifatida foydalanish

mumkin.
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Xulosa

Ushbu tadqgigot ishida matematik-fizikani masalalari o’rganildi.
Tadgigot mavzusini o’rganish jarayonida bu sohaning asosiy tushunchalarini
o’rganishdan boshlandi. Ishning ikkinchi gismida asosiy tushuncha va birinchi
bo’limda o’rganilgan masalalarni yechish metodlaridan foydalangan holda
aralash tipdagi tenglamalar uchun masalalarni qo’yilishi va yechimlarini
mavjudligi, yagonaligi teoremalarni isbotlashni, asosiy bobida esa integral
tenglamalar hagida asosiy tushuncha, ta’riflar va teoremalari o’rganildi, asosiy
masala qo’yildi, uning yechimining yagonaligi va mavjudligi isbotlandi.
Ishning oxirgi bobida ko’rilgan masala todqiqotning ilmiy yangilini tashkil etib,
u yerda o‘zgarish chizig’i xarakteristika bo’lgan parabola- giperbolik tipdagi
tenglama uchun bitta nolokal shartli chegaraviy masala qo’yilgan bo’lib, masala
yechimining mavjudligi va yagonaligi isbotlangan. Giperbolik va parabolic
sohalarda yechimning yagonaligini ko;rsatishda ekstrimum prensipidan,
masalayechimining mavjudligini isbotlashda esa Potensiallar usuli hamda Grin
funksiyalaridan foydalanildi.

Masala natijasi ikkinchi tur Volterra integral tenglamasiga keltirildi.
Bizga Integral tenglamalar kursidan ma’lumki, ikkinchi tur Volterra integral
tenglamasi bir giymatli yechimga ega.

Ushbu masalani metematik model sifatida bir gancha fizik, biologic
jarayonlarni  o’rganishda, balki, jarayonning ba’zi xossa-xususiytlarini

aniqlashda foydalanish mumkin.
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