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KIRISH

Ma’lumki, vatanimiz istiglol g’alabasidan so’ng shahdam odimlar bilan
olg’a bormoqda, ilm-fan va texnikaning zamonaviy sohalari rivojlanmoqgda va bu
rivojlanish ilm ahli oldiga ko’plab zamonaviy muammolarni hal etishni ko’ndalang
qilib gqo’ymoqda. Ushbu fikrimizni birinchi prezidentimiz Islom Abduganiyevich
Karimovning «O’zbekiston XXI asr bo’sag’asida: havfsizlikka tahdid, bargarorlik
shartlari va taraqqiyot kafolatlari» nomli kitoblarida keltirilgan. Quyidagi

so’zlardan ham bilib olsak bo’ladi:

«Respublikamizda quyidagi yo’nalishlar bo’yicha jahon darajasidagi ilmiy
maktablar yaratilgan bo’lib, ularda tadgiqotlar muvoffagiyotli olib borilmoqda.
Jumladan, matematika, ehtimollar nazariyasi, tabiiy va ijtimoiy jarayonlarni

matematik modellash, informatika va hisoblash texnikasi sohasidagi tadgiqotlar.

Matematika fanining ehtimollar nazariyasi va matemetik statistika,
differensial tenglamalar va matematik fizika, funksional tahlil sohasidagi yutuglari

respublikadan ancha uzoqda ham mashxury.

Dissertatsiya mavzusining asoslanishi va uning dolzarbligi: Ma’lumki
hayot harakatdan iborat, shuning uchun harakat bilan bog’liq bo’lgan masalalarni
o’rganish va xal qilish katta ahamiyatga ega. Bundan tashqari ko’plab murakkab
jarayonlarning matematik modellari differensial tenglamalar bilan ifodalanadi.

Yugorida keltirilgan fikrlar mavzuning dolzarbligini ko’rsatadi.

Dastavval agar a(a(x))=x bo’lsa, u holda a(x) involyutsoya bo’lishini

:ax+b

eslatamiz. Masalan a(x)=V1-x" meN , «a(X) funksiya va uning

xususiy hollari bo’lgan a(x):l—x,a(x):%, X _x+l

a(x):x——l’a(x)_x——l funksiyalar
involyutsiyalarga misol bo’la oladi. Shuning uchun birinchi darajali
involyutsiyaga ega bo'lgan birinchi tartibli oddiy diferensial tenglamalarni umumiy
ko’rinishda y'(X)=y(a(x))kabi ifodalashimiz mumkin.
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Involyutsiya ishtirok etgan differensial tenglamalar haqida dastlabki ilmiy
tadqiqotlar sifatida L.Zilberstein [4],1.Ya. Viner [5] , J.Wiener [6] maqolalarini

keltirish mumkin.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar sohasida involyutsiya gatnashgan turli
ko’rinishdagi masalalar [ 3 ] adabiyotlardan o’rin olgan. Bu masalalarni
yechishning asosiy usuli o’zgaruvchilarni ajratishning Fur’ye usuli bo’lib, bu
usulni qo’llash jarayonida involyutsia gatnashgan spectral masalalar yuzaga keladi.
Hosil gilingan yechimning analitik ko’rinishi Fur’ye gatori ko’rinishida bo’lib, bu

gatorni tekis yaginlashishini tekshirish talab gilinadi.

Hozirga kelib involyutsiyaga ega bo’lgan oddiy va xususiy hosilali differensial
tenglamalarning turli ko’rinishdagi masalalar o’rganilayotgan sohalaridan biri
bo’lib, bu sohaning rivojlantirish borasida A.A.Andreyev,M.Sh.Burlutskaya,
A.P.Khromov,C.P.Gupta, W.Watkins,O.Piao, O’Rigan ,A.M.Sarsenbi, Moxtar
Kirane A.A.Ko’pjassarova, A.Cabada, A.F.Toje kabi ko’plab jahon

matematilarining tadgigotlari yorqin misol bo’ladi.

Tadqiqgot obyekti va predmeti: Differensial tenglamalar, involyutsiyaga ega

bo’lgan oddiy va xususiy hosilali differensial tenglamalar.

Tadgigot magsadi va vazifalari: Involyutsiyaga ega bo’lgan xususiy hosilali
differensial tenglamaga oid chegaraviy masalani tadgiq qilish bilan masala

yechimining mavjudligi ko’rsatiladi va yechim quriladi.
Tadqiqgotning ilmiy yangiligi:

- Invoyutsiya xossasiga ega bo’lgan ko’plab birinchi va ikkinchi tartibli oddiy

differensial tenglamalarni yechishga oid misollar keltirildi;

- Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan bir jinsli bo’lmagan ikkinchi tartibli tenglama

yechimini qurish amalga oshirildi;



- Involyutsiyaga ega bo’lgan issiglik tarqalish tenglamasi yechimini topish
masalasi Fur’ye wusulini qo’llash bilan involyutsiyaga ega bo’lgan oddiy
differensial tenglamalar uchun Shturm-Liuvill xos giymatlari masalasi orgali
ifodalandi va masala yechimi qurildi.

Tadqigotning asosiy masalalari va farazlari: Ushbu dissertatsiya ishida
quydagi masalalar ko’riladi:

- tadgigot uchun zarur tushunchalarni keltirish;
- Involyutsiyaga ega bo’lgan oddiy differensial tenglamalar yechimini toppish;

- Involyutsiyaga ega bo’lgan xususiy xosilali tenglamalar uchun xos giymat va xos
funksiyalarni qurish;

- Involyutsiyaga ega bo’lgan xususiy xosilali tenglamalar yechimni qurish.
Tadqiqot mavzusi bo’yicha adabiyotlar sharhi (tahlili): Ko’plab

tadgiqotlarda f(t)=-t invoyutsiyaga ega bo’lgan oddiy differensial tenglamalar

uchun tadgiqotlar olib borilgan. Biz tadgiqotlarimizda f(t)=1-t involyutsiya ega

bo’lgan xususiy hosilali differensial tenglama uchun chegaraviy yechimini qurish

amalga oshirildi.

Tadqgiqotda qo’llanilgan uslub(metodika)ning tavsifi:  Ushbu
dissertatsiyada differensial tenglamalar, chiziqli algebra, haqiqiy o’zgaruvchili

funksiyalar nazariyasining usullari go’llanilgan.

Tadgqiqot natijalarining nazariy va amaliy ahamiyati: Dissertatsiya ishida
olingan natijalar ilmiy-nazariy ahamiyatga ega bo’lib, tadqiqot natijalaridan oddiy
va xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasi, spektral analiz va

matematik modellarni tadgiq etishda foydalanish mumkin

Dissertatsiya tuzilmasining tavsifi: Magistrlik dissertatsiyasi quyidagi
tarkibiy gisimlardan iborat: Titul varaq’i, Anotatsiya, Mundarija, Kirish, Asosiy

gism , Xulosa va Foydalanilgan adabiyotlar ro’yhatidan iborat.

Involyutsiyaga ega bo’lgan funksional differensial tenglamalar (IDT) ni

o’rganish 1940 yilda Zilberstin ([1] ga garang) tomonidan f'(x)= f(1/x)
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tenglamani yechishdan boshlangan. Qisqacha aytilganda o’zining aniqlanish
sohasidan olingan har bir x uchun f(f(x))=x tenglikni ganoatlantiruvchi f
funksiyaga involyutsiya deyiladi. Matematik analizda R =(-o0,+x) da uzluksiz,
kamayuvchi va yagona qo’zg’almas nuqtaga ega bo’lgan asosiy holler qaraladi.
IDTlarni o’rganish Zilberstein maqolasidan boshlangan bo’lsada hozirda ko’plab

ilmiy tadgigotlar f(x)=-x involyutsia uchun bajarilmoqda.

Dissertatsiyada xususiy hosilali IDT ustida olib borilgan tadgigotlarimiz asosini

f(x)=1—x IDT tashkil giladi. f(x)=1-x involyutsiyaga ega bo’lgan xususiy
hosilali IDT uchun qo’yilgan chegaraviy masalalarni yechish uchun Fur’ye
usulining qo’llanilishi f(x)=1-x involyutsiyali IDT bilan ifodalangan spektral

masalalarga olib keladi.

Birinchi bobda kelgusi tadgiqotlar uchun foydalaniladigan oddiy differensial
tenglamalar nazariyasidan zaruriy ma’lumotlar, involyutsiya va uning ba’zi
xossalari , involyutsiyali xususiy hosilali differensial tenglamalarda

o’zgaruvchilarni ajratishning Fur’ye usuli bayon qgilingan.

Ikkinchi bobda oddiy IDT va ularga oid misollar yechish, oddiy IDT uchun
boshlang’ich masala yechimining mavjudligi haqidagi asosiy teoremalar, xususiy

hosilali IDT lar uchun Fur’ye usuli taxlil qilingan.

Uchinchi bobda spektral analizdan zarurity ma’lumotlar, va ikkinchi tartibli
xususiy hosilali differensial tenglamalarda o’zgaruvchilarni ajratish yordamida
hosil bo’lgan involyutsiyali  spektral masalalar o’rganilgan va qaralayotgan
chegaraviy masalaning yechimlarini qurish bayon etilgan.

Shuningdek xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro’yxati keltirilgan.

Dissertatsiyaning birinchi bobi tayanch tushunchalardan tashkil topgan bo’lib,
involyutsiya tushunchasini o’rganish uchun boshlang’ich ma’lumotlar: differensial
tenglamalar nazariyasidan 0’zgarmasni variatsiyalash usuli, Eyler va Lagranj

tenglamalari hamda involyutsiya va uning eng sodda xossalari bayon gilingan.
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Dissertatsiyaning ikkinchi bobida invoyutsiya xossasini o’rganish uchun, oddiy
differensial tenglamalar nazariyasidan ma’lumotlar, oddiy differensial tenglamalar
involyutsiyasi chizigli differensial tenglamalar invoyutsiyasi, chizigli differensial
tenglamalar sistemasining involyutsiyasi keltirilgan va ularga doir bir gancha

misollarni ishlab umumiy yechimlari keltirib chigarilgan.

Dissertatsiyaning uchinchi bobida tagdim etilayotgan ishning asosiy gismini
tashkil qilgan bo’lib, bunda involyutsiya xossasiga ega bo’lgan Xxususiy hosilali
eng sodda giperbolik tenglama uchun aralash masala garalgan hamda masalaning

klassik yechimi keltirilgan.

Shuningdek xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro’yxati keltirilgan.
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ASOSIY QISM

I BOB DASTLABKI ZARURIY MA’LUMOTLAR

| Bob. Asosiy tushunchalar

Involyutsiya xossasiga ega bo’lgan oddiy differensial tenglamalarni yechish
jarayonida almashtirishlardan so’ng Eyler yoki Lagranj tenglamalari hosil bo’ladi.
O’z navbatida bu tenglamalar almashtirishlar yordamida o’zgarmas koeffisiyentli
chizigli tenglamalarga olib o’tilishi va yechilishi mumkin. Shuning uchun bu
bobda asosiy tushunchalar gatorida o’zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial

tenglamalar uchun Eyler va Lagranj tenglamalarini ko’rib chigamiz.

1.1-§.0’zgarmas koeffisiyentli chiziqli differensial tenglamalar nazariyasidan
asosiy ma’lumotlar.

Biz n-tartibli o’zgarmas koeffisiyentli chizigli
Lly]=y"+ay"? +-+ay=F(t) 1)

differensial tenglamani qgaraymiz, bu yerda a,a,,....,a,— o’zgarmas kompleks

sonlar, f(t) gandaydir oraliqda berilgan t o’zgaruvchining kompleks funksiyasi.

(1) tenglamaning chap gismi n-—tartibli chizigli differensial operator deyiladi va

L[y] kabi belgilanadi. (1) tenglamaning o’zi esa
L{y]=1(t) (2)
ko’rinishda yoziladi.
Dastlab n- tartibli bir jinsli o’zgarmas koeffisiyentli tenglamani qaraymiz.

Bir jinsli tenglamalar. Har bir
L[y] = y(“) +a1y(”*1) +---4ay

operatorga yoki bir jinsli
12



L[y]=0 3)

tenglamaga (3) tenglamaning yoki L[y] operatorning xarakteristik ko ’phadi deb

nomlangan

D(p)=p"+a,p"" +---+a, (4)

ko’phadni mos qo’yamiz.

1-lemma. Ixtiyoriy n marta uzluksiz differensiallanuvchi f(t) funksiya uchun

quyidagi:

L[e*f(t)]=e"| D(4)f+ D'(4) frde+ f (5)

formula o’rinli.

Isboti. L[y]=y", (0<k<n) bo’lsin, u holda D(p)=p* bo’lib, agar | >k
bo’lganda D" (1)=0 bo’lgani uchun
L ﬂtft _dk Mft _kcl dk_l it f(l)t_
[ f ()] =g (6" T (1) =2C0 grr ) T (=X

1=0

k(k=1)...(k=1+1)

II Ak—leitf(l)(t):

o

Biz bu yerda ikki funksiya ko’payitmasining k — tartibli hosilasini hisoblashda

Leybnits formulasidan foydalandik.

Demak (5) formula L[y]=y™" xususiy hol uchun ishotlandi. (5) formulaning
umumiy holda to’g’riligi L[y] operatorning L[y]=y", (0<k <n) ko’rinishdagi

operatorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat ekanligidan kelib chigadi.

Lemma ishotlandi.



2-lemma. A— soni D(p) xarakteristik ko’phadning k karrali ildizi bo’lsa, u
holda y,=e", y,=te™ ...,y =t“"e" funksiyalar bir jinsli (3) tenglamaning

yechimlari bo’ladi.

Isboti. A— soni D(p) xarakteristik ko’phadning Kk karrali ildizi bo’lgani uchun
D(4)=D'(4)=---=D**(1)=0,D%(1)=0

(5) formulani y, =t’e* (0< j<k-1) funksiyalarga tadbiq gilib,

i1 | DY (4) d¥ D" (A) d" ..
L[yjﬂ]:L[e*t‘]:e‘( RO I )W(tl)jzo

chunki | > j bo’lganda %(ti):o. Lemma isbotlandi.

=0 bo’lsin. U holda A soni

3-lemma. r=0,12,....k—1 uchun L[tfe”]t .

xarakteristik ko’phadning karraligi k dan kichik bo’lmagan ildizi bo’ladi.

Isboti. 1-lemmaga ko’ra

raAit
L[te™] o

oo B 2]

k

chunki k>r bo’lganda %(tr):o. Bundan tashqari k<r bo’lganda

o)

ot =0. Shuning uchun

t=0

L[tre“] ——r(r-1.1 =D"=0 (r=01,.,k-1)

Demak, A xarakteristik ko’phadning k dan kichik bo’lmagan ildizi bo’ladi.

Lemma isbotlandi.
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Endi bir jinsli (3) tenglamaga gaytamiz. Aytaylik D(p) xarakteristik ko’phad

m (m<n) taturli 4,,4,, ..., 4, ildizlarga ega bo’lsin. Bu ildizlarning karraliklarini
k.,K,,...,k  bilan belgilaymiz. U holda 2-lemmaga ko’ra

t t k-1 t
n=et, y,=te™, .,y =tie™,

_ ot — 4ot kol it
.ykﬁl_e/q/Z ’yk1+2_te ""’yk1+k2_t2 e,
(6)

— mt — oMt — k=1 At
ykl+...+km,1+l =en M, = te™, ...’yk1+...+km =1 e,

funksiyalar ham bir jinsli (3) tenglamaning yechimlari bo’ladi. k, +---+k, =n

bo’lgani uchun (6) formula (3) tenglamaning n ta y; (t) yechimlarini aniglaydi.
4-lemma. Agar y,,y,,....y, funksiyalar (6) tengliklar bilan aniglansa, u holda

%00  v,00 ... y,(0)

uo)  v:0 .. vi0) | 0

Isboti. Faraz qilaylik (7) determinant nolga teng bo’lsin. U holda bu

determinantning satrlari orasida
by " (0)+byy (" ?(0)+--+b,,y;(0)=0 , (j=1,2,..,n) (8)

] j

chizigli bog’liqlik mavjud, bu yerda by,b,,...,b, ; koeffisiyentlarning barchasi bir

vaqgtda nolga teng emas.

Llyl=boy™ +byy ™2 4ty Ly

differensial operatorni gqaraymiz. Bu operatorga darajasi n—1 dan ortmagan

Di(p)=byp" +bp"?+---4b
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xarakteristik ko’phad mos keladi.

1=1,2,...,k; bo’lsin, u holda (8) munosabatni

L[tre“] t

yoki

L[tre/ilt] t

=0 (r=01..k -Lr=j-1)

ko’rinishda yozishimiz mumkin.

3-lemmaga ko’ra A, soni Dl(p) xarakteristik ko’phadning karraligi k, dan
kichik bo’lmagan ildizi bo’ladi. Xuddi shu kabi j =Kk, +1,...,K +K, ko’rinishda
tanlab 2, soni Dl(p) xarakteristik ko’phadning karraligi K, dan kichik bo’lmagan
ildizi bo’lishini va hakozo A soni Dl(p) xarakteristik ko’phadning karraligi k.,

dan kichik bo’lmagan ildizi bo’lishini isbotlashimiz mumkin. Shuning uchun har

bir ildizni karraligi bilan hisoblab Dl(p) xarakteristik ko’phadning ildizlari soni
ki +--+k,=n ga teng bo’ladi degan xulosaga kelamiz. Ammo bu mumkin
emas, chunki Dl(p) xarakteristik ko’phadning darajasi n—1 dan ortmaydi. Hosil

bo’lgan ziddiyat lemmani isbotlaydi.

O’zgarmasni variatsiyalash usuli. Bir jinsli bo’lmagan chiziqli
tenglamalarning xususiy yechimlarini topish ko’p hollarda o’zgarmasni
variantsiyalash usuli bilan amalga oshiriladi. Biz ikkinchi tartibli tenglama va

matritsa ko’rinishida berilgan tenglamalar sistemasi uchun ko’rib o’tamiz.

Dastlab ikkinchi tartibli

y"+a(x)y’ +b(x)y = f(x) (1)
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tenglamani garaymiz. Aytaylik y;(x),y,(x) funksiyalar (1) tenglamaga mos bir
Jinsli gismi bo’lgan
y" +a(x)y’ +b(x)y =0 2)

tenglamaning yechimlari bo’lsin. (1) tenglamaning xususiy yechimini

y(x)=Cy(X)y(X) + C,(x)y,(x) 3)

ko’rinishda izlaymiz, bu yerda Cl(X), C, (X) noma’lum funksiyalar.

y'(%)=[C1(x)y1 () + C5 (x)y, )]+ Cy (x)y1 () + C, (x)y5 ()

C,(x), C,(x)  noma’lum funksiyalarni shunday tanlaymizki kvadrat qavs ichida

joylashgan funksiya nolga teng bo’lsin, ya’'ni
C(X)y2(x) +C5 (X)y,(x) =0 (4)
bo’lsin. U holda
y' (%)= CL(x)y; () +C, (x)y5(x) ()
(3) va (5) ni (1) tenglamaga qo’yilsa va guruhlansa

C, ()lyr(x)+ a(x)y; (x)+ b(x)ys (x)]+ C, (x)y3 (x)+ a(x)y5 (x) + b(x )y, (x)] +
+CL(X)Y1 (9 +C5(x)y5(x)= T (x)

tenglikni va bundan y,(x), y,(x) funksiyalar (2) tenglamaning yechimi

ekanligidan
CL(x)y1 (9 +Ca(x)yz(x)= F(x) (6)

tenglikni hosil gilamiz. Natijada C,(x), C,(x) noma’lum funksiyalarni aniglash
uchun (4) va (6) dan iborat bo’lgan
{Q’(X)yl(x) +Cy(x)y,(x)=0,

Ci(x)y1(0) + C5 (x)y5(x) = (x) ()
17



tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. (7) sistemani Kramer qoidasi bo’yicha

Cl'(X) - _ f ()a())(yxz)(x) 1 Cé (X) — f (X)yl(x) (8)

munosabatlarni hosil gilamiz, bu yerda

nx) y, (x}

nx) yilx

ofx)= 9)

(8) tengliklarni [x,,x] kesmada integrallash va hosil bo’lgan C(x), C,(x)

noma’lum funksiyalarning ifodalarini (3) tenglikka qo’yib (1) tenglamaning

y(x):]S yi(t) yZ(t))‘-mdt (10)

i(x) ya(x) oft)

Xo
xususiy yechimini hosil gilamiz.

Misol. y"+z?y=g(x) tenglamaning y(0,)=0, y'(0,u)=x  shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimini topamiz.

Yechilishi. Berilgan tenglamaning mos bir jinsli gismi: y”+ z?y =0 bo’lib,
uning umumiy yechimi y;(x)=coszx, y,(x)=singx ildizlarga va bizda
f(x): g(x) bo’lgani uchun (10) formulaga ko’ra berilgan tenglamaning xususiy

yechimi

X|cost  sin s

y(x)=]

5|COS 1X  sin px

% :—jsmyx t)g(t)t

ko’rinishga ega bo’ladi, chunki

COS LiX sin x|
— usin X pcos x|

w =

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi mos bir jinsli gismining umumiy yechimi

bilan bu tenglama xususiy yechimlari yig’indisiga teng bo’lgani uchun, u
18



X
y(x)= C, cos ux + C, sin yx+£jsin u(x—t)g(t)t
Mo

ko’rinishga  ega. y(O, ,u): 0, y’(O, y): L boshlang’ich  shartlarga ko’ra
C, =0, C, =1 ekanligini aniglaymiz.

Javob. y(x)=sin yx+1jsin u(x—t)g(t)t
Mo

Endi sistema uchun umumiyroq bo’lgan holni garaymiz:
X'=At)X + f(t), X(0)=x, (11)

o(t)e(t)

ko’rinishda izlaymiz, bu yerda ®(t) bilan X’'= A(t)X sistemaning ®(0)=E

sistemaning umumiy yechimini topamiz. (11) sistema yechimini X(t)

shartni ganoatlantiruvchi fundamental matritsasi belgilangan. U holda

X'(t)= @'(t)e(t)+ @(t)e'(t)

bo’lib, (1) ga ko’ra
O'(t)o(t) + (t)e'(t) = Al)X + £ (t),
yoki
ct)=07)f (t)
Bundan

19



va umumiy yechimi esa

t
X(t)=0(t)e +d(t)| @7(s)f(s)ds
0
ko’rinishga ega bo’ladi. X(0) =X, , ®(0)= E boshlang’ich shartga ko’ra
izlanayotgan yechim

X(t) = D(ths, + 1) 01(5)F (s)ds

0
dan iborat.

Eyler va Lagranj tenglamalari. Differensial tenglamalar orasida oddiy
almashtirishlar vositasida o’zgarmas koeffisiyentli tenglamalarga o’tuvchi

o’zgaruvchi koeffisiyentli tenglamalar ham uchraydi.

n n-1

d'y

dt"

dy

dy +---+an_1ta+any:0 (12)

dtn—l

at" —2= +at"t
ko’rinishdagi tenglamaga Eyler tenglamasi deyiladi, bu yerda a,, a,....,a,

X

o’zgarmas sonlar. Agar (12) tenglamada t ni " bilan almashtirsak
tenglamaning ko’rinishi o’zgarmaydi. Demak, (12) tenglamada  x erkli

o’zgaruvchini
x=Int, t=¢" (13)

almashtirish bilan kiritsak, u holda x ni x+ C bilan almashtirishda tenglama
o’zgarmaydi, ya’ni hosil bo’lgan yangi tenglama x ni oshkor ko’rinishda
saglamaydi. Erkli o’zgaruvchini almashtirishda tenglama chiziqli tenglamaga

o’tmaganligi uchun, biz 0’zgarmas koeffisiyentli chiziqli tenglamaga ega bo’lamiz.

Bu tasdigni hisoblashlar vositasida bevosita tekshirishimiz mumkin. Biz y

funksiyaning t bo’yicha hosilalarini (13) formula bo’yicha X bo’yicha hosilalari
orgali ketma ket ifodalaymiz:
20



dy _dy dx_ iy
dt dx dt dx '

2 2
d_y:e_xi e_xﬂj:e_zx M_ﬂ :
dt? dx dx dx? dx

3 B 2 3 2
d—gl:exi e d_g/_ﬂ ek g/—3xd ¥+2ﬂ ;
dt dx_ dx= dx dx dx dx

Biz ko’ramizki, t bo’yicha olingan birinchi, ikkinchi va uchinchi tartibli
hosilalarni gatnashgan ifodalar mos ravishda e, e va e

ko’paytuvchilarga ega. Faraz qilaylik t bo’yicha olingan k — tartibli hosila

d“y i dy d¥y dy
— =€ EW-FCZ]_W-F“"FQKJ_&

ko’rinishga ega bo’lsin, bu yerda o, ¢, ,....,_; — 0’zgarmas sonlar. U holda t

bo’yicha olingan (k +1)— tartibli hosila

d*ty o d(d¥y) ke[ dy d“y dy
o= e 0 G ke g

—(k+1)x

ko’rinishga ega bo’ladi va yana qavs oldida e ko’paytuvchi , qavslar ichida

esa x bo’yicha birinchi tartibli hosiladan boshlab (k +1)— tartibli hosilagacha

ifodalarning chizigli kombinatsiyalari joylashgan. Demak ko’rsatilgan xossa

ixtiyoriy k natural soni uchun isbotlandi. Biz hisoblangan hosilalarni (1)
d*y

tenglamaga qo’ysak, har bir k uchun Py ifodani a t* = a,"* ko’paytirishlozim

bo’ladi va shu bilan birga x ni o’zida saqlovchi ko’rsatkichli ko’paytuvchilar

qisqaradi hamda o’zgarmas koeffisiyentli chiziqli tenglama hosil bo’ladi.

1-misol. Ushbu

2
t2%+3t%+y=0



tenglamani garaymiz. t = e* almashtirish bizga

d’y  ,dy
—+2—+y=0
dx?  dx y

tenglamani beradi. Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi: k? + 2k +1=0 bir

Xil

k, =k, = -1 ildizga ega bo’lgani uchun x o’zgaruvchi bo’yicha umumiy yechim
y=e"(C, +Cyx)

ko’rinishga ega. Kiritilgan almashtirishga ko’ra t o’zgaruvchi bo’yicha umumiy

yechim

y:%(C1+C2 Int)

ko’rinishda bo’ladi.

Biz almashtirilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi karrali ildizlarga ega

bo’lmagan holda e = (ex)k xususily yechimga ega bo’ladi va demak dastlabki

tenglamada bu yechim t* ko’rinishga ega bo’ladi. Shuning uchun bevosita
xususily yechimni bu ko’rinishda izlash va uni (12) tenglamaga qo’yish mumkin.

Agar

tmdmtk

dﬂ}:k&—nmw-m+mﬁ m<Kk

ekanligini e’tiborga olib bu ko’rinishdagi ifodalar (12) tenglamaga qo’yilsa va

hosil bo’lgan tenglik x* ga gisqartirilsa k ni aniglash uchun n— darajali

14
+a, ,k(k—-1)+a, ;k+a, =0 (14)
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algebraix tenglamani hosil gilamiz. Avvalgi mulohazalardan (14) tenglama x

o’zgaruvchi bo’yicha topilgan xarakteristik tenglama bilan ustma ust tushadi. (14)
tenglamaning har bir k oddiy ildiziga (12) tenglamaning t* xususiy yechimi, (14)
tenglamaning ikki karrali k ildiziga (1) tenglamaning t* va t“Int xususiy

yechimlari mos keladi va hakozo. k=a=+if qo’shma kompleks ildiziga
t” =e”"  tenglikka binoan (12) tenglamaning ikkita y=t“cos(#Int) va

y =t*sin(gInt) xususiy yechimilari mos keladi.

2-misol. Ushbu

2d2y

dy
t°—-+3t—+5y=0
dt? at Y

tenglamani garaymiz. Bu tenglamaning xususiy yechimini y=t* ko’rinishda
izlaymiz va berilgan tenglamadan
k(k—1)+3k +5=0
yoki
k?+2k+5=0

xarakteristik tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama k=-1+2i qo’shma

kompleks ildizlarga ega bo’lgani uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi
1 :
y= E[C1 cos(2Int)+C,sin(2Int)]

ko’rinishga ega bo’ladi.

Differensial tenglamalar orasida oddiy almashtirishlar vositasida o’zgarmas
koeffisiyentli tenglamalarga o’tuvchi o’zgaruvchi koeffisiyentli tenglamalar

orasida Lagranj tenglamasi deb nomlangan
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n n-1
(at +b)" ‘:'jty +a,(at+b)" ‘3{1 +---+an_1(at+b)%+any -0 (15)

ko’rinishdagi tenglamalar ham uchraydi bu yerda a,, &, ,....,a, o’zgarmas sonlar.

(15) Lagrang tenglamasida x erkli o’zgaruvchini

x=In(at+b), at+b=¢"

(16)

tengliklar yordamida almashtirilsa o’zgarmas koeffisiyentli chizigli tenglama hosil

bo’ladi.

Bir jinsli bo’lmagan Eyler tenglamasining o’ng tomoni P(t) ko’phadning chekli
sondagi arifmetik amallardan tashkil topgan > e*P(t) ifodasidan iborat bo’lsa, u
holda almashtirish natijasida hosil bo’lgan o’zgarmas koeffisiyentli bir jinsli
tenglamaning o’ng tomoni Zt“P(Int) ko’rinishga o’tsa bunda ham xususiy

yechimlarni topish bilan integrallashni amalga oshirilishi mumkinligini eslatamiz.
Endi Eyler va Lagrang tenglamalarini yechishga oid misollardan namunalar
keltiramiz.

3-misol. Quyidagi tenglamani yeching.

GR_ 2R nln+1)

R=0
dr? rdr r2

Yechilishi. Berilgan tenglamaning xususiy yechimini R=r" ko’rinishda
izlaymiz. Natijada
k?+k-n(n+1)=0,

xarakteristik tenglama tenglamani hosil gilamiz. Uning ildizlari

K = 1+ An(n+1)+1 1 1/4nin+1i+1
L =—=
2

k=

2 2 2
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bo’lgani uchun tenglamaning umumiy yechimi

R :%[Clr“ +Cr | a :%1/4n(n +1)+1
r

ko’rinishga ega bo’ladi.
1.2-§. Involyutsiya va uning asosiy xossalari

Biz bu bo’limda involyutsiya tushunchasi va uning ba’zi xossalarini keltiramiz.

1-ta’rif. Agar G sohada aniglangan f(t) funksiya uchun
f(f(t)=t, ya'ni f(t)=1f7(t) (1)
tenglik bajarilsa, u holda f(t) funksiyaga involyutsiya deyiladi.

Boshgacha aytilganda funksiya o’ziga teskari bo’lgan funksiya bilan ustma-
ust tushsa bunday funksiyaga involyutsiya deyiladi.

Involyutsiya uchun eng sodda misollar sifatida

f(t):—t,f(t):c—t,f(t):%(t;to) ()=, £ )= at+b( EJ

ct—-a C

funksiyalarni keltirishimiz mumkin.

Shu bilan birga bir qator murakkabroq ko’rinishga ega bo’lgan involyutsiyaga oid
quyidagi misollarni keltiramiz.

1-misol ([ ]). Ixtiyoriy a>0 soni uchun R =(-oo,+0) son to’g’ri chizig’ida

—at, agart >0 bo'lsa,
f(t): —l, agart <0 bo'lsa
a

2-misol ([ ]). Ixtiyoriy k>0 soniuchun R, =(0,4+) son to’g’ri chizig’ida

t™, agar0<t<1bo'lsa,
f(t)={

1
t ¥, agart>1bo'lsa

Biz f:G — G funksiyalar uchun quyidagi funksiyalar iteratsiyasini tuzamiz:

f()= (1), £, )= F(£,0) ... £, (0= F(F 1 (0.



Agar tuzilgan iteratsiyada
f(t)=t,i=12,...m; f(t)=t, i=m+1m+2,..
munosabat bajarilsa f(t) funksiyaga m— tartibli involyutsiya deyiladi.

Bevosita hisoblashlar bilan quyidagi lemmalarni isbotlashimiz mumkin:

a
bt+c

1-lemma. Agar ab+c?=0 bo’lsa, uholda f(t)= kasr chizigli funksiya

uchinchi tartibli involyutsiya tashkil giladi.

2-lemma. Agar a=d,3a%+bc=0 tengliklar bajarilsa, u holda f(t)= a”s kasr

ct +

chizigli funksiya uchinchi tartibli involyutsiya tashkil giladi.

Masalan,

1 11 t+3 2t-3 1
ft)=——, f)=2—=, f(t)=—2, f(t)= Ft)= ——
(t) = (t) (t) (t) a2 (t) ot

funksiyalar uchinchi tartibli involyutsiyalar tashkil gilishini tekshirish giyin emas.

3-misol ([ ]). gzexp%Zi soni uchun f(z)=« funksiya kompleks sohada n-

tartibli involyutsiya tashkil giladi.
4-misol ([1). C=(-»,0)U(0,1)U---U(m-1,m)U(m,+w0) to’plamda

t,agar te(-o0,0)u(m,+w)bo'lsa,
f(t)=1t+1,agarte(0,1)u(12)u---u(m-2,m-1)bo'lsa,
t—(m-1)agarte(m-1,m)bo'lsa

funksiya m- tartibli involyutsiya tashkil giladi.

2-ta’rif. Agar yaqiqiy t o zgaruvchining yagqiqiy f(t)=t funksiyasi barcha t
lar uchun (1) tenglikni ganoatlantirsa , u holda bu funksiyaga qat’iy involyutsiya
deyiladi.

Barcha gat’iy involyutsiyalar to’plamini | bilan belgilaymiz. Har bir f e
ning grafigi (t,x) tekislikda x=t to’g’ri chiziqga nisbatan simmetrik. Teskarisi,

agar T bilan (t,x) tekislikning x=t to’g’ri chiziqga nisbatan simmetrik bo’lgan ,
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har bir t absissali nugtaga yagona x ordinatani mos qo’yuvchi barcha oddiy
nugqtalar to’plamini belgilaymiz. U holda T to’plam | to’plam funksiyalaridan
biriga teng bo’lishi [] da ko’rsatilgan.

Aytaylik g(t,x) funksiya hagigiy sonlarning barcha tartiblangan juftliklar
to’plamida aniglangan bo’lIsin va g(t,x)=0 tenglikni ganoatlantirsin. U holda
g(x,t)=0 bo’ladi. Xususiy holda bu tenglik simmetrik g(t,x)= g(x,t) tenglikni
ganoatlantiruvchi g(t,x) funksiya uchun bajarilishi ayon.

Agar har bir t uchun g(t,x)=0 tenglikni ganoatlantiruvchi haqigiy oddiy

x = f(t) nugta mos kelsa, u holda f €1 bo’ladi. Masalan ,

gt,x)=t+x-c
bo’lsa, u holda
ft)=c—t
bo’ladi.
Agar biz

funksiyani olsak, u holda

bo’ladi.
Har bir uzluksiz f €1 funksiya qaqt’iy kamayuvchi bolishi [] da ko’rsatilgan.
Demak,

lim f(t)=+c0, lim f(t)=—o (2)

t——0 t—>+o0
Involyutsiya ko’plab xossalarga ega. Biz quyida involyutsiyaning bir qator
sodda xossalarini bayon gilamiz.

1-xossa. Har bir f(t) involyutsia G to’plada bir qiymatlidir.
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Isboti. Hagigatdan ham, t,,t, G va t, #t, bo’Isin. Agar f(t,)= f(t,) deb faraz
gilsak, u holda
f(F(t)=f(f ()
Involyutsiyaning (1) ta’rifiga ko’ra bu tenglik t, =t, tenglikni beradi. Bu esa
yugoridagi farazimizga zid.

2-x0ssa. Agar f(t) funksiya (—oo,+0) son to’g’ri chizig’ida qo’zg’almas p
nuqgtaga ega bo’lgan involyutsiya bo’lsa, u holda har bir

o(t)=f(t+p)-p
funksiya qo’zgalmas t =0nuqtaga ega bo’lgan involyutsiya bo’ladi.
Teskarisi agar
ft)=g(t-p)+p
funksiya qo’zg’almas p nuqtaga ega bo’lgan involyutsiya bo’lsa, u holda t=0

nugta g(t) funksiyaning qo’zg’almas nugqtasi bo’ladi.

Isboti. Hagigatdan ham, f(t) funksiya R=(-c, +) son to’g’ri chizig’ida
qo’zg’almas p nuqtaga ega bo’lgan involyutsiya bo’lsa, u holda f(f(t))=t va

f(p)=p bo’lgani uchun yar bir t uchun
g(g(t)=g(f(t+p)-p)=f(f(t+p)-p+p)-p=f(flt+p)-p=t+p-p=t
Bundan tashqari g(0)= f(p)-p=p-p=0.

3-xo0ssa. Agar f(t) funksiya R=(-c0, +) son to’g’ri chizig’ida uzluksiz

involyutsiya bo’lsa, u holda f(t) kamayuvchi funksiya bo’ladi.

Isboti. f(t) bir qiymatli funksiya bo’lgani uchun gat’iy monotondir. f(t) qat’iy
involyutsiya bo’lgani uchun f(t)=0 , va shuning uchun f(t,)=0 shartni
ganoatlantiruvchi t =t, nuqta mavjud. Teskaridan faraz qilamiz, ya’ni f(t)
o’suvchi funksia bo’lsin. U holda
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agar f(t,)>t, bo’lsa,uholda f(f(t,))> f(t,), ya'ni t, > f(t,)ziddiyat hosil bo’ladi,

agar f(t,)<t, bo’lsa, uholda f(f(t,))< f(t,), ya'ni t, < f(t,)ziddiyat hosil bo’ladi.
Demak farazimiz xato, f(t) kamayuvchi funksiya ekan.

4-xossa. Agar f(t) funksiya R=(-w, +) son to’g’ri chizig’ida uzluksiz

involyutsiya bo’lsa, u holda f(t) funksiya yagona qo’zg’almas nuqtaga ega.

Isboti. g(t)= f(t)-t funksiyani garaymiz. Bu funksiya R =(~, +o) son to’g’ri

chizig’ida uzluksiz va kamayuvchi funksiyadir. Natijada

lim g(t) = +<o, lim g(t)=—0

t——o

Demak, shunday p e (-, +) nugta mavjudki, bu nugtada g(p)= f(p)-p=0,

ya’ni f(p)=p.Bundan t=p nugta f(t) funksiyaning qo’zg’almas nuqtasidir.

5-xo0ssa. Agar f(t) involyutsiya (—co, +o0) son to’g’ri chizig’ida uzluksiz toq

funksiya bo’lsa, u holda f(t)=-t.

Isboti. Faraz gilaylik f(t) toq funksiya bo’lsin. U holda f(~t)=—f(t) va bu
tenglikdan t=0 bo’lganda f(0)=0 tenglikni hosil gilamiz. Demak, t =0 nugta
f(t) funksiyaning yagona qo’zg’almas nuqtasi ekan. Faraz qilaylik f (t) = -t
bo’lsin. Agar f(t)>-tbo’lsa f(t) funksiya R=(-co, +o0) son to’g’ri chizig’ida
uzluksiz va kamayuvchi funksiya bo’lgani uchun f(f(t))< f(~t). Shuning uchun
t<—f(t) ,yoki f(t)<—t.Buesaf(t)>-tbo’lsin deb qabul qilgan farazimizga zid.

Xuddi shuningdek agar f(t)<-tbo’lsa f(t) uzluksiz kamayuvchi funksiya
bo’lgani uchun f(f(t))> f(~t). Bundan t>—f(t) ,yoki f(t)>-t.Buesaf(t)<-t
bo’lsin deb gabul gilgan farazimizga zid. Demak, f(t)>-tva f(t)<-tholatlar

o’rinli bo’lmagani uchun faqat bitta f(t)=-t holat o’rinli.

6-xo0ssa. Agar (—o, +) son to’g’ri chizig’ida qo’zg’almas p nuqtaga ega bo’lgan
har bir f(t) involyutsiya
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f(t)=f,t-p)+p
(3) ko’rinishga ega, bunda

g(t),agart > 0bo'lsa,
g7(t),agart <0bo'lsa

fo(t):{

Buyerda g(t) son to’g’ri chizig’ida uzluksiz funksiya bo’lib, t>0 uchun
9(0)=0,g(t)< 0 shartlarni ganoatlantiradi va t >0 bo’lganda g(t) kamayuvchi

funksiya hamda g*(t) unga teskari funksiya.

Teskarisi , (3) tenglikni ganoatlantiruvchi har bir uzluksiz f(t) involyutsiya

haqiqiy son to’g’ri chizig’ida qo’zg’almas p nuqtaga ega.

Isboti. Agar f(t) qo’zg’almas p nuqtaga ega bo’lgan gat’iy involyutsiya bo’lsa,
u holda 2-xossaga ko’ra f,(0)=0va f,(f,(t))=t tengliklar bajariladi, shu bilan birga
f, 1 (t)=f,(t) va f(t) funksiya (3) ko’rinishda yozilishi mumkin. Teskarisi , faraz
gilaylik g(t) funksiya (-, +) son to’g’ri chizig’ida uzluksiz , t >0 uchun
9(0)=0,9(t)<0 va t>0 bo’lganda kamayuvchi funksiya bo’lsin. t >0 bo’lganda

g(t)<0 bo’lgani uchun biz f,(f,(t))=g*(g(t))=t tenglikga ega bo’lamiz.

t <0 bo’lganda u=g™(t) belgilash kiritsak, u holda g(u)=t <0 bo’lib, bu

g *(t)=u >0 tenglikni beradi. Demak, t <0 uchun f,(f,(t))=g*(g(t))=t.

Involyutsiyaning yuqorida keltirilgan xossalaridan tashqari ko’plab xossalari

bilan [2,5,6] adabiyotlarda keltirilgan.

Kuchli invoyutsiyalar to’plamini Y bilan belgilasak, u holda har bir f(x)eY
funksiyaning grafigi y = x to’g’ri chizigga nisbatan simmetrik joylasgan
bo’ladi. Agar G bilan Oxy  tekislikning y=Xx to’g’ri chiziqga nisbatan

simmetrik joylashgan funksiyalar to’plami bo’lib, bunda har bir x element uchun
bu to’plamning X absissaga ega bo’lgan yagona nuqtasi mos kelsa, u holda G

to’plam Y to’plamdagi birorta f(X) involyutiv akslantirishning grafigi bo’ladi.
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Kuchli invoyutiv akslantirish bo’ladigan f(x) akslantirishni quyidagi tartibda
hosil qilishimiz mumkin. Faraz gilaylik haqiqiy o’zgaruvchili g(x,y) funksiya
barcha tartiblangan (X, y) haqigiy nuqgtalar to’plamida aniglangan bo’lib,
g(x, y): 0 tenglikdan g(y, x)=0 tenglik kelib chigsin. Ma’lumki, xususiy holda
g(x, y)=g(y, x) tenglik bajarilsa , odatda g(x, y) funksiyaga simmetrik funksiya
deyiladi. Agar har bir x uchun g(x, y)=0 tenglamani ganoatlantiruvchi y = f(x)

funksiya mos kelsa, u holda y = f(x)e Y bo’ladi. misollar keltiramiz:

1. g(X,y)=x+y—C bo’lsin. U holda g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)=0 tenglik
kelib chigganligi uchun y = f(x)=x-C bo’ladi;

2. g(xy)=x*+y*—~C bo’lsin. U holda g(x,y)=0 tenglikdan g(y,x)=0
tenglik kelib chigganligi uchun y= f(x)=3/x-C bo’ladi. ~ Yugqorida bayon
etilganlardan tashqari ~ f(x)eY, f(x)=x munisabatlamni qganoatlantiruvchi

involyutiv funksiyalarning to’plamining elementlari  monoton kamayuvchi

funksiyalardir, ya’ni (2) munosabatlar o’rinli. Endi quyidagi tasdiglarni keltiramiz.

1-teorema. f(x)=x munosabatni ganoatlantiruvchi har bir uzliksiz f(x)—

kuchli involyutsiya yagona qo’zg’almas nuqtaga ega.

Isboti. (p(X): f(X)—X kuchli involyutsiya xossasiga ega bo’lgan uzluksiz
monoton funksiya bo’lgani uchun uning grafigi y =X to’g’ri chizigga nisbatan
simmetrik joylashgandir, ya’ni bu funksiya (19) munosabatni ganoatlantiradi.
Ma’lumki, (19) tenglik yagona X=X, nuqta uchun o’rinli bo’lgani uchun

f(xy)—X, =0, yani f(x,)=x,. Teorema ishotlandi.

Demak, f(X)— kuchli involyutsiya bo’lsa, u holda u yagona qo’zg’almas
nuqtaga ega bo’lishini ko’rib o’tdik. Endi involyutsiyaning turlarini ko’rib

ox+ f

chigamiz. Buning uchun f(x)=
g g (x) 1

kasr chizigli almashtirishni gqaraymiz.
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Kasr chizigli almashtirish proyektiv tekislikning har bir M nugtasini uning M’

nuqtasiga o’tkazsin, ya'ni M(x,) va M’(x}) nugtalari uchun
f(M)=M", f(M')=M

tengliklar bajarilsin va shu bilan birgalikda x, # x; bo’lsin. Aytilganlarga ko’ra

koordinatalar bo’yicha

axy, + S X_ax6+ﬂ
WMo +6 0 X+ S

!
Xo =

tengliklarni yozamiz. O’z navbatida bu tengliklardan

PoXo + XKy —axg — =0,
PoXg + Ky —aXg— =0

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi

tenglamasini hadlab ayirib
(X — %)+ (X —%)=0, yoki (5+a)x;—%)=0
tenglikni hosil gilamiz. Ammo x, # x{ bo’lgani uchun & = —a bo’ladi.

Demak, f(x) kuchli involyutiv akslantirish bo’lganligi uchun , u

ko’rinishda bo’lishi lozim. Endi bu invoyutsiyaning qo’zg’almas nugqtalarini

topamiz.

f(x)=x tenglik bajarilishi uchun

ya’'ni
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> —=2ax—B=0
tenglik o’rinli bo’lishi kerak.
A=a’+ By
belgilash kiritamiz. U holda quyidagi hollar bo’lishi mumkin:

a) agar A>0 bo’lsa, u holda qaralayotgan involyutsiya ikkita haqiqiy
qo’zg’almas nuqtalarga ega bo’ladi va bu involyutsiya giperbolik involyutsiya
deyiladi;

b) agar A=0 bo’lsa, u holda qaralayotgan involyutsiya yagona haqiqiy
qo’zg’almas nuqtaga ega bo’ladi va bu involyutsiya parabolik involyutsiya

deyiladi;

c) agar A<0 bo’lsa, u holda garalayotgan involyutsiya haqiqiy qo’zg’almas
nuqgtaga ega bo’lmaydi va bu involyutsiya elliptik involyutsiya deyiladi.

Bu mulohazalardan f — kuchli involyutsiya bo’lishi uchun u parabolik

involyutsiya bo’lishi lozim. Demak, quyidagi tasdiq o’rinli.

2-teorema. Agar

akslantirishda o® + 8y =0 bo’lsa, u holda bu akslantirish kuchli involyutsiya
bo’ladi.

I bob bo’yicha xulosa:

Bubobda involyutsiya tushunchasini bayon etish uchun o’zgarmas koeffisienli
chizigli differensial tenglamalar, o’zgarmasni Vvaraiatsiyalash usuli, Eyler va
Lagranj tenglamalari va unga doir misollar yechilishi bilan keltirilgan. Shu bilan

birga involyutsiya tushunchasiga ta’rif berilgan va involyutsiyaga oid bir nechta
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teoremalar isbotlari bilan keltirilgan. Kuchli involyutsiya bo’lish shartlari, kasr

chizigli involyutsiya va uning turlari hagida bayon gilingan.
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11 BOB INVOLYUTSIYALI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Kechikkan argumentli oddiy differensial tenglamalarning umumiy xossalarini
o’rganish bilan bir gatorda tekshirishning sodda ko’rinishdagi usullarini qo’llash
imkoniyatini beruvchi tenglamalarning ayrim sinflaridan biri involyutsiya
gatnashgan differensial tenglamalar sinfidir. Involyutsiali oddiy differensial
tenglamalarni yechishga bag’ishlangan dastlabki tadqiqotlar L.Zilberstein [1],
I.Ja. Viner [2] ,va J.Wiener [3] magolalaridir.

2.1-§. Involyutsiyali oddiy differensial tenglamalar

Biz bu bo’limda involyutsiya gatnashgan oddiy differensial tenglamalarning

ayrim ko’rinishlari va ularni yechish usullarini bayon gilamiz.

1940 yilda L.Zilberstein [1]
1
X'(t) = X(Ej , te R* (1)

tenglamaning umumiy yechimini topish masalasini tadqig. Bu tenglamani yechish
uchun [1] da (1) tenglamaning umumiy yechimini

X(t)=t* +mt" (2)
ko’rinishda izlash bilan natijaga erishilgan bo’Isa, [2] magolada (1) tenglamani
bevosita differensiallash yordamida Eylerning oddiy differensial tenglamasiga
keltirish bilan umumiy yechim hosil gilingan. Biz bu usullada erishilgan
natijalarni  to’la keltiramiz.

1-usul (L.Zilberstein [1]). (1) tenglamaning yechimini (2) ko’rinishda
izlaymiz, bu yerda k,m va n ixtiyoriy o’zgarmas sonlar. (2) ga ko’ra (1) tenglama
t4(kt"*t —m)+-t" (mnt"™t —1)=0

ko’rinishni oladi. Bundan
n+k-1=0, k:m=1 :
n

yoki
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n>-n+1=0

kvadrat tenglama ko’rinishiga keladi. Kvadrat tenglamaning ildizlari

1 .43 1 .43
nl=—+|—,n2:——|_
2 2 2
sonlar bo’lgani uchun
1 1 .43 1 3
n 2 2 n, 2

ﬁ i? iﬁn
2It—co EInt +isin ﬁlnt va 1+i£:COSZ+iSin£
2 2 2 2 3 3

munosabatlarga ko’ra

o2 o e o 2]
S o 2 5]

—ZI(COS——ISIH6)00{?“\'[——] C\/_co{—lnt——}
Demak, (1) tenglamaning umumiy yechimi

C\/_co{—lnt——] (3)

ko’rinishga ega.
Endi (1) tenglamani yechish uchun I.Ja.Viner [2] tomonidan taklif etilgan
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usulni keltiramiz.

2-usul ( 1.Ja.Viner [2]). (1) tenglamada argumentni t—>% almashtirish bilan

X'(%) =x(t) , teR" (4)

tenglikni va (1) tenglamani differensiallash bilan (4) tenglikni e’tiborga olgan
holda
t2x"(t)+ x(t)=0 (5)

Eyler tenglamasini hosil gilamiz. (5) tenglamaga mos xarakteristik
e 1 .3 , . .
AA-1)+1=0 tenglamaning ildizlari 2,, =Eil7 bo’lgani uchun (5) ning

umumiy yechimi ,

x(t)zt{Cl co{?lnt}rczsin{glntﬂ (6)

ko’rinishga ega. Bu ifodani (1) tenglamaga qo’yib o’zgarmas sonlar orasaidagi

L ¢, tenglikni hosil gilamiz. Shuning uchun (1) tenglamaning umumiy

ﬁ
yechimini

Ct{co{—lnt} lsm(?lntﬂ
2\/@\/_{— co {—Int}résin(glntﬂ:

—C\/_S|n(£lnt+%j C\/_co{—lnt——)

ko’rinishda ifodalaymiz. Demak,
C\/_co{—lnt——J
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Endi quyidagi teoremani keltiramiz.

Teopema(Wiener J. [3]). neR soni uchun

t"x'(t) = x(%) , teR’ (7)
tenglamani umumiy yechimi
ct, eciu  N=-1,
ct‘l(l—ZInt), ecnu n=3,
x(t)= C(’[ﬂ1 + At ) eciu, N<-1lmbo n>3,

1
ct{cos(alnt)Jr‘/Q—Jrrl]sin(alnt)}, ecu —1<n<3

ko’rinishga ega, bu yerda o="—~—2">—~> in+12 f3-n) :

Isboti. (7) tenglamada t—>% almashtirish bajarib

x[%j =t"x(t) , teR" (8)

tenglamani hosil qilamiz. (7) tenglamani differensiallab (8) ga ko’ra bir qator
sodda hisoblashlardan so’ng

2un

t2x"(t)+ nx'(t)+ x(t)=0 9)
Eyler tenglamasini hosil gilamiz. Bu tenglama uchun
HA-1)+ni+1=0 (10)

xarakteristik tenglama

- . 1)3- - . 13—
jﬁ'2:1 0 J0+Y3=n) 1-n . a:—\/(r”z )(nj (11)

2 2 2
Ildizlarga ega. Quyidagi hollarni garaymiz:
a) n=-1bo’lsin. U holda A, =4, =1 uchun (9) tenglamaning umumiy yechimi
x(t)=t(C, +C, Int)

funksiyadan iborat.bu funksiyani (7) tenglamaga qo’yib C, =0ekanligini
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aniglaymiz. Shuning uchun garalayotgan holda (8) tenglamaning umumiy yechimi
x(t) = ct (12)
ko’rinishga ega.
B) Endi n=3bo’lsin. Bu holda (10) xarakteristik tenglamaning ildizlari
A, =2, =-1 bo’lib,(9) tenglamaning umumiy yechimi
x(t)=t*(C,-C,Int)
ko’rinishga ega. Bu funksiyani (7) tenglamaga qo’yib C, = 2C, ekanligini
aniglaymiz. Shuning uchun bu holda (7) tenglamaning umumiy yechimi
x(t)=ct *(1-2Int) (13)
ko’rinishga ega.
c) Endi n<-1yoki n>3 bo’lsin. U holda (10) xarakteristik tenglamaning A4, va
4, ildizlari haqiqiy bo’lib (9) tenglamaning umumiy yechimi
x(t)= Ct* +C,t*
ko’rinishga ega. Bu funksiyani (7) tenglamaga qo’yib

_ Attt At - At _ic
th— At T thoqte T

2

munosabatni hosil gilamiz. Shuning uchun bu holda (7) tenglamaning umumiy
yechimi
X(t)=clt’ - 4t*) (14)
ko’rinishga ega.
d) Endi —1<n<3bo’lsin. Bu (10) xarakteristik tenglamaning A4, va A, ildizlari

kompleks qo’shma

1-n_.(+1)3-n) 1-n . Jh+1)3-n)

+ la, a=
2 2 2 2

ﬂ’l,z =
sonlar bo’lgani uchun (9) tenglamaning umumiy yechimi
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1-n

x(t)=t 2 [C, cos(@Int)+C, sin(aInt)]
ko’rinishga ega. Bu funksiyani (7) tenglamaga qo’yib C,,C,0’zgarmas sonlar

orasidagi C, = g—ﬂclmunosabatni hosil gilamiz. Shuning uchun (7) tenglamaning

-N

umumiy yechimi

x(t)=Ct{COS(a|nt)+ \/gsin(alnt)} (15)

ko’rinishga ega bo’lishini aniglaymiz. Teorema isbotlandi.

e) J.Wienerning (8):

t"f(t)= f(%)

tenglamasini quyidagi ko’rinishda umumlashtirilishi bo’lgan

t" f M(t)= f(m‘l)(%), meN,teR, (14)
tenglamani garaymiz. (14) tenglamani

f (m)(%) =t"f("(t)
tenglikni e’tiborga olgan holda differensiallab , bir qator sodda almashtirishlar
bajarib

" f ™)+ nt" () +t"2F "V (t)=0
tenglamani va bundan f™¥(t)=g(t) belgilash bilan
t*g"(t)+ntg(t)+g(t)=0 (15)

Eyler tenglamasini hosil gilamiz. Bu esa yuqorida ko’rib o’tilgan tenglama (9)
tenglamaning o’zidir. Keyin kiritilgan belgilashimizga ko’ra f ™% (t)=g(t) dan
izlanayotgan ~ f(t) funksiya topiladi.

Misol. Ushbu
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y'(t)= y@ (16)

t

tenglamaning umumiy yechimini topaylik.

(16) tenglamada t —>% B ypaBHenue (16) moayduum, 4yTo

y(%) =y'(t), teR" (17)
Huddepennupys ypaBaenust (16) ¢ yuerom (17) umeem
ty"(t)+y'(t)=0
C yMHOXXEHHSIM Ha t 3TO ypaBHEHHE CBOJIUTCA K YpaBHEHHUIO Ditiepa
ty"(t)+ty'(t)=0 (18)

Xapakrepucrudeckas ypapuenus (18) A(1-1)A—2)+ 1 =0 uMeeT KOpHH

h=0,4,=

N | W
I+

TO obmiee perieHus (18) MOXHO MpeACTaBUTH B BUJIE

y(t)=C, +t2 {C co{—lnt]+c3sin[§lntﬂ (19)

(16) tenglamaning yechimini (19) ko’rinishda izlaymiz. U holda o’zgarmas

C, ——ic2 va C, =+/3C, munosabatlarni aniglaymiz.

J3

sonlar orasidagi

= C,bo’lganda (16) tenglamaning umumiy yechimi

NE

y(t)=C, +Ct\/_lico{—lnt)—ﬁsm(glntj]

Ct\/_cos{—+—lnt] A+ Bt\/_cos[—+—lnt}

C,=-

C, =+/3C,bo’lganda esa
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y(t)=C, +CII{CO{—Int}L\@sin(ﬁlntﬂ:

=C, +2C t\/_co{—+—lntj C+Dt\/_co:£—+—lntJ

Demak, (16) tenglamaning yechimlari
y(x)= A+ Bt\/_co{—+—lntJ va y(x):C+Dtﬁsin(%—§lntJ

Funksiyalar bo’lishi mumkin, bu yerda A,B,C va D ixtiyoriy o’zgarmas sonlar.

Tekshirish ikkinchi funksiya (16) tenglamani ganoatlantirmasligini ko’rsatadi

Shuning uchun (16) tenglamaning umumiy yechimi

y(x)= A+ Bt\/_co{—+—|nt]

2.2-§. Involyutsiyali oddiy differensial tenglamalar yechimining
mavjudligi haqidagi asosiy teoremalar
a. Chiziqli bo’lmagan tenglamalar uchun asosiy teoremalar

Ta’rif. Agar f,(t), f,(t),..., f,(t) involyutsiyalar bo’lsa, u holda

Ft X1, (), X(F, (O) e X (£, (1) ) X (£, (1) = O

involyutsiyali differensial tenglama deyiladi.

Biz chiziqli bo’Imagan tenglamalar uchun boshlang’ich shartlar bo’yicha
ba’zi teoremalarni keltiramiz.

1- teorema. Agar

(t)= Fe. (0 (7 () W
tenglama quyidagi:
1) f(t) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi va qo’zg’almas t, nugtaga

ega bo’lgan gat’iy involyutsiya quyidagi:

2) F funksiya argumentlarning butun fazosida aniglangan va uzluksiz
differensiallanuvchi;
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3) berilgan tenglama x(f(t)) ga nisbatan bir giymatli

x(f(t) = G(t, x(t) x'(t)) ()
yechimga ega;

shartlarni ganoatlantirsin. U holda

X'(t) = oF  oF x'(t)+ _oF (t)F (£ (t) x(f (), x(t)) (3)

ot oxlt) x(f(t))
oddiy differensial tenglama (bu yerda x(f(t)) (2) ifoda bilan berilgan)
X(t,) =%y, X'(ty)= F(ty, X5, X, ) (3a)
boshlang’ich shart bo’yicha (1) tenglamaning
X(ty) = %, (4)

boshlang’ich shart bo’yicha yechimi bo’ladi.

Isboti. (1) tenglamani differensiallash bilan (9) tenglamani hosil gilamiz.

Hagigatdan ham

X)) = L)+ =2 FOF(F (PO x)- ()

o ax)”  ax(fR)
Ammo (1) tenglama va f(f(t))=t munosabatdan
X'(£(t)= F(f (t) x(f (1)) x(t))
tenglik kelib chigadi. (3a) ikkinchi boshlang’ich sharti (1) tenglamadan (3) ga
ko’ra f(t,)=t, ekanligini e’tiborga olsak hosil bo’ladi. Tenglama t ni va x(t)o’zida

saglamagan holda involyutsiyaning rolini aniq ko’rish mumkin. Bu holda

2-teorema. [l.Ja Viner]. Aytaylik

X'(t)=F(x(f (1)) (5)
tenglamada f(t) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi qo’zg’almas t, nugtaga
ega bo’lgan qat’iy involyutsiya va F funksiya (-oo,+e0) oraligda uzluksiz

differensiallanuvchi qat’ity monoton funksiya bo’lsin.

U holda
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tenglamaning

boshlang’ich shartlar bo’yicha yechimi (5) tenglamaning x(t, )= x, boshlang’ch

shart bo’yicha yechimidan iborat.

Natija. Agar f(t)= a+p , a’ + By > 0 ko’rinishdagi involyutsiya bo’lsa , u

holda (—o,a/y)yoki (aly,+wx)oraliglarning har birida 2- va 3- teoremalar o’z

kuchini saglaydi.

Eslatma. Agar t, >t bo’lsa, u holda (1) va (5) tenglamalar retarded-
sanasapiBaroruii-kechikkan argumentli va t, <t bo’lsa advanced-

ornepakaromuii- oldinga o’tgan argumentli tenglamalar deyiladi.

[16] magolada x(t) funksiya uchun

F(t,x(t),x'(t) ..... x(”)(t)): x(f(t)) (6)

tenglama garalgan va quyidagi teorema isbotlangan.
3-teorema [16]. Qu yidagi shartlar bajarilsin:
1) f funrsia ochiq G to’plamni G to’plamga akslantirsin, bu yerda G to’plam
haqiqiy sonlar to’plamining qism to’plami;

2) Har bir t G va eng kichik m natural soni uchun f funksiyaning

f.(t)=f(),.., f, @)= f(f_,@©),.. f, 1) =t
iteratsiyasi bajarilsin;

3) f funksiya har bir t e G uchun mn—n tartibgacha hosilalarga ega bo’lib, yar
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bir t eG uchun f'(t)=0;
4) F(t, u,, U,,..u,,) funksiya argumentlari bo’yicha mn-1 marta uzluksiz

oF

differensiallanuvchi va u, eR(r=1,...,n+1) hamda -
u

#0,

n+1

5) Noma’lum x funksiya G to’plamda mn tartibgacha barcha hosilalarga ega.

U holda shunday mn tartibli oddiy differensial tenglama mavjudri, (6)

tenglamaning har bir yechimi bir vaqgtning o’zida bu tenglamaning yechimi
bo’ladi.

Endi quyidagi funksional tenglamani qagraymiz[17].
F(f, (), X(F (0), X8 (£,(0)0, X(F, @), 0 XS (£, (1)) =0, (7)

bu yerda x noma’lum funksiya va quyidagi shartlar bajariladi:
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b. Chiziqgli tenglamalar. 1.Ya.Viner teoremalari.

Biz endi
Lx(t)zgak<t)x<k><t>=x(f(t))w(t) (1)

ko’rinishdagi differensial tenglama
X(ty ) = X0, X(t ) = X, X"(ty ) = X, 0.y X"t ) = X, (2)
bosglang’ich shartlar bilan berilgan bo’lsin. Bu yerda f(t) involyutsiyali funksiya.
1-teorema. Aytaylik (1) tenglamaning a,(t)a,(t)....a,(t) koeffisiyentlari,
qo’zg’almas t, nuqtaga ega bo’lgan kuchli involyutsiya hosil giluvchi f(t)

funksiya hamda ¢(t) funksiyalar C" (- oo,+00) funksiyalar sinfiga tegishli. Agar

1

£(t)

V]
dt
3)

ko’rinishdagi operator bo’lsa, u holda

n

Zak (OM “Ly(t)- y(t)= X a, (F(OM “p(t)- o(f (1)) (4)

k=0
chizigli oddiy differensial tenglamaning
M Lx(t) o, =X +M*p(t) o, k=012,..,n-1 (5)

boshlang’ich  shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi (1)  tenglamaning (2)

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi nilan bir xil bo’ladi.

Isboti. (1) differensial tenglamani n marta ketma ket differensiallash yo’li bilan

uning ko’rinishini o’zgartiramiz.

Lx(t)=a, (tx™ +a, ,(Ex" +---+a,(t)x+a,(t)
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bo’lgani uchun (9) tenglamani
Lx(t) = x(f (t)) + lt)
ko’rinishda yozamiz. Bu tenglikni
X(f(t) = Lx(t) - o(t) = M °Lx(t) - M °9(t)

ko’rinishda yozamiz. Bu tenglamani har ikkala qismini t bo’yicha differensiallab,

(£ (1))- f'(t)=%M °Lx(t)—%M 0(t),

yoki (3) operatorning aniglanishiga ko’ra
1 d
(f(t))=—~-—MLx(t)- —= -—Mp(t) = M'Lx(t)- M ot

tenglikka kelamiz. (3) munosabatni eltiborga olgan holda yana differensiallashni

davom ettiramiz:

X(F(0)- F/(t)= % M 1Lx(t)—%M Lot)

va bundan

, 1
X(f(t))zw' t f(t) dt

~
o

tenglikni yozamiz. Bu jarayonni davom ettirib,

x(")(f(t)):ﬁ-%M " x(t) - f,l(t).—

N—"

tenglikka kelamiz. Hosil gilingan tengliklar mos ravishda

ifodalarga ko’paytirilib qo’shilsa
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n

S (FOX (D)= a, (fOM LX) - Ya(fEOM )  (6)

k=0 k=0 k=0

tenglik hosil bo’ladi. Ammo (1) tenglamada f(f(t))=t ekanligi e’tiborga olinsa, u
holda (1) va (6) tenglamalardan (4) tenglama hosil bo’ladi.

Boshlang’ich shartlarni esa differensiallash yo’li bilan yuqorida keltirilgan

ifodalardan hosil gilishimiz mumkin.
Hagigatdan ham, k=0,12,...,n—1 uchun
x¥(f(t) = M*Lx(t)-M*op(t) vay“D(f(t,)) = y“?t,) = x, ekanligidan
M K Lx(t)(t:to =X, +M k(p(t]t:to
englik hosil bo’ladi. Teorema isbotlandi.

2-teorema. Ushbu
Yo (1) (7)

tenglama kvadraturalarda integrallanadi va
x*(Inx)"sin(bInx), x*(Inx)" cos(bIn x) (8)

Ko’rinishdagi fundamental yechimlarga ega bo’ladi. Bu yerda a va b haqiqgiy

sonlar, m - nomanfiy butun son.

Isboti. (7) tenglama n marta differensiallash bilan

S bx y (1) = y(x) )

k=n+1

Eyler tenglamasiga olib kelinadi. n=1 bo’lsa

Zilbershteyin tenglamasi ikkinchi tartibli
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2,1

x?y"(x)+ y(x)=0
tenglamaga o’tadi. Faraz qilaylik teorema n uchun o’rinli bo’lsin va bu
teoremaning n+1 uchun o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz. (3) formula bo’yicha (7)
tenglama uchun

= — 2._
M = —x ™ (10)

differensial operatorni kiritamiz. (6) va (9) ga ko’ra

2n
M7y ()= 3 b"x y ) (x),

nk=+1

2n
M" y(n+1)(x) _ z blgn)xk y(k+l)(X)

k=n+1

U holda
n+l,,(n+1) 2 d & () k o, (k+1)
Xk:n+1
2n 2n
_ Zkblgn)xmy(m)(x)_ Zbén)xkﬂy(kﬂ)(X)
k=n+1 Ken+l
Demak,

n+ 1
g
X

tenglama n-+1 marta differensiallash bilan Eylerning
M n+1y(n+l) (X) _ y(X)
tenglamasiga keltirildi.

Shu bilan birga

n 1 ns 1
Pl e
X X

tenglamalarga mos keluvchi
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2n+2

2n
2 bIx y () = y(x) va b x yY(x) = y(x)

k=n+1 k=n+1
Eyler tenglamalarining koeffisiyentlarini bog’lovchi

b{™ = —(k =" —b{"), , n+2<k <2n+2, (11)
by =0, b}, =0
recurrent formulalar hosil gilindi.

Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki Eyler tenglamasi (8) ko’rinishga ega
bo’lgan fundamental yechimlar sistemasiga ega, bu yerda a+bi— Xarakteristik

tenglama ildizi va m- nomanfiy butun son bu ildiz karraligidan kichik bo’lgan

son. Teorema isbotlandi.

Misol. Bir jinsli bo’lmagan

tenglamani tekshiring.

Bu tenglama oddiy differensial tenglama uchun

Ky(x)+ y(x) = ngo'(x)—(p(i] ,

yO)= Yo ,y'0)=y, + 1)

ko’rinishdagi boshlang’ich masalaga keladi. Bu masalaning yechimi

y(x)= yoﬁco{éln x) + %(% + o )]ﬁsin(? In x] +
2\/\/_— J. z 2 sm[% In;}{ 2°9'(2)- (p(%ﬂdz
ko’rinishga ega.
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3-teorema. Ushbu
y'(x)= ax” y(%) , 0<x<+0, y1)=1y, (12)

ko’rinishdagi tenglamani integrallash mumkin.

Isboti. Berilgan tenglamani x bo’yicha differensiallash natijasida
" - 1 -
y00=ap b §]-ax Py (13

tenglama hosil bo’ladi. Berilgan (12) tenglamadan

y(lj - Lx 7y (x)

X (94

bo’lgani uchun bu tenglamani bir gator murakkab bo’lmagan hisoblaslar

yordamida
x*y"(x)= Ay’ (x)+a”y(x)=0 (14)
Eyler tenglamasi ko’rinishida ifodalashimiz mumdkin.
(14) tenglamada x=e", y(x)=g(t) almashtirish kiritamiz. U holda

y(x)=yle')=g(t)

bo’lgani uchun



tengliklar hosil bo’ladi. Bu tengliklarga ko’ra (14) tenglama
g"(t)-(B-1)g'(t)+*g(t)=0 (15)
ko’rinishni oladi.

Endi  y(1)=y, boshlang’ich shart e’tiborga olinsa, u holda x=e',x, =1
bo’lgani uchun t =0 bo’lganda g(0)=y(1)=y, va

y'(x)=ax” y(ij
X
berilgan tenglamadan y'(1)=ay, bo’lgani uchun g@'(t)=xy'(x) tenglikdan
9'(0)=y'(1) = @ y, ekanligini ko’ramiz.
Demak, (15) tenglamani
9(0)=Yo. 9'(0)=ary, (16)
boshlang’ich shartlar bo’yicha integrallash mumkin. Teorema isbotlandi.

Isbotlangan teoremada hosil bo’lgan (18) differensial tenglamani integrallaylik.

1-misol. Ushbu
g"(t)-(5-Dg'(t)+a’g(t)=0  (15)
tenglamani
9(0)=yo. 9'(0)=c, (16)
boshlang’ich shartlar bo’yicha yeching.
Yechilishi. Xarakteristik tenglama
k?—(B-1Dk+a’=0
ko’rinishdagi kvadrat tenglama bo’lib, uning diskriminanti
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A=(p-1)° -4a?
Quyidagi holler bo’lishi mumkin:
1-hol. A >0 bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita haqiqiy

K, :%(ﬁ+l—\/Z), K, :%(,B+1+\/Z)

ildizlarga ega. Bu holda (15) tenglamaning umumiy yechimi
g(t)=C,el’ +C, e
bo’lgani uchun
g'(t)=Cke"' +C,k,e"

bo’lib, (16) chegaraviy shartlarga asosan

{ C,+C, =Y,
k,C; +k,C, =ay,

tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum

a—k a—k
R R
2 ™ 27 ™M

C = Yo

koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak,

)= @~k e — (e —k, )"

(15),(16) masalaning yechimi bo’ladi. Endi x=e', y(x)= g(t) belgilashlarni va
1 1
=2 (B+1-Va) ko =2(B+1+a)

ekanligi e’tiborga olinsa, u holda (12) masalaning yechimi
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yoki to’laroq holda

p+1
e J(B+1Y-4a2
YoX 2 2 2\, 2
X)= 1-2 1) -4 2
e i e [p1-20+ (g 17 ~4a? :

(B+1)-4a?

+ 2a+ﬂ+l—\/(ﬂ+1)2—4a2)x 2

ko’rinishda ega bo’ladi.

2-hol. A =0 bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita teng haqiqiy

ki =k, :%(ﬂ"‘l)

ildizlarga ega bo’lgani uchun (15) tenglamaning umumiy yechimi

sy
g(t): (C, +C,t)e 2

bo’lgani uchun va

o/lt)= {(C1 +C22t)(ﬂ +1)+C2}e/”2+1t

bo’lib, (16) chegaraviy shartlaega asosan

C = Yo,
+1
C,+C AEE Y
2
tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum
a—-p-1
Ci=Yo G, :TﬂYO
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koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak,

ALy

9(t)="2[2+ (20~ 1)k 2

(15),(16) masalaning yechimi bo’ladi. Endi x =e', y(x)= g(t) belgilashlarni va

ekanligi e’tiborga olinsa, u holda (12) masalaning yechimi

(0)=2% =2+ (20— p-1)i}x]

ko’rinishda ega bo’ladi.

3-hol. A <0 bo’lsa, u holda xarakteristik tenglama ikkita lompleks

:%(ﬂ+lii\/4a2 —(,3+1))

ildizlarga ega. Bu holda (15) tenglamaning umumiy yechimi

ﬂ+l
o()—c > [Clcost\/4a ;ﬁ+1 +Cosi t4a? ;ﬁ+1)]

bo’lgani uchun g(0)=y,,9'(0)=ay, boshlang’ich shartlar e’tiborga olinsa, u
holda

2

p -
o')=e Zt"BTH[Cl t\/4a _ (B+1) LCos

. t\/4a —(B+1)
)

+e ?
2

ﬂﬂt[_clsint\/mx ;ﬂ+1 +C,co W“a ;ﬂ”].\/““z‘(ﬂ*l)

bo’lib, (16) chegaraviy shartlaega asosan
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Ci = Yo,

+1 4a® —(p+1
2 ¢, 2(ﬂ )¢, —ay,

tenglamalar sistemasini yozamiz. Bu sistemani yechib, noma’lum

20— -1
C, =Y, C,=
e T ()

Yo

koeffisiyentlarni aniglaymiz. Demak, (15),(16) masalaning yechimi

g(t)= Yo x J4a® — (B +1)cos ‘/4a2_(’8+1)+
Jaa® —(B+1) 2

+ (202 = p—1)sin

ty4a’ - (B +1)
2

bo’ladi. Endi x=e", y(x)=g(t) belgilashlarni e’tiborga olinsa, u holda

(12) masalaning yechimi

)’0\/W
Jaa? —(B+1)

Vaa? —(B+1)inlx| |

J4a® — (B +1)cos :

y(x)=

V4a? = (B +1)Inx

+(2a2 —ﬁ—l)sin >

ko’rinishda ega bo’ladi.
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2.3-8§.Chizigli differensial tenglamalar sistemasining

involyutsiyasi.

Biz endi involyutsiya xossasiga ega bo’lgan chizigli tenglamalar sistemasini

ko’rib chigamiz. Quyidagi tasdiq o’rinli.

Teorema. Agar y—n o’lchamli vector, A va B—nxn o’lchamli matritsalar

bo’lsa, u holda
y'(x)= Ay(x)+By(c—x) (20)
sistemaning
y(c/2)=y,
boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi
V()= (A-BAB L)y (x)+ (BA'B-BYy(x)y  (21)
sistemaning

y(c/2)=Y,, y'(c/2)=(A+B)y,
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.

Isboti. Berilgan sistemani X bo’yicha differensiallab,
y"(x)=Ay'(x)-By'(c-x)

tenglamani hosil gilamiz. (20) tenglamada x-—c—x almashtirish bajarsak,

y(c—x)= Ay(c—x)+By(x) (22)

tenglikni hosil qilamiz. (22) ni (21) ga qo’yib

y"(x)= Ay'(x)— BAy(c —x)— B?y(x) (23)
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tenglamani hosil gilamiz. Ammo (12) tenglamadan
y(c—x)=B(y'(x)- Ay(x))=By'(x)- B Ay(x)
bo’lgani uchun (23) bir qator sodda hisoblashlardan keyin (21) ko’rinishni oladi.

Ikkinchi tomondan y(c/2)=1y, bo’lgani uchun y'(c/2)=(A+B)y, tenglik

kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
Xususiy holda A va B kommutativ matritsalar bo’lsa, ya’ni AB =BA bo’lsa, u
holda A=BAB™, B™'A=AB™* bo’lib,
A=BAB'=A-A=0, BA°B™" =BA-AB' =BAB A=A’
bo’lgani uchun isbotlangan teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar y—n o’lchamli vector, A va B-nxn o’lchamli kommutativ

matritsalar bo’lsa, u holda

y'(x)=(A* - B2 )y(x)

sistemaning
y(c/2)=yo. y'(c/2)=(A+B)y,
boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi (20):
y'(x)=Ay(x)+By(c—x)
sistemaning
y(c/2)=y,

boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi Koshi masalasining yechimidan iborat.

Misol. Ushbu
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{yi(X)= Y2 (X)+ 2, (x)+ 5y, (4 = x)+ 2y, (4 - x),
% (X) = 3Y1(X)+ Y, (X)+33’1(4_ X)"‘ SY, (4_ X)

sistemaning

¥(2)=y, = @

boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi

2, +24z, +16z, =0,
25 +242,+ 242, =0

sistemaning

12)-yo-( 5 2(2)= 5

boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat ekanligi  yuqorida

keltirilgan natijadan kelib chigadi, chunki keltirilgan misolda

1 2 5 2
A= . B=
31 3 5
kommutativ matritsalar va

, ., (-24 16 6 4
A°-B° = , A+B=
-24 -24 6 6

ekanligini e’tiborga olishimiz kifoya.
| bob bo’yicha xulosa:

Bubobda involyutsiya tushunchasini bayon etish uchun o’zgarmas koeffisienli
chizigli differensial tenglamalar, o’zgarmasni varaiatsiyalash usuli, Eyler va
Lagranj tenglamalari va unga doir misollar yechilishi bilan keltirilgan. Shu bilan
birga involyutsiya tushunchasiga ta’rif berilgan va involyutsiyaga oid bir nechta
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teoremalar isbotlari bilan keltirilgan. Kuchli involyutsiya bo’lish shartlari, kasr

chizigli involyutsiya va uning turlari hagida bayon gilingan.

11 Bob. Involyutsiya gatnashgan spektral masalalar
3.1-§.Spektral analizdan asosiy ma’lumotlar

Involyutsiya gatnashgan xususiy hosilali birinchi tartibli differensial tenglamalar
uchun turli mazmunda qo’yilgan masalalar [1-3] maqolalardan o’rin olgan bo’lib,
asosly usul sifatida o’zgaruvchilarni ajratishning Fur’ye usuli qo’llanilishi
qaralayotgan tenglama vaqt bo’yicha oddiy differensial tenglamani, holati bo’yicha
involyutsiyali tenglamaga olib keladi. Shu davrgacha e’lon gilingan maqolalarning
ko’p qismi & =-x involyutsiyaga bag'ishlangan. Ammo 2010 yildan boshlab, []
adabiyotlarda A.P.Khromov va uning o’quvchilari tomonidan & =1-x involyutsiya

gaqtnashgan xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun turli ko’rinishdagi
masalalar ustida tadgiqgotlar olib borilmoqgda.

Biz bu bo’limda quyidagi masala bilan shug’ullanamiz: berilgan
D={(x1):0<x<1, 0<t<oo}

parabolik tipdagi ikkinchi tartibli xususiy involyutsiya gagtnashgan

ow(x, t) :_azw((f,t)‘ L g W (xt) )
ot 0&%  |E=1-x ox?
tenglamaning ¢2*(D)NC'(D) funksiyalar sinfidan
(x0)= o) o[ 3 |- ol0)=0 @
w(0,t)=w(Lt)=0, 3)
w(0)=w(Lt)=0 (4)

ko’rinishdagi boshlang’ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini
toppish masalasini garaymiz.

O’zgaruvchilarni ajratishning Fur’ye usuli bo’yicha (1)-(4) masalaning w(x,t)
yechimini

w(x,t)=u(x) - T(t)
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korinishda izlaymiz. U holda (1) tenglamadan
ux)- T't)==-u"@—x)-T)+au"(x)-T (1),

yoki

tenglikni hosil gilamiz. Bundan
T'(t)+AT(t)=0 va—u"(1—x)+au"(x) = —Au(x)
tenglamalarga ega bo’lamiz. Birinchi tenglamaning umumiy yechimi
T(t)=Ce™

ko’rinishga ega. Ikkinchi tenglama (3),(4) chegaraviy shartlarga ko’ra

—u"(1-x)-a"(x) = Au(x), (5)
u(0)=u®)=0 (6)
va
~U'(1=x)—au"(x) = (), (5)
u'(0)=u')=0 (7)

chegaraviy masalalar hosil bo’ladi.

Dastlab (5),(6) cpektral masalagning yechimini topamiz. (5),(6) spectral
masaladaq argumentlar bo’yicha x —1-xalmashtirish bajarib

—Uu"(1-x)—au"(x) = Au(x), (8)
u(0)=u@)=0

spektral masalaga ega bo’lamiz.

L) o

funksiya (5) tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

1-reopema. Ushbu

u(x)= Acos

Isboti. (5) va (8) tenglamalarni hadlab qo’shib va hadlab ayirib quyidagi:
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—(+1u"(x)+u"@=x)]= 2[u(x)+ ut- x)}
— (& =1fu"(x)-u"@-x)]= Alu(x)-ut - x)]

tenglamalarni hosil gilamiz. Bu tenglamalarni

[u(x)+u(L- x)]" + ail[u(x)+ ull-x)]=0,

u(x)-u@-x)] + ﬁ[u(x)— u(l-x)]=0

ko’rinishda yozib integrallash bilan

u(x)+u(l—x)=24cos /LXJFZBsin /ix

a+l a+l (10)
u(x)—u(l—x)=2Ccos /Lx+2Dsin /Lx

a-1 a-1

tengliklarni hosil gilamiz.bu tengliklarda argumentlar ustida x —»1-x
almashtirish bajarilsa

u(x)+u(l—x)=24cos Ll—x +2Bsin il—x,
() +ull-x)=24c05| A1)+ 28sin [ 1 (1-x) "
u(l—x)—u(x):ZCcos\/g(l—x)JrZDsin\/g(l—x)

tenglamalarni hosil gilamiz. (10) va (11) tenglamalarni taggoslab
A(cos‘/ix—coswfi(l—x)} B(sin‘/Lx—sin‘/L(l—x)J:
a+l a+l a+l a+l
C(cos‘/ixmoswfi(l—x)} D(sin /Lx+sin /i(l—x)J:
a-1 a-1 a-1 a-1

tengliklarni hosil gilamiz. Bu tengliklarni trigonometrik funksiyalarni qo’shish
formulalaridan foydalanib

o ot s o
ol 3o o )

ko’rinishda yozishimiz mumkin. Bu tengliklar ixtiyoriy x €(0,1) uchun o’rinli
bo’lganidan
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SIN— ., [——— CcosS —_—

i . )
COS—.|—— SIN—.,.[———
a+1 a-1

Shuning uchun (11) ga ko’ra

oot} 2ioon |2 F L e )

7 cos%/ A 7
u(x)-u(l-x)=2Ccos,|——x—2C 2 a_lsin\/ X = / ( j
a-1 .1/ A a-1
sin= [~ /
2Va-1
Hosil bo’lgan tengliklarni qo’shib, (5) tenglamaning umumiy yechimi

/ ( j C ! (1 J
sin —=X|,
/ 1 f A a-1\2
ni -
2Va-1
—————— belgilashlar kiritib (9)tenglikka
COS—J |n—1/

ega bo’lamiz, bu yerda A, B —1xt1yor1y 0’zgarmas sonlar. Bevosita tekshirish bilan
(9) funksiya (5) tenglamani ganoatlantirishini ko’ramiz. Teorema isbotlandi.

ko’rinishga , yoki 4 =

2-teopema. (5),(6) spectral masalaning xos qiymatlari va xos funksiyalari

Ay = Mo —1K*7% uy (x) = co{\/%k;zjsin[(Zx —1kz]k =12,..

Ay =(@+1)2m+1)°7%,u,, = cos[(Zx —1)(k + %)7[} k=012,.

ko’rinishga ega.

Isboti. (6): u(0)=0,u(1)=0 chegaraviy shartlarga ko’ra umumiy yechimning
(9) formulasidan
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tengliklarni yozamiz. Bu tengliklar birgalikda bo’lishi uchun

1 / 1 / A
sin— -COS— =0
2Va-1 2Va+1

tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Bundan

sinl‘/izo yoki cos%/izo
2Va-1 2\Va+1

bo’lgani uchun (5), (6) masalaning xos qiymatlari

A =Ma-1K*7%, k=12,.. va A, =(e+1)2m+1)°z*, m=012,.

ko’rinishga ega. Endi (5),(6) masalaning xos funksiyalarini topamiz.

1[4
L
B, = A -% bo’lgani uchun (9) tenglikdan
sin> [
2Va-1
1[4
_ 1 _ cos) . L
u,(x)= 4, cos,| = (—— j+Ak- ar2 sin, |- (—— j
a+1\2 sinl A a—-1\2
2Va-1

tenglikni, yoki A, ixtiyoriy bo’lgani uchun xos funksiyani

1 [ 2 (1 1[4 . [ (1
u(x)=sin> -cos Z X |+cos> -sin S
2Va-1 a+1\2 2\Va+1 a—-1\2

formula bo’yicha hisoblash yetarli. Shuning uchun
U, (x)=sin= \/ﬂ”lk -cos \/ %t (— j+cos \/}le sn\/ %t (——xj:
a+1\2 a+1 a-1\2
{‘/ k;rJ Sln27zk ——x co{‘/ kﬂ]sm [(2x—1)k7]
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L[ Aoy 1\//12k .\//IZk 1
=Sin— - COS ——X +COS— -sin ——X|=
2 a-1 a+1 2V a+1 a-1\2

=sm((k+ s et

Teorema isbotlandi.

+

K
H

Q

3.2-§. Involyutsiya gatnashgan chegaraviy masalalardan namunalar.

1.PaccmorpuM auddepeHIranbHoe ypaBHEHHE BTOPOTO MOPSIKa
w, (t, x) = aw, (t, x)+bw(c —t,x) (1)
CO CMEIIAHHBIMH KPAEBBIMH YCIOBHAMU

W(t,0)=0, wit,1)=0,w(0,x)=(x) (2)

Pemienue 3anaun (1)-(2) Oyaem uckaTb METOJOM pa3/ieieHUs MEPEMEHHBIX
W(t'X):ZXn(X)'Tn(t) (3)

nonyuuM 3azauy lrypma-JInyBunis
X "(x)+ A2X(x)=0, X(0)=X(1)=0 (4)

v 3agauy Komm ¢ nHBOIIOIIMEH

T!(t)+ A%aT, (t)+ AT, (c—t)=0, T, GJ -C,, (5)
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rae C, koepduuuentsr Oypobe npu pasinoxkenus GyHkuuu ¢(x) B psa Dypwe 110
coOCTBEHHBIM (PYHKIIUSIM 3a51auu (4), a t, =% HETIOJIBMKHAS TOYKA HHBOJIIOLAN

f(t)=c—t.Pemenns 3anaun (4) U3BECTHO:
Ay =—, Xn(x):sinnl—ﬂx,nzl,Z,... (6)

Jns pemienust 3anaun Komm (5) cBeiem ee K 0OBIKHOBEHHOMY

nuddepeHInanTbHOMY YpaBHEHUIO. 171 3TOi 11enu U3 ypaBHEHHUS
T/(t)+A%aT, (t)+ A%bT,(c—t)=0 )

IIOCJICA0OBATCIIbHO HAXOIUM

T,C-t)=-—= /- 27,0) ®)
Tie-t)=-—T, - 2710 ©)

Teneps 3aMeHUB t Ha C—t B ypaBHEHUE (7) HaAXOIUM, YTO
T/(c—t)+ A%aT, (c—t)+ A°bT, (t)=0 (10)
[Toncrasisst (8) u (9) B ypaBuenue (10) monydum
T"(t)+ 2 (0% —a? T, (t) =0 (11)

Tak Kak COOTBETCTBYIOIIEE XapaKTepucTuiueckoe ypaBuenus st (11) umeer

KOpHH Kk, , = irﬂﬁ/‘bz —a?|, To obmiee pemenus ypasaenust (11) umeet Bua

T (t)=C,cosiva® —b’t +C,sinAa® —b’t +

(12)
+C,cosAva’ +b*t+C,siniVa* +b’t

Pemenue ypaBaenue (7) Oyaem uckats B Bune (12). Torma HetpynHo yoeauThes,

YTO OOIMM perieHneM ypaBHeHust (7) siBiasieTcst QyHKIMs
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T.(t)= A3|nﬂﬁ(——tj+Bcosﬂm(——tj (13)

C y4eToM HavyalbHBIX YCIOBUHN MOIYYUM

T.(t)=4, COS@W(%—IJ ——B smlm(——tj (14)

Ava? —b?

2. Tenepb paccMoTpuM au(dEPEHIMATLHOE YPaBHEHHE BTOPOrO MOPSIKA
w, (t, x) = a’w, (t,x)+b?w(c —t, X) (1)
CO CMEIIAHHLIMM KPAEBBIMU YCIOBUAMU
w(t,0)=0, w(t,1)=0,w(0, x) = p(x),w, (0, x) = w(x) (2)

Pemenne 3amaun (1)-(2) Oyaem uckaTh METOJIOM pa3JIeiCHUS MEPEMEHHBIX
wit, )= X, (x)-T,(t) 3)

nonyuuM 3azaudy ltypma-JInyBuniis
X"(x)+ A2 X(x)=0, X(0)=X(1)=0 (4)

v 3agauy Ko ¢ nHBOIIOIIMEH
T/(t)+ A2a’T, (t)+ A%b7T, (c—t)=0, T, (%) = A, T(%) -B,, (5)

rae A u B, xoddpuuuentsl Oypbe npu pasioxkenus GyHkuuu ¢(x) u w(x) B psna
®dypre 110 coOCTBEHHBIM (QYHKIUSIM 3a7auu (4), a t, =% HETIOJBH)KHAS TOUKA

uHBoJoNMK f(t)=c—t.Pemenne 3anaun (4) U3BECTHO:

A, =—, Xn(x):sinnl—ﬂx, n=12,. (6)
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YrtoOsl momyuuTh pemieHus 3anauu Komm (5) cBegem ee K OOBIKHOBEHHOMY

muddepeHInanTbHOMY YpaBHEHUIO. [ 3TOM 1enu U3 ypaBHEHHUS
T/(t)+ Aa°T,(t)+ 2bT (c—t)=0 ©)

IIOCJIACA0BATCIbHO HAXOAUM

1 a
_ —_ " T 8
Tﬂ (C t) ﬂZbZ Tn (t) b2 Tn (t)’ ( )
Te-t)=——L T O0)-L 1) )
n izbz n bz n

Tenepb 3aMeHUB t Ha Cc-—t B ypaBHeHUE (7) HAXOJUM, YTO
T/(c—t)+2%a’T, (c—t)+ A2b?T, (t)=0 (10)
[Moacrassts (8) u (9) B ypaBHenue (10) momydnm ypaBHEHHUS 0€3 UHBOJIOIMEH
TO()+242a°T/(t)+ A (a* —b* )T, (t)=0 (11)

Tak Kak COOTBETCTBYIOIIIEE XapaKTepUCTHIECKOe /1 ypaBHeHus (11) umeer

KopHH k;, =tiva®—b?, k,, =tiva’+b* , To obmee pemenus ypasaenus (11)
UMEET BHL

T.(t)=C,cosiva® —b’t +C,sinAa’ —b’t +

(12)
+C,cosia’ +b’t+C,sinAva® +b*t

Pemenue ypasuenue (7) Oyaem uckatb B Buze (12). Torna HerpynHo yoeauThces,

YTO 0011Iee pelIeHHs ypaBHEHUS (7) MOXKHO MPEIACTABUTh B BUJIE
T, (t)= 4sinAva® —b? (%—t]+ BcosAva® +b? (%—t] (13)
C y4eToM HayalbHBIX YCIOBUHN MOIYYUM
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T.(t)= 4, cosﬂm(%—tj — =B SInﬂP(——tj (14)

1
Aa® b’
CorunacHo (3) oO1iee pelieHus: cMelaHHOM KpaeBoit 3agauu (1),(2) B cuity

(6),(13) MOXHO TIPEICTAaBUT B BUIC

w(t, x)= i{A cosﬂﬁ(— —t)

n=1

\/alj B anﬂF(——tﬂmnTx
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